Mathematik fur Physiker I11

Vorlesungszusammenfassung
VERSION VOM 15 FEBRUAR 2010

1. Differentialrechnung

1.1. Metrische und normierte Riaume

In dieser Vorlesung bezeichnet IK entweder IR (Korper der reellen Zahlen) oder € = {u+iv: u,v € R}
(Korper der komplexen Zahlen). Wir schreiben weiter IN := {1,2,3,...} fiir die Menge der natiirlichen
Zahlen, Z fiir den Ring der ganzen Zahlen, Q fiir den Korper der rationalen Zahlen. Ferner: R>, =
[a,o0). Um die Begriffe “Abstand”, “Konvergenz”, “Umgebung”, “Stetigkeit” etc., die man aus der
Theorie der reellen Zahlen kennt, auch auf andere Mengen zu verallgemeinern, beginnen wir mit den

folgenden fundamentalen Definitionen.

Definition 1.1.1. (Metrischer Raum) Es sei X eine beliebige Menge. Eine Abbildung d : X x X —
[0,00) C R heiflit eine Metrik oder eine Abstandsfunktion falls fiir alle x,y,z € X die folgenden
Bedingungen erfiillt sind:

M1) dx,y)=0. <= x=y

(M2) (Symmetrie) d(x,y) = d(y, x)

(M3) (Dreiecksungleichung) d(x,y) + d(y,z) > d(x,z)

Eine Menge X zusammen mit einer Metrik d nennt man einen metrischen Raum.

Definition 1.1.2. (Normierter Raum) Es sei V ein IK Vektorraum. Eine Abbildung v : V — [0, c0)
nennt man ein Norm, falls fiir alle x,y € V und A € K die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(N1) v(x) =0 <= x=0

(N2) v(Ax) = |A|v(x)

(N3) (Dreiecksungleichung) v(x + y) < v(x) + v(y)

Man schreibt oft ||x|| statt v(x). Ein Vektorraum zusammen mit einer Norm, (V, || ||), nennt man einen
normierten Vektorraum. Aus den Normaxiomen folgt die sog. umgekehrte Dreiecksungleichung

Vx,yeV v(x) —v(y)| > v(x —y)

Definition 1.1.3. (Skalarprodukt) Es sei V ein K Vektorraum. Ein Skalarprodukt auf V ist eine
Abbildung % : V x V — IK mit den folgenden Eigenschaften:
(H1) Falls IK =R, h ist IR-bilinear und symmetrisch,
oder,
(HT") falls IK = €, h ist hermitesch, d.h., fiir alle x;,y; € V, A;,u; € C gilt:

(A x1 + iy, axo + poya) = A ah(xy, x2) + Aipah(x1, y2) + H1 ah(ys, x2) + Hipeh(yi, y2)
h(x1, x2) = h(xa, x1)

(H2) (positive Definitheit) Fiir alle x € V gilt h(x, x) > 0
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(H3) (keine Entartung) h(x,x) =0 <= x=0
Man schreibt oft (x,y) statt A(x, y).

Bemerkungen.

e Ein Skalarprodukt auf V definiert auf V eine Norm durch [[o|| := [[v|; |y := 1/(v,0).

e Eine Norm auf V definiert durch die Vorschrift d(v, w) := d (v, w) := ||v — w|| eine Metrik auf V.
e Es gibt Normen auf Vektorrdumen, die von keinem Skalarprodukt induziert werden konnen und es
gibt Metriken auf V' die von keiner Norm || || herkommen.

Fiir Vektorrdaume mit einem Skalarprodukt gilt die
1.1.4. Cauchy-Schwarz Ungleichung

Vo,weV  [(o,w)] < |jv] - ||wl|

wobei die Ungleichung strikt ist wenn v und w linear unabhingig sind.

Beispiele 1.1.5. Essei N := {I,...,n} oder N = IN. (Beweise fiir (b) — (d): Ubungsaufgaben)

D _ . _JO0 fallsx=y . . :
(a) Essei X eine beliebige Menge. Dann ist ds(x, y) := { 1 falls x # y die sog. diskrete Metrik
auf X.
(b) Fiir jedes p € (0,00) die Menge der N-Tupeln (dquivalent, die Menge der Abbildungen N —
K)

OP(N) = {(x(®Dken = Y [¥E)[P < o0},

keN
versehen mit der komponentenweise Addition ur{d Skalarmultiplikation, ein IK-Vektorraum. Fiir
p € [1,00) macht ||(x(k))||, := (ZkeN ]x(k)|”) P aus ¢P(N) einen normierten Raum.
(¢)  Aufdem IK-Vektorraum C°([0, 1]) der stetigen Funktionen auf [0, 1] ist durch

£ llo = llfllw0.11 == SUPefo.1y [F ()]
eine Norm erklért: die sog. Supremumsnorm. Analoge Konstruktion macht man auch fiir
C°(N) := {(x())) : sup e [x(j)] < oo}

(d)  Spezell fiir p =2 ist ((x(k), (y(k)) := > x(k)y(k) ein Skalarprodukt auf £*(N).
keN
Falls N = {1,...,n} soist ((>(N),{, )) der wohlbekannter Vektorraum IK", versehen mit dem
euklidischen Skalarprodukt (¥,7) = Xjy; + -+ + Xpy,. Wir schreiben d, fiir die induzierte
euklidische Metrik auf IR".

(e) Jede Teilmenge Y C X eines metrischen Raumes, zusammen mit der eingeschrinkten Abstands-
funktion d : ¥ x Y — [0, 00), ist ein metrischer Raum. Wir nennen ein solches Paar (Y,d|y)
einen Teilraum von (X, d). Auch das endliche kartesische Produkt X; x - - - X X;, von metrischen
Réaumen kann mit einer metrische Struktur versehen werden, z.B., sind

D((x15 e s Xn)s Y15 -5 Yn)) = Zdj(xjayj) oder  D((X1, e, Xpn)s (Y1, e s Yn)) = mj%lx{dj(xj, yj)}
J

Metriken auf X; x --- x X, (die topologisch dquivalent im Sinne von 1.2.6(c) sind).

(f)  Ist (X, d) ein metrischer Raum, so ist d(x, y) := min{d(x, y), 1} ebenfalls eine Metrik auf X . Die
Topologien (siehe Bemerkungen bevor 1.2.3) erzeugt durch d und d sind gleich. d ist jedoch
beschrénkt auf ganz X.
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1.2. Offene und abgeschlossene Mengen, Konvergenz und Stetigkeit

Die offenen Intervalle in IR sowie deren beliebige Vereiningungen waren von fundamentale Bedeutung
fiir die Analysis auf IR. Analoge Begrifte lassen sich auch fiir beliebige metrische Raume definieren.

Definition 1.2.1. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
(a) Eine (offene) metrische Kugel um x € X mit Radius r > 0 ist die Teilmenge

B (x):={yeX:dxy) <r}

(b) Eine Teilmenge U C X heifit eine Umgebung des Punktes x € X falls eine Kugel mit positiven
Radius r existiert, so dass B.(x) C U gilt.

(c) Eine Teilmenge W C X heiit offen falls sie eine Umgebung aller in W enthaltenen Punkte ist.
Insbesondere ist die leere Menge & eine offene Teilmenge in (X, d).

(d) Eine Teilmenge A C X heillit abgeschlossen falls deren Komplement A€ := X ~\ A offen ist.

Theorem 1.2.2. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.
i Jede Kugel B,(x) C X ist eine offenen Teilmenge.
ii Jede offenen Teilmenge W C X ist eine Vereiningung von Kugeln: W = UjeJ B, (x)).
iii Beliebige Vereiningungen offener Mengen sind offen. Endliche Durschnitte offnener Mengen sind
offen.
iv Beliebige Durchschnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen. Endliche Vereinigungen
abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

Bemerkungen.
o Jeder metrische Raum ist hausdorff, d.h., fiir je zwei verschiedene Punkte xj, x, € X gibt es Umge-
bungen U; von x; und U, von x; mit Uy NU, = &.

e Jede offene Teilmenge U C X eines metrischen Raumes 146t sich als eine (i.A. unendliche) Vere-
iningung von Kugeln mit verschiedenen Radii und Mittelpunkten darstellen: U = |J i Br;(x;).

e Die Menge diejenigen Teilmengen von X, die offen sind, bilden die sog. topologische Struktur oder Topolo-
gie auf X . Diese Menge kann als eine Teilmenge 7 der Potenzmenge 2X (dh. die Menge aller Teilmengen von
X)) betrachtet werden. Ohne den Umweg {iber metrische Rdume definieren Mathematiker den Begriff der Topolo-
gie in die folgende Art und Weise: Eine Topologie 7 auf einer Menge X ist eine ausgezeichnete Teilmenge
T c 2%, die die folgenden Bedingungen erfiillt:

(T) @,XeT.

(T2) Beliebige Vereinigungen | J j Uj von Elementen U; aus 7 liegen wiederin 7 .

(T2) Endliche Durchschnitte () i Uj von Elementen U; aus 7 liegen wiederin 7 .

Eine Menge X zusammen mit der Menge 7 von Teilmengen von X, die die Bedingungen (T1) — (T3) erfiillt,
nennt man einen topologischen Raum. Man bezeichnen die Elemente aus 7 C 2% als die offenen Teilmengen
in X . Ausgehend von 7 lassen sich die Begriffe “offen” (per definitionem), “abgeschlossen”, “Haufungspunkt”,
“Rand”, “Konvergenz”, “Stetigkeit” etc. (siche unten) ebenfalls problemlos definieren. Die so erhaltenen Klasse
von beliebigen topologischen Rdumen ist wesentlich grofler als die metrischen Raume (X, d), deren Topologien
wie in 1.2.1 konstruiert wurde. In dieser Vorlesung werden wir auf diesen allgemeineren Standpunkt aber weit-
gehend verzichten und uns hauptsidchlich mit den metrischen Raumen beschiftigen. Die von einier Metrik d auf
X induzierte Topologie, d.h., die Menge 7 aller offenen Teilmengen von X , bezeichnen wir als eine metrische
Topologie.

Definition 1.2.3. Essei C C X eine Teilmenge eines metrischen Raumes.
(a)  Einen Hdufungspunkt von C nennt man jeden Punkt y € X, fiir den gilt

V& >0 Bg(y) N X enthilt Punkte aus C ~ {y}.
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(b)  Einen Randpunkt von C nennt man jeden Punkt y € X, so dass fiir jedes £ > 0 die Kugel B.(y)
sowohl Punkte aus C als auch Punkte aus X ~. C enthilt.

Man bezeichne mit Hp(C) die Menge aller Hiufungspunkte und mit JC die Menge aller Randpunkte
von C.

(c)  Der Abschluss M von M C X ist definitionsgemiB die Menge M := ﬂ A

ADM
A abg

Gilt fiir eine Teilmenge M C X M = X so heiit M dichtin X. Beispiel: Q = R

(d) Jeder Punkt x € C, fiir den C eine Umgebung ist, nennt man einen inneren Punkt von C. Die
Menge aller inneren Punkte von C, das sog. Innere, oder der offene Kern von C, bezeichnet
man mit int(C) (oder C°)

Lemma 1.2.4. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und M C X eine beliebige Teilmenge. Dann gilt
i M=MUHpM)=MUJIM).
ii Misoffen < M=intlM) < MNIM =0
iti OM = M ~ int(M)

Definition 1.2.5. Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine Folge (x,),en aus X konvergiert gegen y € X falls fiir jede Umgebung U(y) von y ein
N = Ny € IN existiert, so dass x, € U(y) fiir alle n > Ny . Wir schreiben dann lim x, = y
oder einfach nur x, — y. e
Aquivalent umformuliert: V& >0 dN =N, € IN sodass d(x,,y) <& fiiralle n > N,.
Konvergiert eine Folge (x,) (aus X) nicht gegen einen Grenzwert (in X ), so sagt man, dass sie
divergent (in X) ist.

(b) Eine Folge (x,),en aus X heiBit eine Cauchy-Folge falls fiir jedes € > 0 ein N = N € IN
existiert, so dass d(xy, x,,) < ¢ fiir alle m,n > N gilt.

Eine Cauchy-Folge in (X, d) muss nicht konvergieren. Z.B. ist in (Q, d,) die rekursiv definierte Folge
X+l = Xm/2 + 1/x,;, mit x; = 1 eine Cauchy-Folge ohne einen Grenzwert (in Q).

(c)  Ein metrischer Raum (X, d) heiB3t vollstindig falls jede Cauchy-Folge (x,) aus X gegen ein Ele-
ment aus X konvergiert. Ein normierter Raum (V, || ||), der bzgl. der induzierten Abstandsfunk-
tion d) || vollstdndig ist, heiBt ein Banachraum. Ein Vektorraum versehen mit einem Skalarpro-
dukt, der vollstiandig bzgl. der induzierten Metrik d; y(x,y) = \/(x —y,x — y) ist, heibt ein
Hilbertraum.

Aus der Vorlesung in dem ersten Semester sollte bekannt sein, dass IR und C, versehen mit der euklidi-
schen Metrik d(x,y) := |x — y|, vollstindig sind.

Eine divergente Folge (x,) aus X kann konvergente Teilfolgen (x,,) besitzen: Z.B. ist die Folge
(xn) == (D", ") in € x C divergent, aber die Teilfolgen (x144x), (X2+4x), (¥3+4%) und (x4x) kon-
vergieren (als konstante Folgen) in €2.

In einem metrischen Raum (X, d) kann von jeder Teilmenge M C X der Durchmesser ermittelt wer-
den:
diam(M) := sup d(x,y) € [0,+oc]
x,yeM

Man sagt, dass M bzgl. d beschrinkt ist, falls diam(M) < co gilt.
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Definition 1.2.6. (Stetigkeit) Es seien (X, dx), (Y, dy) metrische Rdume.

(a) Eine Abbildung f : X — Y heilt (folgen)stetig in x € X falls fiir jede Folge (x,) aus X mit
lim x,, = x die Bildfolge (f(x,)).en gegen f(x) konvergiert. Eine Abbildung f : X — Y heilit
(global) stetig falls sie stetig in jedem Punkt x € X ist. Fiir die Menge aller stetigen Abbildungen
X — Y schreiben wir C%(X,Y).

Besonders wichtig sind die Abbildungen, die die topologische Struktur von metrischen Raume iso-
morph erhalten:

(b) Eine Abbildung f : X — Y heillit ein Homdomorphismus, falls f stetig, bijektiv und die
Umkehrabbildung f~' : ¥ — X ebenfalls stetig ist.

(c) Esseien d; und d, zwei Abstandsfunktionen auf der Menge X. Man sagt, dass (X, d,) feiner
als (X, d,) ist falls die identische Abbildung Id : (X,d;) — (X,d;) stetig ist. So z.B. ist R,
versehen mit der diskreten Metrik ds aus 1.1.5(a), feiner als IR versehen mit der euklidischen
Metrik d,. Umgekehrt ist jedoch die identische Abbildung Id : (IR, d.) — (IR, ds) nicht stetig.
Ist die identische Abbildung 1d : (X,d;) — (X,d>) eine Homdomorphismus, so sagt man, dass
die beiden Metriken d; und d; topologisch dquivalent sind.

Lemma 1.2.7. (Eindeutigkeit des Grenzwertes) Sind y, und y, zwei Grenzwerte einer Folge (x;)ncn
in einem metrischen Raum (X, d), so gilt y; = y,.

Beweis: Es sei limx, = y; und limx, = y,. Angenommen y, # y;, d.h, € := d(y;,y2) > 0.
Dann sind Bg>(y1) und Bgj»(y2) zwei disjunkte Umgebungen. Da aber wegen lim x,, = y; bis auf
endliche viele Ausnahmen x, € B,/»(y;), so konnen hochsten endlich viele Folgenglieder x; in
B¢ 2(y2) liegen. Dann aber kann y; kein Grenzwert von (x,) sein, was den Widerspruch zu unseren
Annahme liefert. O

Lemma 1.2.8. (Stetigkeit und offene Teilmengen) Eine Abbildung f : (X,d) — (Y,dy) ist genau
dann stetig, falls das Urbild =" (V) jeder offenen Teilmenge V C Y offen in X ist.

Beweis: “=-" Es sei f folgenstetig. Angenommen, es gébe eine offene Teilmenge V C Y, so dass
£~ (V) nicht offen ist. Dann gibt es einen Randpunkt x € f~!(V). Insbesondere gibt es fiir jedes
n € IN ein y, € By/u(x) \ f~1(V). Dann aber limy, = x in X und wegen der Stetigkeit von f
auch lim f(y,) = f(x) € V. Da jedoch n.V. V offen ist gilt es f(y,) € V fiir alle n > N fiir einen
endlichen Index N. Fiir solche n-s gelte aber y, € f~!'(V) im Widerspruch zu Konstruktion der
Folge y,, .

“ <= Fiir jede offenen Teilmenge V C Y seijetzt f~!(V) offen und x € X ein beliebiges Element.
Wir zeigen, dass f in x (folgen)stetig ist. Da insbesondere fiir ein beliebiges € > 0 das Urbild
von Bg(f(x)) offen ist, enthilt f~!(B.(f(x))) eine offene Kugel Bs(x) fiir ein 6 = §, > 0. Fiir
jede Folge (x;,) aus X mit limx, = x gibt es dann ein N mit x,, € Bs(x) fiir alle n > N. Wegen
f(Bs(x)) C B:(f(x)) folgt dann d(f(x,), f(x)) < € fiiralle n > N. Da & > 0 beliebig klein gewihlt
werden kann, folgern wir, dass lim f(x,) = f(x) was zu zeigen war. O

Bemerkung. Um die Stetigkeit einer Abbildung f : (X, dx) — (¥, dy) zu zeigen, reicht es nachzuweisen,
dass das Urbild jeder offenen Kugel, f _I(B,]. (y;)), offenin X ist.

Definition 1.2.9. (Konvergenzmodi fiir Funktionenfolgen) Es sei f, : X — Y eine Folge von
Abbildungen zwischen zwei metrischen Rdumen und ¢g : X — Y eine weitere Abbilung.
(a) (fn) konvergiert punktweise gegen g wenn fiir jedes x € X lim f,(x) = g(x) gilt.
n—oo
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(b) (fn) konvergiert (global) gleichmdfiig gegen g wenn fiir jedes € > 0 ein Index N = N € IN
existiert, so dass dy(f,(x), g(x)) < & simultan fiir alle x € X gilt.

(c) (fn) konvergiert lokal gleichmdfig gegen g wenn fiir jedes x € X eine Umgebung U(x) C X
mit der folgenden Eigenschaft existiert: Die Einschrinkungen f; |y konvergieren gleichmifBig

gegen gly() -

Lemma 1.2.10. Es scien X, Y zwei metrische Rdume.
i Ist g: X — Y derlokal gleichmdfige Grenzwert einer Folge f, : X — Y von stetigen Funktionen,
so ist g ebenfalls stetig.
ii “f, — g konvergiert gleichmdflig” = “ f,, — g konvergiert lokal gleichmdfig” = “f, — g
konvergiert punktweise”. Die Umkehrungen dieser Implikationen sind i.A. falsch.

Beispiel 1.2.11. Essei B(X,Y) := {f : X — Y : stetig sup, yex dr(f(x), f(y)) < oo} die Menge der
beschrinkten stetigen Abbildungen zwischen den metrischen Rdumen X und Y. Dann ist

d(f,9) = supdy(f(x), g(x))
xeX

eine Metrik auf B(X,Y). Die Konvergenz f, — f bzgl. der Metrik d ist genau die gleichméfige
Konvergenz von f;, gegen f. Ist (¥,dy) vollstiandig, so ist auch (B(X, Y),d) vollstindig.

Definition 1.2.12. Es seien X, Y zwei metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y hei3it gle-
ichmdfig stetig falls fiir jedes € > 0 ein d > 0 existiert mit dy(f(x), f(y)) < & fiir alle x,y € X mit
dx(x,y) < 6. Eine Teilmenge von Abbildungen F C C°(X, Y) heisst gleichgradig stetig in x € X falls
fiir jedes € > 0 eine Umgebung U(x) von x existiert mit dy(f(x), f(y)) < e fiir alle x,y € U(x) und
feF gilt.

1.3. Kompaktheit

Definition 1.3.1. (Kompaktheit) Es sei (X, d) ein metrischer Raum.

(a) Eine offene Uberdeckung einer Teilmenge M C X besteht aus einer Menge offener Teilmengen
U={U;:U;j C Xoffen },sodass M C |J; U; gilt. )

(b) Eine Teilmenge K C X heif3t (iiberdeckungs)kompakt falls aus jeder offenen Uberdeckung i =
{U,} von K sich eine endliche Teiliiberdeckung auswihlen ld6t , d.h., es existieren endlich viele
offene Teilmengen U, ..., U;, inder Uberdeckung i, sodass K C U;j U---U U,  gilt

(c) Eine Teilmenge K C X heiB3t folgenkompakt, falls jede Folge (x,) aus K eine in K konvergente
Teilfolge besitzt.

Endliche Mengen in einem beliebigen metrischen Raum, abgeschlossene und beschrinkte Intervalle in
IR, sowie deren Produkte: [a;,b1] X -+ X [an, b,] C (R",d,) sind Beispiele kompakter Teilmengen.

Bemerkungen. Eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes ist abgeschlossen. Eine abgeschlossene
Teilmenge eines kompakten Raumes ist kompakt. Eine Teilmenge A eines kompakten metrischen
Raumes, die vollstdnding bzgl der induzierten Metril d|4 ist, ist kompakt. Eine abgeschlossenen Teil-
menge eines vollstindigen metrischen Raumes ist vollstindig.
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Theorem 1.3.2.
i Eine kompakte Menge eines metrische Raumes ist abgeschlossen und beschrdnkt.
Die Umkehrung ist fiir allgemeine metrische Réiume in der Regel falsch (siehe Ubungsaufgabe 4).
Sie gilt jedoch in dem Speziallfall von Teilmengen in (R",d,) (Satz von Heine-Borel).
ii In einem metrischen Raum X ist eine Teilmenge K C X genau dann kompakt wenn sie folgenkom-

pakt ist.
iti Das (endliche) Produkt Ky x --- x K¢ von kompakten Teilmenge K; C X;, j € {1,2,...,{} ist
eine kompakte Teilmenge von X; X --- X X¢.

Bemerkung. Das Produkt X; x --- x X, in der obigen Aussage iii trigt die sog. Produkttopologie,
d.h., eine Teilmenge V C X; X --- X X, ist genau dann offen, falls V = Uj Uj x---xUj, wobei fiir
alle jix Uj, C Xi offene Teilmengen sind. Die so definierten offenen Teilmengen in X; X - - - X X¢ sind
z.B. auch von der Metrik d((xy, ..., x¢), Y1, ..., y¢)) := max{di(x1,y1), ... ,de(x¢,y¢)} induziert (wie in
Def. 1.2.1). D.h., die Produkttopologie von endlichen kartesischen Produkten von metrischen Rdumen
ist eine metrische Topologie.

Definition 1.3.3. Es seien (X, dx) und (¥, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y nennt
man

e abstandserhaltend, falls fiir alle x,y € X dy(f(x), f(y)) = dx(x,y) gilt,

e cine Isometrie, falls sie eine bijektive abstandserhaltende Abbildung ist,

e cine Kontraktion, falls fiir alle x,y € X dy(f(x), f(y)) < c-dx(x,y) mit ¢ € [0, 1) gilt.

Eine abstandserhaltende Abbildung oder eine Kontraktion ist automatische stetig.

Banachscher Fixpunktsatz 1.3.4. Es sei f : (X,d) — (X, d) eine Kontraktion. Ist (X, d) vollstindig,
so gibt es genau einen Fixpunkt x € X von f, d.h., f(x) = x.

Definition 1.3.5. (Zusammenhang) Eine Teilmenge M C X eines metrischen (oder topologischen)
Raumes X heif3t

o zusammenhdingend falls fiir jedes Paar von offenen Teilmenge U, U, mit M C U; U U, und
MNU NUy; =@ entweder MNU; =% oder MNU, =,

o wegzusammenhdngend falls fiir je zwei Punkt x,y € M es einen stetigen Weg v : [0, 1] — M mit
v(0) = x und y(1) = y gibt.

Wegzusammenhingende Ridume sind zusammenhingend, aber die Umkehrung gilt i.A. nicht. Of-
fene zusamenhéngende Teilmengen in K" sind wegzusammenhingend. Intervale in IR sind zusam-
menhéngend.

Zwischenwertsatz 1.3.6. Ist X zusammenhdngend und f : X — IR stetig, so wird jeder Wert z, der
zwischen zwei Werten f(x1) und f(x,) liegt, in irgendeinem Punkt von X angenomen.

1.4. Differentialrechnung in mehreren Verinderlichen

Vorbemerkungen. Es seien (E, || ||), (E',| ||’) normierte Vektorrdume oder sogar Banachriume,
d.h., normierte und vollstindige Vektorrdume (z.B., K", £2, C°(1,K") etc.). Wir schreiben Ug fiir
eine offene Teilmenge in dem normierten Vektorraum E.

Eine Abbildung A : E — E’ heiBt linear falls fiir alle 4,y € K und v,w € E A(lv + pw) =
AA(v) + uA(w) gilt. Falls dim E = oo, so braucht A nicht stetig zu sein. In dem Fall E = K", E’ = K"
ist jede lineare Abbildung A : K" — K™ durch eine matrix Mgy = (ajk)i<j<m,i<j<n beschrieben:
A(x) = My - x.
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Lemma 1.4.1. Es sei A : E — E’ eine lineare Abbildung zwischen normierten Vektorrdumen. Dann
sind die folgenden Aussagen dquivalent.
i A ist(global) stetig.
ii A ist stetig in 0
iii A ist beschrinkt, d.h., es existiert C > 0 mit ||[A()|" < C - ||v|| fiiralle v € E.
Die Menge aller stetigen linearen Homomorphismen von E nach E’, L(E,E’), ist ein normierter
Vektorraum mit der Operatornorm

D(v)|’
(1.4.2) | llop : L(E,E") — R, [|®@]|op := sup H ”
||

Es gilt fiir ein ® € (L(E,E'), | ||op): VX € E ||®W)]|" < ||®@]|op - [|x]|. Unter der Vorasusetzung,
dass E’ vollstindig ist, ist auch L(E, E") vollstéindig, d.h., ein Banachraum.

Wir reservieren die Bezeichnung Hom(E, E”) fiir den Vektorraum aller, nicht notwendigerweise steti-
gen linearen Abbildungen. Z.B. ist die Ableitungsabbildung : C*°([0,1]) — C°°([0,1]), f — f’
eine IR-lineare aber nicht stetige Abbildung. Hierbei bezeichet C*°([0, 1]) den Raum aller unendlich
oft differenzierbaren Funktionen (0,1) — IR, fiir die jede Ableitung f® : (0,1) — IR eine stetige
Fortsetzung auf [0, 1] besitzt.

Definition 1.4.3. Es seien (E,|| ||),(E’,]|| ||') zwei normierte Vektorrdume, Ug C E eine offene

Teilmenge und F : Ug — E’ eine Abbildung.

(a) Wir beginnen mit dem Fall E = K". Man sagt, dass F eine partielle Ableitung nach x; in
p = Wi,...,yn) € K" besitzt, falls der Grenzwert

F(yl,JJk +h,yk+1>-~,yn) - F(yla"'ayk’yk+19""yn)
h

oF
—(p) := 0kF(p) := lim cE
aﬁ@) kF(p) := lim
existiert.
(b) Es sei weiter v € E. F besitzt in p € U eine Richtungsableitung in Richtung v, falls es einen
Vektor a € E’ mit
i Fpr) = Flp)

li
t—0 t

gibt. Wir schreiben dann D,F(p) fiir a.
(c) F heilt (total) differenzierbar (oder Fréchet-differenzierbar) in p € U falls es eine stetige lineare
Abbildung A : E — E’ gibt, so dass

h=0 7]

Wir schreiben dann DF), oder DF(p) fiir ein solches A.

Bemerkungen.
e Sind e; die kanonischen Basisvektoren in K" sound f: Uk» — KK so gilt % f(p) =D, f(p)
e Eindeutigkeit: Sind A, B : E — E’ zwei stetige lineare Abbildungen, die der Bedingung in 1.4.3(c)
geniigen, so gilt A = B.
e Die Fréchet Differenzierbarkeit (wie in (c)) 146t sich auch folgendermassen formulieren: Eine stetige
lineare Abbildung A : E — E’ ist das Fréchetdifferential von F in p falls fiir jedes € > 0 ein
0 = 6, > 0 existiert mit

|F(p+h) — F(p) — A" < &lln]  VheEmit|h]| <o
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e In dem Speziallfall E = IR, d.h., F : (a,b) — E’ ist ein Weg in E’, identifiziert man die lineare
Abbildung DF(p) : R — E’ mit dem Vektor w = DF(p)(1) € E’, so dass die Ableitungsfunktion von
F wieder eine Abbildung (a,b) — E’ ist. In dem allgemeinen Fall ist die Ableitungsfunktion eine
Abbildung DF : Ug — L(E,E’). Der Wertebereich von DF (niamlich L(E, E’)) unterscheidet sich
dann von dem Wertebereich E’ von F.

Lemma 1.4.4. Es seien E, E' normierte Vektorriume und f : Ug — E' eine Abbildung.

i Einein p € Ug C E total differenzierbare Abbildung F ist stetig in p. (Das ist i.A. falsch wenn
bloss alle Richtungsableitungen in p existieren.)

ii Existiert das totale Differential Df(p) von f, so gilt fiiralle v e E: Df(p) (v) = D,f(p).
Speziell in dem Fall E = K" und E' = K" ist das totale Differential von F = (¢y, ..., ¢m) durch
die Jacobi-Matrix beschrieben:

X NRERIE ()
pFp) = | - | = (PF ) - D F )

P 0om
Tp) o G

Wir bezeichnen die Jacobimatrix von F : Ugs — IR™ an der Stelle p mit Jac,(F).

Ableitungsregeln 1.4.5. Es seien E,E', E" normierte Vektorriiume, Ugr C E und Ug: C E’ offene
Teilmengen und fp: Ug — E', £ = 1,2, g: Ugr — E" Abbildungen.
i Sind f1, f» an der Stelle x € Ug total differenzierbar, so ist auch Afy + uf, total differenzierbar
(A, € IK)und es gilt D(Afi + puf2)(x) = ADfi)(x) + u(D f2)(x).
ii (Kettenregel) Gilt fiir f := fi die Inklusion f(Ug) C Upg und ist dariiberhinaus f an der
Stelle x und g an der Stelle y = f(x) differenzierbar, so ist go f : Ug — E" an der Stelle x
differenzierbar und die Kettenregel lautet

D(g o f)(x) = Dg ) © Df(x) .

iii Falls E =K, dannist fi-f>: Ug — Kund fi/f, : Ug ~{f, = 0} — K differenzierbar in x falls
fj in x differenzierbar sind, und es gilt

D(ﬁ)(x) _ L) DAW) — fi(x)DfH(x)

D(fi- f)(3) = ix)-Df(x) + fo(x)-Dfi (x), £ (o)

Beweis: (von (ii)). DefinitionsgemiB giltes f(x+h) = f(x)+Ah+oz(h) und g(y+k) = g(y)+Bk+o0,(k)
mit A := Df, € L(E,E") und B := Dgy € L(E',E"). Da A stetig ist, gibt es eine Konstante C
mit ||Ah|| < C|h|| und ||Ah + op(h)|| < (C + &)||h|| =: C||h]|, falls h aus einer hinreichend kleiner
Umgebung Bs(0) gewihlt wurde. Daher:

g(f(x + b)) = g(f(x) + Ah + 0p(h)) = g o £(x) + B(Ah + 05(h)) + 04(Ah + 0 (h)) =
=go f(x)+BoA(h)+r(h)  mit r(h) = B(os(h)) + 0y(Ah + 0(h))

und somit
h Blos(h Ah+o0(h
fim " _ jig BOrD L 0g(AR Y 0; ()
h—0 [[h||  n—0 Al h—0 4]l
. op(h) . 0g(Ah + of(h)) ||Ah+op(h)||
= B( lim —— im =0+0 g
Chim, )+ i A s oyl T

<C
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Mittelwertsatz 1.4.6. Es seien f : [a,b] — E sowie v : [a,b] — R stetige Abbildungen. Sei ferner
D ={d, : n € N} C [a,b] eine abzihlbare Teilmenge, so dass f und v in allen Punkten aus [a,b]~ D
differenzierbar sind. Gilt es

IDf(x)| <V(x) Vx€la,b]~D
so folgt: || f(b) — f(a)|| < v(b) — v(a).

Beweis: Um die Aussage des Satzes zu zeigen, reicht es fiir alle € > 0 die Ungleichung

(&) I£(b) — F@)|| < v(b) — v(a) + &b — a +2)

zu beweisen. Dazu definieren wir die folgende Teilmenge:
Ase {z € lab]: fiir jedes x € [a, z] gilt ) }
1) = f@] < v(x) =@ +e(x—a+ D +e Y 27"

n: dp<x
Zunichst ist es bloB klar, dass a € A. Sei ¢ = supA. Aus Stetigkeitsgriinden ¢ € A und A = [a, c].
Wir zeigen nun, dass ¢ = b (d.h., A = [a, b]) gelten muss. Angenommen, es gelte ¢ < b. Dann
erhalten wir einen Widerspruch wie folgt:

Fall 1: ¢ € [a,b] ~ D. Aus der Definition der Differenzierbarkeit von f und v an der Stelle ¢ folgt
dann die Existenz von einem ¢ > 0, so dass fiir alle 0 < i < ¢ gilt:

| f(c+h) — f©)| < IDf)|h+ gh
Ve +h) —v(e) > V(c) — gh

Da ¢ € A, so folgt aus den obigen zwei Ungleichungen sowie ||[Df(c)|| < V/(c):

[ f(c+h) = f@] < || fc) = f@| + ||f(c+h) — fo)] <
<vic)—va)+elc—a+1)+¢ Z 27" + HDf(C)Hh_,.gh <

n: dp<c
<vic)—va)+elc—a+1)+e Z 27"+ v(c+h) —v(c)+eh <

n: d,<c
§v(c+h)—v(a)+g(c+h—a+1)+8Z 27"

n: dy<c+h
fiiralle h < 6, d.h., c+h € A, im Widerspruch zu der Definition von c.

Fall 2: ¢ = d,, € D. Dann gibt es wegen Stetigkeit von f und v ein 6 > 0, so dass fiir alle
h € [0,0] e e
[fle+h) = f < 527"’ v(c+h) —v(c) > —52*'"

und damit, wie zuvor,
[ flc+h) — f@|l < |fle)— f@| +[[flc+h) - fll <
—n € H5-m
<vic)—v(a)+elc—a+1)+e Z 27"+ 5-2 <

n: dp<c
<vic)—va)+elc—a+1)+e Z 27"+ v(c+h) —vc)+27 " <
n: dn<c
<vc+h) —v@)+elc+h—a+)+e » 27"

n: d,<c+h

Das hieBe aber ¢+ 96 € A im Widerspruch zu der Maximalitéit von c¢. Damit also A = [a, b] und wir
haben fiir jedes € > 0 die Ungleichung () bewiesen. O
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Korollar 1.4.7. Es seien E, E' normierte Vektorriiume, F : Ug — E’ eine stetige Abbildung, die bis
auf abzdhlbar viele Ausnahmepunkte in U total differenzierbar ist. Ist die Strecke p + tv, t € [0, 1]
in Ug enthalten, so gilt

[F(p+v) = F(p)| < sup [[DF(p + t)[[op-[|v]|
t€[0,1]

Integralversion des Mittelwertsatzes 1.4.8. Es sei f : Urm — IR" eine differenzierbare Abbildung.
Liegt die Strecke p + tv, t € [0, 1] ganz in Urm so gilt

1
1o+0 - )= ([ D)o
0
Dabei ist das Integral einer vektorwertigen Abbildung F : I — RY koordinatenweise definiert:

b F](t)

fab Fi(t) dt
: dt .= :
Fy (1) [P Py di

a

Es sei (E, || ||) eine normierter Raum. Eine Abbildung f : Ugn — E heiBt C'-differenzierbar oder
stetig partiell differenzierbar in p € Ugn falls alle ihre partiellen Ableitungen 667];, k=1,..,n
existieren in einer Umgebung von p und sind stetig in p. Ist f in jedem Punkt aus Ug~ stetig partiell

differenzierbar, so schreiben wir einfach f € C "Ugn,E).

Da die partielle Ableitung ;T]; wieder Abbildungen von Ug» — E sind, so kann man diesen Vorgang
iterieren und die partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung ¢ definieren:

f 0 (( d <8f

axme T a‘xml 8xmz axmz axml

)) Upn = E myyeyme € {10}

Sind alle partiellen Ableitungen der Ordnung £ von f stetig, so sagt man, dass f C!-differenzierbar
ist, oder man schreibt f € C/(Ugn, E). Falls partielle Ableitungen aller Ordnungen von f existieren,
so ist f oo-mal differenzierbar (f € C*°(Ugrn,E)). Falls E = IR, so schreiben wir ClUgn) statt
Cl(Ugn, R).

Die Reihenfolge der partiellen Differentiation hat i.A. einen Einfluss auf das Ergebnis. So z.B., besitzt
die stetige Funktion

2 2
fx1,x2) = x‘”% fiir (x1, x2) # 0
0 fur (x1,X2) =0

partielle Ableitungen %g—)‘é(xl,xz), sowie %%(xl,xz), jedoch
0 of 0 of
——(0,0) = —1 1=—-—1(0,0).
aXQ 8)61 ( ) # 8x1 8x2 ( )

Schwarzsches Lemma 1.4.9. Es sei f : Urn — E eine C*-differenzierbare Abbildung (d.h., alle
partiellen Ableitungen der Ordnung k existieren und sind stetig (in p)). Dann sind die Werte der
partiellen Ableitungen k-ter Ordnung unabhdngig von der Reihenfolge der Differentiation, d.h., fiir
Jedes k-Tupel (ny,...,ny), nj € {1, ...,n} und eine beliebige Permutation (mj, ..., ,my) von (ni, ..., n)
gilt:
of B ok f
Oxp, -+ 0xy, ()= Oxp,, -+ - O,

(p)
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Lemma 1.4.10. Es sei (E, || ||) ein normierter Raum und f : Urn — E stetig partiell differenzierbar
in p € Urn. Dann ist f total differenzierbar in p, und es gilt

A1 n
0
o | =4 L.
A J=1 !

Definition 1.4.11. Ein lineares Koordinatensystem auf einem n-dimensionalen Vektorraum E nennt
man ein lineares Isomorphismus ¢ : E — K".

Es seien jetzt ¢,y : E — K" zwei (lineare) Koordinatensysteme auf E vorgegeben. Ein Koordinaten-
wechsel (von ¢ nach ) ist die Bijektion ¥ o ¢~ : R" — IR".

Es gibt eine Bijektion zwischen Basen vy, ...,v, von E und linearen Koordinatensystemen ¢,, . :
E — IR". Diese Korrespondenz ist durch

‘pl;,l..vn(ﬁla a/ln) = /l]U] + -+ Anvn

gegeben. Ist jetzt (E,( , )) ein endlichdim. Hilbertraum, so nennt man jedes Koordinatensystem
®u,..0, - E — IR", das durch eine orthonormale Basis (v )1<j<n von E gegeben ist, ein euklidisches
(rechtwinkliges, kartesisches) Koordinatensystem.

Definition 1.4.12. Es seien E, E’ zwei normierte Vektorriume und f : Ug — Ugs eine Abbildung.
f ist ein Diffeomorphismus falls die folgenden drei Bedingungen erfiillt werden:

e f ist differenzierbar in jedem Punkt aus Ug,

o f:Ug — Ug istbijektiv,

° f_1 : Ugr — Ug ist differenzierbar in jedem Punkt aus Ug: .

Bemerkungen. Wie das Beispiel : R — IR, t — 1> zeigt, muss die dritte Bedingung nicht gelten wenn
die ersten beiden erfiillt sind.

Definition 1.4.13. Ein lokales (krummliniges) Koordinatensystem auf einer oftenen Teilmenge Ug
eines endlichdimensionalen Vektorraumes E ist ein Diffeomorphismus ¢ : Ugp — Uk~ auf eine
offene Teilmenge Ukr in K".

Die Komponentenfunktionen ¢y, ...,¢, : U — IK von ¢ nennt man die Koordinatenfunktionen bzgl
¢. So z.B. in K" mit dem kanonischen kartesischen Koordinatensystem sind die Projektionen auf
die k-te Komponente 7; : K" — IK, (z1,...,2z,) — z die Koordinatenfunktionen des kartesischen
Koordinatensystem. Meist schreibt man x;(p) statt 7;(p).

Ist eine lokales Koordinatensystem ¢ auf Ug vorgegeben, so gibt es eine natiirliche Korrespondenz
zwischen Abbildungen f : Ug — E’ und Abbildungen g : ¢(Ug) — E’: Diese Korrespondenz
ist durch g(@1, ..., ¢n) = f 0@ @1, es@n), @1..0n) € @(Ug) C K" sowie f(g) = g o ¢(q),
q € Ug, festgelegt. In den meisten Fillen werden wir die gleiche Bezeichnung f sowohl fiir eine
Abbildung Ugp — E’ wie auch fiir die “koordinatisierte” Version Uk~ — E’ verwenden. Sind lokale
Koordinatenfunktionen ¢y, ..., ¢, vorgegeben, so lassen sich die partiellen Ableitungen % bzgl. des
Koordinatensystems ¢ : Ug — K" bilden. Die partielle Ableitung von f : Ug — E’ nach der j-ten
Koordinate ist dann einfach

A () — tim Foe ™ (@1(p)s s 0i(p) + B, @1 (D), o 0n(P)) — fo 0™ (01(D), ..., n(P))

dpj Pr=310 h

Beispiele fiir Koordinatenwechsel. Es sei ¢ : (E,( , )) — R" ein euklidisches Koordinatensystem.
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e Polarkoordinatensystem

E U

e v

R* 5 R* ~ {(x,0): x <0} «——— IRy X (—m,7) C R?

(rcos ¢, rsing) — (r, ¢)
(x.9) ——— (/2 + 2, sign(y)-arccos(—E=))

X24y?

Hierbei wird die lokale Umkehrfunktion von cos, arccos, als eine Bijektion [—1, 1] — [0, 7] betrachtet.
e Kugelkoordinatensystem ¢

E U

e v
R SR~ {(x0,2):x<0} ——— Ry x(—m71) % (0,7)C R’

(rcos ¢ sin 6, rsin ¢ sin 6, r cos ) «——— (r,¢,0

Satz iiber die Umkehrfunktion 1.4.14. Es seien E,E’ Banachriume und  : Uy — E' eine stetig
differenzierbare Abbildung. Ist die Ableitung Dy(x) invertierbar, so gibt es offene Umgebungen U(x)
von x und U’ (Y(x)) von Yy(x), so dass  : U(x) — U'(Y(x)) ein Diffeomorphismus ist. Insbesondere
ist Dy, invertierbar fiir alle 7 € U(x).

Ist % vom Typ C* so ist auch die Umkehrabbildung ="' vom Typ C* und es gilt
DY)y = (Dgy—14) "

Bem. Es ist bekannt (und wird in im Rahmen der Funktionalanalysis bewiesen), dass eine bijektive
und stetige Abbildung A zwischen Banachriumen eine stetige Umkehrabbildung A~! besitzt. Wie
das Beispiel E := @@, Kex = {(y)jen : yj # O fiir hochsten endlich viele j}, e ist die unendliche
Folge (yj)jen € E mit y; = 6;, L : E — E linear mit L(e;) = (1/)) - e; zeigt, kann auf die
Vollstindigkeit von E nicht verzichtet werden: L ist ndmlich eine stetige bijektive lineare Abbildung
E — E, deren Umkehrabbildung linear aber nicht stetig ist.

Beweis:
(a) Ersetzt man z — ¥(z) durch z — (Dlpx)_l(zﬁ(z + x) — ¥(x)) so konnen wir O.B.d.A. annehmen,
dass x =0, ¢ : Ugp — E, ¥(0) =0 und Dy = Id gilt.
(b) Fiir T :=1d —y gilt DTy = 0. Daher gibt es wegen Stetigkeit von DT eine Umgebung B,(0) mit
IT|lze.E) < &, und daher auch nach dem MWS
() IT@) =TI < 3lx—ull VY xyeBO)
(c) Fiir jedes y € B,)2(0) gibt es genau ein x € B,(0) mit y(x) = y, d.h., es gibt die Umkehrabbil-
dung g := ¢~ : B,;2(0) — B,(0) von ¢.
Dazu zeige man, dass fiir jedes y € B,2(0) die Abbildung T}, (x) := y+T(x) genau einen Fixpunkt
auf B,(0) hat: Wegen [|T,,(x;) — Ty(x2)|| = || T(x1) — T(x2)|| < 1||x1 — x2|| kann man fiir F = T,
und X = B,(0) den Banachschen Fixpunktsatz 1.3.4 anwenden.
(d) Nach einer eventuellen Verkleinerung von r definiere man U(0) := U, := tﬁ_l(Br/z(O)) N B,(0).
Die bijektive Abbildung " : B2(0) — U, ist stetig.
Wegen ||x —y|| = |T(x) — T() + ¥(y) — p)|| < [T) = Tl + [lw@) — v < 3llx -
yll + lw@) — @I, dh. 3]lx —y| < l¥) — ¥ Fiir x = ¢~ (u) und y = ' (v) gilt dann
=t w) — ' @) < 2||u— 0|, u,v € B;2(0). Das ergibt die gleichmiBige Stetigkeit von ¢~ !.
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(e) Dy, ist invertierbar fiir alle x € U: (Dyr)~' = (Id — DT,)~! = 3"72,(DT,)" existiert, da diese
Reihe in dem Banachraum £(V, V) absolut konvergiert.

(f) Die lineare Abbildung A, := (Dy-1(,,)"" ist die totale Ableitung von ¢! an der Stelle y =
Y(x) € Byya2(0) O

1.4.15. Vektorfelder. Es sei (E, || ||) ein normierter Vektorraum. Ein (stetiges) Vektorfeld auf Ug ist
eine stetige Abbildung X : Ug — E. Ist X k-fach stetig differenzierbar, (z.B. fiir E = IR" wenn
alle Komponenten k-fach stetig partiell differenzierbar sind) so sagt man, dass X ein C*-Vektorfeld
ist. Wihrend ein Vektorfeld sich physikalisch als ein Kraftfeld, elektrisches oder magnetisches Feld,
hamiltonisches Vektorfeld etc.!deuten 14Bt, ist die mathematische Bedeutung von X die der Rich-
tungsableitung an der Stelle p € Ug in die Richtung X(p). Ein Vektorfeld kann also auf differen-
zierbare Funktionen angewendet werden: Fiir f : Ug — E’ gilt

Xf(p) == Dxp)f(p)

Wenn E = IR", x1, ..., x,, die kartesische Koordinatenfunktionen auf E sind und X(p) = (vi,...,v,) €
IR", so gilt
Xf(p) = Doy (P) =D Vi A @)= (01 0) s grad f(p)

k=1
Aus diesem Grund benutzt man fiir ein Vektorfeld X = (X, ..., X,,) auf einer offenen Teilmenge Upgn
auch die Schreibweise

- d
X(p)= > Xi(p)- ax,-)p X; € C'(Ugn, K)
j=1

Damit gilt X(p)f = Dx)f(p) = Xf (p) = ZJ 1 Xi(p) - 6){ (p). Insbesonders ist a— ein Beispiel
eines Vektorfeldes auf IR". Die gleiche Konstruktion kann man fiir ein beliebiges Koordmatensystem
¢ :Ug — R", U C E offene Teilmenge, durchfiihren. Ein C*-Vektorfeld X induziert eine Abbildung
X : CKUE,IK) — C*Y(Ug, K), (d.h., X bildet differenzierbare Funktionen auf zumindest stetige
Funktionen ab, die IK-linear ist und der Leibnizregel geniigt: V A; € K, g; € Cck(Up)

X191 + agn) = 11 X(g1) + 12X(g2) IK-Linearitit
X(91-92) = X(g1)-92 + 91-X(92) ~ Leibnizregel

Man sagt auch, dass ein C*-Vektorfeld X sich als ein Differentialoperator erster Ordnung, nimlich
X : Ck(UE, K) — Ck_l(UE, IK), auffassen 148t. Dieser Vorgang 14t sich iterieren: sind Xi,..., Xj
Ck-Vektorfelder auf Ug, so kann man die folgende Abbildung definieren:

X XoX : CM(UE) — CO(Up),  Xi---XoXi(f) i= Xi(- - Xa (X1 ) -+

Sind z.B. xi, ..., x,, kartesischen Koordinatenfunktionen auf Ug (E sei hierbei ein endlichdimension-
aler Hilbertraum) und 0/x ; die partiellen Abbleitungen (d.h., Richtungsableitungen in die Richtungen
ey, ...,e, bzgl. einer orthonormalen Basis (e;) von E) ist der folgende Differentialoperator zweiter

Ordnung:
a 0 o 0

= 4 ...+
0xy 0x; Ox,, 0x,
der sog. Laplaceoperator. Er kann dhnlich wie eine Vektorfeld als eine IK -lineare Abbildung CK(Ur) —

C*=2(Ug) aufgefasst werden, die obige Leibnitzregel muss allerdings durch eine kompliziertere Formel
ersetzt werden.




Gregor Fels, Tiibingen WS 2009/10 15

Bevor wir die nidchste Aussage formulieren, verallgemeinern wir den Begriff einer partiellen Ableitung,
die dann in einer koordinatenfreien Situation Anwendung findet. Anstatt nur in die Richtung eines
Vektors e; € E abzuleiten, definieren wir eine Abbleitung “in Richtung eines Untervektorraumes E; C
E”. Dazu wihle man eine Zerlegung (direkte Summe bzw. direktes Produkt) £ = E\BE,&- - -G Ey von
E in endlich viele abgeschlossene Untervektorrdume. Fiir eine Abbildung F : Ug, x Ug, X+ - -xUg, —
E’ definiere man die folgende lineare Abbildung (falls existent): OF; F (ai,...,ar) := DF(ja(a)) :
Ej — FE' s wobei F(j,a) . UEj — E’ ist die Einschr'einkung F(j,a)(!/) = F(al, s @j—1,Y,Ajr]s e ak)
bezeichnet. Z.B. fir E = R™™ = R" @ R" =: {(x1, ..., X, 0, ...,0) : x; € R} & {(0, ..., 0,51, ..., yn) :
yi € R} = E; ® Ey und F = (F,..., Fy) : Ug, x U, — R* gilt

OF oF oF oF

@ o gta) @ - 5
Og F(ai,ay) = : : Op,F(ay,az) = : :

oF OF OF, oF

F (O o (O G@ - g

Ist dann F sogar Frechet-differenzierbar an der Stelle p = (py,..., px), so existieren alle partiellen
Ableitungen in die Richtungen Ej, .., E}; und es gilt fiir alle v = (v, ...,v;) € E; X -+ X Ej:

k
DF(Pl»--- ypk)(vlv ey Up) = Z an F(I’l,--- ’Pk)(vj)
j=1

Satz iiber die impliziten Funktionen 1.4.16. Es seien U; C E; offene Teilmengen der Banachriume
Ej, j =12, F: U x Uy — E' eine C"-Funktion und (a,b) € U; x Uy mit F(a,b) = 0. Ist
dv,F(a,b) : V, — E’ ein linearer Isomorphismus, so gibt es in einer hinreichend kleinen Umge-
bung U(a) C Uy von a eine eindeutig bestimmte C"-Funktion ¢ : U(a) — E, mit ¢(a) = b und
F(x,¢(x)) = 0 fiir alle x € U(a).

Beweis: Man definiere die Abbildung ¥ : U, x U, — U; X E' C E; X E' durch ¥(x,y) :=
(x, F(x,y)) =: (Y1(x,y), Y2(x,y)). Deren Ableitung

oy, ¥Yi(a,b) 9v,¥i(a, b))

_ _ Idy, 0
Pan = (am%(a, b ov¥aab)) " ( ) €LV x V2. Vi x W)

Ov,F(a,b) O0v,F(a,b)

ist invertierbar (und die inverse lineare Ableitung ist (Ig g)_l = ( _ AI‘EI B AQI ) )

Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist ¥, eingeschrinkt auf eine geeignete Teilmenge V| x V;
von (a, b) in E;| X E;, ein Diffeomorphismus auf das Bild. Es sei © := -1 = (@, D,) die (lokale)
Umkehrfunktion. Dan erfiillt die Funktion ¢(x) := ®,(x,0) die Aussage des Satzes.

Die lokale Eindeutigkeit von ¢ ergibt sich aus der Tatsache, dass ¥ : V| x Vo, — W(V; x V,) C E’
ein Diffeomorphismus ist. Wire ¢, eine weitere Funktion, die den Bedingungen des Satzes geniigt,
so nach einer eventuellen Verkleinerung von V| folgt aus der Stetigkeit von ¢,, dass ¢(Vy) C V,.
Dann aber W(x, ¢(x)) = (x,0) = P(x, p2(x)), was ¢ = ¢, impliziert (weil ¥ eine Bijektion ist). O

Satz vom Rang 1.4.17. Es seien E,E' endlichdimensionale (normierte, d.h., Banach-) Vektorriume
mit dimE = n, dimE’ = m und F : Ug — E eine stetig differenzierbare Abbildung. Ist der Rang
von DF(p) (d.h., k(p) := dim(DF(p)(E)) ) konstant fiir alle p € Ug, so gibt es nach einer eventuellen
Verkleinerung von U := Ug Koordinatensysteme ¢ : U — K" und ¢ : U' — K" mit F(U) C U’, so
dass fiir k = Rang(DF(p))

F(@1(p), s en(P) = (@1(P)s .., 01(P), 0, ..., 0) = W1 (F(P)), ..., ym(F(p)))
fiir alle p € U gilt; siehe Diagramm.
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E> U LU cFE

leo Jv

v — V/ (Zl’,zn) = (Zla“-’zkaoy""o)
N N
K" K™

Polynome und Potenzreihen in mehreren Verinderlichen. Analog zu dem eindimensionalem Fall
definiert man polynomiale Funktionen und Potenzreihen in mehrereren Verinderlichen wie folgt: Sind
¢q € K beliebige Konstanten, so nennt man fiir y = (yy, ..., yn,) € K™ den Ausdruck

P(ylv >ym) = Z Ca - ya = Z Cap,ttm y‘lllygz o 'y%m

la|<d €N
e+, <d

ein Polynom in den Variablen yi, ..., y,. Man nennt d den Grad von P, falls wenigstens ein c, mit
|| = d nicht verschwindet. Um unsere Schreibweise zu vereinfachen fiihren wir die folgende Notation
ein: Fir @ € INy', @ = (a1,...,an), sei

m m
|a|::a1+"'+am:§ ;, a!:=m!~~~am!=Haj!,
J=1 j=1
m
(1.4.18) x® =l xg = Hx?j , x = (X1, ., xm) € R”
j1
alel g

Of =0y IS =

@ X
ox|' -+ - Oxp,

wobei f : U — E eine |a|-mal stetig (partiell) differenzierbare Funktion ist.

Eine Potenzreihe in den Variablen yy, ..., y,, (um den Punkt z) ist dann die unendliche Summe

D e W—2"= D Caran @1 =) @227 U — )™ ca €K

aENF €Ny

Diese unendliche Summe konvergiert moglicherweise fiir kein (yy, ..., ym) # z = (21, ..., Zm). Um die
Notation so einfach wie moglich zu halten nehmen wir von nun an, dass z = 0 ist.

Wir sagen, dass die obige Reihe in dem Punkt (yy, ..., y;») konvergiert, falls fiir jede Bijektion (Abzdhlung)
B :IN — INg' die Reihe >_ .2, cﬁ(k)yﬁ(k) (Multiindexschreibweise) gegen denselben Grenzwert g € K
konvergiert. Diese Reihe heillt absolut konvergent in dem Punkt (yi, ..., y,,) falls die Summen S, :=
> jal<d e | - 1Y7' Y57 - - Yy | fiir alle d € IN beschréinkt bleiben. Die Reihe 3, coy” konvergiert
genau dann absolut, wenn Py c(,(k)y"(k) fiir jede Abzidhlung S absolut konvergiert (dann also gegen
denselben Grenzwert). Um Bereiche, in denen eine Potenzreihe absolut konvergiert, beschreiben zu
konnen fiihren wir den Begriff eines (abg.) Polyzylinders ein: Fiir r € IRY, z € K" sei P,(z) := {x €
|Km . \xj _Zj| S rj, j= 1,...,m}; Pr = Pr(())

Lemma 1.4.19.
i Eine absolut konvergente Reihe ist konvergent.
ii Konvergiert die Reihe Z|a\§d Cq - Y* absolut fiir ein y = (Y1, ..., Yn) so konvergiert die Reihe
Zmcha - x¥ absolut fiir jedes x = (x1, ..., xy,) mit |xj| <|y;|, j=1,...,m.
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iii Unter den Voraussetzungen aus ii konvergieren die polynomialen Funktionen Py(x) := lo|<d CoX?
auf dem Polyzylinder P, gleichmdiffig gegen die Grenzfunktion ¢ : P, — K (d.h., mit y(x) =
limg_, o Z| a|<d Ca x*). Wir sagen dann, dass eine solche Reihe ZI o|<d Co XY eine Reihenfunk-
tion  auf ‘P, definiert,

iv Definiert die Reihe ), cox” eine Reihenfunktion auf P, so ist diese Funktion C* -differenzierbar.
Die partielle Differentiation und das Summenzeichen diirfen vertauscht werden:

e

und die Reihe auf der rechten Seite konvergiert absolut und definiert eine Reihenfunktion auf dem
gleichen Polyzylinder P,.

Alle obige Konstruktionen und Aussagen, die die Reihen betreffen, funktionieren genauso gut (mit
den offensichtlichen Modifikationen), wenn man statt der Koeffizienten ¢, € IK Koeflizienten ¢, aus
einem beliebigen Banachraum E nimmt.

Taylorsche Formel in R” 1.4.20. Es sei U C IR™ offen, E ein normierter Raum und f : U — E eine
CH1 _differenzierbare Abbildung, x,h € R"™ und x + th € Ug, fiir alle t € [0,1]. Dann gilt
htll . ham 8m+~»~+amf
F R, X+ ) = + ' m
JOou+ Ay, X+ h) = () Z al - ap! axi" o OxEm
1<ai+--+am, <k

(x) + RS j(hy, o h)

wobei limy,_,g HhH(’“) = 0. Ist E = R so ldfst sich das Restglied R];’f auch als
Z htlll - /’l%’" . aa1+---+amf

ar!lay! OxXS - Ox
ay+e @ =k+1 ! m 1 mn

R ;(h) = (x+6h) fiirein 6 € [0, 1] schreiben.

In der Multiindexschreibweise 1.4.18 lautet die Taylorformel:

fasmy = > h Lg !(x) + RE 4(h)

acINg™, |a| <k

Wir schreiben daher T (h) = Z| al< k - 0” f(x) fiir die Terme bis zur Ordnung & (in den Variablen
hi, ..., hy)) in der Taylorentw1cklung von f und nennen diesen Ausdruck das Taylorpolynom von f,
entwickelt um x von Grad k.

Wenn man in der Taylorentwicklung 1.4.20 k gegen oo laufen 146t, so bekommt man fiir eine unendlich
oft differenzierbare Funktion die Taylorreihe Zael,\,m he . f @ (in den Variablen hy,..., h,). Sie
braucht, wenn iiberhaupt, nicht gegen f auf noch so kleiner Umgebung des Punktes x zu konvergieren.
Ist es aber der Fall, so sagt man, dass f in einer Umgebung von x eine analytische Funktion ist.

Lemma 1.4.21. Es sei E ein Banachraum und f : Uygm — E eine C* -Funktion. Gibt es eine
Konstante B > 0 sowie eine Umgebung U(x) C K", so dass |D*f(y)|| < B* fiir alle k € IN und
y € U(x) so konvergiert die Taylorreihe Zaele h® - f @ Jokal gleichmdiflig gegen f auf jedem
Polyzylinder P,(x), welcher in U(x) enthalten ist. Insbesondere ist dann f in einer Umgebung von x
eine analytische Funktion.
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Lokale Extrema.

Definition 1.4.22. Es sei E ein reeller Banachraum und f : Ug — IR eine Funktion und p € Ug.
Man sagt, f habe in p ein

o [okales Minimum falls es eine Umgebung V(p) C Ug gibt mit f(p) < f(y) fiiralle y € V(p);

o striktes lokales Minimum falls es eine Umgebung V(p) C Ug gibt mit f(p) < f(y) fiir alle

y € V(p)~ {p}:
o [okales Maximum falls es eine Umgebung V(p) C Ug gibt mit f(p) > f(y) fiiralle y € V(p);
o striktes lokales Maximum falls es eine Umgebung V(p) C Ug gibt mit f(p) > f(y) fiir alle

y € V(p)~A{pr}.

Lemma 1.4.23. (notwendige Bedingung fiir ein lok. Extremum) Besitzt eine differenzierbare Funk-
tion f: Ug — R in p ein lokales Extremum, so gilt Df(p) = 0.

Definition 1.4.24. FEin Punkt p € Ug heilit ein kritischer Punkt der differenzierbaren Funktion
f:Ug — R falls Df(p) = 0.

Bemerkung 1.4.25. In dem Fall E = IR™ folgt aus der Taylorformel 1.4.20, dass fiir f € C 2(Ugm)
1
f(x+h) = f(x)+grad f(x) - h + 5hT - Hp(x) - h+R: ((h)

. . 2 .
gllt, wobeil Hf(x) = ([L\fjiafu(p))lgj,kgm und llmh*)() R)ZCJ(h)/HhHZ =0.

Die Gestalt der Hessematrix entscheidet, ob in einem kritischen Punkt von f ein lokales Extremum
vorliegt.

Zur Erinnerung:
Einige Tatsachen aus der linearen Algebra.

o Ist A : IR" — IR" eine lineare Abbildung (gegeben durch eine Matrix A = (aji)i<j<n, 1<k<m) SO
gilt: A invertierbar <= m =n und detA # 0. Hierbei ist

detA := > (=1 a1o0)@20@) - Anm) -
ce6,

S, die Permutationsgruppe der Elemente {1, ...,n} (d.h., die Menge aller Bijektionen von {1,...,n}
mit Verkettung als Verkniipfung) und

(=1)7 :=sign(o) :=

o(k) —o(j)
H ki—.] S {—1,1}

1< j<k<n

Zum Beispiel det <x y) = xw — yz,
Z w

ap ap a3
det | az1 ax a3 | =ananass +anda;as + dizddsn — d13a2d3) — d12d21433 — d11423032
asy a4z asz

Fiir Abb zwischen unendlichdim Banachrdumen, 1468t sich die Determinante nicht sinnvoll definieren.
e Eine symmetrische und stetige R-bilineare Abbildung (2-Form) b : V x V — IR auf einem reellen
Hilbertraum V nennt man
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positiv definit, wenn b(v,v) > 0 fiir alle v € V ~ {0}
positiv semidefinit, wenn b(v,v) > 0 fiiralle v € V
negativ definit, wenn b(v,v) < 0 fiir alle v € V ~ {0}
negativ semidefinit, wenn b(v,v) < 0 fiir alle v € V
indefinit, wenn keiner der obigen 4 Fille vorliegt.

Indem Fall V = R" sei (, ) das kanonische Skalarprodukt, d.h, (x,y) = x"-y. Fiir jede symmetrische
2-Form b auf IR" gibt es eine symmetrische n x n Matrix B € R"" so dass

(1.4.26) b(x,y) = x"-B-y = (Bx,y)

wobei Vektoren aus IR" als Spaltenvektoren aufgefasst werden. Umgekehrt, jede symmetrische Matrix
S € IR"™" definiert eine symmetrische bilineare Form b(x,y) := x" - S - y auf IR". In IR" brauchen wir
also nicht zwischen symmetrischen Matrizen und symmetrischen Bilinearformen zu unterscheiden.

e Ein FEigenwert einer linearen Abbildung A : V — V (oder einer n x n Matrix, aufgefasst als eine
lineare Abbildung K" — IK") ist ein Element 2 € KK, fiir den es einen Vektor v € V ~ {0} mit
A(v) = 4 - v gibt. Einen solchen Vektor v nennt man einen Eigenvektor von A zum Eigenwert A. Die
Eigenwerte von A € IK"*" sind exakt die Nullstellen des sog. charakteristischen Polynoms (vom Grad
n): Pa(t) := det(A —rId). A : V — V heilt diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V gibt, die
nur aus Eigenvektoren zu Eigenwerten von A besteht. Bzgl. einer solchen Basis ist die darstellende
Matrix M(A) der linearen Abbildung A : V — V eine Diagonalmatrix, deren Diagonaleintriage exakt
die Eigenwerte von A sind. Nicht jede Matrix ist diagonalisierbar (z.B. allgemeine Drehungen der
Ebene). Dagegen jede IR-symmetrische Matrix B (d.h., B = B") ist diagonalisierbar (mit reellen
Eigenwerten). Ist d, die Anzahl der positiven Eigenwerte von M und d_ die Anzahl der negativen
Eigenwerte von M, so nennen wir (d,,d_) den Typ von M. Ist S eine symmetrische reelle Matrix, T
eine beliebige invertierbare Matrix so ist der Typ von S gleich dem Typ von T"-S-T.

e Das Kriterium von Sylvester. Eine symmetrische Matrix A € IR"*" ist positiv definit genau

dann wenn fiir alle k € {1,...,n} die Hauptunterdeterminanten det(a;j)1<i j<k positiv sind. Vor-
sicht: Eine symmetrische Matrix A ist negativ definit genau dann wenn —A positiv definit ist (und
nicht wenn alle Hauptdeterminanten negativ sind! Die korrekte Bedingung hier wire “fiir alle k& sind
(— 1! det(a;j)1<i j<x negativ”).

Allgemeiner nennt man eine k x k Unterdeterminante einer Matrix A € IR"*", m,n > k, die Determi-

nante einer k X k Untermatrix B von A. Dabei wird solch ein B aus den Eintrigen von A gebildet, die
nach der Entfernung von irgendwelcher m — k Zeilen und irgendwelcher n — k Spalten aus A entsteht.
Z.B. sind

a a bs b ar @ a4z 44
( Cl c3 ) , <c3 c4 ) etc. Beispiele von 2 x 2-Unterdeterminanten von | by by b3 by
1 3 3 4 Cl] Cp C3 C4

e Essei b: IR" x R" — IR eine symmetrische Bilinearform und B die entsprechende symmetrische
Matrix wie in (1.4.26). Die (In)Definitheit von b 148t sich von den Eigenwerten von B ablesen:

b (semi)positiv definit <= alle Eigenwerte von B sind positiv (nichtnegativ)

b (semi)negativ definit <> alle Eigenwerte von B sind negativ (nichtpositiv)

b indefinit <= es gibt mindestens zwei Eigenwerte von B mit verschiedenen Vorzeichen.

Jetzt konnen wir hinreichende Bedingungen fiir lokale Extrema angeben. Entscheidend hierfiir ist
1.4.25 sowie die vorangehenden Bemerkung iiber Definitheit von symmetrischen reellen Matrizen.
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Lemma 1.4.27. Es sei f : Ugm — R eine C?-Funktion, fiir die p € U ein kritischer Punkt ist. Es
gilt dann
Hy(p) positiv definit = f hat ein striktes lokales Minimum in p

H¢(p) negativ definit = f hat ein striktes lokales Maximum in p
Hy(p) indefinit = kein lokales Extremum in p

Untenstehend sind Graphen von einigen Funktionen f : Ug: — IR abgebildet, fiir die der Nullpunkt
ein kritischer Punkt ist; nur die erste und die dritte Funktion hat in O auch ein lokales Extremum.

Morse Lemma 1.4.28. Es sei f € C3(Ugm). Angenommen Df(p) = 0 und die Hessematrix H(p)
ist invertierbar. Dann gibt es ein lokales Koordinatensystem ¢ : U(p) — RR™ mit ¢(p) = 0, so dass in
den neuen Koordinaten ¢y, ..., oy

F@1seesom) = fO) + @1+ 60 = @t =~ P vd
Hierbei ist (dy,d_) der Typ von H¢(p).

Definition 1.4.29. (Untermannigfaltigkeiten) Es sei dim £ = n. Eine Teilmenge M C E heifit
eine k-dimensionale abgeschlossene Untermannigfaltigkeit von E falls M eine abgeschlossenen Teil-
menge von E ist und um jeden Punkt p € M ein lokales Koordinatensystem (¢, ..., ¢,) auf auf einer
Umgebung U(p) von p in E existiert, so dass

MNUp) ={qg€Up) : (@) = = pa(q) =0}
gilt.

Bemerkung 1.4.30.

e Esseig: R" — IR eine stetig differenzierbare Abbildung und M, := {g = ¢} eine Teilmenge.
Dannist M, eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit wenn fiir jedes p € M, die Ableitung Dg(p) :
R" — IR" den Rang n — k hat, d.h., es existiert eine nichtverschwindende (n — k) x (n — k)

. . . _ (0g;
Unterdeterminante der Jacobimatrix Jac,(g) = (ﬁ(p)) 1< j<n—ki<k<n’

e Besitzt Jac,(g) eine nichtverschwindende (n — k) x (n — k) Unterdeterminante, so kann man nach
einer eventuellen Umordnung zy, ..., 2z, Y1, ..., Yn—k der kartesischen Koordinatenfunktionen xi, ..., x,
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annehmen, dass die Matrix

091 0g1
af(p) g (62)]
ag y] y!’l*k
Fy(p) = :
agn—k (P) L agn—k (P)
oy, OYp—rk
invertierbar ist. Dann bilden sie Funktionen
P1=2s eee s Pk =2k 5 Pkl = Gls oor sPn = Gn—k

ein lokales Koordinatensystem auf einer Umgebung V(p) C IR" von p € M, welches die Bedingung
in der Def 1.4.29 erfiillt.

Der Tangentialraum an eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit M := {x € R" : g(x) = ¢} in
einem Punkt p € M ist ein Untervektorraum 7,M C IR", definiert durch

gradgi(p)-v=0
(1.4.31) T,M = {v e R": Dyg(p) =0} = {U € R": }
gradg, x(p)-v=0

Hierbei ist g : R" — IR ein C'-diffbare Funktion, die die Untermannigfaltigkeit M lokal definiert
(d.h., Rang(Jac,(g)) = k) und x - y bezeichnet das kanonische euklidische Skalarprodukt auf R".
Anschaulich (aber etwas unprizise) formuliert, ist dieser Untervektorraum, parallel verschoben zum
Punkt p, die bestmogliche lineare Approximation der Menge M durch einen linearen Teilraum in der
Nihe des Punktes p.

Bemerkung 1.4.32. Ist M C IR" eine k-dimensionale Untermannigfaltigkeit, so gilt

T,M = {)’/(0) € IR" : fiir alle differenzierbare Kurven y : I, — M mit y(0) = p}

Extrema mit Nebenbedingungen. Es sei f : Ug — IR eine Funktion. Statt f nach lokal maxi-
malen oder minimalen Werten f(p) in einer ganzen Umgebung U in E zu untersuchen, mochte man
manchmal nur wissen ob f(p) ein lokales Extremum unter den Werten f(q) bloB fiir eine Teilmenge
M C U(p) (dh, fir g € M) annimt. (Man ersetze in der Def. 1.4.22 V(p) gegen M N V(p) um
eine Definition von lokalen Extrema unter der Nebenbedingung M = {g = 0} zu erhalten.) Falls
M = {g = 0} C E eine Untermannigfaltigkeit ist, so gibt es die folgenden Kandidaten fiir Punkte in
M in denen f lokale Extrema haben konnte (d.h., kritische Punkte fiir f under den Nebenbedingung

g=0).

Lagrangesche Multiplikatorenregel 1.4.33. Es seien f : Ugn — R, g : Ugn — R’ stetig
differenzierbar. Hat f in p € M = {x € U : g(x) = 0} ein lokales Extremum, und besitzt
dariiberhinaus Jac,g eine nichtverschwindende € x {-Determinante (dquivalent dazu: “die Vektoren
grad g1(p), ..., grad g¢(p) sind linear unabhdingig”), so gibt es Ay, ..., Ay € IR (die sog. Lagrangeschen
Multiplikatoren), so dass:

¢
Df(p)+ > A;Dg;(p) =0
J=1
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Man findet also Kandidaten fiir lokale Extrema von f unter der Nebenbedingung g = 0 in dem man
nach Losungen p € U des Gleichungssystems

g(p) =0, grad f(p)+ Y A; gradg;(p) =0

fiir irgendwelche A; € IR sucht. Die rechte Gleichung besagt, dass in einem kritischen Punkt p der
Gradient grad f(p) senkrecht zu dem Tangentialraum 7, M sein muss, vgl. 1.4.31

2. Gewohnliche Differentialgleichungen

Die Bewegung x(¢) eines physikalischen Systems geniigt oft einer gewissen Differntialgleichung.
Mathematisch lassen sich diese Sachverhalte wir folgt formulieren. Es sei F : Q — IR" eine stetige
Funktion, definiert auf dem Quader Q C R x R", O = {(s,y) : |s — so| < 71, ||ly — yollooc < r2}. Eine
gewohnliche (im Unterschied zu einer ’partiellen’) Differentialgleichung erster Ordnung ist dann der
Ausdruck x = F(t, x(¢)). Eine lokale Losung (falls existent) ist eine differenzierbare Kurve, definiert
auf einem Interval I C [so — r1,50 + 1] C R, x: I — B,,(yo) C R", so dass

Xx(1) = F(t, x(1)) firalle r €1 gilt

Wie allgemein iiblich, bezeichnet x(f) die Ableitung Dx (¢). Ein Anfangswertproblem (AWP) ist die
Frage nach der Existenz der Losung (und deren Eindeutigkeit) des obigen DGL mit der Anfangsbedin-

gung x(so) = Yo-

Theorem 2.1.1. (Picard-Lindelof) Es sei F : Q — RR" =: E eine stetige Abbildung, definiert auf
dem kompakten Quader Q = {(s,y) € R x R" : |s — so| < r1, ||y — yolloo < r2}. Erfiillt f die
Lipschitz-Bedingung

1f@y) = f@D <C-lly—z[, C€>0, V(y) (1,0 €Q,
so besitzt das Anfangswertproblem (AWP)
() x(1) = f(t, x(0)), x(50) = Yo
genau eine Losung x : I — Q auf einem hinreichend kleinen Intervall 1 C [sg — ry, So + 11].

Die Idee des Beweises ist die folgende: Ist y : I — B,,(yo) eine Losung von (%), so gilt y(s) =
v(so)+ f; F(t,7v(t)) dt. Die rechte Seite dieser Gleichung wird zur Definition der folgenden Abbildung
benutzt: Fiir I := [so — 6, so + 6] sei Xs := {c : Is — B,,(yo)} N C°(Is, E) und

¥ X5 — COy), n— Y mit Yo(s):=yo+ / F(t,n(0) dt

So

Eine Losung y des AWP ist eine Fixpunkt von ¥, d.h. ¥(y) = ¥, und vice versa. Wenn ¢ <
min{rl,rl/HF\ 0> 1/c}, so gilt ¥(Xs) C X5 und ¥ : X5 — X;s ist eine Kontraktion. Da X;s eine
abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen Raumes (C°(l5), || ||7,) ist (und daher selbst ein vollstindiger
metrischer Raum), der Banachsche Fixpunktsatz 1.3.4 kann auf ¥ : X5 — Xs angewendet werden.
Deren eindeutiger Fixpunkt, die Kurve v € Xs mit ¥(y) = vy, ist dann die eindeutig bestimmte
(lokale) Lésung unseres AWP. O
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Bemerkungen

o Ist y : I — B, (yo) die Losung des AWP (x), soist y(f) := y(t+s0) die Losung des AWP y =F(t,7%),
v(0) = yo, und ist defiiert auf dem Intervall I — sq

o Fiir die Existenz und Eindeutigkeit der lokalen Losung des AWP (x) geniigt es blo anzunehmen,
dass F lokal Lipschitz-stetig in der zweiten Variable ist, d.h., um jeden Punkt (s,y) € Q gibt es eine
Umgebung U = (s — &,5 + &) X B.(y) C Q, so dass |[|[F(t,z) — F(t,w)|| < Cy - ||y — w|| fiir alle
(t,2), (t,w) € U gilt. Diese Bedingung ist automatisch erfiillt wenn F stetig differenzierbar ist.

o Existenzsatz von Peano. Wenn man auf die lokale Lipschitz-Stetigkeit (in der zweiten Variable)
von F verzichtet, so gibt es immer noch zu jedem (s¢, y9) € Q eine lokale Losung von (%), die dann
allerdings nicht mehr eindeutig bestimmt sein muss.

Definition 2.1.2. Essei F : [ x Ug — E vorgegeben. Eine Losung vy : J — U der DGL (¢) =
F(t,y(t)), wobei J ein Intervall C R ist, heil3t maximal, falls fiir jede Losung n: J — U mit J D [
und 7|; = y dann auch schon I = J gilt.

Lemma 2.1.3. Es sei Ug C E eine offene Teilmenge eines Banachraumes E (z.B. E = IR"), ferner
F : I x Ugp — E ecine stetige, und dariiber hinaus in der zweiten Variable lokal Lipschitz-stetige
Abbildung. Dann gibt es zu jedem yo € U eine eindeutig bestimmte maximale Losung yy, : 1,, — UEg
der DGL i = F(t, x) mit der AB ,,(0) = yo. Das Definitionsinterval 1, ist offen.

Bemerkung. Es sei X : Ug — E ein Vektorfeld, vgl. 1.4.15. Eine Integralkurve von X ist eine
differenzierbare Kurve y : I — Ug, so dass y(f) = X(y(?)) fiir alle ¢ € I gilt. Visualisiert man X mit
Hilfe von Pfeilen,

/000000 HETVVVNVNNNN
/7000000 0V VYV NNNNN
/77070000 100V VNN NN
77777700110V VNN NN
///////%/ll\\\\\\\\\
soos 277 PRTU LV L NN NN NN
PP A ArAravay N N SN N T N
A o5 - T T e S D N
SNNNNNNNKNANNSNN S
SNNNNANANANYAN s
NNNNNN\NANANSNWrv 277
NNANNANANANANANYYr s S
NNNNANANNANNW 777
NNANANNANANANNWNY T 77
NNNANNANHI 17777777 S A —

so sind in dem linken Bild Hyperbeln, die 4 Halbgeraden enthalten in den beiden Koordinatenachsen
sowie der Nullpunkt die Spuren der Integralkurven, wihrend in dem rechten Bild die Halbstrahlen mit
Ursprung 0 die Spuren der Integralkurven dieses radialen Vektorfeldes sind.

Eine Losung von (x) mit der AB y(fyp) = xo € Ug zu finden ist dquivalent zu der Bestimmung
einer Integralkurve durch x¢ (bzw. (#y, xo)) des entsprechenden Vektorfeldes Xr: In dem autonomen
Fall ist das trivialerweise richtig. In dem nicht-autonomen Fall (d.h., wenn F explizit noch von ¢
abhingt) betrachtet man das VF Xg : I x Ugp — R X E, (s,y) — (1, F(s,y)); die E-Komponente der
Integralkurve zu Xr ist dann die Losung des AWP (x).
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Lineare gewohnliche Differentialgleichungen. Es sei / eine Intervall, £ ein Banachraum und A :
I — L(E, E) eine stetige Abbildung. Die folgende DGL

(+*) X(t) = A(®) - x(t) + b, beE,

die ein Spezialfall der bereits diskutierten allgemeinen gewohnlichen Differentialgleichungen ist, nennt
man linear. Sie heiflit homogen, falls b = 0 und inhomogen falls b # 0. In der Notation von 2.1.1 gilt
F:IxE — E, F(s,y) = A(s) - y. Die wichtigsten Eigenschaften solcher Differentialgleichungen
sind:

e Das Definitionsintervall J jeder maximalen Losung y, : J — E stimmt mit / {iberein.

e Die Menge Loy aller maximalen Losungen von (xx) fiir b = 0 bildet einen Vektorraum der gle-
ichen Dimension wie E.

e Die Menge aller Losungen der inhomogenen DGL hat die Gestalt y, + Lpom Wobei 7y, irgendeine
(sog. partikuldre) Losung von () ist.

e Falls A nicht von ¢ abhingt, d.h., wir habe eine konstante Abbildung A : R — L(E,E) dann
lassen sich die dann auf ganz IR definierten maximalen Losungen vy, der homogenen Gleichung fol-
gendermafen angeben: y,(s) = exp(sA)-y. In dem inhomogenen Fall 148t sich eine partikuldre Losung
durch die Methode der Variation de Konstanten ermitteln.

e In dem Fall einer allgemeinen linearen DGL (d.h. mit nichtkonstanten Koeffizienten) gibt es keine
"praktikablen’ Formeln, die die Losung in Abhingigkeit von A(#) explizit ausdriicken. Hier muss man
jeden Fall einzeln betrachten um mit Gliick eine explizite Formel zu bekommen. In dem Spezialfall
E =R, die (1-dimensionale) Gleichung i(t) = a(t)-x(t), a : I — R, so € I mitder AB y,(so) = y hat
die Losung

Yyl =y - e

3. Funktionentheorie

3.1. Komplexen Zahlen und komplexe Differenzierbarkeit

Auf dem rellen Vektorraum IR? definiere man die folgende kommutative Multiplikation:

R x R? — R?, (x1,y1) - (x2,42) := (x1y1 + X242 , X1Y2 + X2y1)

Identifiziert man IR mit der Teilmenge {(x,0) : x € IR}, so entspricht die gerade definierte Mul-
tiplikation, eingeschréinkt auf diese Teilmenge, der gewohnlichen Multiplikation auf IR (man sagt
auch, dass die Abbildung R — (IRZ,-), t — (¢.0) eine injektiver Homomorphismus ist). Es gilt
weiter (x,y) - (1,0) = (1,0) - (x,y) = (x,y) fiir alle (x,y) € IR?, d.h., (1,0) ist das Einselement
in (IR* {(0,0)},-). Das Element (0, 1) hat die Eigenschaft (0, 1) - (0,1) = (—1,0). Ferner, jedes
(x,y) € R~ {(0,0)} hat ein (multiplikatives) Inverse, d.h., (x, )" := (x/(x> + y?), —y/ (x> + 4?)) hat
die Eigenschaft

(s L) = (s L) =00,

2 +y2) (2+y2) 2+y?) (2+y?)

Es gilt auch das Distributivgesetz, d.h. fiir alle z, w,u € IR? haben wir dei Identitit

Z+w)-u=z-u+w-u
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Zusammenfassend bildet also die Menge IR> zusammen mit der iiblichen Addition (aus der Vektor-
raumstruktur von IR?) sowie der gerade definierten Multiplikation “-” den sog. (kommutativen) Korper
der komplexen Zahlen, den wir mit € bezeichnen. Um unsere Notation zu vereinfachen, schreiben wir
i statt (0, 1), so dass jedes Element (x,y) € IR? in der Gestalt x + iy geschrieben werden kann. Wir
schreiben weiter |z| = |x + iy| = /x? + y? fiir die (euklidische) Standardnorm in € (damit kénnen
wir von Konvergenz und Grenzwerten in C sprechen), sowie 7 = x + iy := x — iy ist die komplexe
Konjugation.

In diesem Kapitel betrachten wir fast ausschlieBlich Abbildungen f : Ug — C, wobei Ug eine offene
Teilmenge in dem Korper € ist. Wir nennen eine solche offene Teilmenge ein Gebiet, falls Ug auch
noch zusammenhidngend ist, vgl. 1.3.5.

Definition 3.1.1. Eine Funktion f : U — C heilit C-differenzierbar oder holomorph in zo € C falls

der Grenzwert . Flzo+h) — f(zo)
h—0 h

in C existiert. Wir schreiben f’(zo) fiir diesen Grenzwert. f heift C-differenzierbar (oder holomorph)
falls der obige Grenzwert fiir alle zo € U existiert.

Lemma 3.1.2. Es seien f,g: U — C, h: V — C holomorphe Funktionen. Dann ist
i af +bg: U — C holomorph fiir alle a,b € C; (af + bg) = af’ + bg’
ii f-g:U — C sowie flg: U~ {g =0} — C holomorph; (f -9 = f -g+f-9,
(flg) =(f"-9—4d" - Nlg*;
iii (Kettenregel) foh:V — € holomorph, falls h(V) C U gilt; (f o h)'(z) = f'(Wz)) - W' (2).

Wir schreiben O(U) fiir die C-algebra aller in jedem Punkt von U C-differenzierbaren Funktionen.

Beispiele holomorpher Funktionen sind komplexe Polynomialfunktionen P(z) := ZZ:O aiZ (definiert
auf ganz C) sowie Reihenfunktionen f(z) := Zlﬁo ai(z — z0)* auf dem Konvergenzgebiet, d.h., auf
der offenen Kreisscheibe B,(z9) C €, wobei nach Cartan-Hadamard

1

lim sup v/ |an|

n— oo

der Konvergenzradius der Potenzreihe Z/fio ar(z — z0)* ist. Hierbei wird natiirlich vorausgesetzt, dass
r > 0 gilt. So, z.B. sind

f3 5

k=0

2k+1 2

’ Sin(e) 1= Z(_ )k(2k+ it cos(z) = Z(— )k(Zk)‘

=%

auf ganz € definierte holomorphe Funktionen, die eingeschrénkt auf IR C € mit den reellen Exponential-
sowie trigonometrischen Funktionen iibereinstimmen.

Die Konjugationsfunktion z ~ Z, deren Potenzen z — (2)* sowie die Betragsfunktion z — |z| sind
Beispiele von Funktionen, die nicht holomorph sind.

Da wir sehr oft mit Potenzreihen befassen werden, filhren wir den folgenden allgemeinen Konver-
genzbegriff ein:

Definition 3.1.3. Es sei E,f:o fr eine Reihe von Funktionen f; : U — C. Mann sagt, dass die Reihe
normal auf U konvergiert, wenn fiir jeden Punkt z € U eine Umgebung B(z) C U existiert, so dass

die Reihe > .2 || filla;) absolut konvergent ist. Hierbei bezeichente || f|z die Supremumsnorm von
f auf B.
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Die Partialsummen einer normal konvergenten Reihe konvergieren lokal gleichmifBig gegen eine Funk-
tion g : U — C. Ist jetzt speziell > g ax(z — z0)* eine Potenzreihe mit dem Konvergenzradius r, so
konvergiert diese Reihe normal auf der offenen Kugel B,(zp) gegen die Reihenfunktion g(z).

Lemma 3.1.4. Es sei f : U — C eine Funktion, aufgefasst als eine Abbildung f = (fi, f2) : Ug: —
R* = {(x,y) : x,y € R}. Dann ist f C-diffbar in zo = xo + iyo genau dann wenn (fi, f») total
differenzierbar (im Sinne 1.4.3.c) ist, und dariiberhinaus

0 0 0 0
i(xo,yo) = ﬁ(xo,yo), i(xo,yo) = —ﬁ(xo,yo)
0x Oy Oy 0x

gilt.

Folgerungen:
e Der Real- und Imaginirteil einer holomorphen Funktion f sind harmonische Funktionen, d.h. A(Re f) =
A(mf) =0

3.2. Integralformel von Cauchy

Eine Kurve (Weg) v : I — U C C nennt man stiickweise stetig differenzierbar, falls y stetig ist, und
dariiberhinaus eine Unterteilung a = t; <, < fp < --- < t, < tyy1 = b des Intervalls I = [a, b]
existiert, so dass alle Einschréinkungen |y, ;.1 fiir alle j = 1,...,n stetig differenzierbar sind. (In den
Randpunkten 7; und ¢, von [t,7;;1] wird dann fiir y nur die Existenz der einseitigen Grenzwerte
limg—,;, (y(s) — v(t))/(s — ) gefordert; i.A. gilt dann

R (O (O I OB 103

s—1L S — I s—1tE S — Iy

S<tp S>1
und y’][,j’tj”] muss stetig sein.) Es sei jetzt f : Uy — C eine stetige Funktion und y : I — Ug eine
stiickweise stetig differenzierbare Kurve. Dann definieren wir

[r@raz=Y [ sy ds
Y j=1 1

und nennen fy f(z) dz das Kurven- oder Wegintegral entlang von 7.

Bemerkung 3.2.1. Es sei y : [ = [a,b] — Ug (allgemeiner Ug- ) eine stiickweise stetig differenzier-
bare Kurve sowie ¢, y, f € CO(U(y(]))), a,p € C:
e Wie aus der Theorie der Riemannschen Integration bekannt, gilt auch fiir Wegintegrale:

/ (@) + Bu2) dz = a / o(2) dz+ B / WD dn | / w(o) dz] < / @I ldz),
Y Y Y

Y Y

o [st ® eine Stammfunktion von ¢, so gilt fy ©(z) dz = O(y(b)) — ®(y(a))

e Der Wert von | y f(2) dz hingt nur von der Spur S p(y) = y(I) und nicht von der Wahl der Parametrisierung
von S p(y): Ist nimlich y : [a,b] — C stetig differenzierbar und u : [a@,8] — [a,b] ein orien-
tierungserhaltender (stiickweiser) Diffeomorphismus, so gilt

/f(z)dz=/ f(@) dz
y you



Gregor Fels, Tiibingen WS 2009/10 27

Ist jedoch u orientierungsumkehrend, d.h., u’ < 0, so gilt fyoﬂ f) dz=— fy f(2) dz.

e Besteht der M Rand einer Teilmenge M C C aus stiickweise stetig differenzierbaren Kurven,
so schreibt man |, om J (@) dz statt explizit den Rand zu prametrisieren. Dabei wird stillsschweigen
angenommen, dass der Rand gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird.

Falls fiir eine Weg vy : [a,b] — C vy(a) = y(b) gilt, so heiit vy geschlossen. Zwei Wege, v, :
[a,b] — U C C, mit gemeinsamen Endpunkten heilen in U homotop, falls eine stetige Abbildung
H : [a,b] x [0,1] — U gibt, so dass H(t,0) = y(¢), H(t,1) = 6(¢) fiir alle ¢t € [a.b] sowie y(a) =
H(a, s) = 6(a), y(b) = H(b, s) = 6(b) fiir alle s € [0, 1]. Salopp formuliert heifit das, dass die beiden
Wege v und ¢ innerhalb von U stetig ineinander deformierbar sind. Es ist dabei wichtig, dass alle
"Zwischenwege’ t — H(t, s) inerhalb der Menge U bleiben.

Satz von Cauchy 3.2.2. (fiir Rechtecke) Es sei R = [a1, b;] X [az,b2] C IR? = C ein achsenparalleles
Rechteck, das in einer offenen Teilmenge U C C enthalten ist, und f : U — C eine holomorphe
Funktion. Dann gilt

f(x)dz=0
AR

Zusatz. Ist R C IR? ein Rechteck, U(R) C IR* eine offene Umgebung von R und ¥ : U(R) — Ug eine
beliebige C'-Abbildung, dann gilt auch

f()dz=0  fiir jede holomorphe Funktion f : Uy — C
W(OR)
Idee des Beweises fiir [, f(z) dz = 0: Fiir die gegebene holomorphe Funktion f konstruiere man
eine Folge von immer kleiner werdenden Rechtecken R D Ry D R, D - - - wie folgt: Man zerlege das
Ausgangsrechteck R in 4 kongruente Rechtecke R\, ..., R™® . Da sich die Integration iiber Wegstiicke
innerhalb von R weghebt, gilt

/ f(@) dz= f@)dz+ f(@) dz + f(2) dz + f(@) dz
OR ORMD

OR® OR®) OR®

Es bezeichne R, dasjenige Rechteck aus R\D, ..., R, fiir das | [, oo @ dz) =1 [ ab F&®P@)- 5P @) dr
maximal ist. Dann gilt

] | @ dz‘§4~‘ 5 f(z)dz‘

Sukzessiv gewinnt man auf diesem Wege eine Folge der Rechtecke Ry C R mit | |, xS (@ dz| <
4%| J: 9, J (@ dz|, sowie diam(Ry) = 2 *diam(R) und u(Ry) = 2 ¥ u(R) wobei u(R;) den Umfang des
Rechtecks Ry bezeichnet. Wegen Kompaktheit von R und diam(Ry) — O fiir k — oo gilt Ry =
{z0}. Da f in zyp C-differenzierbarist, V& >0 3§ > 0,sodass f(z) = f(z0)+f"(20)(z—z0) +r(z—20)
mit |r(z — z0)| < €|z — 70| fiir alle z € Bs(z0) gilt. Wihle jetzt n grof genug, so dass diam(R,) < §.
Dann haben wir

reyds| < 4] | fead] =4 | g+ e+ <

‘ OR OR},
b
<4 [ =l ldd <4t [ no -l ] dr <
bRk. a
< 4*&27kdiam(R) - 2 *u(R) = &-diam(R)-u(R)

Dabei ist y; : [a, b] b—> OR; C C die stiickweise stetig differenzierbare Kurve, die den Rand von Ry
parametrisiert, und fa |71(2)| dt die Lénge des Weges vy, d.h., der Umfang von Ry. O
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Typische Beispiele fiir Bilder ¢/(0R) zeigen die folgende Beispiele:
o V:[r,n]x[0,27r] —» C, (x,y) — 20+ x-e~ . Dann ist das Bild von [ry, r2] x [0, 27] ein Kreisring
EZ(ZO) ~ B, (z0) oder die abg. Kreisscheibe EZ(ZO) falls r; = 0. Hier gilt es

Joory = Jomye  Jom, : -
e Sind ¢, y1 : la,b] — C stetig differenzierbare Kurven, so ist ¥ : [a,b] x [0,1] — C, (s,7) —

(1 — Hyo(s) + tyi(s) eine C ! -Abbildung, die den Rand des Rechteck R auf Spur(yg), Spur(y;) sowie
die Abschnitte yg(a) yi(a) sowie yo(b)y;(b) abbildet.

Folgerungen aus dem Satz von Cauchy

In den folgenden Aussagen sei immer f : Ug — C eine auf ganz Uy C € C-differenzierbare
Funktion.

Cauchy-Formel 3.2.3. (fiir Kreisscheiben) Ist B,(z9) C Ug so gilt fiir jedes z € B,(2) :
1
f@) = —— / S(w) dw
2]

2mi B,-(z0) w—2z

Lokale Entwickelbarkeit in eine Potenzreihe 3.2.4. Fiir jede Kreisscheibe B.(zo) C Ug gilt fiir alle
Z € Bi(z0):

S 1
f(Z) = ch(Z — Zo)k mit cp = — ﬂ

: dw
=0 27Tl 9B,-(z0) (w — Z())k-'-1

und der Konvergemnzradius der obigen Potenzreihe ist mindestens r. Es gilt die folgende Abschditzung

1115,

(3.2.5) e < =%

Theorem von Goursat 3.2.6. f ist co-oft C-differenzierbar auf Ug.

Theorem von Liouville 3.2.7. Ist Uy = C und |f| : C — R>( beschriinkt, so muss f bereits konstant
sein.

Theorem von Morera 3.2.8. Es sei ¢ : Uy — C eine stetige Abbildung, so dass fiir jedes Dreieck
A C Ug faA ©(z) dz = 0 (dquivalent: fiir jedes Rechteck R C Ug fﬁR ©(z) dz = 0) gilt, dann ist ¢
holomorph auf Ug

Unter einem Dreieck verstehen wir die abgeschlossene Fliche A = Ajpc C C = IRz, die durch
beliebige nicht kolineare drei Punkte A, B, C € R* aufgespannt wird.

Identitiatssatz 3.2.9. Es sei (z,) eine konvergente Folge von paarweise verschiedenen komplexen
Zahlen mit limz, € Ug. Gilt f(z,) = 0 fiir alle n und ist Ug eine Gebiet (d.h., zusammenhdingend), so
folgt f = 0. Insbesondere gilt fiir zwei holomorphe Funktionen f,g : Ug — C, die in allen Punkten
zp tbereinstimmen: f =g auf Ug.

Es sei ¢ eine Nullstelle von f. Definiere die Verschwindungsordnung von f in £ als

ords(f) := min{k : fO(0) # 0}

Ist h : U — C eine holomorphe Funktion, die in { eine Nullstelle von Ordnung 1 hat, so gibt es
nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion 1.4.14 eine offene Umgebung V({) C U, die vermoge h
diffeomorph auf B,(0) abgebildet wird.
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Vorbereitungssatz 3.2.10. Es sei { eine Nullstelle von f. Falls f nicht konstant ist, gilt ord;(f) =:
k < o0, und es existiert eine holomorphe Funktion h, die auf einer Umgebung V({) von { definiert
ist und in { von Ordnung 1 verschwindet (d.h., lokal biholomorph ist), so dass f(z) = h(z)k fiir alle
z € V() gilt.

Bemerkung. Aus dem Satz iiber die Umkerfunktion folgt, dass man um ¢ eine Umgebung V. C Ug
findet, so dass & : V. — B.(0) ein Diffeomorphismus ist, der wegen 3.1.4 sogar biholomorph ist.

Satz iiber die Gebietstreue 3.2.11. Ist Ug eine Gebiet, so ist das Bild f(Ug) ebenfalls ein Gebiet,
vorausgesetzt dass f nicht konstant ist.

Maximumsprinzip 3.2.12. Hat |f| in einem Punkt 7 € Ug ein lokales Maximum, so ist f konstant
auf Ug, vorausgesetzt dass Ug zusammenhdngend ist.

3.3. Isolierte Singularititen und Laurent-Reihen

Definition 3.3.1. Es sei U C C offen, zo € U und f € O(U \ {z0}) Man sagt, dass f in zo
(a) eine hebbare Singularitdt besitzt, falls sich f zu einer auf ganz U holomorphen Funktion fortset-
zten 14Bt, d.h., es gibt £ € O(U) mit f(z) = f(2) fiiralle z € U ~ {z0}:
(b) eine Polstelle er Ordnung m falls in zo (z—z0)™ f(2), nicht jedoch (z—z9)" ! f(z), eine hebbare
Singularitét besitzt.
(c) eine wesentliche Singularitdt besitzt, falls f in zgp weder eine hebbare Singularitit noch eine
Polstelle hat.

Lemma 3.3.2. Essei f € O(U \ {z20}), so dass fiir eine punktierte Kreisscheibe B)(z0) := By(z9) ™
{z0} C U die Einschrinkung von |f| auf B) beschrinkt ist. Dann hat f in zo eine hebbare Singu-
laritdt.

Lemma 3.3.3. Fulls die holomorphe Funktion f : U ~\ {z0} in zo € U eine Polstelle der Ordnung m
besitzt, so gibt es h € O(U) mit h(zp) # 0 mit

h(z)
(z—z0)"

f@) =

Es gilt dann lim,_,, | f(z)| = 0o

Eine holomorphe Funktion auf B)(zo), die in zo eine Polstelle hat 146t sich wegen lim,_., |f(z)| = oo
sicherlich nicht zu einer stetigen Funktion B,(z9) — C fortsetzen. Man kann jedoch den Wertebereich
auf folgende Weise sinnvoll um einen Punkt, den sog. unendlich fernen Punkt, erweitern:

Konstruktion der Riemannschen Zahlenkugel. Die Menge € U {pr} wird mit S = {(x,y,2) €
R : 2+ 2+ 22 = 1} identifiziert in dem man € mit S? ~ {(0,0, 1)} (Sphire ohne Nordpol)
identifiziert. Dazu verwendet man die stereographische Projektion von dem Nordpol aus:

Y
01 S {N} — G, (6,2 — T2

-z
1. ) (2Rew,2Imuw, [w|* — 1)
¢ C— S"~{N}, w+— e

Die Menge S?, zusammen mit der Einschrinkung der euklidischen Metrik in IR® ist ein metrischer
Raum (die auf S? induzierte Metrik d nennt man chordal). Durch die Identifizierung von € mit
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$2 < {N} hat man auf S? . {N} holomorphe Koordinate eingefiihrt und der Norpol N = (0,0, 1)
wird dann mit dem unendlich fernen Punkt oo identifiziert, der nicht in ¢~!(C) enthalten ist. Diese
2-dimensionale Sphire mit den oben definierten Identifikationen nennt man die Riemannsche Zahlen-
sphire (oder Kugel) und bezeichnet mit C.

Definiert man mittels der Abbildung (konjugierte stereographische Projektion vom Siidpol S = (0,0, —1)
aus)

L//:SZ\{S}—>(E, (x,y,z)|—>xl:_lzy
y 5 Rew, —2Imuw, 1 — |w|?)
i C— SN {S}, w— 5w

eine weitere Karte (vgl. 1.4.13, wobei wir jetzt anstelle eines abstakten Vektorraumes E die Menge S 2
benutzten und die Karten auf den Umgebungen Uy := S? \. {N} sowie Us := S? \ {S} definieren),
so wird jetzt S% ~ {S} mit C identifiziert, und der unendlich ferner Punkt co = N entspricht jetzt
dem Nullpunkt in € = (52~ {S}). Der Koordinatenwechsel g oy~! : €\ {0} — € ~ {0} hat die
Gestalt w — 1/w, ist also eine biholomorphe Abbildung.

Die Konstruktion der Riemannschen Sphire erlaubt jede holomorphe Abbildung f : U \ {z} — C,
die in zo eine Polstelle hat, d.h., f(z) := h(2)/(z — 7o), als eine stetige, sogar holomorphe Abbildung
f: U — C aufzufassen. Hierbei f(z) := { ¢ o f(z) fallsz#z . Die Holomorphie von f in dem
N falls z = zg
Punkt zo bedeutet, dass die Abbildung ¢ o f, in unserem Fall durch u — (4 — 20)"/h(u) gegeben,
holomorph in einer Umgebung von z ist. Die oben konstruierte Riemansche Sphére ist ein Beispiel
einer eindimensionalen komplexen Mannigfaltigkeit. Eine Abbildung g : Ug — C ist deinitionsgemiB
holomorph, wenn die ensprechenden Abbildungen ¢ o g und ¢ o g mit Werten in € holomorph in dem
tiblichen Sinne sind.

Von nun an werden wir den Punkt N € §2 = € mit co bezeichnen.
Definition 3.3.4. Eine stetige Abbildung f : U — C, fiir die f~!(co) eine diskrete Teilmenge von U

ist, sodass f: U~ f~!(c0) — € C C holomorph ist, und in jedem Punkt aus f~'(c0) eine Polstelle
vorliegt, eine meromorphe Funktion.

Die Menge aller meromorphen Funktionen auf einem Gebiet U C C bilden eine Korper.

Die holomorphe Funktionen C* — C z — exp(—1/z), sin(1/z) besitzen in 0 wesentliche Singu-
laritéten.

Satz von WeierstraB-Caserati 3.3.5. Besitzt f € O(U \ {20} in zo eine wesentliche Singularitdit, so

ist fiir jedes € > 0 das Bild f(B} (zo)) dicht in C.

Es gibt sogar die folgende Verschirfung dieser Aussage, bekannt als der Satz von Picard: Das Bild
f(BX(20)) fiir ein beliebig kleines & > 0 stimmt bis auch hichstens einen Ausnahmepunkt mit ganz C
iiberein.

Definition 3.3.6. Eine Laurentreihe mit dem Entwicklungspunkt zq ist der Ausdruck

Z ai(z — Zo)k, ap € C firalle ke Z

k=—o00

wobei Yo a_i(z — 20) "% der Hauptteil und > oo ak(z — z0)* der Nebenteil der Laurentreihe heift.
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Um das Konvergenzverhalten zu kléren, sei 1/r der Konvergenzradius der Potenzreihe ), a_gwk
und R der Konvergenzradius der Potenzreihe Yo, a;w® . Dann konvergiert

[ee]

Z a_i(z—z0) " = Z - = zko)k

k=1

lokal gleichmiBig (normal) auf € \ B,(zo) gegen eine holomorphe Funktion f_ : C \ B,(z9) — C
und thio ar(z — z0)* lokal gleichmiBig (normal) auf Bg(zo) gegen die holomorphe Funktion f; :
Bg(zo) — C. Gilt 0 < r < R, so sagen wir, dass die Laurentreihe Y o _ ax(z — 20)F auf dem
Kreisring K := {z € C : r < |z — z0| < R} konvergiert. In diesem Fall definert die Laurentreihe eine
holomorphe Funktion auf K, welche per definitionen die Summe der durch den Hautteil und durch den
Nebenteil definierten holomorphen Funktionen, also f_ + f,, ist. Ist der Hauptteil einer Laurentreihe
0, so handelt sich bei > 2 ax(z — 20) = > oo ak(z — z0)* um eine gewohnliche Potenzreihe.

Entwicklungssatz II 3.3.7. Es sei f eine in einem Kreisring K := {r < |z — zo| < R} holomorphe
Funktion. Dann gibt es fiir alle k € 7 eindeutig bestimmte Zahlen cy € C, so dass die Laurentreihe
o0

Z crz —20)" = kz: Zo)k + Z c(z — 20

k=—o00
auf K gegen f konvergiert. Es gilt ferner
i fw)

————d VkeZ
27i l2—20|=p (w— ZO)k+1 w

Cr =
fiir alle p mit r < p < R.

Lemma 3.3.8. Essei >~ ay(z—z0)" die Laurentreihe einer holomorphen Funktion f € O(Bg (20)).

Dann besutzt f eine hebbare Singularitit in 7y genau dann wenn der Hauptteil der Laurentreihe
verschwindet. f besitzt in 7o einen Pol der Ordnung m genau dann wenn a_,, # 0 und a; = 0 fiir
alle k < —m. Ferner hat f in zo eine wesentliche Singularitdit genau dann wenn unendlich viele der
Koeffizienten ay mit k € —IN nicht verschwinden.

Definition 3.3.9. Essei y : [a,b] — C eine stetige Kurve, 7 € [a, b] und B,(y(1)) eine Kreisscheibe.
Wir schreiben I fiir das maximale in [a, b] offene Teilintervall I. C [a, b], fiir das y(I;) C B.(y(1))
und 7 € I gilt.

Eine Kreiskette auf einer stetigen Kurve vy : [a,b] — C besteht aus einer Unterteilung a = 7; < 15 <
-+ < Tpy1 = b sowie den offenen Kugeln B, (y(7;)) C C, so dass die Intervalle I, ..., I die

Ketteneigenschaft I, NI, # @ fiiralle j € {1,...,n+ 1} haben.

Falls U C C eine offene Teilmenge ist und alle Kreisscheiben B, (y(r;)) in U enthalten sind, so

sprechen wir von einer Kreiskette auf einer stetigen Kurve y in U.

Tn+l

Definition 3.3.10. Es sei jetzt K := (y, 7}, B,,) eine Kreiskette auf einer stetigen Kurve y : [a,b] — C
und f := fi € O(B,,(y(11))). Eine analytische Fortsetzung von f entlang der Kreiskette X besteht
aus holomorphen Funktionen f; € (’)(Br]. (y(z))) fiir alle j, so dass

i OT5) T it OT500)

firalle j = 1,...,n gilt. Jede Familie von holomorphen Funktionen f; € O(B;;(y(7}))), die die obige
Bedingung erfiillen, nennen wir eine analytische oder holomorphe Fortsetzung (von f;) entlang K.
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Definition 3.3.11. Homotopie von Kurven Es sei (X, d) ein metrischer Raum und g, y; zwei stetige
Kurven [a,b] — X. Gilt yg(a) = yi(a) sowie yo(b) = y1(b), so nennt man yy und y; homotop in
X falls es eine stetige Abbildung H : [a,b] X [0,1] — X mit H(z,0) = yo(r) sowie H(t,1) = y1(¢)
fiir alle ¢ € [a,b] gibt. Die Abbildung H nennt man eine Homotopie zwischen yy und ;. Eine
geschlossene Kurve y : [a,b] — X heilit nullhomotop, falls y homotop zu der konstanten Kurve
[a,b] — {y(a)} C X ist.

Lemma 3.3.12. Es seien zwei Kreisketten (y,7j, By;) und (y,T B!,) auf der gleichen Kurve y und
zwei analytischen Fortsetzungen: (f;) entlang (y,7;, B;) und (g]) entlang (y,T B!,), gegeben. Gilt
f1B,0@) = 9|B,(vay fiir ein hinreichend kleines p so gilt auch f, = g, auf einer kfemen Umgebung
von y(b).

Wir sagen daher, dass eine holomorphe Funktion f € O(B,,(y(a)) lingst vy holomorph fortsetzbar ist,
falls es irgendeine Kreiskette auf y, und eine analytische Fortsetzung (f;) langst dieser Kreiskette gibt.

Lemma 3.3.13. Es seien (y,7j, B;;) eine Kreiskette auf y : [a,b] — C, (6, T B!,) eine Kreiskette
auf 6 : [a,b] — C sowie zwei analynschen Fortsetzungen: (f;) entlang (y, Tj, r) und (g;) entlang
(0, T B, ) gegeben. Es wird ferner angenommen, dass h := f|p ) = 9|B, () fiir ein hinreichend
kleznes p > 0 gilt. Sind y und T homotop mit der Homotopie H : [a,b] x [0,1] — C und ist h
holomorph fortsetzbar entlang t — H(t, s) fiir jedes s € [0, 1] so gilt auch f,, = g, auf einer kleinen
Umgebung von y(b) = 6(b).

Lemma 3.3.14. Es sei f € OWU) und y : I — U eine beliebige stetige Kurve. Dann hat f
eine Stammfunktion F, entlang vy, d.h., es existiert eine analytische Fortsetzung (F ;) entlang einer
Kreiskette (y,7;, B;,) auf vy, so dass F;-(Z) = f(2) auf By, (y(1))) fiir alle j gilt.

Motiviert durch die Tatsache, dass fiir eine (stauckweise) differenzierbare Kurve y : [a,b] — U sowie
f € O(U) das Integral fy f(2) dz durch F(y(b)) — F(y(a)) ausgedriickt werden kann, vorausgesetzt,
dass F eine Stammfunktion von f auf U ist, definieren wir jetzt fiir eine bloB stetige Kurve y : [ — U

/ f(@) dz:= Fy(y(D)) — Fy(y(a))
Y

Hierbei ist F, ist eine Stammfunktion von f entlang y wie in 3.3.14 Hiermit erhélt man die folgende
Verschirfung des Satzes von Cauchy:

Theorem 3.3.15. Es sei f € O(U) und y,6 : I — U zwei in U homotope Kurven. Dann gilt

/ ) dz = / £Q) dz
b% o

Integralformel von Cauchy in der Umlaufszahlversion 3.3.16. Es sei f € O(U) und y : I — U
eine in U nullhomotope stetige (geschlossene) Kurve. Dann gilt fiir jedes a € U, welches nicht auf
y(I) liegt:

f@

Z—a

vyla) - fla) =

Herbei bezeichnet v, (a) = 2m fy ) die Umlaufszahl der geschlossenen Kurve y um den Punkt a.
Sie 1aBt sich auch anschaulicher als die Differenz (6,(b) — 6,(a))/2n definieren, wobei 6, : I — IR
eine stetige Funktion ist, fiir die

y(@) —

_— Viel
ly(t) — al

exp(if, (1) =

gilt.
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Definition 3.3.17. Es sei ¢ eine isolierte Singularitit von f € O(B)(c)) und Ziooo ax(z — ¢)* ihre
Laurentreihe. Dann heisst

1
Resi(f)i= 50 [ f@de=ay
21t Jop. (o)
das Residuum von f an der Stelle c.

Residuensatz 3.3.18. Es sei S C U eine diskrete Teilmenge, die die isolierten Singularitditen einer
holomorphen Funktion f € O(U \ S) enthdlt. Falls y : 1 — U \ S eine stetige geschlossene Kurve
ist, die in U nullhomotop ist, so gilt:

/ f(2)dz=2mi» v)(s) - Ress(f) .
Y

seS

Insbesondere ist die Summe auf der rechten Seite endlich.

Anwendungen.
e Es sei R(z) = P(z)/Q(z) eine rationale Funktion, deg Q > deg P + 2 und R(x) hat keine Polstellen
auf der reellen Achse. dann gilt:

/ - R(t)dt = 27i »  Res.(R)

- Im c>0

e Es sei R(z) = P(z)/Q(z) eine rationale Funktion, deg Q > deg P + 1 und R(x) hat keine Polstellen
auf der reellen Achse. Dann gilt:

/ - R dt = 2ni Z Res. (R(2)-€")

- Imc>0

Fiir eine stetige Funktion f : IR\ {¢} — C schreiben wir

HW / " ) dx = lim ( / T da / ~ ) dx)

falls der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.
e Es sei R(z) = P(z)/Q(z) eine rationale Funktion, deg O > deg P + 1 und R(¢) habe an den Stelle
by, ..., br € R Polstellen der Ordnung 1. Dann gilt

HW /00 R(t)é" dt = 2ni Z Res (R(z)-€%) + i Z Resy; (R(z)-€")

Im >0 b;

e Essei r(x,y) = p(x,y)/q(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen. Dann gilt

o . 1 1, 1.1, 1\ dz
/0 r(cos(x), sin(x)) dx = H /63](0)r<2(z+ z), 27'<Z_ E)) =



