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Ubungen zu ,,Analysis I*

Aufgabe 4: Eine Folge reeller Zahlen (a,)nen heifit streng monoton steigend (bzw. streng
monoton fallend), falls a,,1 > a, (bzw. a,,1 < a,) fiir alle n € N gilt.

Betrachte die Folgen (x,,)nen = ((1 + %)")%N und (Y )nen = ((1+ %)"H)neN.

(a) Zeigen Sie, dass (x,,)nen streng monoton steigend und (y,,)nen streng monoton fallend ist.
(Hinweis: Zeigen Sie mit der Bernoullischen Ungleichung, dass stets xgzl > 1 gilt.)

Beweis: Fiir alle n € N gilt

(strikte Version der Bernoulli-Ungleichung)
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oder alternativ mit der nicht-strikten Version
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Damit ist (x,,)nen streng monoton steigend.

Weiter gilt fiir alle n € N

(strikte Version der Bernoulli-Ungleichung)
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bzw. wieder ohne die strikte Version
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Also ist (Y )nen streng monoton fallend.

(b) Zeigen Sie, dass (x,)nen und (Y, )nen konvergieren und auflerdem denselben Grenzwert
haben.

Beweis: Fiir alle n € N folgt aus (1+ %) > 1 und Teil (a), dass 21 < z, < y, < y; gilt.
Somit sind (x,)nen und (¥, )neny monoton und beschrinkt, also konvergent geméif dem
Satz aus der Vorlesung iiber monotone und beschrinkte Folgen. Zudem gilt
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und daraus folgt lim,, .., x,, = lim,, o0 Yn.

(c) Zeigen Sie, dass (z,)nen gegen e := Y oo+ konvergiert. (Hinweis: Verwenden Sie den
binomischen Lehrsatz und zeigen Sie, dass fiir alle m € N und alle n > m

gilt.)

Beweis: Sei n € N. Dann gilt
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und damit folgt lim, e 2, < limy, o0 Y p_y

Sei m € N und n > m. Dann gilt




und folglich
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Damit folgt wiederum
lim z, = lim lim z, > lim
n—00 M—00 N—00 m—o0

und insgesamt lim,, ., z, = €.



