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Ubungen zu ,,Analysis I*

Aufgabe 1: Sei f : [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Zeigen Sie, dass f genau dann
integrierbar ist, wenn es zu jedem & > 0 Treppenfunktionen ¢, : [a,b] — R mit ¢ < f < 1)
und

/ab(w—w)dx <e

gibt.

Losung:

(i) Sei f integrierbar und € > 0. Dann existieren Treppenfunktionen p, ¢ mit p < f < 1,

/fdx—5/2</gadxund /fdx+e/2>/¢dx.

Daraus folgt [(¢ —¢)dz = [¢Yde— [pdr <e.

(ii) Es existiere fiir alle ¢ > 0 Treppenfunktionen ¢, : [a,b] - R mit ¢ < f < ¢ und
fabw — ¢)dz < e. Sei € > 0 und seien ¢, ¥ entsprechende Treppenfunktionen. Dann gilt

Og/*fdw—/*fdxg/¢dx—/<pdxz/(¢—g0)dx<5.

Da € > 0 beliebig war, folgt damit [ “fdr = [, f dz und daher ist f integrierbar.

Aufgabe 2: Sei f : [a,b] — R eine Funktion und definiere den Positivanteil f, von f durch

f(z) falls f(z) >0,
0 sonst.

f+:[a,b]—>[0,oo):xr—>{

Zeigen Sie: Ist f integrierbar, so ist auch f, integrierbar.

Losung:

(i) Sei e > 0 und wihle Treppenfunktionen ), ¢ mit ¢ < f < ¢ und [(¢ — ¢)dz < e.



(ii) Behauptung: Es gilt ¢, < fi <4y und ¢y — o < — .
Beweis: Sei z € [a, b].

1. Fall: f(z) > 0.
Fall 1a): ¢(x) > 0. Dann gilt

0 <pi(r) =p(z) < flo) = fi(e) <P(@) =P (2)
und
Ui () = i () = Y () — p(2).
Fall 1b): ¢(x) < 0. Dann gilt
0=p(z) < f(z) = fr(z) <P() =Y (2)
und
Ui (@) — i (2) = ¥(2) < U(x) — o(2).
2. Fall f(x) < 0. Dann gilt
p+(x) = fr(2) = 0 < Y ().
Fall 2a): ¢)(x) > 0. Dann gilt
V(@) — i (2) = () < Y(a) — o(2).
Fall 2b): ¢(x) < 0. Dann gilt
Ui (z) = 0 < 9h(x) — ().

(iii) Es folgt also [(¢4 — ¢i)de < [(¢ — ¢)dz < ¢ und damit ist f; nach Aufgabe 1 inte-
grierbar.

Aufgabe 3: Definiere die Funktion f : [0, 1] — R durch

1 fallsxz = % fiir ein n € N,

f:[O,l]—>R:a:»—>{
0 sonst.
Zeigen Sie, dass f integrierbar ist, und berechnen Sie fol fdax.

Losung:

(i) Definiere fiir eine Teilmenge A C [0, 1] die Funktion 14 durch

1 fallsze A

]1A:[O,1}—>R:xr—>{
0 sonst.

Ist A ein abgeschlossenes Intervall oder endlich, so ist 14 eine Treppenfunktion.



(ii) Es gilt 1y < f und damit folgt [, fdz > [1ydz =0.

(iii) Sei n € N und definiere die Treppenfunktion

Dann gilt f < ¢, und [, dz = 1, woraus [~ f dz < 1 folgt.

* 1
os/fda:s/ fdr< X
* n

und damit folgt 0 = [ fdz = [* f dz. Also ist f intergrierbar und es gilt [ f dz = 0.

(iv) Insgesamt gilt fiir alle n € N

Aufgabe 4: Sei (a,b) C R ein offenes Intervall und f : (a,b) — R eine stetige Funktion. Eine
Funktion g : [a,b] — R heift stetige Fortsetzung von f auf [a, b], falls g stetig ist und g| ) = f
gilt.

Zeigen Sie, dass f genau dann gleichméfig stetig ist, wenn eine stetige Fortsetzung von f auf
[a, b] existiert.

Losung:
(a) Existiert eine stetige Fortsetzung g von f auf [a, b], so ist g gleichmé&Big stetig und folglich
ist auch f = g(q) gleichméBig stetig.
(b) Sei f gleichméBig stetig.

(i) Behauptung: Die Folge (f(a+1/n)),en ist eine Cauchy-Folge. (Hier wurde b—a > 1
vorausgesetzt, sonst wire die Folge nicht wohldefiniert. Ansonsten miisste man die
Folge ab dem Index k € N starten lassen, fiir welchen a + 1/k < b gilt.)

Beweis: Sei e > 0. Da f gleichméifig stetig ist, existiert § > 0, so dass | f(x)—f(y)| <
e fiir alle z,y € (a,b) mit |z —y| < § gilt. Weiter existiert ein N € N mit

la+1/n—(a+1/m)| <é
fiir alle n,m > N. Zusammen folgt daraus
|fla+1/n)— fla+1/m)| <e

fiir alle n,m > N, d.h. die Folge ist eine Cauchy-Folge und ist insbesondere konver-
gent.

(ii) Analog ist auch (f(b — 1/n)),en eine Cauchy-Folge.

(iii) Definiere die Fortsetzung ¢ : [a,b] — R von f durch g(a) :=lim,_,~ f(a+ 1/n) und
g(b) == lim, oo f(a +1/n).



(iv) Behauptung: Die Funktion g ist stetig in a (und analog auch in b).

Beweis: Seie > 0. Da f gleichmiBig stetig ist, existiert 0 > 0 mit | f(z)—f(y)| < /2
fir alle z,y € (a,b) mit |z —y| < 4.

Sei nun = € (@ — b) mit |z — a| < J. Dann existiert ein NV € N mit
l9(a) = fla+1/N)| <e/2
und a + 1/N < x. Damit gilt |z — (e + 1/N)| < | — a| < 6 und daher folgt
l9(a) = g(x)] <lg(a) = fla+1/N)[+[f(a+1/N) = f(z)| <e/2+e/2=¢.

Also gilt lim,_,, g(z) = g(a), d.h. g ist stetig in a.

(v) Da f stetig ist, ist auch die Fortsetzung g auf dem offenen Intervall (a,b) und damit
auf ganz [a, b] stetig.

Aufgabe 5: Sei I C R ein Intervall und f : I — R eine beschrankte Funktion. Definiere den
Stetigkeitsmodul wy von f durch

(a)

wy 1 [0,00) = R: 0 = sup{|f(z) — f(2')] : z,2" € T mit |z — 2| <}

Zeigen Sie, dass wy(d8") < wy(0) fir alle 0 < ¢ < § gilt.

Losung: Seien ¢, € R mit 0 < ¢’ < §. Dann gilt

{If (@) = f(2)] s 2, 2" € T mit [z — 2| <&} C{|f(2) = f(2)] : 2" € [ mit [ — 2’| < 6}
und daraus folgt ws(8") < wy(0), denn fiir A, B C R mit A C B gilt sup A < sup B.
Zeigen Sie, dass wy(6' +9) < wp(8') + wy(0) fur alle 6',6 > 0 gilt.

Loésung: Seien 0,0 > 0 und € > 0. Dann existieren x,2’ € I mit |z — 2/| < ¢ + 0 und
wp(0'+0)—e < |f(x)— f(2')|. Aus |z —2'| < 0+ folgt O # (x—d,x+0)N (2" =0, 2’ + '),
denn fiir offene Intervalle (a,b), (¢,d) C R mit (a,b)N (¢, d) =0 gilt b < ¢ oder d < a, was
in diesem Fall jeweils zum Widerspruch |z — 2| > ¢’ 4 § fithrt. Also existiert ein y € [
mit |z —y| < 6 und |2’ — y| < ¢, und es folgt

wp(8 +8) — e < |f(@) = [ < 1F(@) = FW + 1F(@) = F@)] < wp(6) +wp(d),
Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, folgt somit w¢(6' +6) < wr(d") + wr(9).
Zeigen Sie die Aquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Funktion f ist gleichméBig stetig.
(ii) Es gilt lims_,ows(d) = 0.
(iii) Die Funktion wy ist gleichméfBig stetig.



Loésung:

»(1)=(ii)“: Sei f gleichmaBig stetig und sei ¢ > 0. Dann existiert ein ¢’ > 0, so dass
|f(z)— f(2')| < e/2fur alle x, 2’ € [ mit |x — /| < ¢’. Setze § := /2 und sei 0 < §" < 6.
Fir z, 2’ € I mit |z — 2/| < 8" gilt |z — 2'| < §" <6 < und somit |f(z) — f(2)] < g/2.
Daraus folgt 0 < wy(6”) < /2 < e und insgesamt lims_,ows(d) = 0.

»(i)=(1)“: Gelte lims_,owr(d) = 0 und sei ¢ > 0. Dann existiert ein 6 > 0, so dass
wr(6) < e. Fiir z,2" € I mit |x — 2’| < 6 gilt somit |f(z) — f(2')] < ws(d) < € und folglich
ist f gleichméBig stetig.

L (i)=(ii1)“: Gelte lims_ows(d) = 0, sei ¢ > 0 und wihle 6 > 0 derart, dass wy(d) < e.
Seien z,y € [0, 00) mit |z —y| < §, wobei man oBdA z > y, also 0 < z—y < §, annehmen
kann. Mit (a) und (b) folgt damit

wi(z) —wr ()| = wp(z) —wiy) = wr(y + (. —y)) — wr(y)
<wp(y) +wp(r —y) —wr(y)
< wf(é) < €.

Also ist wy gleichméBig stetig.

L (ill)=(i1)“: Ist w; gleichméBig stetig, so ist wy insbesondere in 0 stetig und damit gilt
lims o ws(d) = ws(0) = 0.



