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Übungen zu
”
Analysis I“

Aufgabe 4: (4 Punkte) Sei n ∈ N, b > 1 und f : [1, b]→ R : x 7→ xn.

(a) Für jedes r ∈ N sei qr := r
√
b und Z(r) = (x

(r)
0 , . . . , x

(r)
r ) die Unterteilung von [1, b] mit

x
(r)
k := qkr für 0 ≤ k ≤ r. Weiter seien ξ(r) = (ξ

(r)
1 , . . . , ξ

(r)
r ) die Stützstellen mit ξ

(r)
k := x

(r)
k−1

für 1 ≤ k ≤ r. Zeigen Sie, dass für die Riemannsche Summe Sr := S(f, Z(r), ξ(r)) von f

Sr =
bn+1 − 1∑n

k=0 q
k
r

gilt. (Hinweis: Verwenden Sie die geometrische Summenformel.)

Lösung: Es gilt

Sr =
r∑

k=1

f(ξ
(r)
k ) · (x(r)k − x

(r)
k−1)

=
r∑

k=1

(qk−1r )n · (qkr − qk−1r )

= (qr − 1) ·
r∑

k=1

(qn+1
r )k−1

= (qr − 1) ·
r−1∑
k=0

(qn+1
r )k

= (qr − 1) · (qn+1
r )r − 1

qn+1
r − 1

=
bn+1 − 1
qn+1
r −1
qr−1

=
bn+1 − 1∑n

k=0 q
k
r

.

(b) Zeigen Sie, dass ∫ b

1

xndx =
bn+1 − 1

n+ 1

gilt.



Lösung: Sei a > 0.

Behauptung: Es gilt limn→∞
n
√
a = 1.

Beweis: Sei zunächst a ≥ 1 und ε > 0. Wähle n0 ∈ N, so dass a < n0ε. Für n ≥ n0 gilt
somit a < n0ε ≤ nε ≤

∑n
k=0

(
n
k

)
εk = (ε + 1)n und damit 0 ≤ n

√
a− 1 < ε. Für a < 1 gilt

dann 1 = limn→∞
1

n
√

1
a

= limn→∞
n
√
a.

Sei δr := max{|x(r)k − x
(r)
k−1| : 1 ≤ k ≤ r} die Feinheit der Zerlegung Z(r) und 1 ≤ k ≤ r.

Dann gilt |x(r)k − x
(r)
k−1| = qk−1r · (qr − 1) ≤ b · (qr − 1) und damit folgt 0 ≤ δr ≤ b · (qr − 1)

bzw. limr→∞ δr = 0. Nach dem Satz aus der Vorlesung über Riemannsche Summen folgt
damit ∫ b

1

xndx = lim
r→∞

Sr = lim
r→∞

bn+1 − 1∑n
k=0 q

k
r

=
bn+1 − 1∑n

k=0(limr→∞
r
√
b)k

= =
bn+1 − 1

n+ 1
.

Aufgabe 5: (4 Punkte) Sei a > 0. Zeigen Sie, dass∫ a

0

√
x dx =

2

3

√
a3

gilt. (Hinweis: Berechnen Sie jeweils für b > 1 und b < 1 das Intergral
∫ b

1

√
x dx mit der

Methode aus Aufgabe 4, um dann
∫ a

1/n

√
x dx für n ∈ N zu berechnen.)

Lösung:

(i) Sei b > 1, f : [1, b]→ R : x 7→
√
x und verwende die Bezeichnungen aus Aufgabe 4. Dann

gilt

Sr =
r∑

k=1

f(ξ
(r)
k ) · (x(r)k − x

(r)
k−1)

=
r∑

k=1

(
√
qr)

k−1 · (qkr − qk−1r )

= (qr − 1) ·
r∑

k=1

(
√
q3r)k−1

= (qr − 1) ·
r−1∑
k=0

(
√
q3r)k

= (
√
qr + 1) · (√qr − 1) ·

(
√
q3r)r − 1√
q3r − 1

= (
√
qr + 1) ·

√
b3 − 1
√
qr

3−1
√
qr−1

= (
√
qr + 1) ·

√
b3 − 1∑2

k=0

√
qr

k
.



Also ∫ b

1

√
x dx = lim

r→∞
Sr = lim

r→∞

(
(
√
qr + 1) ·

√
b3 − 1∑2

k=0

√
qr

k

)

=

(√
lim
r→∞

qr + 1

)
·

√
b3 − 1∑2

k=0

√
limr→∞ qr

k

=
2

3
· (
√
b3 − 1).

(ii) Sei 0 < b < 1, f : [b, 1] → R : x 7→
√
x und r ∈ N. Definiere die Unterteilung Z̃(r) =

(y
(r)
0 , . . . , y

(r)
r ) von [b, 1] durch y

(r)
k := qr−kr für 0 ≤ k ≤ r und seien ζ(r) = (ζ

(r)
1 , . . . , ζ

(r)
r )

die Stützstellen mit ζ
(r)
k := y

(r)
k für 1 ≤ k ≤ r. Für S̃r := S(f, Z̃(r), ζ(r)) gilt dann

S̃r =
r∑

k=1

f(ζ
(r)
k ) · (y(r)k − y

(r)
k−1)

=
r∑

k=1

(
√
qr)

r−k · (qr−kr − qr−k+1
r )

= (1− qr) ·
r∑

k=1

(
√
q3r)r−k

= (1− qr) ·
r−1∑
k=0

(
√
q3r)k

= (
√
qr + 1) · 1−

√
b3∑2

k=0

√
qr

k
.

Sei δ̃r := max{|y(r)k − y
(r)
k−1| : 1 ≤ k ≤ r} die Feinheit der Zerlegung Z̃(r) und 1 ≤ k ≤ r.

Dann gilt |y(r)k − y
(r)
k−1| = qr−kr · (1 − qr) ≤ 1 − qr und damit folgt 0 ≤ δ̃r ≤ 1 − qr bzw.

limr→∞ δ̃r = 0. Damit folgt analog zu (i)
∫ 1

b

√
x dx = 2

3
(1 −

√
b3) bzw.

∫ b

1

√
x dx =

2
3
(
√
b3 − 1).

(iii) Für c, d > 0 folgt mit Aufgabe 3∫ d

c

√
x dx =

∫ d

1

√
x dx−

∫ c

1

√
x dx =

2

3
(
√
d3 −

√
c3).

(iv) Sei n ∈ N. Dann gilt 0 ≤
∫ 1/n

0

√
x dx ≤

∫ 1/n

0
1 dx = 1

n
und somit folgt

lim
n→∞

∫ 1/n

0

√
x dx = 0.



(v) Insgesamt folgt also∫ a

0

√
x dx = lim

n→∞

∫ a

0

√
x dx = lim

n→∞

(∫ 1/n

0

√
x dx+

∫ a

1/n

√
x dx

)

= lim
n→∞

∫ 1/n

0

√
x dx+ lim

n→∞

∫ a

1/n

√
x dx

= lim
n→∞

2

3
(
√
a3 −

√
(1/n)3)

=
2

3

√
a3.


