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Aufgabe 1: Bestimmen Sie, ob folgende Reihen konvergieren:
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Losung:
(i) Setze a = % fir £ € N. Dann gilt

lapea| 25T (k 4 1)1KE E\" 1\ 7" oo 2
_ o () —o (141 2
@] 2Kk + 1D Kl Tr) TTesh

denn

1\ * 1\ * AN
lim (2-(1+—) >:2-lim (1+—) :2~<lim <1+—>> =2.¢!
f—00 k k—00 k k—00 k

auf Grund der Stetigkeit von z — 27!, Damit existiert ein ky € N, so dass
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fiir alle k > kg gilt, und folglich konvergiert die Reihe ) ;- | ax nach dem Quotientenkri-

terium (Blatt 7 Aufgabe 1 (b)).
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(iii)

Da die Reihen > ;7 + und ﬁ - > ope, ¢ divergieren, divergiert somit auch die Reihe

ZZO:l <m_ 1)'

Fiir k € N gilt
¢/ (2U/k — 1)k =Mk 1 = @/k

Da die Exponentialfunktion stetig ist, folgt zudem

khm eln(2)/k — 1= ehmkaoo In(2)/k 1= 60 —1=0.
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Damit existiert ein kg € N, so dass {/(2/F — 1)k < % fiir alle k& > ko und folglich
konvergiert die Reihe Y 7, (2/% — 1)k nach dem Wurzelkriterium (Blatt 7 Aufgabe 1
(a)).

Aufgabe 2: Die Folge (a,)nen in R sei rekursiv durch ag := 1 und a,41 := In(1 + a,,) fiir alle
n € N definiert. Zeigen Sie, dass (a,)nen konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Lo6sung:

(1)

(i)

Falls die Folge (a,)nen gegen a € R konvergiert, so gilt
a= lim a, = lim a,4; = lim In(1 +a,) =In(1 + lim a,) =In(1 +a)
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bzw. e* =1 + a.

Firf:R—-R:z—e"—az—1gilt f/:R — R:z+— e”—1. Da die Exponentialfunktion
streng monoton steigend ist, gilt e* > 1 fiir alle x > 0 und e* < 1 fiir alle z < 0, woraus
folgt, dass f auf dem Intervall (0,00) streng monoton steigend und auf dem Intervall
(—00,0) streng monoton fallend ist. Also ist 0 = f(0) das globale Minimum von f,
welches nur an der Stelle 0 angenommen wird. Wegen f(a) = 0 muss somit a = 0 gelten.

Zeige per Induktion, dass fiir alle n € Ny die Abschitzung 0 < a,, < 1 gilt, wobei der
Induktionsanfang wegen ag = 1 offensichtlich ist.

Sei also n € Ny und gelte 0 < a,, < 1. Dann gilt 1 < 1 + a,, < 2 und somit
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0=In(1) <In(1+a,) = an1 <In(2) :/ ;dtﬁ/ 1dt=1,
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da In streng monoton steigend und z — 27! streng monoton fallend ist.

Insbesondere ist die Folge (a,)nen also beschinkt.

Zeige, dass die Folge (a,)nen monoton fallend ist. Dabei geniigt es nach (ii) zu zeigen,
dass In(x + 1) < z fiir alle z € (0, 1] gilt. Sei also = € (0, 1].

Nach (i) gilt 0 < e* —2 — 1 bzw. 2 + 1 < ¢*, und da In monoton steigend ist, folgt
In(z+1) <=z



(iv) Da jede monotone und beschriankte Folge konvergiert, folgt also aus (i) und (ii) die Kon-
vergenz von (an,)nen. Nach (i) muss (a,)nen dabei gegen 0 konvergieren.
Aufgabe 3: Bestimmen Sie jeweils eine Stammfunktion der folgenden Funktionen:
(a) frR->R:zw— 1+(2 TEpmER

Seien a,b € R. Dann gilt
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Substitution mit ¢(t) = t/2
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=gl arctan(t)]2
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=3 22 — arctan(2z)]" .

Also ist F: R — R : x +— 3 (22 — arctan(2z)) eine Stammfunktion von f.
(b) g: R — R :z+ 2z -arctan(z):

Seien a,b € R. Dann gilt

b b
/ g(x) dox = / 2z - arctan(z) dx

partielle Integration

b
= [(1 + 2?) - arctan(z)]? — / (14 2?) -

= [(1 + 2?) - arctan(z) — z]°.
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Alsoist G: R — R:x — (1+ 2?) - arctan(z) — z eine Stammfunktion von g.

(¢) h:R—R:2+ == Seien a,b € R. Dann gilt
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Substitution mit ¢(t) = In(t)

arctan(t)]%,
b

[
= [arctan(e®)],.

Also ist H : R — R : z + arctan(e”) eine Stammfunktion von h.

Aufgabe 4:
(a) Sei f:[a,b] — R stetig differenzierbar. Zeigen Sie, dass f Lipschitz-stetig ist.
Loésung: Die Funktion |f'| @ [a,b] — R : x — |f/(x)| ist stetig und nimmt damit ein

globales Maximum auf [a, b] an. Definiere L := max{|f’(z)| : z € [a, b]}.
Seien also z,y € [a,b]. Nach dem Mittelwertsatz existiert ein £ € [a, b] mit

f@) = fy) =18 (x—y)
und damit folgt
[f(@) = f)l =1z —yl < L[z —yl.
Also ist f Lipschitz-stetig.
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion ¢ : R™ — R : # — /2 nicht Lipschitz-stetig ist.
Losung: Angenommen ¢ ist Lipschitz-stetig. Dann existiert ein L € R, so dass
l9(z) =g < L+ |z -y

fiir alle z,y € R gilt. Insbesondere gilt damit
V<L -x

und folglich

<L

Sl =

fiir alle x > 0. Insbesondere gilt 0 < \/LI < L und fiir g := é > 0 gilt damit

1
2L=—X<1,
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woraus der Widerspruch L < 0 folgt. Also kann ¢ nicht Lipschitz-stetig sein.



Aufgabe 5: Definiere die Funktion f durch

f']R—>R'xn—>{$2.ln(|x|) falls = # 0
: : 0

sonst.
Zeigen Sie, dass f stetig differenzierbar ist.

Losung:

(i) Die Funktion f ldsst sich auch durch

2? - In(—z) fallsz <0
fR=>R:2z—<0 falls . =0
2?2 In(z) fallsx >0

beschreiben. Damit sind f|(_s00) und flo.) als Komposition stetig differenzierbarer
Funktionen wieder stetig differenzierbar. Fiir x < 0 gilt dabei mit Ketten- und Pro-
duktregel
1
fl(x) =22 -In(—2)+ 2> — - (=1) =22 -In(—2) +z
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bzw. fiir x > 0
f'(z) =2z -In(z) + .

ii) Zeige lim,_,o - In(|z]) = 0: Es gilt lim,\ o+ = oo und lim,~ o In(z) = —oo und mit der
NO % N\
Regel von ’'Hospital folgt somit
1 1
n(lx) = lim -5 = lim —z = 0.

lim z - In(z) = lim
\,0 \0

Analog gilt auch lim, o« - In(—2) = 0 und damit gilt lim,_,o 2 - In(|z|) = 0.

(iii) Daraus folgt nun, dass f in 0 differenzierbar ist, denn es gilt
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Damit ist f differenzierbar und es gilt

22 -1 fall
fliR%R:xH{x n(|z|) +2 fallsz #0
0 sonst.

(iv) Da f’ auf den offenen Intervallen (—oo, 0) und (0, co) als Komposition stetiger Funktionen
wieder stetig ist, bleibt nur zu zeigen, dass f’ auch in 0 stetig ist. Es gilt

lim f'(xz) = lim (22 - In(|z|) + ) = 2 - lim (x - In(|z])) + lim 2 = 0 = f'(0)
x—0 x—0 x—0 x—0

und damit ist f’ auch in 0 stetig. Also ist f stetig differenzierbar.



