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Übungen zu
”
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Aufgabe 1: (3 Punkte) Sei f : [a, b] → R eine beschränkte Funktion. Zeigen Sie, dass f
genau dann integrierbar ist, wenn es zu jedem ε > 0 Treppenfunktionen ϕ, ψ : [a, b] → R mit
ϕ ≤ f ≤ ψ und ∫ b

a

(ψ − ϕ) dx < ε

gibt.

Aufgabe 2: (3 Punkte) Sei f : [a, b]→ R eine Funktion und definiere den Positivanteil f+ von
f durch

f+ : [a, b]→ [0,∞) : x 7→

{
f(x) falls f(x) ≥ 0,

0 sonst.

Zeigen Sie: Ist f integrierbar, so ist auch f+ integrierbar. (Hinweis: Verwenden Sie Aufgabe 1.)

Aufgabe 3: (3 Punkte) Definiere die Funktion f : [0, 1]→ R durch

f : [0, 1]→ R : x 7→

{
1 falls x = 1

n
für ein n ∈ N,

0 sonst.

Zeigen Sie, dass f integrierbar ist, und berechnen Sie
∫ 1

0
f dx.

Aufgabe 4: (3 Punkte) Sei (a, b) ⊆ R ein offenes Intervall und f : (a, b) → R eine stetige
Funktion. Eine Funktion g : [a, b] → R heißt stetige Fortsetzung von f auf [a, b], falls g stetig
ist und g|(a,b) = f gilt.

Zeigen Sie, dass f genau dann gleichmäßig stetig ist, wenn eine stetige Fortestzung von f auf
[a, b] existiert.

Aufgabe 5: (4 Punkte) Sei I ⊆ R ein Intervall und f : I → R eine beschränkte Funktion.
Definiere den Stetigkeitsmodul ωf von f durch

ωf : [0,∞)→ R : δ 7→ sup{|f(x)− f(x′)| : x, x′ ∈ I mit |x− x′| ≤ δ}.

(a) Zeigen Sie, dass ωf (δ
′) ≤ ωf (δ) für alle 0 ≤ δ′ ≤ δ gilt.

(b) Zeigen Sie, dass ωf (δ
′ + δ) ≤ ωf (δ

′) + ωf (δ) für alle δ′, δ ≥ 0 gilt.



(c) Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) Die Funktion f ist gleichmäßig stetig.

(ii) Es gilt limδ→0 ωf (δ) = 0.

(iii) Die Funktion ωf ist gleichmäßig stetig.

Abgabe: Am Donnerstag, dem 18. Dezember 2014, in der Vorlesung.


