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Ebene R? und Raum R
Allgemein: R™
Punktmengen in der Ebene
Graphen von Funktionen

» Punkte in der Ebene R?:
Angabe eines Paars von reellen Zahlen

(a1

. bzw. (z1,22) wobei zj,10 € R /
2

» Punkte im Raum R3:
Angabe eines Tripels von reellen Zahlen

T /

9 bzw. (z1,%2,x3) wobei xq1,z9,23 €R £

x3
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Ebene R? und Raum R3
Allgemein: R™
Punktmengen in der Ebene
Graphen von Funktionen

» Allgemein (zunichst abstrakt): Punkte im R™:
Angabe eines n-Tupels von reellen Zahlen

Z
xTo .
bzw. (z1,29,...,7,) wobei x1,...,2, €R

'/'CTL

Beispiel: Betrachte z.B. die Ergebnisse von 7 Temperatur-
messungen an aufeinanderfolgenden Tagen als Punkt im R”.
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Geometrische Operationen in der Ebene
Euklidischer Abstand

Umfang, Flacheninhalt & Vol
Anhang

Ebene R? und Raum R3
Allgemein: R™

Punkt gen in der Ebene
Graphen von Funktionen

Bereiche oder “Figuren” in der Ebene
entsprechen (in Koordinaten)

Teilmengen des R2.

Umgekehrt kdnnen wir Teilmengen des R? graphisch darstellen./
4
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Kartesische Koordinaten 2 3

Geometrische Operationen in der Ebene A I8 ] (e 1
Euklidischer Abstand

Umfang, Flacheninhalt & Volumen
Anhang

Allgemein: R™
Punktmengen in der Ebene
Graphen von Funktionen

» Funktion f: R — R,
zB. fi:x—xoder fo:x—1—2?
(kurz: f1(z) = 2 bzw. fo(z) =1 — 2?)

» Graph der Funktion {(z,y) € R? |y = f(x)} /
ist Figur in der Ebene £

> allgemein: f: D — W wobei
D: Definitionsbereich
W: Wertebereich
oben: D = W = R andere Beispiele:

» Temperatur T'(z,y, z) (in °C) an jedem Punkt (z,y, z) des
Raumes, d.h. T: R? — R,

» oder, der Raum ist nur endlich groB (sagen wir quaderférmig),
D={(r,y,2) eER}|0<z<a, 0<y<b 0<z<c}
dann wéire T: D — R —
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Geometrische Operationen in der Ebene entsprechen
algebraischen Operationen mit den Koordinaten, z.B.

Translation (Verschiebung) (z,y) — (
zentrische Streckung (VergroBerung) (z,y) — (
Streckung in z-Richtung (z,y) — (

Streckung in y-Richtung (z,y) — (z,ay), a>1
Spiegelung an der z-Achse (z,y) — (
Spiegelung an der y-Achse (z,y) — (
Punktspiegelung im Ursprung (z,y) — (

Alle Operationen sind Funktionen R? — R?.

Wie wirkt sich Operation auf Funktionsgraph aus? ,/
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Kartesische Koordinaten
Geometrische Operationen in der Ebene

q @ 3
Euklidischer Abstand ~ **im I, und
Umfang, Flacheninhalt & Volumen .
Anhang

Abstand d zweier Punkte u = (uy,us), v = (vy,v2) € R?

» Hilfspunkt (uy,v2) ... rechtwinkliges Dreieck
» Satz des Pythagoras liefert /

d(u,v) = /(v1 — u1)? + (v2 — u2)?,

definiert Abstandsfunktion d : R? x R? — R.

Analog im R3

» Raumdiagonale /
» 2 X Pythagoras ¢

d(u,v) = \/(v1 — u1)? + (v — ug)? + (v3 — u3)?,

N 3 3 BERHARD KARLS
dh d . R X R — R, (u, U) — d(u7’U), Ul\[IlIIQI/IER[[{&%AT
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Entsprechend definiert man den Abstand zweier Punkte u,v € R
durch

d(u,v) : =
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Form Umfang Flacheninhalt

Quadrat | 4a a?

Rechteck | 2a + 2b ab

Kreis 27y 7r?

Ellipse keine einfache Formel | wab

Dreieck |a-+b+c tch

e
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Kartesische Koordinaten

Geometrische Operationen in der Ebene
Euklidischer Abstand

Umfang, Flacheninhalt & Volumen

Umfang und Flacheninhalt
Oberflache und Volumen
Skalierungsverhalten

Biren (Bergmannsche Regel)

Anhang
A 1A
N &
Lo | ﬂﬁ N~
Form Oberflache Volumen (Rauminhalt)
Wiirfel 6a? a’
Quader 2ab + 2bc + 2ac abc
Kugel 4qr? %rr?’
Ellipsoid keine einfache Formel %rabc
Prisma, Zylinder | hU + 2B hB
Kegel, Pyramide | keine allgemeine Formel %hB

g VAN
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Geometrische Operationen in der Ebene
Euklidischer Abstand
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Umfang und Flacheninhalt
Oberflache und Volumen
Skalierungsverhalten

Biren (Bergmannsche Regel)

Beobachtung: Bei einer zentrischen Streckung um einen Faktor
a >0 (d.h. (z,y) = (az,ay) im R?, bzw.
(z,y,2) = (ax,ay, az) im R3) gilt bei allen Objekten

» Weglingen (z.B. Umfang) wachsen! um Faktor o

» Flichen wachsen um Faktor o

» Volumina wachsen um Faktor o

Dies ist formunabhangig!

Anwendung: Bergmannsche Regel
Innerhalb einer Verwandtschaftsreihe sind warmbliitige Tiere im

kalten Klima gronUchsig.
///‘

Erklarung: /
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Umfang und Flacheninhalt
Oberflache und Volumen
Skalierungsverhalten

Biaren (Bergmannsche Regel)

Eisbar

GroBer Panda

Kragenbar

2 1,90m—2,10m
d 2,40m-2,60m

1,20m-1,80m 1,20m-1,50m
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Kartesische Koordinaten Kreis & Kreisscheibe

Geometrische Operationen in der Ebene Kreis als Funktionsgraph
Euklidischer Abstand Sphare & Vollkugel
Umfang, Flacheninhalt & Volumen Sphare als Funktionsgraph
Anhang Zahlen

» Kreis mit Radius 7 > 0 um Mittelpunkt u € R?

K. (u) = {v € R?|d(u,v) = r}

» analog die Kreisscheibe (Radius r > 0, Mittelpunkt u € R?)

I(u) ={v e R? |d(u,v) <r}

» K,(u) ist Losungsmenge der Gleichung

d(u,v) =r

< V(v —w)? + (v —ug)? =

< (01 —u1)? + (v2 — ug)? =1
(quadratische Gleichung) U%\[]LBI;%EECS?&%T
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Euklidischer Abstand Sphare & Vollkugel
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» Betrachte nun vy als gegeben und suche f so, %
dass v = f(v1), d.h. 16se nach vy auf: £

vo = ug + /12 — (v1 —up)?, lvg —ug| <

» Damit ist K (u) Vereinigung der Graphen von f und f_,

fr(v1) =ug £ /12— (v1 —up)?,

beide mit Definitionsbereich

{xERHx—uﬂSr}:{x€R|u1—T§x§u1+r}

:[ul—r,ul—i-r] /
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Geometrische Operationen in der Ebene
Euklidischer Abstand

Umfang, Flacheninhalt & Volumen
Anhang

Kreis & Kreisscheibe
Kreis als Funktionsgraph
Sphare & Vollkugel
Sphare als Funktionsgraph
Zahlen

Kugel mit Radius 7 > 0 um Mittelpunkt u € R?

» Kugeloberfliche (Sphare, engl.sphere)

S, (u) = {v e R®|d(u,v) =7}

» Vollkugel (engl. ball)

B, (u)

Sphére als Funktionsgraph?

» Sphére ist Losungsmenge von

{v e R?|d(u,v) <7}

(’U1 — U1)2 + ('UQ — U2)2 + (U3 — U3)2

.auflésen nach v3

Stefan Keppeler

r

EBERHARD KARLS
UNIVERSITAT
TUBINGEN

Koordinaten, Funktionen & Etwas Geometrie



Kartesische Koordinaten Kreis & Kreisscheibe

Geometrische Operationen in der Ebene Kreis als Funktionsgraph
Euklidischer Abstand Sphare & Vollkugel
Umfang, Flacheninhalt & Volumen Sphare als Funktionsgraph
Anhang Zahlen

» .. .auflésen nach v3

v3 = ugt/12 — (1 —u1)? — (vg —uz)?, (vi,v2) € L(ug,up)

.zwei Funktionen

fe(vi,v9) =ug+ \/7’2 — (v1 —up)? — (vg — ug)?

mit Definitionsbereich D = I,.(u1, us).
» Damit ist S, (u) Vereinigung der Graphen

{(x,y,z) € R3 | = f+($7y)7 (x,y) € IT(UDUQ)}
und {(az,y,z) eR3 ‘ z=f_(z,y), (z,y) € IT(U17U2)}
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Kartesische Koordinaten Kreis & Kreisscheibe

Geometrische Operationen in der Ebene Kreis als Funktionsgraph
Euklidischer Abstand Sphare & Vollkugel
Umfang, Flacheninhalt & Volumen Sphére als Funktionsgraph
Anhang Zahlen
Zahlenmengen

» N die natiirlichen Zahlen {1,2,3,...},
» No=1{0,1,2,3,...} die natiirlichen Zahlen inkl. der Null,
Z=A{...,—-2,—-1,0,1,2,...} die ganzen Zahlen,

Q={%|pgeZ, q#0}
die rationalen Zahlen — Briiche bzw. Zahlen mit endlicher oder
periodischer Dezimalbruchentwicklung,

v

v

v

R die reellen Zahlen — enthalten zusatzlich zu Q Zahlen wie
V2~ 1414..., 7~ 3,141... oder e =~ 2,718 ..., die nicht als
Bruch geschrieben werden konnen.

Bemerkung: NCNgCZCQCR
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