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Halten wir in der Funktion f(x, y), d.h. f : R2 → R, die Variable y

fest (“behandeln y als Zahl”) und leiten dann (nach x) ab, so
bilden wir die partielle Ableitung von f nach x,

∂f

∂x
(x, y) = lim

h→0

f(x+ h, y)− f(x, y)

h

Bemerkung:
∂f

∂x
: R2 → R

Umgekehrt:

∂f

∂y
(x, y) = lim

h→0

f(x, y + h)− f(x, y)

h

Beispiel: Calc-zilla
http://abstrusegoose.com/26
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◮ f : Rd → R; partielle Ableitung nach x1 ist
Ableitung in Richtung von ~e1 = (1, 0, . . . , 0),

∂f

∂x1
(~x) = lim

h→0

f(~x+ h~e1)− f(~x)

h

◮ Richtungsableitungen in beliebiger Richtung:
~e ∈ R

d mit |~e| = 1,

lim
h→0

f(~x+ h~e)− f(~x)

h

(

=:
∂f

∂~e
(~x)

)

◮ Wie lassen sich Richtungsableitungen ohne Differenzial-
quotient berechnen?
 Tagential-Ebene (bzw. -Hyperebene)
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Tangentialebene
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◮ Erinnerung:
f : R → R, Tangente an der Stelle x0:

tx0
(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

(Lineare) Näherung, d.h. f(x) ≈ tx0
(x), falls |x− x0| klein.

◮ Tangetial-(Hyper-)Ebene
Lineare Näherung für f : Rn → R falls |~x− ~x0| klein:

T~x0
(~x) = f(~x0) + ?© · (~x− ~x0)

◮ ?© sollte ein Vektor sein (& Punkt das Skalarprodukt), also

T~x0
(~x) = f(~x0) + ~a · (~x − ~x0)

◮ ?© sollte eine Ableitung sein
 Zusammenhang mit partiellen & Richtungs-Ableitungen?
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◮ Tangente ist Gerade mit gleicher Steigung wie Funktion, d.h.

t′x0
(x0) = f ′(x0)

◮ Verlange analog

∂T~x0

∂xj
(~x0)

!
=

∂f

∂xj
(~x0)

◮ Daher gilt

~a =







∂f
∂x1

(~x0)

...
∂f
∂xn

(~x0)






=: (∇f)(~x0)

∇f = “Nabla f ”
= “Gradient (von) f ”
= “Totale Ableitung von f ”
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◮ Nochmal Tangentialebene

T~x0
(~x) = f(~x0) + (∇f)(~x0) · (~x− ~x0)

◮ Richtungsableitung mithilfe der Tangentialebene:

∂f

∂~e
(~x0) =

∂T~x0

∂~e
(~x0) =

Also festgelegt durch Gradient

∂f

∂~e
(~x0) = (∇f)(~x0) · ~e

◮ ∇f steht senkrecht auf den Höhenlinien des Graphs von f

◮ ∇f zeigt in die Richtung des stärksten Anstiegs von f
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Hesse-Matrix
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◮ f : Rd → R hat d erste partielle Ableitungen und
d2 zweite partielle Ableitungen

∂2f

∂xi∂xj
=

∂

∂xi

∂

∂xj
f ,

◮ die die sogenannte Hesse-Matrix H bilden. Beispiel: f(x, y)

H =

(

∂2f
∂x2

∂2f
∂x∂y

∂2f
∂y∂x

∂2f
∂y2

)

. . . z.B. für x2 + x sin y

Satz: Ist die Funktion f : R2 → R zweimal partiell differenzierbar
und sind die zweiten partiellen Ableitungen stetig, dann gilt

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
.

Folgerung: H ist dann eine symmetrische Matrix,HT = H.
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Satz:

◮ Hat die differenzierbare Funktion f : Rd → R in ~x ∈ R
d ein

(lokales) Minimum oder Maximum, so ist ∇f(~x) = 0.

◮ Ist umgekehrt ∇f(~x) = 0 und die Hesse-Matrix H(~x)

◮ positiv definit, so hat f in ~x ein lokales Minimum.
◮ negativ definit, so hat f in ~x ein lokales Maximum.

Definition: Eine symmetrische Matrix A ∈ M(n, n) heißt

◮ positiv definit,
wenn für alle ~x ∈ R

n mit ~x 6= ~0 gilt: ~x · (A~x) > 0.

◮ negativ definit,
wenn für alle ~x ∈ R

n mit ~x 6= ~0 gilt: ~x · (A~x) < 0.
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