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Halten wir in der Funktion f(xz,y), d.h. f : R? — R, die Variable y
fest (“behandeln y als Zahl") und leiten dann (nach z) ab, so
bilden wir die partielle Ableitung von f nach z,

8 h7 - )
O ) = i LT 10) =S

0
Bemerkung: 8_f :R? 5 R
x

Umgekehrt:
dy h—>0 h
Beispiel: Calc-zilla
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» f:RY— R; partielle Ableitung nach z; ist
Ableitung in Richtung von &} = (1,0,...,0),

of f(@+hér) - f&) 7

81‘1 ( hlg% h .

» Richtungsableitungen in beliebiger Richtung:
¢ e R mit |e] = 1,

L @+ he) — 1) (_ of )> Va

h—0 h oe

» Wie lassen sich Richtungsableitungen ohne Differenzial-
quotient berechnen?
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» Erinnerung:
f:R — R, Tangente an der Stelle zq:

tag () = f(x0) + f'(20)(z — 20)
(Lineare) Naherung, d.h. f(x) =~ t,,(z), falls |x — x| klein.
» Tangetial-(Hyper-)Ebene
Lineare Naherung fiir f : R” — R falls |Z — Z| klein:
Tz, (Z) = f(Zo) + @ - (¥ — Zo)
» (@ sollte ein Vektor sein (& Punkt das Skalarprodukt), also
Tz,(Z) = f(@o) + @ - (¥ — To)

» (2 sollte eine Ableitung sein
~~ Zusammenhang mit partiellen & Richtungs-Ableitungen?

EBERHARD KARLS
UNIVERSITAT
TUBINGEN

Stefan Keppel Mehrdii ionale Differenzialrechnung



Partielle Ableitungen
Richtungsableitungen
Totale Ableitung
Zweite Ableitungen

Tangentialebene
V: Totale Ableitung / Gradient
Richtungsableitungen und Gradient

Tangente ist Gerade mit gleicher Steigung wie Funktion, d.h.

tyo (z0) = f'(z0)

Verlange analog

T, () = ﬁ(51?0) /

8.I‘j 8l‘j
Daher gilt
58—;1(-7?0)
a= : =: (Vf)(Zo)
oL ()
Vf = “Nabla f"
= “Gradient (von) f"
== “TOta|e Ableltung von f” Ul\[}l&]{{l/l%lzrtismj\z_FAT
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» Nochmal Tangentialebene
T, (%) = f(Zo) + (Vf)(To) - (T — Zo)

» Richtungsableitung mithilfe der Tangentialebene:

of oy, V4
— pr— /

S(F0) = 52 (d0)

Also festgelegt durch Gradient

Ji
L) = (V)@)€

» V[ steht senkrecht auf den Hohenlinien des Graphs von f /

» Vf zeigt in die Richtung des starksten Anstiegs von f « /
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» f:RY— R hat d erste partielle Ableitungen und
d? zweite partielle Ableitungen
82f 0 0

;01 ~ o, 0z 95,7

» die die sogenannte Hesse-Matrix H bilden. Beispiel: f(z,y)

o%f 9% y
A2 - . /)

H= g;cf %’éafy ...z.B. fiir 22 + zsiny £
Oydxr  Oy?

Satz: Ist die Funktion f : R? — R zweimal partiell differenzierbar
und sind die zweiten partiellen Ableitungen stetig, dann gilt

0% f B 0% f
dxdy  Oyoz’

Folgerung: H ist dann eine symmetrische Matrix, H =
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Satz:
» Hat die differenzierbare Funktion f : R® — R in & € R? ein
(lokales) Minimum oder Maximum, so ist V f(Z) = 0.
» Ist umgekehrt V f(Z) = 0 und die Hesse-Matrix H ()

» positiv definit, so hat f in & ein lokales Minimum.  »
» negativ definit, so hat f in & ein lokales Maximum. /

Definition: Eine symmetrische Matrix A € M(n,n) heiBt
» positiv definit, -
wenn fiir alle 7 € R” mit ¥ # 0 gilt: 7 (AZ) > 0.
> negativ definit, .
wenn fiir alle 7 € R” mit ¥ # 0 gilt: 7 - (AZ) < 0.
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