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Aufgabe 46: Die Dyson-Reihe

Sei I C R™ ein offenes Intervall, g € T und A : I — M(n x n,R) stetig. Wir betrachten die
Differentialgleichung

a(t) = A(t) x(t) (1)

und machen den Ansatz

0 t T1 Tj—1
x(t)= | E, + E / drm / dry - - / drj A(my) - - A(1;) | @o.
j=1 710 to to

(a) Rechnen Sie nach, dass = die Differentialgleichung (1) zumindest formal 16st.
(b) Zeigen Sie, dass die Reihe in der Definition von z(t) absolut konvergent ist fiir alle ¢ € 1.

(c) Zeigen Sie, dass x € C'(I,R") und, dass z tatséchlich die Differentialgleichung (1) 16st.

Aufgabe 47: Die Legendre-Differentialgleichung
Betrachten Sie die Legendresche Differentialgleichung

(1—12)@(t) —2ta(t) +n(n+1)z(t) =0

auf dem Intervall I = (—1,1).

(a) Bestimmen Sie fiir alle n € Ny eine Losung mittels Potenzreihenansatz

oo

xu(t) = Z oyt

J=0

Hinweis: Durch Einsetzen in die Differentialgleichung erhalten Sie eine Rekursionsformel

fir die Koeffizienten ¢, ;. Wahlen Sie die Startwerte ¢, und ¢, so, dass die Rekursion
abbricht.

(b) Bestimmen Sie x,, fiir n = 0,1,2,3. Bestimmen Sie anschliefend Konstanten a,,, sodass
P,(t) := ay, x,(t) die Normierungsbedingung P, (1) = 1 erfiillt. Uberpriifen Sie, ob die so er-
haltenen Polynome P, mit den in der Vorlesung definierten Legendrepolynomen iibereinstimmen.



Aufgabe 48: Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

(a) Betrachten Sie eine allgemeine homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung mit

konstanten Koeffizienten, d.h.
Zaj 29t =0, mit a,=1. (2)
=0
Wir definieren das zugehorige charakteristische Polynom durch p(A) := 377" a; M. Sei nun
Ao eine (-fache Nullstelle von p. Zeigen Sie, dass fiir k =0,1,...,¢ — 1 die Funktionen
(1) = tF et

linear unahbéngige Losungen von (2) sind.

Hinweis: Machen Sie sich klar, dass (2) in der Form
Q(D) (D —Xo)a(t) =0
mit D = % und einem geeigneten Polynom () geschrieben werden kann.
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung
e W(t) — 2i(t) + x(t) = .

Hinweis: Machen Sie fiir die spezielle Losung der inhomogenen Gleichung den Ansatz ¢(t)e*
mit einem Polynom ¢. Welchen Grad muss ¢ mindestens haben?

Aufgabe 49: Cauchy-Riemann Differentialgleichungen

Untersuchen Sie die folgenden Funktionen unter Verwendung der Cauchy-Riemannschen Differen-
tialgleichungen auf Holomorphie:

(a)
(b)
()

f(z)=2z2" fir neZ (d) k(z) =2
6(2) = sin(z) (¢) 1() = Re(2)
h(z) = |z|? (f) n(z) =Inz

Schone Feiertage !



