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Aufgabe 71: Elementare Eigenschaften von o-Algebren

Folgern Sie direkt aus der Definition die folgenden Aussagen fiir eine beliebige o-Algebra A auf
der Menge X.

a) X € A
b) Seien Ay € A fiir k € N, dann ist auch (-, A, € A.
c) Seien A,B € A. Dann gilt AUBe€ A, ANBe€ Aund B\ A € A.

Aufgabe 72: Elementare Eigenschaften von Maflen
Sei (X, A, pt) ein Mafiraum. Zeigen Sie:

a) Seien A, B € Amit A C B. Dannist u(B) = pu(A)+u(B\A), d.h. insbesondere pu(A) < u(B).

c¢) Seien Ay € A fiir alle £ € N. Dann ist g (Upe; Ak) < D pey 11(Ag).

)
b) Seien A, B € A, dann gilt u(AN B) + u(AU B) = u(A) + u(B).
)
d)

Seien Ay € A mit A, C Agyq fiir alle k£ € N. Dann gilt
pm 4 = (U 40)
e) Seien Ay € A mit Apyq C Ay fiir alle & € N und p(A4;) < oo. Zeigen Sie

hm pu(Ag) = ( ﬂ Ak)

Aufgabe 73: Mafle auf abzihlbaren Mengen

Sei X eine abziéhlbare Menge. Zeigen Sie, dass jedes Mafl p auf der Potenzmenge diskret ist, d.h.
es gibt eine Funktion ¢ : X — [0, o] mit

=> ¢

€A

fir alle A € P(X) ist.



Aufgabe 74: Wiirfeln
Sei X ={1,2,3,4,5,6} die Menge der moglichen Ergebnisse bei einem Wiirfelwurf.

a) Geben Sie vier verschiedene o-Algebren auf X an.
b) Geben Sie fiir jede der o-Algebren aus a) ein moglichst kleines Erzeugendensystem an.

¢) Geben Sie auf jeder der o-Algebren aus a) ein Maf§ an.

Aufgabe 75: AuBeres Lebesgue-Maf

Sei A* : P(R) — [0, co] das duBere Lebesgue-Maf. Zeigen Sie folgende Aussagen.

a) Durch A\* wird ein dufleres Mafl auf P(R) definiert.

)
b) A(Q) =
c) A*(I) = b — a fiir das abgeschlossene Intervall I = [a,b], a < b.
d) A*(I) = b — a fur das offene Intervall I = (a,b), a < b.
e) M*(C) = 0 fiir die Cantor-Menge C' C [0,1]. Dabei ist C' = (,—; Ps. Die Py erhilt man

induktiv durch folgende Konstruktion: P, erhilt man aus dem Intervall [0,1] indem man

das offene Intervall (3,%) wegnimmt, also P = [0,3] U [2,1]. P, erhéilt man wiederum,

indem man aus den zwei Intervallen in P; wieder jeweils die mittleren Drittel entfernt, also
Py = Pl\((g,g)u(g,%)) USW..

Aufgabe 76: Vervollstindigung

Ein Mafiraum (X, A, 1) heifit vollstéindig, wenn jede Teilmenge einer Nullmenge messbar ist. Wir
wollen zeigen, dass jeder Mafiraum eine eindeutige Vervollstiandigung besitzt. Zeigen Sie hierfiir
zunéchst, dass durch

A={AUM|A N € A M C Nmitu(N) = 0}

eine o-Algebra definiert wird. Fiir A = AUM setzen wir nun (i(A) = u(A). Zeigen Sie, dass fi
wohldefiniert ist und dass durch (X, A, /1) ein vollstandiger Mafiraum gegeben ist.

Aufgabe 77: Lebesgue-Borel-Maf}
Sei B die Borel-o-Algebra in R und £ die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Mengen mit dem
Lebesgue-Maf3 .

a) Zeigen Sie, dass B C L. Zeigen Sie hierfiir zunéchst, dass alle offenen Intervalle Lebesgue-

messbar sind und folgern Sie daraus die Behauptung.

b) Bezeichnen Sie nun das Lebesgue-Maf auf B mit A\ und zeigen Sie, dass (R, £, \) die Ver-
vollstandigung von (R, B, A\g) ist.

Schone Ferien!



