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1 Topologische, metrische und normierte
Raume

Um Konzepte wie Stetigkeit, Differenzierbarkeit und Integrierbarkeit z.B. fiir Funktionen f(z)
mehrerer reeller Variable z = (x1,...,2,) € R™ zu definieren, muss man zunéchst Begriffe wie
Konvergenz von Folgen x,, — a € R, offenes Intervall (a,b) € R, Vollstandigkeit, etc. auf den R"
verallgemeinern.

Da wir schlieflich aber auch iiber den R” hinausgehen werden, machen wir das alles gleich etwas
allgemeiner auf sogenannten metrischen Raumen.

1.1 Definition. Metrik
Sei X eine Menge. Eine Abbildung

d: X x X — [0,00)

heiflit Metrik auf X, wenn fiir alle z,y, z € X gilt:

(ii) d(z,y) = d(y, z), (Symmetrie)
(iii) d(z,z) <d(z,y)+d(y,z). (Dreiecksungleichung)

Das Paar (X, d) heifft dann metrischer Raum.

1.2 Beispiele. Euklidische und diskrete Metrik

(a) Sei X = R™ Dann ist fiir z,y € R® durch d(z,y) = \/(z1 —91)2 + ... + (¥, — yn)? eine
Metrik definiert, die sog. euklidische Metrik. (R”,d) heifit euklidischer Raum.
Die Eigenschaften (i) und (ii) aus Definition 1.1 sind offensichtlich, die Dreiecksungleichung
nicht (vgl. Kapitel 6 aus MaPhy2). Falls nicht anders gesagt, sei der R im Folgenden immer
mit der euklidischen Metrik versehen.

(b) Sei X eine beliebige Menge und

0 fallsx =
o) ={ | v

sonst.

Dann ist d eine Metrik auf X und heifit diskrete Metrik.

1.3 Bemerkung. Jede Teilmenge ¥ C X eines metrischen Raums (X,d) ist, mit derselben
Metrik versehen, selbst wieder ein metrischer Raum (Y, d).

1.4 Definition. Norm
Sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine Abbildung

[-1F: V= [0, 00)

heiflt eine Norm auf V', wenn fiir alle z,y € V und X € K gilt:
@) [[z][=0 <« z=0, (Definitheit)
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i) Azl = A ] (Homogenitiit)
(iii) [Jz +yll < [zl + [yl - (Dreiecksungleichung)
Das Paar (V|| - ||) heit normierter Raum.

1.5 Bemerkung. Jede Norm induziert eine Metrik

Auf einem normierten Raum (V, || - ||) wird durch
d:VXV*)[O’OO)a d(l‘,y):HfL'*yH,
eine Metrik auf V' definiert.

Beweis. (i) d(z,y) =0& [r—y|=0&c2-y=0&2=y,
(i) d(z,y) =z —yll = I(=D)(y — =)l = [(=Dlly — zl| = lly — =[] = d(y, ),
(iii) d(z,2) = |lz =zl = lz =y +y — 2| < [lz =yl + lly = 2] = d(=z,y) + d(y,2).

1.6 Beispiele. (a) Die euklidische Norm auf R™:
Sei V' = R". Dann ist fiir x € R" durch

lallz = /a3 + 23+ ... + a2

eine Norm definiert, die euklidische Norm. Die von ihr nach Bemerkung 1.5 induzierte
Metrik ist die euklidische Metrik.

(b) Die Maximumsnorm auf R” ist

lz|loo := max{|z1], ..., |znl}-

Im allgemeinen ist fiir # € R™ natiirlich ||z||s # ||7||oc. Beispielsweise fiir z = (1,1) € R?
ist |||z = V2 aber ||2]|ooc = 1. (In den Ubungen sollen Sie die “Einheitskugeln” des R?
beziiglich verschiedener Normen skizzieren.)

(c) Sei X eine beliebige Menge und V' der Vektorraum der beschrénkten reell-wertigen Funk-
tionen auf X,
V={f:X—>R|sup|f(z)] <oc}.
reX

Dann ist
| flloo := sup | f(2)]
rxeX

eine Norm auf V.

Beweis. (i) [[flleo =0 & f(x)=0Vze X < f=0.
(i) [[Aflloe = sup [A[|f ()] = [Al sup [f(2)] = [A[][f]loo-
rzeX zeX

(iil) If + gllo = sup [f(z) + g(z)| < sup (|f(z)|+ |g(x)]) < sup[f(z)| + sup [g(z)| =
zeX zeX zeX

rzeX
[1£lloc 4 1lglloo-
O
(d) In (c) kann man R durch einen beliebigen normierten Raum (Y, || - ||) ersetzen und erhilt,
dass auf

V={f:X—=Y]sup|f(z)|] <oo}.
reX



durch
[ flloo := sup ||.f(z)]]
reX

eine Norm definiert wird.

1.7 Merke. Zusammenhang zwischen Metrik und Norm

Metrik = Abstand zwischen Punkten beliebiger Mengen

Norm = Léinge eines Vektors

Jede Norm induziert auch eine Metrik, da “Abstand” gleich “Lange des Differenzvektors” gesetzt
werden kann.

Skalarprodukt Norm Metrik
> >
() [N IERVACEY d(z,y) = ||z —yl|

Auf einem Vektorraum gilt also

1.8 Definition. Offene Mengen in metrischen Riumen

Sei (X, d) ein metrischer Raum.
(a) Fiir 29 € X und r > 0 heifit

By (z0) :=={x € X |d(x,x0) <1}

die offene Kugel (Ball) um zp vom Radius 7.

(b) Eine Teilmenge U C X heiit Umgebung des Punktes zy € X, falls U auch eine offene
Kugel um zg enthélt, also falls ein £ > 0 existiert, so dass

Be(w‘o) cU.

Falls U Umgebung von z ist, so heifit x¢ innerer Punkt von U.
Insbesondere ist also fiir 7 > 0 die offene Kugel B,.(x¢) selbst eine Umgebung von x.

(c) Eine Teilmenge U C X heifit offen, wenn sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h. wenn
zu jedem x € U ein € > 0 existiert, so dass B.(z) C U.
Eine Menge ist also offen, wenn sie nur innere Punkte enthélt.

1.9 Beispiele. (a) Die offene Kugel B, (z¢) ist offen: Sei x € B,(z¢) beliebig, dann gilt nach
Definition d(z,z9) < r. Man setzt also ¢ := r — d(x,z9) > 0 und hat dann wegen der
Dreiecksungleichung B (x) C B, (xp) :

Yy e Ba(x) = d(yva) < d(y7 ‘/1:) + d(xaxﬂ) <e+ d(l‘,l‘o) =T.

(b) Ein offenes Intervall (a,b) C R ist eine offene Menge bzgl. der euklidischen Metrik d(x,y) =
|z =yl

(c) Sei X beliebig und versehen mit der diskreten Metrik (Beispiel 1.2), dann ist jede Teilmenge
U C X offen. (Klar: B%(x) ={z} Ve e X))

1.10 Bemerkung. In einem metrischen Raum X gilt:
(a) @ und X sind offen.
(b) Sind U,V C X offen, so ist auch U NV offen.

(¢) Sind U; C X offen (i € Z, Z eine beliebige Indexmenge), so ist auch |J U; offen.
€T
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Beweis.  (a) Offenbar.

(b) Sei x € UNV. Dann gibt es r,s > 0 mit B,(x) C U und Bs(z) C V, da U und V ja offen
sind. Setze € := min(r, s) > 0, dann gilt B.(z) C UNV, also ist auch U NV offen.

(c) Seiz € |JU;. Dann gibt es ein ig € Z mit « € U;,. Nun ist U;, offen, also existiert € > 0 mit
Be(m‘) C Uio C Uz U;.
O

1.11 Bemerkung. Beliebige Durchschnitte offener Mengen sind im Allgemeinen nicht mehr
offen, z.B. ist I, = (—2, 1) C R fiir alle n € N offen, aber (), oy I, = {0} sicher nicht.

n’n

1.12 Definition. Abgeschlossene Mengen

Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen, wenn ihr Komplement
A := X \ A offen ist.

1.13 Beispiele. (a) [a,b] C R ist abgeschlossen.
(b) [a,00) C R ist abgeschlossen.
(c) [a,b) C R ist fiir —oo < a < b < oo weder abgeschlossen noch offen.

(d) Sei (X,d) metrischer Raum. Dann sind () und X sowohl offen als auch abgeschlossen.

1.14 Merke. Im Allgemeinen ist eine Teilmenge eines metrischen Raumes weder abgeschlossen
noch offen, manchmal aber auch beides.

1.15 Bemerkung. In einem metrischen Raum X gilt:
(a) @ und X sind abgeschlossen.
(b) Sind U,V C X abgeschlossen, so ist auch U U V' abgeschlossen.

(c) Beliebige Schnitte abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.
Beweis. Komplementbildung in Bemerkung 1.10. Ul

Man kann nun die folgenden Betrachtungen noch verallgemeinern, indem man vergisst, dass die
offenen Mengen mit Hilfe einer Metrik definiert wurden und stattdessen die Eigenschaften in
Bemerkung 1.10 zur Definition erhebt.

1.16 Definition. Topologische Riume

Eine Menge X mit einem Teilmengensystem 7 C P(X) (also einer Menge 7 von Teilmengen von
X, wobei P(X) die Potenzmenge, also die Menge aller Teilmengen bezeichnet) heifit topologi-
scher Raum und 7 eine Topologie, falls

(a) 0, X eT

(b)y UV eT=UnNVeT

(c) U eT firiel = Uz’eIUi eT
Die Mengen U € T heiflen dann die offenen Mengen. Komplemente offener Mengen heiflen
wieder abgeschlossen.

Die Definition von innerer Punkt bzw. Umgebung lautet dann: zq ist innerer Punkt einer Menge
A bzw. A ist Umgebung von xg, falls es eine offene Menge O gibt mit zg € O und O C A.

Zusammenfassend sollten Sie sich merken, dass man in einem topologischen Raum weif3, was
die offenen Mengen, was Umgebungen und was innere Punkte sind. Ausgehend davon folgen, wie
wir sehen werden, Begriffe wie Konvergenz, Stetigkeit, Kompaktheit, etc.



1.17 Bemerkung. Topologische Rdume in denen die Topologie nicht durch eine Metrik gegeben
ist werden im folgenden keine grofie Rolle spielen. Trotzdem ist es niitzlich und in vielen Fillen
auch einfacher, den Begriff der Metrik moglichst selten zu verwenden und stattdessen mit Um-
gebungen und offenen Mengen zu argumentieren. In dieser Vorlesung kénnen Sie aber stets Ihre
Intuition {iber die offenen Mengen im R™ beziiglich der euklidischen Metrik verwenden.

1.18 Definition. Inneres, Abschluss, Rand
Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Es heiflen
(a) Y:= |J U das Innere oder der offene Kern von Y,

UcCcy
U offen

(b) Y:= (| A  der Abschluss oder die abgeschlossene Hiille von Y,

ADY
A abgeschlossen

(¢c) Y =Y \Y der Rand von Y.

Es gilt also jeweils per Definition
eYCYCY
o Y ist die grofite in Y enthaltene offene Menge, insbesondere ist Y offen.
e Vistoffen & V =Y

Y ist die kleinste abgeschlossene Menge in der Y enthalten ist, insbesondere ist Y abge-
schlossen.

Y ist abgeschlossen < Y =Y
Y ist das Komplement von X \ Y
Y ist das Komplement von (X \ Y)°

1.19 Bemerkung. Alternative Charakterisierungen

In einem topologischen Raum X gilt:
(a) Y ist die Menge der inneren Punkte von Y.

(b) Ein Punkt z € X ist genau dann Randpunkt von Y C X, wenn jede Umgebung von x
sowohl einen Punkt aus Y als auch einen Punkt aus X \ Y enthélt.

(c) Y =Y\ Y
(d) Y=Y Uy

Beweis. Ubungsaufgabe O
1.20 Beispiele. (a) Sei Y = (a,b] C R. Dann ist Y =(a,b),Y = [a,b] und 9Y = {a, b}.
(b) Betrachte Q@ C R: Da in jedem e-Ball (x — &, + £) sowohl eine rationale als auch eine

irrationale Zahl liegt, ist 0Q = R. Somit sind Q =Q\0Q=0und Q=QUIQ =R.

1.21 Definition. Konvergenz von Folgen

Sei X ein topologischer Raum. Eine Folge (x,) in X heifit konvergent gegen a € X, geschrieben

lim z, = a

n—oo
oder kurz z,, — a fiir n — oo, wenn gilt:
Fiir jede Umgebung U C X von a gibt es ein N € N, so dass x,, € U fiir alle n > N. Eine Folge
konvergiert also gegen einen Punkt, wenn jede (noch so kleine) Umgebung des Punktes alle bis
auf endlich viele Folgenglieder enthélt.
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1.22 Bemerkung. Konvergenz in metrischen Ridumen

Eine Folge (z,,) in einem metrischen Raum X konvergiert genau dann gegen a € X, wenn d(x,,, a)
als Folge in R gegen Null konvergiert, also

lim z,=a < Ve>03INeNVn>N:d(z,a) <e.

n—oo

Beweis. Ubungsaufgabe. O

1.23 Definition. Hiufungspunkt

Sei X ein topologischer Raum und (z,,) eine Folge in X . Ein Punkt a € X heifit Hiufungspunkt
von (zy,), falls jede Umgebung U von a unendlich viele Folgenglieder enthélt.

1.24 Satz. Folgenkriterium fiir den Abschluss in metrischen Riumen

Sei X ein metrischer Raum und A C X. Dann liegt ein Punkt a € X genau dann im Abschluss
A der Menge A, wenn es eine Folge (z,) in A gibt, die gegen a konvergiert, also

acA & I(x,) €A lim 2, =a.
n—o0

Eine Teilmenge A C X ist also genau dann abgeschlossen, wenn fiir jede konvergente Folge (x;,)

in A gilt, dass auch der Grenzwert ¢ = lim x, in A liegt.
n—o0

Beweis. ,, = “: Sei a € A. Nach Bemerkung 1.19 (b) gilt fiir jedes n € N, dass Bi(a) N A # (.

Wir kénnen also fiir jedes n € N ein x,, € B1(a) N A auswihlen. Diese Folge liegt gnanz in A und

konvergiert gegen a. !

., < “: Diese Richtung gilt auch in topologischen Riumen. Sei (z,,) eine Folge in A mit lim,, oo x,, =
a. Angenommen, a ¢ A, also a € X \ A. Dann wére aber die offene Menge X \ A Umgebung von

a und mifite alle bis auf endlich viele Folgenglieder z,, enthalten. Das ist aber ein Widerspruch

zur Annahme, dass x,, € A fiir alle n € N. O

1.25 Definition. Cauchyfolge

Sei (X,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,) in X heifit Cauchyfolge, wenn es zu jedem
€ > 0ein N € N gibt, so dass fiir alle n,m > N gilt

d(xn, Tm) < €.

1.26 Bemerkung. Jede konvergente Folge ist auch eine Cauchy-Folge: Sei lim x,, = a. Dann gibt
es zu jedem € > 0 ein N € N so, dass d(zy,a) < § fiir alle n > N. Wegen der Dreiecksungleichung
ist dann fiir n,m > N aber d(zp,zm) < d(zn,a) + d(zm,a) < €. Die Umkehrung gilt nur in
vollstdndigen Raumen.

1.27 Definition. Vollstéindigkeit und Banachraum

(a) Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstéindig, wenn in ihm jede Cauchyfolge konvergiert.

(b) Ein vollstdndiger normierter Raum (V, || - ||) heiit Banachraum.

1.28 Bemerkung. Konvergenz, Kompaktheit, Stetigkeit, Abschluss, Rand etc. sind topologi-
sche Begriffe. Die Konzepte Cauchyfolge und Vollstandigkeit benétigen mehr Struktur, z.B. eine
Metrik.



Wir haben gesehen, dass jede Norm eine Metrik und jede Metrik eine Topologie (also eine Definiti-
on von offenen Mengen) liefert. Konvergenz von Folgen hingt allerdings nur von der Topologie ab.
Deshalb ist es niitzlich zu verstehen, wann verschiedene Normen den gleichen Konvergenzbegriff
und auch den gleichen Vollstandigkeitsbegriff liefern.

1.29 Definition. Aquivalenz von Normen

Zwei Normen || - ||; und || - ||2 auf einem Vektorraum V heiflen &quivalent, wenn es Konstanten
¢, C' > 0 gibt, so dass fiir alle z € V gilt:

cllzf < llzfle < Cllz
(Umgekehrt gilt dann offensichtlich auch
1

1
cllzll < llzfly <~ llflz. )

1.30 Bemerkung. Seien || - ||; und || - ||2 d&quivalente Normen auf V. Dann gilt:
(a) limap =ain (V.- [1) < limazp=ain (V.| -[2).
(b) (xy) ist Cauchy in (V,||- 1) < (zy) ist Cauchy in (V.| - ||2).
(c) (V]| - ||1) ist vollstéandig < (V|| - ||2) ist vollstdndig.

Beweis. (a) Seilimz, =ain (V|- |1), also li_}m ||z — alls = 0. Dann ist auch le |xn —alls <
n oo n—oo

ILm C||n — all1 = 0. (b) Analog. (c¢) folgt aus (a) und (b). O

n—oo






2 Stetigkeit

Wir fithren zunéchst den Begriff der Folgenstetigkeit ein. Dieser ist in metrischen Rdumen #qui-
valent zur Stetigkeit und folgt in topologischen Rdumen zumindest aus der Stetigkeit. Folgenste-
tigkeit von Abbildungen erlaubt es uns, die Abbildung mit Grenzwertbildung zu vertauschen.

2.1 Definition. Folgenstetigkeit

Seien X und Y topologische Rdume und a € X. Eine Abbildung f : X — Y heifit folgenstetig
in a, wenn fiir jede Folge (x,) in X die gegen a konvergiert, ihre Bildfolge (f(x,)) in Y gegen
f(a) konvergiert, also

lim z, =a = lim f(z,) = f(a) fiir jede Folge (z,) in X .

n—oo n—o0

Es heifit f : X — Y folgenstetig, wenn f in jedem Punkt x € X folgenstetig ist.

2.2 Notation. Wenn fiir eine Funktion f : X — Y gilt, dass fiir jede Folge (z,) in X \ {a} die
gegen a € X konvergiert, ihre Bildfolge (f(x,)) gegen b € Y konvergiert, so schreibt man dafiir
kurz

lim f(z) =b.

Stetigkeit von f in a bedeutet daher in dieser Schreibweise

lim f(z) = f(a).

Tr—a

Die intuitive Idee hinter Stetigkeit ist allerdings eine etwas andere. Eine Funktion soll stetig
bei a € X heiflen, wenn sich bei “stetiger” Verdnderung des Urbildpunktes a der Bildpunkt
f(a) ebenfalls “stetig” &ndert, also nicht springt. Diese Idee kann man in topologischen Réumen
folgendermaflen formalisieren.

2.3 Definition. Stetigkeit

Seien X und Y topologische Rdume und a € X. Eine Abbildung f : X — Y heifit stetig in a,
wenn es zu jeder Umgebung U von f(a) € Y eine Umgebung V' von a € X gibt, mit f(V) C U.

X Y
V)

a)

Eine Funktion, die an jedem Punkt in X stetig ist, heifit stetig.

2.4 Bemerkung. Stetigkeit impliziert Folgenstetigkeit

Ist eine Abbildung f : X — Y zwischen topologischen Réumen stetig am Punkt a € X, so ist sie
bei a auch folgenstetig.
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Beweis. Sei (x,,) eine Folge in X mit lim,, o x,, = a. Es ist zu zeigen, dass lim,,_,« f(z,) = f(a)
gilt, also, dass jede Umgebung von f(a) fast alle Glieder der Folge (f(xy)) enthélt. Sei nun U
eine Umgebung von f(a). Aufgrund der Stetigkeit von f gibt es eine Umgebung V' von a mit
f(V) Cc U. Wegen lim,,_,o, x,, = a enthilt V aber fast alle Glieder der Folge (z,,) und somit U
fast alle Glieder der Folge (f(xy)). O

Man mache sich die Einfachheit des Arguments an obigem Bild klar: wenn immer nur endlich
viele Glieder der Folge aulerhalb von V' liegen, kbnnen auch jeweils nur endlich viele Glieder der
Bildfolge auflerhalb von U liegen. Da es zu jedem U ein passendes V gibt, ist man fertig.

2.5 Bemerkung. “c--Stetigkeit” in metrischen Riumen

Seien X und Y metrische Rdume und a € X. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig
in a, wenn gilt: Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle € X mit d(z,a) < ¢ gilt, dass

d(f(z), f(a)) <e.
Anders gesagt: Jede e-Kugel um f(a) enthilt das Bild einer §-Kugel um a.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass die Aussage dazu dquivalent ist, dass jede Umgebung U von f(a) das
Bild f(V) einer Umgebung V von a enthélt. Diese Aquivalenz folgt aber sofort, da in metrischen
Réumen jede Umgebung eines Punktes eine offene Kugel um diesen Punkt enthilt: “=" Sei
B.(f(a)) =: U gegeben, dann enthélt das entsprechende V' eine Kugel Bs(a), deren Bild in
B:(f(a)) liegt. “<=” Sei U gegeben, dann gibt es ein B.(f(a)) C U und das entsprechende Bj(a)
dient als V. Ul

2.6 Bemerkung. In metrischen Ridumen impliziert Folgenstetigkeit auch Stetigkeit

Seien X und Y metrische Rdume, f : X — Y und a € X. Ist f bei a folgenstetig, so ist f bei a
schon stetig.

Beweis. Angenommen es gibt ein € > 0, so dass fiir alle 6 > 0 gilt f(Bs(a)) ¢ Be(f(a)). Fir
§ = 1 wihle dann z,, € Bs(a) \ f~'(B:(f(a))). Also limz,, = a, aber f(z,) ¢ B.(f(a)) fiir alle
n € N und somit konvergiert f(z,) nicht gegen f(a). O

2.7 Satz. Charakterisierung von Stetigkeit durch Urbilder offener Mengen

Seien X und Y topologische Rdume. Eine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn das
Urbild f71(O) jeder offenen Menge O C Y offen in X ist.

Beweis. “=": Sei O C Y offen und a € f~}(0). Dann ist f(a) € O und aufgrund der Stetigkeit
von f gibt es eine Umgebung V von a mit f(V) C O. Also ist V C f~1(O) und a somit innerer
Punkt von f~!(0). Da a beliebig war, hat f~!(O) nur innere Punkte und ist somit offen.

“<” Sei a € X und U eine Umgebung von f(a) € Y. Dann gibt es eine offene Menge O C U
mit f(a) € O. Deren Urbild f~1(O) =: V enthilt a und ist nach Voraussetzung offen, also eine
Umgebung von ¢ mit f(V) =0 C U. O

2.8 Beispiele. Stetige Abbildungen in metrischen Riumen

(a) In einem metrischen Raum (X, d) ist fiir jedes b € X die Abstandsfunktion
dy : X = [0,00), dp(z) :=d(b,x)

stetig.

10



Beweis. Sei a € X beliebig und lim,,_,, z, = a. Aus der Dreiecksungleichung folgt
|dy(zy) — dp(a)| = |d(b, ) — d(b,a)| < d(zp,a) =0 fiirn— oco.
Also ist limy, o0 dp(x,) = dp(a) und somit ist dj stetig. O

(b) In einem normierten Raum (V, || -||) ist || - || : V' — R stetig. Beweis. ||z|| = do(z) in (a).
(c) Die Addition add: R x R — R, (z,y) — x + y ist stetig, die Multiplikation mult: R x R —
R, (z,y) — x -y ist stetig, die Division div: R x R\ {0} — R, (z,y) — 2y~ ! ist stetig.

Beweis. Sei (xpn,yn) — (z,y) also x, = x und y, — y in R, dann gilt (MaPhyl) x,, + y, —
T+ y usw. O
(d) Die Hintereinanderschaltung (Komposition) stetiger Abbildungen ist stetig: Seien f :Y —
Z und g : X — Y stetig, dann ist fog: X — Z stetig.
Beweis. Sei O C Z offen 25" f~H0) C Y offen ? Lt g HfHO)) = (fog) L(O) ist
offen in X. Also ist f o g mit Satz 2.7 stetig. O
(e) Eine Abbildung f : X — R", = — f(z) = (fi(x),..., fn(x)), ist genau dann stetig, wenn
alle f; : X > R, i=1,...,n, stetig sind.
(f) Sind f,g: X — R stetig, so sind auch die Funktionen f+g¢, f-g: X — R und, falls g(x) # 0
Ve e X, f/g: X — R stetig.
Beweis. Z.B. ist f + g = addo(f, g) mit (c), (d) und (e) stetig. O

2.9 Satz. Alle Normen im R™ sind dquivalent.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jede Norm || - || zu || - [[1 mit [|z][y = 3°7_, [x;] dquivalent ist.
Sei x =37 ; zje; € R". Dann gilt

= 1) wjeill < D lagl llegll < nmaxfllegll [ =1,....n} Y lzj] =: Cllz]s -

Angenommen es gibt kein ¢ mit c||z||; < ||z|| fiir alle x € R™, dann existiert eine Folge (xf) in R™
mit

Hlzklls > ok und 0oB.d.A. gl = 1. (2.1)
Diese enthélt eine bzgl. || - |[1 konvergente Teilfolge, wieder mit (xj) bezeichnet, da die Kom-

ponentenfolgen (z ;) beschrénkte Folgen in R sind und somit nach dem Satz von Bolzano-
Weierstrafl konvergente Teilfolgen enthalten. Wegen (2.1) konvergiert die Folge (zj) auch in

der || - ||-Norm gegen den eindeutigen Grenzwert z := limg_,o, 2. Aufgrund der Stetigkeit der
Normen ist dann einerseits 1 = lim ||zg||1 = ||limzg|1 = ||z]]1, also = # 0. Andererseits ist
2| = lim [|zg|| < lim 7 [zg[1 = 0, also z = 0. O

2.10 Bemerkung. R" ist beziiglich jeder Norm vollstdndig.

Beweis. Mit Bemerkung 1.30 (c¢) und Satz 2.9 geniigt es, die Vollstdndigkeit von (R™,|| - ||c0)

nachzuweisen. Sei dazu (xj) eine Cauchyfolge in (R, || - ||), dann ist wegen |z j — ¢ ;| < |2k —
%¢||oo auch (zy, ;) fiir jedes j = 1,...,n eine Cauchyfolge in R und somit wegen der Vollstéandigkeit
von R konvergent. Sei limy_,o0 21, j = aj und a = (a1, ...,a,), dann ist ||z — a|loc = max{|ry —
atl,...,|xpn — an|} < € fiir k hinreichend gro§ und somit lim z;, = a. O

2.11 Definition. Punktweise- und gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Seien X eine Menge, Y ein metrischer Raum und

fm:X—=>Y neN sowie f:X—>Y Funktionen .
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2 Stetigkeit

(a) Die Folge (f,) heiit punktweise konvergent gegen f, falls
Ve e X : ILm d(fn(x), f(z)) =0,
oder, ausfiihrlich,

VeeX Ve>0 IN=N(g2)eN Vn>N : d(fu(x), f(x)) <e.

(b) Die Folge (fy) heifit gleichm#Big konvergent gegen f, falls

lim sup d(fn(x), f(z)) =0,

n—oo reX
oder, ausfiihrlich,

Ve>0 IN=N(E)eN VeeX Vn>N : d(fu(z), f(x)) <e.

Eine punktweise konvergente Funktionenfolge konvergiert also gleichméflig, wenn man N un-
abhéngig von x € X wéhlen kann.

2.12 Bemerkung. Fiir einen normierten Raum (Y| - ||) ist gleichméBige Konvergenz von f,, :
X — Y gegen f gleichbedeutend mit Konvergenz in der Supremumsnorm. Also f,, — f gleichmiBig,
genau dann wenn

lim ||f, — flleo =0.
n—o0

2.13 Satz. Gleichmiflige Limites stetiger Funktionen sind stetig

Sei (f,) eine Folge stetiger Funktionen f, : X — Y zwischen metrischen Rdumen X und Y die
gleichméfig gegen f : X — Y konvergiert. Dann ist auch f stetig.

Beweis. Sei (xy) eine Folge in X mit limzy, = a. Zu zeigen ist, dass lim f(zx) = f(a) gilt. Sei
dazu € > 0 beliebig. Da f,, — f gleichméfig, existiert ein N € N so, dass fiir alle x € X
gilt d(fn(z), f(z)) < §. Da fy stetig ist, existiert ein K € N so, dass fiir alle k¥ > K gilt
d(fn(zx), fv(a)) < §. Dann gilt mit der Dreiecksungleichung, dass fiir alle & > K

d(f(zx), f(a)) < d(f(xr), I (xr) + d(fn (k) [n(a)) +d(fn(a), fla)) < 5+ 5+ 5 =¢,

also lim f(z) = f(a), d.h. f ist stetig in a. O

2.14 Bemerkung. Der vorausgegangene Beweis ist ein typisches “5”-Argument nach folgendem

Schema
flax) = fla)
6§40 13
I B fxa)

Im Schritt (*) braucht man die gleichméfige Konvergenz, da |f(zx) — fn ()| < § fiir alle x mit
k > k1 gelten muss.

2.15 Korollar. Sei (X, d) ein metrischer Raum, (Y, || -||) ein vollstdndiger normierter Raum und
C(X,Y) der Raum der stetigen beschrénkten Funktionen von X nach Y mit der Supremumsnorm
| flloo == sup,ex || f(x)]|. Der normierte Raum (C(X,Y), | - |loo) ist vollsténdig.
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Beweis. Sei (fy) eine || - [|o-Cauchyfolge in C(X,Y). Dann ist (f,(x)) fir jedes x € X eine
Cauchyfolge in Y, denn || fn(z) — fi(2)|| < || fr. — finlloo- Da Y vollsténdig ist, konvergiert (f,,(z))
in Y und wir nennen den Grenzwert f(z). Es konvergiert also (f,) punktweise gegen die so
definierte Funktion f. Wenn wir zeigen, dass (f,) — f gleichméBig, dann folgt, mit Satz 2.13,
dass f stetig ist und somit f € C'(X,Y’) und nhﬁn;(} | fn— flloo =0.

Sei also € > 0 beliebig. Da (f,) eine || - [[-Cauchyfolge ist, existiert ein n; € N so, dass || f, —
Jmllo < § fiir alle n,m > ny. Zu jedem x € X sei nun na(x) > ny so gewdhlt, dass || fn,(7) —
f(x)| < 5 ist (fn konvergiert ja punktweise gegen f). Dann gilt fiir alle n > n; und alle z € X

[fn(@) = f(@)]| < [[fn(@) = fra(@)]] + (| fro (@) = f@)| < 5+ 5 =¢.
Also (f,) — f gleichméBig. O

2.16 Merke. (a) GleichméBig konvergente Folgen stetiger Funktionen konvergieren gegen ste-
tige Funktionen.

(b) Rdume stetiger Funktionen mit Werten in Banachrdumen und versehen mit der Supremums-
norm sind vollsténdig, also selbst Banachrédume.

2.17 Satz. Banachscher Fixpunktsatz

Sei X ein vollstdndiger metrischer Raum, A eine abgeschlossene Teilmenge und f: A — A eine
Abbildung. Falls es eine Konstante 0 < 6 < 1 gibt, so dass fiir alle x,y € A gilt

d(f(x), f(y)) < Od(z,y),

also f eine Kontraktion ist, dann hat f genau einen Fixpunkt a € A, d.h. es gilt f(a) = a fiir
genau ein a € A.

Beweis. Eindeutigkeit: Es kann hochstens einen Fixpunkt geben, denn ist f(a) = a und

f(b) =0, s0ist d(a,b) = d(f(a), f(b)) < 68d(a,b), also d(a,b) =0, was a = b bedeutet.
Ezistenz: Sei xg € A beliebig. Betrachte die Iterationsfolge x, 1 := f(x,) fir n > 0.

Wir zeigen, dass (z,,) eine Cauchyfolge ist. Zunéchst ist (z,) beschréinkt, da fiir alle n € N gilt

d(xp,x0) d(Tp, Tn—1) + d(xp—1,Tn—2) + -+ + d(x1,x0)

0 d(xp—1,Tn—2)+0d(Tn_2,Tn_3)+ -+ d(z1,z0)
0"+ 0" + -+ 1) d(21, 20)

1-—06m
1-6

INININA

1
d(iﬂl,l'o) < md(l'l,l’o) =M

und damit d(z,, z,) < 2M fiir alle n,m € N. Sei nun € > 0 beliebig und n,m > ng, so ist

d(.%'n, xm) = d(f(xn—l)v f(wm—l)) < ed(xn—bxm—l) S cee
< 0" d(Tp—ngs Tm—ng) < 2M O™ < &

wenn ng = no(e) gro genug ist.

Aufgrund der Vollstiandigkeit von X konvergiert die Cauchyfolge (x,) gegen ein a € X. Da alle
Ty in A liegen und A abgeschlossen ist, muss auch a € A sein. Schlielich gilt wegen der Stetigkeit
von f in a (Ubungsaufgabe: Kontraktion = Stetigkeit), dass

fla) = f(limx,) = lim f(x,) =limz,+1 =a,

also ist a ein Fixpunkt. O
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3 Kompaktheit

3.1 Definition. Offene Uberdeckung und kompakte Menge

Sei X ein topologischer Raum und Y C X eine Teilmenge.

(a) Eine Familie von Teilmengen U; C X, i € Z, heifit eine offene Uberdeckung von Y, wenn
jedes U; offen ist und
Y C U U;.
i€l
(b) Eine Teilmenge K C X heifit kompakt, wenn gilt: zu jeder offenen Uberdeckung (U;)ser
von K gibt es eine endliche Teiliiberdeckung von K, d.h. es gibt 1,...,4, € Z so, dass

bereits
KcU,u...uU,.

Achtung: Es wird nicht gefordert, dass eine endliche offene Uberdeckung existiert. Die
existiert ndmlich immer!

3.2 Beispiel. (a) Jede endliche Teilmenge K = {z1,...,2,} eines topologischen Raumes ist
kompakt.

(b) Ist (x,) eine konvergente Folge in X und a = lim,,_,« 2, so ist die Menge
K ={z,|neN}yU{a} C X
kompakt.

Beweis. Sei (U;);er eine offene Uberdeckung von K, so wihle ein 49 mit a € U;,. Dalimx,, =
a, enthélt U;, alle Folgenglieder bis auf endlich viele. Die restlichen liegen aber in endlich
vielen Uy, ..., U;, und somit ist K kompakt. O

(c¢) Lafit man in (b) den Punkt a weg, betrachtet man also Y = {z,, | n € N}, so ist diese Menge
nicht notwendigerweise kompakt. Beispielsweise ist Y = {1 |n € N} nicht kompakt, da die

offene Uberdeckung durch U, := (% - 2n(rll ) % + 2n(71:, +1)) keine endliche Teiliiberdeckung

zuléBt. (Ubungsaufgabe: Falls lim z,, = a, dann ist Y kompakt < a € Y).

3.3 Satz. Bolzano-Weierstraf}

Ist X ein topologischer Raum und K C X kompakt, so besitzt jede Folge in K einen Haufungs-
punkt in K.

Beweis. Sei (z;,) eine Folge in K, also x,, € K fiir alle n € N. Angenommen (z,) hat keinen
H&aufungspunkt in K. Dann gibt es zu jedem a € K eine Umgebung U, von a, die nur endlich
viele Folgenglieder enthilt. Es ist

Kc|JU.
aeK

Da K kompakt ist, gibt es ay,...,a, € K, so dass bereits
KcUyU---UU,, .

Dann liegen aber nur endlich viele Folgenglieder in K : Widerspruch! OJ
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3 Kompaktheit

3.4 Bemerkung. In metrischen Rdumen gilt auch die Umkehrung: Sei K Teilmenge eines metri-
schen Raumes X und habe jede Folge in K auch einen Hiufungspunkt in K, dann ist K kompakt.
(Ubungsaufgabe).

3.5 Definition. Beschrinkte Mengen und ihr Durchmesser

Sei X ein metrischer Raum.

(a) Eine Teilmenge B C X heifit beschrénkt, wenn es ein C' < oo gibt, so dass fiir alle z,y € B
gilt: d(z,y) < C'.

(b) Fiir eine beliebige Teilmenge Y C X definiert man den Durchmesser von Y durch
diam(Y") := sup{d(z,y)|z,y € Y} € [0, 0]

Also ist B C X genau dann beschrinkt, wenn diam(B) < oo ist.

3.6 Satz. Kompakta sind abgeschlossen und beschrinkt

FEine kompakte Teilmenge K eines metrischen Raumes X ist abgeschlossen und beschrénkt.
Warnung: Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht! (vgl. Satz 3.8)

Beweis. Beschrinktheit: Sei p € X beliebig und fest. Die offenen Kugeln U,, := B, (p) um p mit
Radius n bilden eine offene Uberdeckung von ganz X und somit auch von K. Also gibt es ein
ng € N, so dass

KcUiU...UUy, =Up, = By, (p) .

Damit ist fiir alle z,y € K
d(z,y) < d(z,p) + d(p,y) <no+nog=2no=:C,

also ist K beschréankt.

Abgeschlossenheit: Sei () eine konvergente Folge in K, also limz, = a € X und z,, € K fiir alle
n € N. Nach Bolzano-Weierstral hat (z,) einen Haufungspunkt in K, welcher gleich a sein muss,
denn eine konvergente Folge hat genau einen Haufungspunkt, welcher gleich dem Grenzwert ist.
Gemiiss Satz 1.24 ist K also abgeschlossen. O

3.7 Bemerkung. Abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen sind kompakt

Sei X ein topologischer Raum. Ist K C X eine abgeschlossene Teilmenge und ist K enthalten in
einer kompakten Menge L C X, also K C L, so ist auch K kompakt.

Beweis. Sei (U;)icr eine offene Uberdeckung von K. Setzt man U := X\ K, dann ist U offen und
(U, U;) ez ist offene Uberdeckung von L. Da L kompakt ist, existiert eine endliche Teiliiberdeckung
(U, Uiy, ..., U;,) von L. Da K C L\ U, ist

KCUilU...UUi

und somit auch K kompakt. O

3.8 Satz. Heine-Borel

Eine Teilmenge K des euklidischen Raums R" ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen
und beschrankt ist.
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Beweis. “=": Gilt nach Satz 3.6 in beliebig metrischen Rdumen.

“<": Sei K C R"™ beschrankt und abgeschlossen. Dann gibt es ein R > 0 so, dass K im Wiirfel
Wgr mit Kantenldnge 2R enthalten ist, K C [-R, R]" =: Wg. Wir zeigen in Satz 3.10, dass Wg
kompakt ist, also ist mit Bemerkung 3.7 auch K kompakt. O

3.9 Proposition. Schachtelungsprinzip

Ist X ein vollstédndiger metrischer Raum und (A, ),en eine Familie nichtleerer, abgeschlossener
Teilmengen mit A,1; C A, fiir alle n € N und lim,,_,» diam(A,) = 0, so existiert genau ein
a € X welches in allen A, liegt, also

() An = {a}.

neN

Beweis. Eindeutigkeit: Seien a,b € (), cy An und a # b. Dann ist d(a,b) > 0, was im Widerspruch

n—oo

zu d(a,b) < diam(A,) — 0 steht.
Ezistenz: Da alle A, nichtleer sind, gibt es zu jedem n € N ein xz,, € A,. Wir zeigen, dass (z,,)
eine Cauchy-Folge ist: Sei € > 0 und ng € N so grofi, dass diam(A,,) < € ist. Dann gilt fiir alle
n,m > ny

d(xp,zm) <e da z, €A, CAy und z, € A, C Ay, .

Da X vollstandig ist, konvergiert (z,) gegen ein a € X. Da fiir jedes n € N gilt, dass (z1)}2,, in A,
liegt, und da jedes A, abgeschlossen ist, folgt a € A, fiir alle n € N und somit a € (e An. O

3.10 Satz. Sei R > 0und W = {z € R"|||z||oc < R} der abgeschlossene Wiirfel der Kantenlénge
2R. Dann ist W kompakt.

Beweis. Sei (U;);ez eine offene Uberdeckung von W und nehme an, dass es keine endliche Teiliiber-
deckung gibt. Zerlege Wy := W in 2" abgeschlossene Wiirfel der Kantenléinge R. Dann erlaubt
auch einer dieser kleineren Wiirfel keine endliche Teiliiberdeckung. Diesen nennen wir W; und
konstruieren so eine Folge W), abgeschlossener Wiirfel der Kantenlinge 27% - 2R, die alle kei-
ne endliche Teiliiberdeckung erlauben. Nach Konstruktion gilt dann Wy C Wi und limg_,o
diam(W},) < limy_oon27% - 2R = 0. Mit dem Schachtelungsprinzip 3.10 und der Vollstindigkeit
von R™ folgt {a} =, Wi € W.Daa € W C |J;cz Ui, gibt es ein iy € Z mit a € Uy,. Da U,
offen ist, existiert ein € > 0 so, dass B:(a) C Uj,. Sei nun ko € N so groff, dass diam(Wy,) < ¢,
also Wy, C B:(a) C Uj,. Aber dann wird Wy, schon von einem einzigen der U; tiberdeckt, obwohl
es nach der Konstruktion nicht mal von endlich vielen iiberdeckt wird. Widerspruch! Ul

3.11 Satz. Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt

Seien X und Y topologische Rdume und f : X — Y stetig. Mit K C X kompakt ist auch das
Bild f(K) C Y kompakt.

Beweis. Sei (V;);ez eine offene Uberdeckung von f(K) C Y. Da f stetig ist, sind die Urbilder
Ui == f~1(V;) C X offen und K C {J,c7U;. Da K kompakt ist, gilt K C U;, U...UU;, fiir
geeignete i1, ...,i, € Z. Dann ist aber auch f(K) C f(U;)U...U f(U;,) =V;, U...UV;, und
somit ist auch f(K') kompakt. O

3.12 Satz. Weierstraf}

Sei K C X kompakte Teilmenge eines topologischen Raumes und f : K — R eine stetige
Abbildung. Dann nimmt f ihr Supremum und ihr Infimum an.
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3 Kompaktheit

3.13 Bemerkung. Ist Y C X beliebig und f : Y — R eine Funktion, so ist i.A.

sup f(z) e R U{oo}, inf f(zx) € RU{—o0}.
zeY €Y

Dass f ihr Supremum bzw. Infimum annimmt bedeutet, dass es ein yg € Y gibt, so dass

sup f(y) = f(yo) bzw. inf f(y) = f(yo).
yey yey

Insbesondere ist dann f nach oben bzw. nach unten beschréinkt, denn f(yo) € R.

Beweis. von Satz 3.12: Sei ¢ = sup,ci f(z) € RU {oo}. Es gibt dann, nach Definition des
Supremums, eine Folge (z,) in K mit lim, o f(2,) = ¢. Da K kompakt ist, hat (z,) einen
Héufungspunkt a € K. Also existiert eine Teilfolge (zy, )ken von (zp)nen, sodass limyg_, zp, = a.
Wegen der Stetigkeit von f gilt aber

fla) = lim f(an,) =c.

k—o0
Der Ubergang von f zu — f zeigt, dass auch das Infimum angenommen wird. O

3.14 Definition. Wegzusammenhang

Sei X ein topologischer Raum. Ei-
ne Teilmenge Y C X heifit weg-
zusammenhingend, wenn es zu je
zwei Punkten yg,y; € Y einen Weg
von gyo nach y; in Y gibt, d.h. eine
stetige Abbildung « : [0,1] — Y mit
a(0) = yo und a(l) = y;.

3.15 Satz. Seien X und Y topologische Rdume und sei f : X — Y stetig. Dann gilt: Ist A C X
wegzusammenhéingend, so ist auch f(A) C Y wegzusammenhéngend.

Beweis. Seien yo,y1 € f(A) beliebig und zg,x1 € A so, dass f(zg) = yo und f(x1) = y;. Dann
gibt es nach Annahme einen stetigen Weg « : [0,1] — A mit «(0) = 2 und «(1) = x;. Dann ist
auch § = foa stetig und damit ein Weg von (foa)(0) = f(z¢) = yo nach (foa)(1) = f(x1) = y1 .
Also ist f(A) wegzusammenhéngend. O]

3.16 Definition. Gebiet

Sei X ein topologischer Raum. Eine nichtleere Teilmenge U C X heifit Gebiet in X, falls U
offen und wegzusammenhéngend ist.

Im Folgenden wird meist aus rein praktischen Griinden vorausgesetzt, dass Funktionen auf Ge-
bieten definiert sind.

3.17 Bemerkung. Die Gebiete in R sind genau die offenen Intervalle (a,b) C R mit a < b,
a € {—oo}UR und b € RU {oo}. Beweis. Ubungsaufgabe.
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4 Differenzierbarkeit

4.1 Definition. Partielle Ableitung

Sein > 1 und G C R" ein Gebiet. Fiir z € G und j € {1,...,n} heifit eine Funktion f : G — R
im Punkt z in die j-te Koordinatenrichtung partiell differenzierbar, wenn der Grenzwert

i &+ hej) = f(z)
h—0 h

existiert, wobei e; den j-ten kanonischen Basisvektor des R™ bezeichnet. Wir schreiben dann

of (x) = Djf(z) = 0;f(x) := lim flz+hej) - f(x)

871’]' h—0 h

und nennen diese Zahl die j-te partielle Ableitung von f in z . Die drei angegebenen Schreib-
weisen sind alle gebréuchlich und wir werden sie auch alle verwenden.

4.2 Bemerkung. Zur Erinnerung: Dass der limj,_, existiert bedeutet, dass fiir alle Nullfolgen
(hi)ken in R\ {0} mit hy derart, dass x + hre; € G ist, der Grenzwert

- f(z + hyej) — f(x)
k—ro0 hk

existiert und damit auch fiir all diese Folgen gleich ist.

4.3 Bemerkung. Man fiihrt also in dieser Definition die Differenzierbarkeit einer Funktion meh-
rerer Verdnderlicher auf die Situation einer reellen Veranderlichen zuriick. Setzt man g(z;) :=

flx1,29,... 2, ..., xy,) fiir festes a; falls i # j, so ist a8712(:1:) = ¢'(z;).
4.4 Beispiel. Euklidische Norm
Betrachte die Radiusfunktion
r:R" —[0,00), z+>r(z)=|zl2=1/2?+... +22.

Dann ist r fiur alle x € R™\{0} und j € {1,...,n} partiell in die j-te Richtung differenzierbar
und es gilt
2x; _r

1
ojr(x) = = = .
’ 22?4+ . +22 =

4.5 Definition. Partielle und stetige partielle Differenzierbarkeit
Sei G C R”™ ein Gebiet und f eine reelle Funktion auf G, also f : G — R.

(a) Fiir z € G heifit f in x partiell differenzierbar, wenn f in alle n Richtungen partiell
differenzierbar ist. Man nennt dann den Vektor

grad f(z) = Vf(x) = (01 (@), .., nf(x)) € R”

den Gradienten von fin z.
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4 Differenzierbarkeit

(b) Es heifit f partiell differenzierbar in G, falls f in allen Punkten in G partiell differen-
zierbar ist.

(c) Es heifit f stetig partiell differenzierbar in G, falls f partiell differenzierbar in G ist
und die partiellen Ableitungen 0;f : G — R, j =1,...,n, stetig sind.

4.6 Bemerkung. Man beachte, dass die partielle Differenzierbarkeit einer Funktion f : G — R
in einem Punkt x € G im Allgemeinen nicht, wie im Fall n = 1, die Stetigkeit von f in 2 nach
sich zieht. Betrachte z.B. die Funktion f : R? — R,

f(w,y)Z{

Dann ist f ndmlich in (z,y) = (0,0) partiell differenzierbar mit gradf(0,0) = (0,0), aber offenbar
nicht stetig. Wir werden jedoch sehen, dass jede Funktion f die in einem Gebiet stetig partiell
differenzierbar ist, dort auch stetig ist.

0 wenn zy =0
1 wenn xy #0.

4.7 Bemerkung. Rechenregeln fiir partielle Ableitungen

Da der Begriff der partiellen Differenzierbarkeit einer Funktion f : G — R, G C R" ein Gebiet,
auf den der Differenzierbarkeit einer Funktion in einer Verénderlichen zuriickgefiihrt werden kann,
gelten auch die bekannten Rechenregeln:

(a) Linearitéit: Sind f,g : G — R partiell differenzierbar und A\ € R, dann sind auch f + g :
G — Rund \f : G — R partiell differenzierbar und es gilt fiir j € {1,...,n}

0i(f+9) = 0;f+059
0j(Nf) = XO;f.

Insbesondere ist also
CYH@G):={f: G = R | f stetig partiell differenzierbar }

ein reeller Vektorraum.

(b) Produktregel: Sind f,g: G — R partiell differenzierbar, so auch ihr Produkt fg: G — R
und ihr Quotient f/g: G — R (falls g # 0 auf G).

Fir j € {1,...,n} gilt dann
9i(fg) = (9;)g+ f(959)
9, (1) 9;f)g — 1(9;9)

g g2

(c) Kettenregel: Ist f : G — R partiell differenzierbar und ~ : R — R differenzierbar, so ist
auch h o f : G — R partiell differenzierbar und es gilt

Oj(ho f)=(h'o[f)0;f.

4.8 Beispiel. Ist f: R"\ {0} — R eine rotationssymmetrische Funktion, d.h. f(z) = f(y)
falls ||z|| = |ly|l, so gibt es eine Funktion h : (0,00) — R, so dass f(x) = h(||z|) fur alle
xz € R™\ {0}. Wé&hle z.B. h(r) = f(r,0,0,...,0). Es ist also f = h or mit r(z) = ||z|| wie zuvor.
Ist nun f partiell differenzierbar, so ist auch h differenzierbar (h'(r) = 91 f(r,0,...,0)) und es gilt
fir j € {1,...,n}

0if(x) = 9j(hor)(z)= (N or)(z)d;r(x)

N
= h(l=l)=
||

also gradf(z) = h'(||z|) & -
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4.9 Definition. Vektorwertige Funktionen

Seien m,n > 1, G C R” ein Gebiet und f : G — R™ eine vektorwertige Funktion, also
f="1, - fm) mit fi : G = R fir i = 1,...,m. Wir sagen, dass, f (stetig) partiell dif-
ferenzierbar ist, falls jede Komponente f; (stetig) partiell differenzierbar ist.

4.10 Definition. Vektorfeld
Sei G C R™. Eine Abbildung f : G — R"™ heifit ein Vektorfeld auf G.

4.11 Beispiel. Gradient als Vektorfeld

Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R partiell differenzierbar. Dann ist gradf : G — R" ein
Vektorfeld.

4.12 Definition. Divergenz und Laplace
Sei G C R” ein Gebiet.
(a) Fiir ein partiell differenzierbares Vektorfeld f : G — R™ heifit die Funktion

divf:G — R

x — divf(z Z gfj
Lj

die Divergenz von f.

(b) Sei f: G — R partiell differenzierbar und sei auch gradf : G — R™ partiell differenzierbar,
so heifit die Funktion

Af:G — R
r +— Af(z) = div(gradf)(z :Za—é
=1 9%

Laplace von f.

4.13 Beispiel. (a) Die Identitét id : G — R", x + =z, ist ein partiell differenzierbares Vektor-
feld auf G. Thre Divergenz ist

. R 61d axj
div(id)(z) = Z 8% Z E)xj

:1

(b) Die Abbildung f : R™\ {0} — R", z — % = gradr ist ein partiell differenzierbares
Vektorfeld auf R™ \ {0}. Die Divergenz ist

i) = S (m) (L o
divf(z) = jZaxj<||x|>—. (lel Hx||3>

1 |z n—1

Izl =)® =l

Also ist Ar = div(gradr) =
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4 Differenzierbarkeit

4.14 Definition. Die r-mal stetig partiell differenzierbaren Funktionen C"(G)

Sei G C R™ ein Gebiet und » € N. Eine Funktion f : G — R heiffit r-mal stetig partiell
differenzierbar, wenn fiir alle j = (j1,...,J,) mit ji,...,j € {1,...,n} gilt:

e f ist stetig partiell differenzierbar
e 0;, f ist stetig partiell differenzierbar
e 0;,(0;, f) ist stetig partiell differenzierbar.

e O;

Jr—1

Wiederholte Anwendung von 4.7 (a) liefert, dass

--+0j, f ist stetig partiell differenzierbar, also 0, --- 0}, f ist stetig.

C"(G) :={f : G — R| f ist r-mal stetig partiell differenzierbar }

ein reeller Vektorraum ist.

4.15 Notation. Ist f r-mal stetig partiell differenzierbar, so schreibt man auch

_ofr
81:3} e al'jl

(z) = 95, -+ 05, f(x)
fiir jedes j = (j1,...,7r) € {1,...,n}".

4.16 Satz. von Schwarz

Sei G C R" ein Gebiet, f: G — R zweimal stetig partiell differenzierbar und 1 < 4,5 < n. Dann
vertauschen die partiellen Ableitungen, d.h. fiir alle x € G gilt

4.17 Lemma. Ist f : R? D G — R stetig partiell differenzierbar und ist das Rechteck [a, b] x [c, d]
ganz in G gelegen, so liefert

d
F(z) = / f() dy

eine auf ganz (a,b) differenzierbare Funktion mit

)
F'(x) = a*i,c(ﬂc,y)dy-

Beweis. Der Beweis ist elementar: man zeigt direkt mit Hilfe des Mittelwertsatzes, dass der Dif-
ferenzenquotient von F' konvergiert, siehe z.B. Fischer-Kaul §23:2.3. Da wir im vierten Semester
ein viel allgemeineres Resultat zu Integralen mit Parametern beweisen werden, verzichten wir an
dieser Stelle auf einen Beweis. O

Beweis. von Satz 4.16. Fiir einen festen Punkt € G und i # j sei ¢(u,v) := f(z +ue; +vej).
Zu zeigen ist dann 9,0,¢(0,0) = 0,0,¢(0,0). Die Funktion ¢ ist in einer Umgebung U des
Nullpunktes in R? definiert, welche ein kompaktes Quadrat @, = {(u, v) | |u| < r,|v| < r} enthilt.
Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung liefert

(,0) = 9(u,0) + /O uplu, ) dt
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in @, und nach Lemma 4.17 angewandt auf 0, gilt

v
Oup(u,v) — Oyp(u,0) = / OuOyip(u,t)dt.
0
Leitet man diese Gleichung nach v ab, liefert der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

OpOup(u,v) = 0y0ypp(u,v) in Q,.

4.18 Definition. Hesse-Matrix
Fiir f € C%(G) und z € G nennt man die n x n - Matrix

0101 f(xz) 0102f(x) --- 010nf(x)
Hessf(a) = | 20T ORI e 0 )
On01f(x) Ondaf(z) -+ OnOnf(x)

die Hesse-Matrix von f in x. Wegen Satz 4.16 ist Hessf(z) symmetrisch.
4.19 Beispiel. Fiir f € C?(G) gilt
Af(r) = divigradf)(m) =3 2L ()
= Spur(Hessf)(x).
4.20 Definition. Rotation eines Vektorfeldes

Sei G C R? ein Gebiet und v : G — R3 ein partiell differenzierbares Vektorfeld, v = (v1, v2, v3).
Man definiert die Rotation von v durch rotv : G — R3,

rotv = (3;52_8333’3@3_83;1’%_83;2> .

4.21 Notation. Nabla-Operator

Fiihrt man V als “vektorwertigen Operator” ein, den sogenannten Nabla-Operator,

0 0
=|l=—...,— | =(01,...,0n),
\4 <8$1 ) a.’En> ( 1, ) )
so schreiben sich Gradient, Divergenz, Rotation und Laplace folgendermaflen:
gradf = (f,...,0nf)=Vf

dive = Z?z(V,v)zV-v
L

j=1
Af = div(gradf) =V - -Vf
rotv = V Xxwo.

4.22 Korollar. zu Satz 4.16. Sei G C R? ein Gebiet .
(a) Fiir f € C%(G) gilt rot(gradf) = 0.
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4 Differenzierbarkeit

(b) Fiir v € C?(G,R?) gilt div(rot v) = 0.

Beweis. Ubungsaufgabe: Man rechne nach, dass man V formal wie einen Vektor behandeln kann:
rot(gradf) = VxVf=0,
div(rotv) = V-(Vxwv)=0.
O

4.23 Beispiel. Sei F': R"\ {0} — R zweimal stetig partiell differenzierbar und rotationssymme-
trisch, also F(z) = f(r(x)) mit r(z) = ||z| und f € C?((0,00)). Dann ist auch AF : R\ {0} — R
rotationssymmetrisch, also AF = g or fiir eine stetige Funktion ¢ : (0,00) — R und es gilt

g(r) = f"(r) + fi(r).

n—1

r

Beweis. Ubungsaufgabe O

Wir fithren nun einen etwas anderen Differenzierbarkeitsbegriff ein, der im Gegensatz zur partiel-
len Differenzierbarkeit geometrisch motiviert ist und die geomentrische Bedeutung der Ableitung
als lineare Approximation in den Vordergrund stellt.

Fir f: I — R, I C R ein offenes Intervall, bedeutet Differenzierbarkeit, dass

lim (f(ac +h) — @) — f’(x)) =: lim M =0,

h—0 h h—0 h

wobei
p(h) = flx+h) = f(z) = hf(z).

Also kann man f in einer hinreichend kleinen Umgebung von z so schreiben:

fx+h) = f(z) +hf'(x) +ph),

wobei der Term ¢(h) fiir h — 0 gegeniiber den anderen vernachléssigt werden kann, da

lim ¢(h) = lim elh)

=0.
h—0 h—0 h

Es existiert also ein 6 > 0 und eine Funktion ¢ : (—4,0) — R und eine lineare Abbildung
A: R — R so, dass
f@+h) = f(x)+ A(h) + ¢(h)
mit
i £

—= =0.
hg%) h

4.24 Definition. Totale Differenzierbarkeit
Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ eine Abbildung. Es heifit f in einem Punkt = € G total
differenzierbar (oder einfach nur differenzierbar), wenn es eine lineare Abbildung

A:R" - R™

gibt und ein 6 > 0 mit Bs(x) C G, so dass fiir h € Bs(0) und

¢(h) = f(z+h) = f(z) — Ah
gilt
20 _
h—0 || h]
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4.25 Bemerkung. (a) Ist ¢ : R” D Bs(0) — R™ eine Funktion und &k € Ny, so sagt man, dass
¢ von hoherer als k-ter Ordnung in 0 verschwindet und schreibt ¢ = o(||2||*), falls

. p(h)
WSy e =0

Mit dieser Schreibweise ist also dann f : G — R differenzierbar in z wenn sich f in z bis
auf einen Fehler der Ordung o(||k||) linear approximieren 148t, also wenn

f(@+h) = f(z) + Ah +o(|[A]]) -

(b) Zur Erinnerung: Eine lineare Abbildung A : V' — W zwischen Vektorrdumen V und W
wird nach Wahl von Basen in V' und W durch eine (m x n)-Matrix (a;;) beschrieben.

Wir werden im Folgenden die Wahl der Basis nur dann explizit machen, wenn wir nicht
die kanonische Basis (e, ..., e,) von R™ bzw. (e1,...,ey) von R™ zugrunde legen.

(c¢) Natiirlich sagen wir, dass f : G — R™ total differenzierbar ist, wenn f in allen Punkten
x € G total differenzierbar ist.

4.26 Beispiel. Quadratische Formen

Sei C' = (¢;5) € M(n x n,R) eine symmetrische n x n-Matrix und

f:R" > R

n

x = f(x)={(z,Czx) = Z CijTi%j

i,j=1
die zugedrige quadratische Form. Fiir x, h € R gilt

flx+h) = (x+h,Cx+Ch) =

(x,Cz) + (h,Cx) + (x,Ch) 4 (h,Ch)
(x,Cx) +2(Cx,h) + (h,Ch)

= f(z)+ Ah + o(h)

mit A:=2Cz € M(1 xn)und ¢(h) = (h,Ch).

Da |p(h)| < ||A]l - [|Ch] < IC] - ||R]I?, gilt limp_0 % = 0. Also ist f in z differenzierbar.

4.27 Definition. Die Norm einer linearen Abbildung

Die Norm einer linearen Abbidlung 7' : R™ — R™ definiert man durch
IT] :=sup {||Tx||gm | x € R" mit ||z|g~ < 1}.
4.28 Bemerkung. (a) Es gilt |[T|| < oo, da f :  — ||Tx|grm stetig ist (f = || - || o T) und

B1(0) € R™ kompakt, also f als stetige Abbildung auf einem Kompaktum beschrinkt ist
(vgl. Satz 3.11).

(b) Es gilt fiir beliebiges = € R™, dass

[T 2|[gem = ll/len [T pzpllRm < [T} {J]|rn -
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4 Differenzierbarkeit

4.29 Satz. und Definition. Stetigkeit diffbarer Funktionen und die Jacobi-Matrix

Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R™ eine Abbildung, die im Punkt x € G differenzierbar sei,
also

f(@+h) = f(z)+ Ah+ o(||n]])
mit der Matrix A = (ai;) € M(m x n,R).
Dann gilt:
(a) f ist im Punkt x stetig.
(b) Alle Komponenten f; : G — R, 1 < i <m, von f sind in = partiell differenzierbar mit

Ofi

oz, (z) = aij -

Aus (b) folgt insbesondere, dass die Matrix A durch die differenzierbare Abbildung f eindeutig
bestimmt ist. Man nennt A das Differential, die Jacobi-Matrix oder die Funktionalmatrix
von f im Punkte z und schreibt:

D)@ = 750 = (grw)
Das Differential D f(x) ist also die lineare Approximation an f im Punkt z:
Fa+h) = F(@) + D) b+ olh]).
Beweis. (a) iy f(z -+ h) = f(a) + limyo(4h + of ) = £(2).
(b) Fiiri =1,...,m und h € R" ist

filw+ 1) = fil) + " agihy +ol[h])
j=1

also fiir k € R und h = ke;
filz + kej) = fi(x) + kaij + o([|ke;]]) -

Damit folgt fiir die partielle Ableitung von f; in Richtung e;
ofi lim fi(z + kej) — fi(x)

833j (x) = k1—>0 k

. o(k)
= aij + Jing = = aij

4.30 Satz. Stetig partiell differenzierbar = total differenzierbar

Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R eine partiell differenzierbare Funktion. Falls alle partiellen
Ableitungen 0; f im Punkt x € G stetig sind, so ist f in x total differenzierbar.

Beweis. Fiir h € R™ hinreichend klein sei
' i
2 ::x—l—Zhjej ,1=0,...,n.
j=1

Es gilt 29 = 2 und 2™ = z + h. Die Punkte 20~ und 2 unterscheiden sich nur in der i-ten
Koordinate. Nach dem Mittelwertsatz fiir differenzierbare Funktionen einer Veréinderlichen gibt
es deshalb ein 6; € [0, 1], so dass

FED) = f(207D) = 9; £ (y @)y
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wobei
y@ = 207D 1 gihse; .

Daraus folgt

n

fle+n) = f(z) = 0:f(y)h

i=1

Setzt man a; = 0;f(x) , so gilt

flz+h) = fx)+)_ aihi +(h)

i=1

mit

Wegen der Stetigkeit von 0;f in x gilt
lim (9 f (y'") — a;) = 0, f(lim y) — a; = 0, f(z) —a; =0,
h—0 h—0

also
plh) _
h—0 ||hl| '

O

4.31 Korollar. Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R™ stetig partiell differenzierbar. Dann ist
f total differenzierbar und somit stetig.

4.32 Merke. Es gelten also die Implikationen:

stetig partiell differenziebar = total differenzierbar = partiell differenzierbar

I
stetig

Die Umkehrungen gelten im Allgemeinen nicht!

Im Folgenden werden wir oft “stetig partiell differenzierbar” durch “stetig differenzierbar” abkiirzen,
da nach obigem eine total differenzierbare Funktion mit stetiger Ableitung ja insbesondere stetige
partielle Ableitungen hat.

4.33 Satz. Kettenregel

Seien G € R™ und H C R™ Gebiete und ¢ : G — R™ und f : H — RF Abbildungen mit
g(G) C H. Die Abbildung g sei im Punkt z € G differenzierbar und die Abbildung f sei im
Punkt y := g(z) differenzierbar. Dann ist die Komposition

fog:G—TRF
im Punkt z differenzierbar und fiir ihr Differential gilt:

D(fog)(z)= Df(g(x)) - Dg(z)

kxm—Matrix mxn—Matrix
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4 Differenzierbarkeit

Beweis. Sei A := Dg(x) und B = Df(y). Es ist zu zeigen, dass D(f o g)(z) = BA. Nach
Vorraussetzung gelten

glx+h) = g(x)+ Ah+ p(h)
fly+n) = fly)+Bn+v¢n)

mit (k) = o([|h[]) und ¢ (n) = o(||n||). Wéhlt man
n:=g(z+h)—g(x) = Ah+ ¢(h)
so ergibt sich

(feg)lw+h) = [lg(z)+n) = [fl9(x) + Ah + ¢ (h))
= fl9(@)) + BAh+ Bp(h) + ¢(Ah + ¢(h))
= (fog)(x) + BAh+x(h)
mit x(h) = Bp(h)+¥(Ah+¢@(h)). Es bleibt also zu zeigen, dass x(h) = o(||h]]) . Mit @(h) = o(||h]|)
ist auch By(h) = o(||h||). AuBerdem gibt es eine Konstante K > 0, so dass |[¢(h)|| < K||h| fur

alle hinreichend kleinen h. Wegen v (n) = o(||n||) gilt ¥(n) = ||n|l¢1(n) mit lim,_o1(n) = O.
Damit ergibt sich

[ (AR + (M) < ([[A[l + E)[|A] - [ (AR + @),

also
L (AR + p(h)

=0.
h—0 12l

4.34 Beispiel. Der Laplaceoperator in Polarkoordinaten
Die Abbildung

fi(0,00) xR =R\ {0}, (r,0) = f(r, ) = (reosp,rsing) = (z(r,¢), y(r,9))

versieht den R? \ {0} mit Polarkoordinaten. Eingeschrinkt z.B. auf (0, 00) x [—, 7) ist f sogar
bijektiv. Sei G C R? ein Gebiet und u € C?(G,R), dann driickt man u in Polarkoordinaten
aus, indem man u o f betrachtet, also w als Funktion von (r, ) schreibt. Genauso ist Au in
Polarkoordinaten durch (Au) o f gegeben. Ziel ist es nun, (Au) o f durch Differentiation an uo f
ausdriicken. Und tatséchlich gilt

O*(uof) 1 (uof) 1 9(uolf)
Beweis. Nachrechnen mit Kettenregel (Ubungsaufgabe). O
A
7r
IR2
(0,00) X [—m,m) f
0 > e — ¢
0
_______________ \
\
\
-1 \
\
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Aber wie kommt man auf den Ausdruck (4.1)?7 Dazu betrachten wir zunéchst das Differential von
u in Polarkoordinaten. Mit der Kettenregel gilt

D(uo f)=Duo f-Df, also  Duof=D(uof)-(Df)7", (4.2)
wobei (Df)~! in unserem Beispiel leicht berechnet werden kann:

1 _
(D)~ = %f(ra ®) g%(ﬁ ©) _ ( cosp —rsing > !
%(r, ©) (%(r’ ©) singp rcosy

_ L[ rcosp rsinp \ [ cos¢ sin ¢
~ pr \ —sinp cosp ) ;S;n‘/’ gos '

Wir haben also in (4.2) eine allgemeine Formel fiir das Differential Du von u ausgedriickt in
Koordinaten geben durch f. Dabei benotigen wir nur die Invertierbarkeit von D f. In unserem
Beispiel ergibt sich

d(uof) d(uof) cosp singp
Duof = ( o oy _sing  cosg
B I(uof) sinpd(uof) .  d(uof) cospd(uo f)
N <COS¢ or r dp SIP g, + r dp
. Ou sinpdu . Qu  cospduy
= (cosgpaT . 8¢’Sln¢8r+ . &p) =graduo f, (4.3)
Zuof Suof

wobei hier die Komponenten beziiglich der kanonischen Basis des R? stehen und grad v als Zei-
lenvektor aufgefasst wird. Im letzten Schritt und im Folgenden unterdriicken wir manchmal f,
d.h. an Stelle von (u o f)(r,¢) schreiben wir einfach u(r, ) und entsprechend 9,u(r, ) statt
Or(uo f)(r,p). In dieser verkiirzten Notation kénnen wir nun auch Awu o f berechnen:

0? ( 0 singp 0 )2 ( d sing 8) ( ou singp@u)
—u = |[cos — ) u={cos — ] { co — —

Ox? Yor T v Ay Por T 1 Do “Yor r Op
C eog? cp@ cospsing Ju  cospsing 0%u
or? r2 Op r ordp
_ cospsing 0?u  sin?p Ju | cospsing du sin? o 0%u
r ordp r Or r2 o r2  Op?

und analog

0? .0 cosp 0 2 ) 0 cosp O . Ou cosy du
—SUu = sSinp— + — | u= smcp5+ — sin + —

Oy? or r Op r Op Yor r Op
_ 2 cp@ _cospsing du  cospsing 0%u
or? 72 Oy r ordp
cospsing 0%u  cos? Ou  cospsing du cos? ¢ 0%u
r ordy r Or r2 Do r2 9p?’

Addiert man die beiden Ausdriicke, so ergibt sich (4.1).

Nochmals zuriick zu (4.3): Die Matrix Du o f ist die Linearisierung der Abbildung v : R? —
R im Punkte f(r,¢) bezglich der kanonischen Basis des R2. Man kann nun aber auch noch
versuchen, die lineare Abbildung Du o f beziiglich einer den Koordinaten angepassten Basis
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darzustellen, ndmlich beziiglich der aus der Physik bekannten Basisvektoren e, und e,. Um diese
verniinftig zu definieren, schrinken wir zunéchst f auf (0,00) X (=7, ) ein und erhalten so einen
Diffeomorphismus

f:G:=(0,00) x (—m,m) — R*\{(2,0):2<0}=:D

Seine Umkehrung ist gegeben durch g : D — G, g(z,y) = (r(z,y),¢(x,y)) mit r(z,y) =

V22 + y2 und
arctan(z/y) fir x > 0,y >0
o(z,y) = /2 firz =0,y >0

Wir werden spéter zeigen, dass die Invertierbarkeit von D f ganz allgemein die lokale Invertier-
barkeit von f impliziert.

A

s R2
(0,00) X [—m,m) g
o0
S OO O C O O O *, \ "'.'
RLEORe e(p

Die Zeilenvektoren von Dg bilden nun eine Basis des R? und stehen senkrecht auf den jeweiligen
Koordinatenlinien, da sie ja gerade durch den Gradienten der Koordinatenfunktionen gegeben

sind,
or  Or
Dy = 9z oy _ < gradr )
% % grad ¢
Um nun Dg auszurechnen, differenziert man nicht etwa g (was bei komplizierten f’s oft gar nicht

explizit geht), sondern verwendet nochmals die Kettenregel. Weil g o f = id ist, ist nach der
Kettenregel

wobei E wie immer die Einheitsmatrix bezeichnet. Also ist
Dgo f=(Df)™",

was wir fiir unser Beispiel oben schon berechnet haben. Der Basiswechsel von der neuen Basis in
die kanonische ist durch (Dg)” = ((Df)™1)” gegeben. Multiplikation von (4.3) durch ((Df)~1)T
von rechts (nur im Urbildraum wird die Basis gewechselt) liefert das Differential Du als Matrix
beziiglich der durch f beschriebenen Basisvektoren

(Duo f)(Dgo f)T = D(uo f)-(Df)y~ - ((Df)™H)T.
Im Beispiel der Polarkoordinaten ergibt sich bzgl. der Basis (gradr, grady)

D Ou sinpdu . Ou n cos p Ou Ccos —Si% ou 1 Ou
u= | cosp— — —, singp— — == ==
r Op’ Y or r Oy singp =€ or’'r2op )’

S087"

bzw. nach Normierung mit e, = gradr und e, = r grady und einem weiteren Basiswechsel in die
Basis (e, ey)
ou 1 Ou 10 Oou 10u
Du=|—,—-— ==—,-=— .
or’ r2 dyp 0 r or’ r oy
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Wir hétten natiirlich auch gleich in die Basis (e,,e,) transformieren kénnen,

Ou sinpdu . Ou cospdu cosp —sing Ou 10u
Du = (cosp— — -, sinyp— + — . =\3-5-)>
or r o Oy or r Oy sing  cosy or’ r Oy

Da (e,,e,) eine Orthonormalbasis ist, gilt schlieSlich

ou 1 0u
Du=—el +=-——el.
YT o et r &pe“"
4.35 Definition. Richtungsableitung

Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R eine Funktion. Unter der Richtungsableitung von f im
Punkt z € G in Richtung v € R", versteht man den Differenitalquotienten

flz + ) = f(z)
h ?

d .
O0uf(2) = Dof(z) = - f(2 + hv)lp=o = lim
falls dieser existiert. Fiir v = e; ist 0, f also gleich der j-ten partiellen Ableitung 0, f .

4.36 Satz. Richtungsableitung und Gradient

Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R stetig differenzierbar. Dann gilt fiir jedes x € G und jeden
Vektor v € R"

Oy f(x) = (Vf(z),v).
Beweis. Sei g : (—9,6) — G definiert durch g(t) ==z +tvund h:= fog:(—6,0) = R.
Nach Definition der Richtungsableitung ist

0o f(z) = %f(m +t0) )iy = %h(()).

Aus der Kettenregel folgt

Shit) = Do) Doty =3 L (gt)) W)
1xn nx1 jzl‘%/—/ R_’—/
(gradf); =%
— (v.grad f(g(t))
also %h(()) = (v, grad f(x)). O

4.37 Bemerkung. (a) Ist Vf(z) # 0, so ist der Winkel 6 zwischen den Vektoren v und V f(z)
definiert und es gilt

O f(x) = (V[f(x),v) = [V f()[ ]| cosb.

Die Richtungsableitung ist also maximal, falls v und V f(z) die gleiche Richtung haben. Der
Vektor V f(z) gibt also die Richtung des stéirksten Anstiegs von f an.

(b) Fiir stetig differenzierbares f : G — R™ ist die Richtungsableitung somit gegebn durch

avfl(l‘) Vfl(l')
of@ =+ |=| :+ |-v=Di@-w.
O fm () V fm(x)

wobeil das Produkt das Matrix-Vektor Produkt ist.
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4 Differenzierbarkeit

Erinnerung: Der wichtige Mittelwertsatz der Differentialrechnung in einer Verénderlichen lésst
sich fiir eine stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R aus dem Hauptsatz der Integral- und
Differentialrechnung wie folgt ableiten: Substitution = = a + t(b — a) liefert

b 1
f0) — fla) = / f(x) da = /0 [+t —a)) - (b— a)dt

1
_ / fla+thydt-h=f(a+06h) h,
0

wobei die letzte Gleichung mit einer Zahl 6 € [0, 1] gemifl dem Mittelwertsatz der Integralrech-
nung gilt. Bis auf diese letzte Gleichheit gilt ein analoges Resultat auch fiir f : R D G — R™.

4.38 Definition. Fiir eine stetige Funktion A : [a,b] — M (m x n,R), t — A(t), sei

</bA(t)dt>“:: /baij(t)dt.
a iy Ja

4.39 Satz. Mittelwertsatz der Differentialrechnung

Sei G C R” ein Gebiet und f : G — R™ stetig partiell differenzierbar. Sei x € G und h € R"
derart, dass die Strecke {z +th|t € [0, 1]} ganz in G liegt. Dann gilt:

1
flx+h)— f(z)= </ Df(a:—i—th)dt) - h
0
4.40 Bemerkung. Man beachte, dass man fiir m > 2 das Integral fol Df(x + th) - hdt im

Allgemeinen nicht durch den Wert des Integranden an einer Zwischenstelle x 4 0h ersetzen kann.

Beweis. des Mittelwertsatzes. Setzen wir ac: [0,1] — G, a(t) = x+th, so ist nach dem Hauptsatz
angewendet auf (fioa):(0,1) = R

1
fla+h) - f@) = <foa><1>—<foa><o>=/0 C(foatyr
— /Df Da( ) dt = /Dfx+th)dt h.

O

4.41 Bemerkung. Die wichtige Konsequenz aus dem Mittelwertsatz fiir Funktionen in einer
Verénderlichen, dass namlich die Differenz der Funktionswerte durch die Differenz der Argumente
mal einer Schranke auf die erste Ableitung abgeschéiitzt werden kann, liefert auch noch diese
integrierte Form des Mittelwertsatzes in n Verénderlichen.

4.42 Korollar. Schrankensatz

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R™ stetig partiell differenzierbar. Seien z,y € G und
a:[0,1] — G ein stetig differenzierbarer Weg mit «(0) = z und «(1) = y. Mit

M := sup{|[Df(a(t))[[ |t € [0,1]} < o0

e t)Hdt

Lénge des Weges «

gilt
1/ (y) =
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4.43 Lemma. Ist 8 : [0,1] — R" eine stetige Abbildung und || - || die euklidische Norm auf R".

Dann gilt: 1 1
H/o 5(t)dtH S/O 18| dt .

Beweis. Sei I = fol B(t)dt = (fol pi(t)dt,. .., fol Bn(t) dt) € R™. Dann gilt mit Cauchy-Schwarz
und der Linearitit des Skalarprodukts

1 1 1
P = (1,1) = ( /0 B(t) dt, I) = /0 3. nyde< [ 130 I11de =z /0 181t

O
Beweis. des Schrankensatzes. Mit Da(t) = %(t) ist
1 1
5@~ f@I = | [ Dfta(t) Datat] < [ [Dfa(t) - Datt)]
0 0
1 1 a
< M/O HDa(t)Hdt—M/O flt(t)Hdt.
0

4.44 Korollar. Sei G ein Gebiet, f : G — R™ partiell differenzierbar und D f(z) = 0 fiir alle
x € G. Dann ist f auf G konstant.

Beweis. Seien z,y € G beliebig und « : [0,1] — G ein Weg mit «(0) = 2 und (1) = y. Wenn «
differenzierbar ist, so folgt mit dem Schrankensatz sofort

1
1f ) — F@)] < M /0

da
—(t)||dt =
o] ar=o,

da wegen Df = 0 auch M = 0 ist. Also f(z) = f(y). Nun koénnen wir aber im Allgemeinen nur
einen stetigen Weg von x nach y finden. Das folgende Argument zeigt, dass wir diesen stetigen
Weg zumindest lokal durch einen differenzierbaren (némlich durch eine Strecke) ersetzen kénnen.
Setze to = sup{t € [0,1]| f(a(7)) = f(x) VT € [0,t]}. Wegen der Stetigkeit von f ist dann auch
f(a(to)) = f(x). Angenommen ¢y < 1, dann gibt es ein 6 > 0 mit Bs(a(tp)) € G und ein
0 <6 <4, so dass auch oty 4+ 8) € Bs(a(ty)) liegt. Da fiir h := a(ty + 0) — a(t) die ganze
Strecke [0,1] 5 s — a(to) + hs C Bs(a(to)) C G liegt, gilt nach dem Schrankensatz

1f (alto +8)) — fla(to))] < Mlla(to + ) — alto) |
mit
M = sup, o,y llgrad f(a(to) + sh)]| = 0.

Also ist auch noch f(a(to+6)) = f(a(to)) = f(z). Somit ist to = 1, d.h. f(z) = f(y) und f ist
konstant. 0

33






5 Taylorformel und lokale Extrema

Wir haben im ersten Semester gezeigt, dass fiir eine zweimal stetig differenzierbare Funktion
f iR — R die Taylorentwicklung

fle+h) = flz) + flz)-h + 5f2)-h> + oflhf)
T T T T
0. Ordnung 1. Ordnung 2. Ordnung Fehler hoherer
= konst. = linear = quadratisch Ordnung

eine lokale quadratische Approximation an die Funktion f liefert. Fiir Funktionen f : R™ — R ist
die erste Ableitung D f(z) = gradf(z)" ein Zeilenvektor und die zweite Ableitung Hessf(z) eine
Matrix. Die naheliegende Verallgemeinerung der Taylorschen Formel fiir solche f ist also

fath) = f@) + gj Za eyt + ollAl?)

= f(x) + (gradf(z),h) + 5(h,Hessf(x)h) + o(|hl*).

5.1 Notation. Multiindices und iterierte Richtungsableitung

Um die hoheren Terme der Taylorentwicklung giinstig zu notieren, fithrt man folgende Schreib-

weisen ein:
(a) Multiindices: Fiir o € N§, o = (a1, ..., o), sei
n
lof = a1+ 4a,= E o
Jj=1
n
al = ap!ap! = Haj!,
i=1

fiir eine |a|-mal stetig partiell differenzierbare Funktion f : G — R sei

olelf
OVf =0 O f =
f 1 " f oL o
und schlieflich fir x = (z1,...,z,) € R"
¢ =] ron = H xjaj
j=1

(b) Iterierte Richtungsableitung: Fiir f € C*(G) und h € R" sei

(h-V)*f(x) = Off(x Z Zhﬂ-- L 05y 05, f ().

J1=1 Jr=1
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5 Taylorformel und lokale Extrema

5.2 Lemma. Sei G C R" ein Gebiet, f : G — R eine k-mal stetig partiell differenzierbare
Funktion, x € G und h € R" derart, dass die geradlinige Verbindung von x nach x + h ganz in
G verlduft, also {x + ht|t € [0,1]} C G. Dann ist die Funktion ¢ : [0,1] — R, () = f(x + th)
auch k-mal stetig differenzierbar und es gilt

dkSO k k! le' a

= (h-V)Ff) (@ +th) = > 0% f (@ +th) he.

|a|=k
5.3 Bemerkung. (a) Die Notation Z|o¢|:k bedeutet, dass sich die Summe {iiber alle n-Tupel

a € Ny erstreckt, fiir die |o| = k ist. Davon gibt es < "o ]1 Tk ) Stiick.

(b) Ist @« = (a1,...,ap) mit k = o] = a1 + ... + ay, so gibt es Z—', Mboglichkeiten, eine k-
elementige Menge M in n disjunkte Teilmengen Si,...,S, zu zerlegen, M = SlU -US,,
so dass S; gerade a; Elemente hat (i = 1,.. ) Oder anders formuliert: es glbt } Moglich-
keiten k verschiedene Kugeln auf n Urnen 5’1, ..., Sy zu verteilen, sodass in der ] -ten Urne

genau «; Kugeln liegen. Fiir n = 2 ist beispielsweise al’fLQ, = (kk_! ol = < o > .
lacs! . .

Beweis. von Lemma 5.2. Nach der Kettenregel ist

—o(t)=Df(x+th)h=>Y_ %(:ch) hj .

dt = 0%
Nochmals die Kettenregel liefert
d2 2f
di2 QO Z al‘zaxj 1" + th) Z ) 811 azzf(:z + th)hu hzz )
11,i2=
und k-malige Anwendung schlieflich
tkgo Z By -+ Oy f(@ + thYhiy .. by = ((h- V)*f) (z + th) .

0150t =1

Da die Reihenfolge der Differentiationen aber geméfl Satz 4.16 keine Rolle spielt, fassen wir Terme,
in denen aq-mal nach der ersten Koordinate, co-mal nach der zweiten Koordinate etc. abgeleitet

wird, zusammen. Es gibt nun nach Bemerkung 5.3 gerade allki'an' solche k-Tupel (i1,...,i) in
denen aj-mal der Wert 1, as-mal der Wert 2, ..., und a,-mal der Wert n vorkommt. Durch
Zusammenfassen der Summanden ergibt sich also
dko k!
la|=k

5.4 Satz. von Taylor

Sei G C R"™ ein Gebiet und f : G — R eine (k + 1)-mal stetig partiell differenzierbare Funktion.
Sei € G und h € R" derart, dass die Strecke [z,x + h] := {z + th|t € [0,1]} ganz in G liegt.
Dann gibt es ein 6 € [0, 1] so, dass

(V) F) (2 h- V)R E) (z + 60k
floth) = Z(( n)ﬂ )()+(( )(k—i—l))(! )

m=0

- o o
=3 ¥ T'f(x)ha+ > T!f(:chGh)ha.

m=0 |a|=m ) |a|=k+1
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5.5 Bemerkung. Man nennt
(k) °f(x) o
P (h) =Y e h
ol <k

das Taylorpolynom vom Grad k von f in x. Schreiben wir

P (h) := Py(h) + Pi(h) + - + Py(h),

fix
so ist
Py(h) = f(z)
Pi(h) = 01f(x)hi+ -+ Onf(x)hy = (gradf(z), h)
1 [e5pale’] al .00

P a1+za;:2041!042! O 05" f () Iyt

1 [ < 92 1

-2 Z 31:,5;(33) hih; | = 5(h,Hessf(m)h>,
i,j=1 g

Fiir Funktionen f : G — R™ erhélt man so eine Taylorentwicklung fiir jede Komponente f;,
j=1....m.

Beweis. von Satz 5.4. Betrachte die Kurve 7 : [0,1] — G, 7(t) = = + th, und setze ¢ : [0,1] — R,
o(t) = (f oy)(t). Dann ist ¢ eine (k + 1)-mal stetig differenzierbare Funktion, also existiert nach
der Taylorformel fiir Funktionen in einer Verénderlichen (vgl. Mathe fiir Physiker I) ein 6 € [0, 1],
so dass gilt

LN COTH (k+1) (g
o) = z::f m!( )+@(k+1()!)‘

Nach Lemma 5.2 erhalt man

k . m T . k+1 T
ferm = o = > QIRIE@ (@I

m=0

m=0

_ °f(x) ;4 0%f(x+60h) o
- Z ol e+ Z a! P
la|l=m |o|=k+1
2lal<k
O

5.6 Korollar. Sei G C R" ein Gebiet und f € C*(G,R). Dann gilt fiir jedes z € G und § > 0
mit Bs(z) C G, dass fiir h € B;s(0)

F(x+h) = P (h) + o(|h]]*) .

xT

Beweis. Nach Taylors Satz gibt es fir jedes h € Bs(0) ein 0 = 6(h) € [0,1], so dass

flath = > mé,(””) W+ > aaf(”g;r o) pe.
|| <k—1 ) lo|=k ’

Wir setzen ¢ : B5(0) — R als
= ¥ (LA 2T

al ol
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5 Taylorformel und lokale Extrema

Wegen der Stetigkeit von 0°f ist
hm 0% f(x +0h) —0%f(x)) =0

und deshalb gilt

| a1 (0°f(x +6h) = 0*f(x)) - h*| _ 4 el
& < O%f(x + 60h
o I24(0% -+ 08) = 0 F@) | e =
.. he By |®1 | By o .
fiir h — 0, denn I‘IhIIIL = ‘H}i‘ﬂo‘l---‘”h”L” < 1. Also ist
o o
fatny=3 PID pey o)
|la|<k

mit (k) = o([[A]").

O

5.7 Bemerkung. (a) Fiir £ = 0 erhiilt man die Aussage, dass eine stetige Funktion stetig in

x ist, denn oo
farmy = 3 T+ ollal) = 7@) +o(1),
lajl<o
also limy o f(z + h) = f(z).

(b) Fiir £ = 1 erhélt man die Aussage, dass eine stetig differenzierbare Funktion in z stetig

differenzierbar ist, denn

fatn = 3 EL @ volinl) = +Z v) i ol) = £(x) + D ()h-+oh])

o<1

(¢) Aber fiir kK = 2 erhélt man nun die sehr niitzliche Aussage, dass eine 2-mal stetig differen-

zierbare Funktion die folgende Darstellung erlaubt:

pny = 3 PID o o) = f) + (arad (). ) + L, Hess () +

|| <2

5.8 Definition. Lokale Extrema

of[I1]?) -

Sei G C R"™ ein Gebiet und x € G. Man sagt, dass eine Funktion f : G — R in z ein lokales

Maximum hat, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dass fiir alle y € Bs(z) gilt

fy) < fla).

Ist f(y) > f(x) fiir alle y € Bs(x), so spricht man von einem lokalen Minimum. Hat f in z ein

lokales Maximum oder Minimum, so spricht man von einem lokalen Extremum

5.9 Proposition. Sei f : G — R, x € G und f habe in x ein lokales Extremum. Falls f in z

partiell differenzierbar ist, so gilt
gradf(z) =

Beweis. Definiert man fiir § > 0 klein genug die Funktionen h; : (—4,0) — R durch

hz(t) = f(x + tei) y

So ist

aa:i ().

Mit f hat aber auch h; in 0 ein lokales Extremum, also gilt nach Mathematik fiir Physiker T

%hi(()) =0 fir i =1,...,n. Somit ist auch gradf(x) = 0.
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Wie im eindimensionalen Fall ist V f(z) = 0 nur ein notwendiges, aber kein hinreichendes Krite-
rium fiir das Vorliegen eines lokalen Extremums. Die Losungen der Gleichung V f(x) = 0 liefern
somit die Kandidaten fiir die lokalen Extrema. Um ein hinreichendes Kriterium zu finden, be-
trachtet man wie im Fall von f: R — R die zweite Ableitung.

5.10 Erinnerung. Eine reelle symmetrische n x n-Matrix A = (a;;) heifit
(i) positiv definit, wenn fiir alle z € R™\ {0} gilt, dass (z, Ax)gn = >
(ii) negativ definit, wenn fiir alle x € R™ \ {0} gilt, dass (z, Az)p. < 0.

2]-:1 Qij Ty Tj > 0.
(iii) indefinit, wenn es z,y € R™ gibt mit (z, Az) > 0 und (y, Ay) < 0.
In der linearen Algebra haben wir gezeigt: Jede symmetrische Matrix ist diagonalisierbar, besitzt

also eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren. Deshalb ist A € Sym,, genau dann positiv bzw.
negativ definit, wenn alle Eigenwerte positiv bzw. negativ sind.

5.11 Satz. Sei G C R" ein Gebiet und f € C?(G,R). Sei z € G eine Nullstelle von gradf , also
gradf(z) =0.

(a) Ist Hessf(z) positiv definit, so hat f in x ein lokales Minimum.

(b) Ist Hessf(x) negativ definit, so hat f in x ein lokales Maximum.

(c) Ist Hessf(x) indefinit, so hat f in x kein lokales Extremum.

5.12 Lemma. Sei A € Sym,, positiv definit und Ag > 0 der kleinste Eigenwert von A. Dann gilt
fiir alle z € R™, dass
(x, Az) > Nollz|?.

Beweis. Stelle x in einer Orthonormalbasis aus Eigenvektoren dar. O

Beweis. von Satz 5.11. (a) Sei 6 > 0 so klein, dass Bs(x) C G ist. Nach Korollar 5.6 gilt dann fiir
h € Bs(0)

f(x+h) = f(x)+ & (h,Hessf(x)h) + o(h)
mit ¢(h) = o(||h]|?). Wihle nun 0 < &' < § so klein, dass |¢(h)| < %Hh”2 fiir alle h € By (0) gilt,
wobei A\g > 0 der kleinste Eigenwert von Hessf(z) sei. Dann ist fiir alle h € By/(0) \ {0}

flx+h) = f(z)+ 3(h,Hessf(z)h) + ¢(h)
Fla) + 22l — 22 )

= F@)+ 2P > fa).

Also ist f(z) ein striktes lokales Minimum.

(b) Ist Hessf(z) negativ definit, so ist Hess(— f)(x) = —Hessf(z) positiv definit. Also hat —f ein
lokales Minimum und somit f ein lokales Maximum.

(c) Wiahle h € R™ \ {0} so, dass a := (h,Hess f(z)h) > 0. Dann gilt fiir alle ¢ > 0 mit ¢ klein
genug, dass

flx+th) = f(x)+ 5 (th,Hessf(z)th) + o(th)
= f(a)+iat®+o(h)

Fiir [t] klein genug ist aber |o(th)] < &2,
also o
fle+th) > f(z)+ ; t* > f(2)
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5 Taylorformel und lokale Extrema

fiir 0 < t < 0 und § klein genug. Also gibt es in jeder Umgebung von z einen Punkt y = x + th,
sodass f(y) > f(z) ist. Das gleiche Argument fiir 2 mit & = (h, Hessf(x)h) < 0 zeigt, dass in
jeder Umgebung von z auch ein Punkt § mit f(7) < f(x) liegt. Also hat f in z kein lokales
Extremum. O

5.13 Bemerkung. Man nennt die Nullstellen von gradf auch die kritischen Punkte von f.

5.14 Beispiel. Minimum und Sattel

(a) Sei f : R? — R, (z,y) — 22+ y*> + c. Dann ist
gradf(z,y) = (2x,2y), also grad f(z,y) = 0 &
(z,y) = (0,0). Weiterhin ist

Hessf(z) = < (2) g ) = Hessf(0,0)

positiv definit. Somit hat f bei (0, 0) ein striktes lokales
Minimum.

(b) Die Funktion f : R? — R, (z,y) — 2% — y? + c erfiillt
gradf(0,0) = (0,0) und

Hessf(0,0) = < (2) _02 ) .

Also hat f in (0,0) kein lokales Extremum.

5.15 Bemerkung. Ist Hessf(z) nur positiv semidefinit, gilt also nur (h, Hessf(x)h) > 0 fiir alle
h € R™"\ {0} und gradf(z) = 0, so kann man noch nicht entscheiden, ob in z ein lokales Minimum
vorliegt. Beispiele:

(i) f:R?2 =R, (2,y) — 22 + ¢ hat lokales Minimum bei (0, 0)
(i) f:R%2 =R, (z,y) — 22 + 93 hat kein lokales Minimum bei (0, 0)
(iii) f:R? =R, (x,y) — 22 hat lokales entartetes Minimum bei (0, 0).

Wegen Satz 5.11 (c) ist aber die Semidefinitheit ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines
Extremums.
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6 Implizite Funktionen

Eine Funktion ¢g : R — R ist nicht immer ,explizit” in der Form y = g(x) gegeben, sondern hiufig
nur ,,implizit” durch eine Gleichung der Form

F(z,9(z))=0.

Hierbei wire F': R? = R, (z,y) — F(x,y) eine ,explizit* gegebene Funktion. Man méchte dann
die implizite Gleichung F'(x,y) = 0 explizit machen, d.h. ,nach y auflésen® und in der Form
y = g(z) schreiben.

6.1 Beispiel. Betrachte F': R? = R, (z,7) + 22 + 3% — 1. Dann ist
C={(z,y) € R?| F(z,y) = 0}

die Einheitskreislinie in R?. C' ist aber nicht der Graph einer Funktion ¢ : R — R, denn

(i) Fir z € R mit |z| > 1 gibt es kein y € R mit (z,y) € C.

(ii) Fiir z € R mit |x| < 1 gibt es gleich zwei y € R mit (z,y) € C, nimlich y = +v/1 — 22.
Gibt man allerdings (a, b) € C' mit b # 0 vor, so kann man F(x,y) lokal um (a, b) nach y auflosen,

d.h. es gibt eine Umgebung U; C R von a und eine Umgebung Us von b und eine Funktion
g : Uy — Us so, dass fiir alle (z,y) € Uy x Uy gilt

F(r,y) =0 & y=g(z).

Ist etwa b > 0, so wihle € > 0 klein genug, U; = 7} UIL,X V2
(a—e,a+e),Up=(b—e,b+¢€) und bl /<r/(a,b)
g(z) = JFM- UQ//

Aber: Fiir b = 0 kann man in keiner Umgebung von ? P ;

(1,0) oder (—1,0) nach y auflésen, wohl aber nach x,

durch z = £+4/1 — y2. Die Punkte (£1,0) € C sind U1
aber genau die Punkte, wo %—5 = 2y verschwindet,

d.h. die Tangente an C vertikal ist.

Der folgende Satz iiber implizite Funktionen gibt eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass
man eine implizite Gleichung F(x,y) = 0 lokal um einen Punkt (a,b) mit F(a,b) = 0 in der Form
y = g(x) explizit machen kann.

6.2 Satz. Satz iiber implizite Funktionen

Sei G C R"™ = R7? x R})" ein Gebiet und F : G — R™ eine stetig partiell differenzierbare
Funktion. Sei (a,b) € G derart, dass F'(a,b) = 0 ist und

o .. OF
oy OYm
oOF
a—(a,b) = e (a,b)
Y Fm . OFm
83/1 aym
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6 Implizite Funktionen

invertierbar ist.

Yty s Ym
A

Dann existieren offene Umgebun-
gen U; C R™ von a und Uy C R™ U; x Uy
von b mit Uy x Uy C G und ei-

ne stetig partiell differenzierbare b1 / (a,b)
Funktion g : Uy — Us, sodass fiir G
’ aph
alle (z,y) € Uy x Us gilt: UM raph(g)
2

G

Flz,y) =0 < y=g(=). /_/><
4

Das Differential von g ist

Dy(x) = — [0, F (2, g(x))] " 0, F (. g(x)) . TS
1

6.3 Bemerkung. Die Bedingung det(%—i(a, b)) = 0 ist gleichbedeutend damit, dass keine Rich-

tungsableitung von F' in ,,y-Richtung® verschwindet, also ' - %—g(a, b) # 0 fiir alle ¥ € R™ \ {0}.
Dadurch wird sichergestellt, dass es eine Umgebung Uy von b gibt, so dass fiir y € Us

F(a,y) =0 & y=b.

Beweis. von Satz 6.2. Wir zerlegen den Beweis in die folgenden drei Schritte:

(a) Wir werden zunéchst fiir Uj, Uy klein genug mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes
zeigen, dass g : Uy — Us mit F'(z, g(x)) = 0 existiert und eindeutig bestimmt ist.

(b) Wiederum mit dem Banachschen Fixpunktsatz zeigen wir dann die Stetigkeit von g.

(c) Die stetige Differenzierbarkeit von g folgt schliellich aus der stetigen Differenzierbarkeit
von F.

Zu (a): Betrachte die Funktion ® : G — R™ gegeben durch
@(%,y) =Yy - B71F<I‘,y)
wobei B = %—5(0, 0) und 0.B.d.A (a,b) = (0,0) ist. Dann gilt

F(z,y)=0 & B™'F(z,y)=0
& y—B 'F(z,y) =y
& B(z,y)=y.

Also ist F(z,y) = 0, genau dann wenn y ein Fixpunkt der Abbildung y — ®(z,y) ist.

Weil 9,9(0,0) = E,, — B~19,F(0,0) = E,, — B™'B = 0 ist, ist |9,®(z,y)| < & in einer hin-
reichend kleinen Umgebung von (0,0), die wiederum das Produkt zweier abgeschlossener Kugeln
By, (0) x B,,(0) enthilt. Der Schrankensatz impliziert dann, dass fiir (z,y) und (x,y’) in dieser
Umgebung

12(z,y) — (2, y)]| < 5lly =¥/
gilt. Daraus folgt nun wieder, dass
®(x,-) : Byy(0) — B, (0)
fiir jedes feste z in einer geeigneten Kugel B,,(0) C B, (0) eine Kontraktion ist: fiir y € B,,(0)
ist
122, y)|l < |@(z,y) — (2, 0)[| + [|@(z, 0)]| < 5]yl + g2 < 72,
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wenn man B,,(0) so klein wihlt, dass ®(x,0) < r9/2 is fiir z € B,,(0). Letzteres ist wegen
®(0,0) = 0 und der Stetigkeit von ® immer moglich. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat
®(x,-) genau einen Fixpunkt, den wir g(z) nennen. Also gibt es zu jedem x € B,, genau ein
y = g(v) € B,,, sodass F(x,y) = 0 ist. Insbesondere ist g(0) = 0.

)

Zu (b): Man betrachtet die gleiche Abbildung wie in (a), nur fiir alle z € B,., gleichzeitig. Sei
A:={h e C(B,;,R™)|Bild(h) C B,,,h(0) =0}.

A ist abgeschlossene Teilmenge des Banachraums C'(R™,R™) mit der || - ||co-Norm. Die Abbildung
UV:A—- A
U(h)(z) = (x, h(x))

ist dann wieder eine Kontraktion, denn

[ (h) = T(1)]loo = sup |@(z,h(z)) = D(x, 1 (2))] < sup glh(z) =W ()] = 3]lh — W]l -

CEEBT3 wEBr3
Der Fixpunkt von ¥ ist
U(h)=h

3
iy
" &
> =

(z)) = h(x) Vx € By,
() =0 Vz € By,
Vz € By, .

T 0
=
B
I
2
&

Also ist g € A und somit stetig.
Zu (c): Da F stetig differenzierbar ist, gilt mit dem Mittelwertsatz fir j = 1,...,m

0 = Pyl g(e) — Fyleo.g(a0) = (e, 9(@)) — F (w0 9(2)) + Fy(ao, 9(@)) — F (o, g(a0)
1
= ([ amo+ tto — a0 g(a) - o - )t
1
n ( [ auFian,fn) + o) — g(50)) - () — g0 dt)

= 0.Fj(Z5,9(x)) - (x — ) + Oy Fj (20, 95) - (9(x) — g(x0))
fiir geeignete Zwischenstellen (Z;, §;) € G. Also ist
833F1<i.17g($)) ayFl(xOugl)
0 = : (z —z0) + : (9(x) — g(x0))
893Fm(jmag($)) 8yFm(x0agm)
— A()- (z - 20) + B(@) - (9(x) — g(x0))

Nun ist 9,F'(0,0) nach Annahme invertierbar, also 9,F1(0,0), ..., dyF,(0,0) linear unabhéngig.
Diese lineare Unabhéngigkeit bleibt aber wegen der Stetigkeit der 9,F(x,y) in einer hinreichend
kleinen Umgebung von (0, 0) erhalten und fiir eine hinreichend kleine Umgebung von 0 ist B(x)~!
gleichméBig beschrankt. Wahlen wir xp in dieser Umgebung, so gilt

g(x) — g(zo) = =B L (2)A(z) - (z — z0) .
Aufgrund der Stetigkeit der partiellen Ableitungen von F gilt
lim B (2)A(x) = B~ (o) A(wo)

T—rT0
also
Dy(x) = —8y,F (x0, g(20)) ™" 8z F (w0, g(x0)) ,
was schliefllich die Existenz und Stetigkeit der partiellen Ableitungen von g zeigt. OJ
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6 Implizite Funktionen

6.4 Beispiel. Sei G C R" ein Gebiet und f : G — R stetig differenzierbar. Wir betrachten die
Niveaufldche
N, = {z € R"| f(z) = c}

zu ¢ € R von f. Ist nun grad(f)(a) # 0 fir a € N, so behaupten wir, dass N, bei a lokal
aussieht wie der Graph einer stetig differenzierbaren Funktion ¢ in (n — 1) Verénderlichen. Sei

z.B. %(a) #0und T = (x1,...,2,—1) und y = x,,. Dann ist
r€N, < f(z,y)—c=0
—_—
=F(zy)
und
OF of

8721/(&’ an) = 87%(&76171) 7& 0.

Nach dem Satz iiber implizite Funktio-
nen existiert eine Umgebung U x U, Az,
von a und eine C! Funktion g : U — U,
mit F(Z,y) =0 < ¢(Z) = y. Somit ist

N.N (U x Uy,) = Graph(g) N (U x Uy).

An den kritischen Punkten von f, also &
dort wo gradf = 0 ist, gilt das nicht:
z.B. ist bei strikten lokalen Extrema
N, ein einzelner Punkt und bei einem

Sattelpunkt hat N, eine Selbstdurch-
schneidung.

< striktes Extremum

Sattelpunkt — @ @

Wir kommen nun zu der Frage nach der lokalen Umkehrbarkeit einer stetig differenzierbaren
Funktion f: R™ D G — D C R". Insbesondere ist es oft wichtig, z.B. bei Koordinationtransfor-
mationen, dass auch g = f~! : D — G wieder stetig differenzierbar ist.

6.5 Definition. Diffeomorphismus

Seien G, D C R™ Gebiete. Eine stetig differenzierbare Abbildung f : G — D heifit Diffeomor-
phismus, wenn f bijektiv und f~!: D — G stetig differenzierbar ist.

6.6 Bemerkung. Ist f : G — D ein Diffeomorphismus, so ist fiir jedes z € G die Ableitung
Df(x) invertierbar und es gilt mit g = f~!, dass (Df(z))~! = Dg(f(z)).

Beweis. Wegen g o f = id liefert die Kettenregel

E=D(d)=D(go f)=Dgo f-Df.
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6.7 Bemerkung. Nicht jede stetig differenzierbare Bijektion hat auch eine stetig differenzierbare
Umkehrung: f : R — R, x — 23, ist bijektiv, stetig differenzierbar, die Umkehrabbildung g : R —
R, y — ¥y ist aber im Nullpunkt nicht differenzierbar. Beachte, dass die nach Bemerkung 6.6
notwendige Bedingung f’ # 0 fiir x = 0 nicht erfiillt ist, und somit f kein Diffeomorphismus sein
kann.

6.8 Satz. Satz iiber die Umkehrabbildung

Sei G C R™ ein Gebiet und f : G — R" eine stetig differenzierbare Funktion. Ist nun a € G so,
dass Df(a) € M(n x n,R) invertierbar ist, so existiert eine offene Umgebung U C G von a so,
dass fly : U — V mit V = f(U) ein Diffeomorphismus ist.

Beweis. Sei b:= f(a). Man mo6chte die Gleichung y = f(x) in einer Umgebung von (x,y) = (a, b)
nach z auflésen, also z = g(y) schreiben. Dazu betrachtet man die Abbildung

F:GxR"—=R"

F(x7y):y_f($)

Es ist OF
S (@.b) = ~Dj(a)
nach Voraussetzung invertierbar. Deshalb liefert der Satz iiber impliziete Funktionen Umgebungen
U C G vonaund V C R" von b und ein stetig differenzierbares g : V. — U, so dass fiir alle
(x,y) e U xV gilt
Fr,y) =0 < = =g(y).

Setzt man noch U := ¢g(V), so gilt fiir alle (z,y) € U x V

flx)=y & Flr,y) =0 & z=g(y).

Also ist f|y : U — V bijektiv, g = f~! und g stetig differenzierbar und somit f|;; ein Diffeomor-
phismus. O

6.9 Beispiel. Kugelkoordinaten

Kugelkoordinaten des R? sind gegeben durch
f:(0,00) x RxR =R, (r,9,¢)— (rsindcos p,rsindsin p, r cos )
Eingeschrinkt auf
G = (0,00) x (0,7) X (—m,7)
ist f injektiv und fiir die Funktionaldeterminante det(Df) : G — R gilt

sin¥cosp rcosdcosp —rsindsingp
det(Df) = | sind¥sing rcos?¥sing rsindcosy |=r’sind
cos v —rsind 0

fiir alle (r,9, ) € G. Deshalb ist f ein lokaler Diffeomorphismus. Da f bijektiv ist, ist es aber
auch global ein Diffeomorphismus auf sein Bild D := f(G) C R3.

Héufig sucht man Extrema von Funktionen f : R™ O G — R unter einer Nebenbedingung, die
man durch h(z) = 0 fiir eine geeignete Funktion h : G — R beschreiben kann. Beispielsweise
sucht man das Maximum einer Funktion f : R? — R auf der Einheitskreislinie in R?, also unter
der Nebenbebedingung h(z) = ||z|| —1 = 0.
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6 Implizite Funktionen

6.10 Definition. Extrema unter Nebenbedingungen

Sei G C R™ ein Gebiet und seien f,h : G — R stetig differenzierbar. Sei M = {x € G |h(z) =
0} und a € M. Man sagt, f habe bei a ein lokales Maximum (bzw. Minimum) unter
Nebenbedingung h = 0, wenn es eine offene Umgebung U C G von a gibt, sodass fiir alle
zeUNM gilt

f@) < fla)  (bzw. f(z) = f(a)).

Der Satz iiber implizite Funktionen liefert ein notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen lokaler
Extrema unter Nebenbedingungen.

6.11 Satz. Satz iiber Extrema unter Nebenbedingungen

Seien f,h : G — R stetig differenzierbar, G C R™ ein Gebiet und a € M = {x € G| h(x) = 0}.
Es habe f ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung h = 0 in a und es sei gradh(a) # 0.
Dann gibt es ein A € R mit

gradf(a) = Agradh(a),

6.12 Bemerkung. Geometrische Bedeutung

Der Gradient von h in a steht senkrecht auf der
Niveaufliche M von h. Damit f auf M ein lo-
kales Extremum hat, miissen nur die Richtungs-
ableitungen (v, Vf(a)) von f tangential an M
verschwinden, also

Hohenlinien von f
gradf || grad h

(v, Vf(a)) =0 falls (v, Vh(a)) =0,

d.h. der Gradient von f muss auf M senkrecht

stehen. Da M Kodimension 1 hat, folgt daraus
M = {z|h(z) = 0}

Vf(a) | Vh(a).
beachte, dass Satz 6.11 das Analogon zu Proposition 5.9 fiir den Fall ohne Nebenbedingungen

ist. Es ist gradf(a) = Agradh(a) eine notwendige, aber keine hinreichende Bedingung fiir das
Vorliegen eines lokalen Extremums unter der Nebenbedingung h = 0.

Beweis. von Satz 6.11. Da grad h(a) # 0 ist, ist wenigstens eine partielle Ableitung von A in
a von Null verschieden, sagen wir 837};(@) # 0. Sei a := (a1,...,an—1). Der Satz iiber implizite
Funktionen liefert dann Umgebungen V € R"~! von @ und I C R von a, mit V x I C G und ein
stetig differenzierbares g : V' — I, so dass fiir alle (z,z,) € V x I gilt

Mz, z,) =0 < 1z, =g9(T).
Hat nun f : G — R ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung A = 0 in a € M, so hat
f(z,9(z)) =: foe(x) ein lokales Extremum in z (ohne Nebenbedingung). Hierbei ist ¢ : V —
M C R™, o(z) = (Z,9(Z)). Es ist also
grad(f o) (a) =0.

Firi=1,...,n — 1 ergibt die Kettenregel

0= W(a) = Zajf«o(a»%(a) = 0.f(a) + D f ()22
i j=1 v
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Andererseits gilt wegen (ho )(z) =0Vz € V, dass

d(ho )
8902-

Jg
(91’1'

0= (@) = 9;h(a) + Ouh(a) 7> (a),

also wegen % (a) #0

gfi @=- ((ff <a>>_1 jj (@) ()

Setzen wir nun

Of (4
A= 6;,;( ) ¢ R,
e (@)
so folgt zunéchst fiir i = n
of oh
871:71(&) =A 875,1(&)
aber dann auch fir i = 1,...,n — 1, wenn man (*#) in (*) einsetzt, dass
of | \ Oh

a:ﬂi (CL) - 8.’1)@ (a‘) ’
also gradf(a) = A gradh(a). O

6.13 Beispiel. Sei f : K — R, (z,y) — y?>—22, auf der Kreisscheibe K := {(z,y) € R? |22 +¢y? <
1} definiert. Da f stetig ist und K kompakt, nimmt f auf K sein Supremum c := supf(z,y) an.
Wir wollen ¢ und die Stellen (x,y) € K wo f den Wert ¢ annimmt, berechnen. Dazu suchen wir
zunéchst lokale Extrema im Inneren und auf dem Rand.

(i) Innere Punkte: Da grad f(z,y) = (—2z,2y) # (0,0) fir (z,y) # (0,0) und
Hess £(0,0) = < _02 g >

indefinit ist, hat f in K = {(z,y) € R? |22 + 32 < 1} kein lokales Extremum. Die Extrema
von f miissen also auf dem Rand

M = {(z,y)|2* +y* =1}

liegen.
(i) Randpunkte: Betrachte die Nebenbedingung h = 0 fiir

h:R2 =R, (z,y)—2°+1y°—1.

Ein Maximum von f auf einem Randpunkt a € M ist sicherlich auch ein Maximum von f
unter der Nebenbedingung i = 0. Es muss also gelten, dass

grad f(a) = Agrad h(a)

fiir ein A € R. Beachte, dass gradh(z,y) = (2z,2y) # 0 fiir (z,y) € M. Wir erhalten somit
die Gleichungen

(1) —2r = A(27)
(IL.) 2y = A2y)
(L) 22+94% = 1
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6 Implizite Funktionen

Ist nun x # 0, so folgt aus I., dass A = —1 und dann aus II. und III., dass y = 0 und x = +1. Ist
dagegen y # 0, so folgt x = 0 und y = +1. Man erhilt also die vier Kandidaten

a € {(1,0),(0,1),(~1,0), (0, ~1)}.

Da f(£1,0) = —1 und f(0,4+1) = +1 ist, gilt ¢ = 4+1 und das Supremum wird genau in den
Punkten (0,1) und (0, —1) angenommen.

6.14 Bemerkung. Man leitet die Gleichungen I. - III. aus Beispiel 6.13 oft folgendermafien ab:
statt Vf = 0 fordert man bei NB h = 0, dass fiir ein A € R

V(f+Ah) =0 (=L +11)

und eben
h=0 (= 1I1.)

gelten. Man nennt A auch den Lagrangeschen Multiplikator.

6.15 Beispiel. Wir geben nun einen alternativen Beweis fiir die Tatsache, dass jede symmetrische
Matrix mindestens einen reellen Eigenwert hat. Sei dazu A € M (n x n, R) symmetrisch und

fR" R, z~ (x, Ax), sowie h:R" R, xw(x,z)—1.

Die Fliche {h = 0} ist die Einheitssphire S"~! im R™ und ist kompakt. Damit nimmt die stetige
Funktion f auf S"~! ihr Maximum und ihr Minimum an. Sei ¢ ein Punkt an dem f auf S™~!
maximal wird. Dann gilt nach Satz 6.11, dass

Vf(IQ) == QACCO == )\Vh(l'o) == )\21‘0
fiir ein A € R. Also ist A Eigenwert zum Eigenvektor xg.

6.16 Bemerkung. Mehrere Nebenbedingungen

Liegen mehrere Nebenbedingungen hyq, ..., h; vor, sucht man also ein Extremum von f auf der
(n — k)-dimensionalen “Fliache”

{hi=0}n---N{hx =0},

so ergibt sich die notwendigen Bedingung, dass Richtungsableitungen (v, Vf(a)) von f die tan-
gential an alle Hyperflichen M; := {h; = 0} liegen, verschwinden. Also

(v, Vf(a)) =0 falls (v, Vhj(a))=0 Vj=1,...,k.

Damit ist eine notwendige Bedingung fiir das Vorliegen eines Extremums von f]| M dass
i

Vf(a) € span{Vhi(a),...,Vhg(a)}. (%)
Fasst man (hy, ..., hi) als Vektor-wertige Funktion h : R" — R¥ auf, so kann man () wie gehabt
aus
V(f+AX-h)=0

herleiten, wobei der Lagrangemultiplikator A nun ein Vektor im R” ist.
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7 Differentialrechnung in Banachraumen

Fast alle Resultate der vorhergehenden Kapitel gelten im Wesentlichen unveréndert, wenn man
den R™ durch einen beliebigen Banachraum, also einen vollsténdigen normierten Raum (X, || -])),
ersetzt. Wir werden das aus Zeitmangel nicht im Detail ausfithren kénnen, besprechen aber in
diesem kurzen Kapitel die grundlegende Definition und eine Beispielanwendung.

7.1 Definition. Fréchet Ableitung

Seien X und Y Banachrdume und G C X ein Gebiet. Eine Abbildung f : G — Y heifit differen-
zierbar im Punkt x in GG, wenn es eine stetige lineare Abbildung A : X — Y gibt so, dass

f(z+h) = f(x) + Ah + o([|n]])

fiir b in einer hinreichend kleinen Umgebung der Null.

Wie im endlichdimensionale Fall ist A eindeutig bestimmt und heifit Fréchet Ableitung von f
bei = bezeichnet mit D f(x).

7.2 Bemerkung. (a) Ein wichtiger Punkt in obiger Definition ist, dass die Stetigkeit von A
gefordert wird. In unendlichdimensionalen normierten Réumen impliziert die Linearitét
einer Abbildung namlich nicht die Stetigkeit.

(b) Wieder impliziert die Differenzierbarkeit in einem Punkt die Stetigkeit in diesem Punkt,
vgl. Satz 4.29.

(¢) Der Mittelwertsatz, der Satz iiber implizite Funktionen, der Satz iiber die Umkehrabbildung
und die Aussagen iiber lokale Extrema mit und ohne Nebenbedingungen gelten analog auch
fiir differenzierbare Funktionen auf Banachrdumen.

7.3 Beispiel. Euler-Lagrange-Gleichungen in der klassischen Mechanik

Ohne Beweis stellen wir zunéchst fest, dass der Raum der zweimal stetig differenzierbaren Pfade
X :={z:]0,t] - R"|x ist zweimal stetig diffferenzierbar} mit der Norm

2]l = llzlloo + 2]l + |#]lo := sup [lz(s)[[rn + sup [l@(s)l|len + sup [|Z(s)[rn

s€(0,t se(0,t s€(0,t
ein Banachraum ist, wobei die Punkte wie in der Phsyik die Zeitableitungen darstellen.

In der Phsyik ordnet man nun jedem Weg x € X eine sogenannte Wirkung zu, d.h. man definiert
¢
S: X =R, x— S(x) ::/ L(z(s),x(s))ds,
0

wobei L : R" x R — R, (q,v) — L(q,v) die zweimal stetig differenzierbare Lagrangefunktion
ist. Fiir ein nichtrelativistisches Teilchen mit Masse m > 0 in einem differenzierbaren Potential
V :R™ — R ist beispielsweise
5 - 2 Rn — .
L(gq,v) = gm|v|zn — V(q)

Wir bestimmen zunéchst die Ableitung DS von S. Dazu stellen wir fest, dass fiir h € X
S(r+h) = /Ot L(x(s) + h(s). () + h(s)) ds
_ /Ot (L(a(s),(5) + { (BE(a(s). (), hls)) + { GEa(s),0()), h(s)) } ) ds

+O(Ih]%) -
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7 Differentialrechnung in Banachrdumen
Damit gilt

S@+h) - S(x) = AR«%w@A@»h@w+<%m@wmmew)m+omw@

b [ (300606060 ~ B0, 1o)) s + O,

wobei O(||h]|%) bedeutet, dass der Restterm betragsmiBig durch eine von h unabhiéingige Kon-
stante mal ||h||% beschriinkt ist. Die Ableitung DS(z) : X — R,

DS(x)h = (Go(x(t),i(1)), h(t)) — (5 (2(0),2(0)), h(0))

. /Ot <%(gg(s),i(5)) — 9L ((s),3(s)), h(s)> ds

existiert also an jedem Punkt x € X als stetige lineare Abbildung von X nach R.

Die physikalisch realisierten Trajektorien z bekommt man nun als kritische Punkte der Wirkung
bei festgehaltenen Endpunkten z(0) = x¢ und z(¢) = z1. Wir fordern also DS(z)h = 0 fiir alle
h € X mit h(0) = h(t) = 0, was auf die Euler-Lagrange-Gleichung

3 (@(5),(s)) = 55 (@(5),8(s)) = 0

fiihrt.

Im letzten Schritt hitten wir auch unter den jeweils n Nebenbedingungen
Hyo(z) =x(0) —29=0 und Hi(z)=2()—z1=0
minimieren kénnen. Wegen
DHy(x)h = h(0) und DHi(x)h = h(t)
folgt dann aus

(DS(x) — AoDHo(z) — M DH; <x>)h = (GE(x(t),8() — A1, h(1)) — (95 (2(0),2(0)) + Ao, h(0))

dass Ao = —%(m(()), #(0)) und A\ = %(m(t), x(t)), sowie wiederum die Euler-Lagrange Gleichung

3 (@(5),(s)) = 5 55 (@(5), #(5)) = 0.

Q-‘Q_‘

7.4 Bemerkung. Funktionalableitung

Ist f: X — R auf einem Raum X, dessen Elemente = selbst Funktionen sind, definiert, so
schreibt man in der Physik oft f[z] statt f(z). Das Differential einer solchen Abbildung f :
X — R wird oft auch Funktionalableitung genannt. Das Differential D f[z] ist eine stetige lineare
Abbildung von Funktionen in X nach R, und solche Abbildungen heilen (fiir bestimmte Rdume
X) Distributionen. Weiterhin ist es in der Physik iiblich, Distributionen formal wie Funktionen zu
notieren, also einer linearen Abbildung A : X — R den symbolischen Ausdruck A(s) zuzuordnen
und

Ah =: /A(S)h(s)ds
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zu schreiben. Diese Notation verwendet man auch fiir D f und schreibt dann

_ [

Dflz]h = S

[x](s) h(s)ds.

In obigem Beispiel wire also

%M(S) = Ge(x(t), () 8(s — ) — Ge(2(0),2(0)) 8(s) + Gz (x(s), 2 (s)) — & 3 (a(s), i(s)) ,

wobei die Diracsche Delta-Distribution durch
§: X >R, zwdx)=2(0)= /x(s)é(s)ds

gegeben ist.
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8 Gewdhnliche Differentialgleichungen und
dynamische Systeme

In einem deterministischen dynamischen System kann man jedem Zustand = Punkt x im Phasen-
raum G eine eindeutige zeitliche Entwicklung zuordnen: Ist das System zum Zeitpunkt ¢g = 0 im
Zustand x € G, so sei der Zustand zum Zeitpunkt ¢ gleich (¢, ). Dabei kann das “Existenzintervall
I(xz) 0, auf dem die Abbildung ¢(-,z) : I(x) — G erklart ist, von = abhéngen. Wir schreiben
oft p!(x) := ¢(t,z) und verlangen ¢°(r) = z und die Vertriglichkeitsbedingung

o* (o' () = "M (z)

fiir alle ¢t € I(z) und s € I(¢'(x)).

t_(z) 0 t

8.1 Definition. Dynamisches System

FEin dynamisches System auf einem Gebiet G C R” ist gegeben durch eine stetig differenzier-
bare Abbidlung ¢ : Q — G, (t,z) — ¢'(x) mit folgenden Eigenschaften:

(a) 2 C R x G ist ein Gebiet, so dass {0} x G C Q ist und fiir jedes z € G ist
I(z):={teR|(t,z) e Q} CR

ein Intervall, das sogenannte Existenzintervall zum Startpunkt z.
(b) (i) Fiir alle z € G ist ¢ (z) = z;
(ii) fir alle x € G und t € I(x) gilt:
Es ist s € I(¢!(x)) genau wenn s +t € I(x). In diesem Fall gilt

P (@' (@) = " (z).

8.2 Bemerkung. (a) Man nennt G C R" den Phasenraum des dynamischen Systems ¢ .

(b) Weil Q C R x G C R™*! offen ist, ist auch I(z) C R offen und wegen Definition 8.1 (a) ein
offenes Intervall,

1) = (t_ ().t (2)
Hierbei ist t_(z) € [—00,0) und t4(x) € (0,+oc]. Wir nennen ¢(z) := {¢'(z) |t € I(z)}
den Orbit von = und I(x) sei Existenzintervall.
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

(c) Setzen wir fiir jedes t € R
Gi:={zr e G|(t,x) € Q}

(Gy ist also die Menge derjenigen x € GG, deren “Zeitentwicklung” mindestens bis zur Zeit ¢
existiert), so folgt aus Definition 8.1 (b), dass

¢'(Gr) ={¢'(x) |z € Gi} = G
gilt und, dass
(pt : Gt — G_t

ein Diffeomorphismus ist, denn ¢!
G_; — Gy ist sein Inverses:

e topl(z) = o) = L) = =
= ¢lop ).

Man nennt die Familie (¢?);er von Diffeo-
morphismen den Fluss von .

Statt ¢!(z) schreibt man oft auch kurz z(t). Nachteil: In dieser Notation ist der Anfangs-
punkt ¢%(z) = z = 2(0) nicht mehr explizit enthalten.

(d) Besonders schon ist die Situation, wenn I(z) = R ist, fiir alle z € G, also G; = G fiir alle
t € R. In diesem Fall ist 2 = R x G und man spricht von einem globalen dynamischen
System bzw. einem globalen Fluss auf G. Es ist dann also

R — Diff(G), t +— ¢
ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) in die Diffeomorphismengruppe von G,
Diff(G) = {¢ : G — G| ¢ ist Diffeomorphismus} .

Umgekehrt definiert jeder stetig differenzierbare Homomorphismus ¢ : R — Diff(G) ein
globales dynamisches System auf G.

8.3 Definition. Vektorfeld eines Flusses
Sei ¢ ein dynamisches System auf einem Gebiet G C R™. Dann heifit

v:G—=R", x—v(x) = %(pt(:v) =:12(0)

das Vektorfeld von ¢ auf G.

8.4 Bemerkung. Sei ¢ ein dynamisches System auf G C R™ mit Vektorfeld v : G — R™.
Dann gilt fiir alle z € G und alle ¢t € I(x)

oder kurz
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Das Vektorfeld selbst hidngt also nicht von der Zeit ab.

Beweis. Seien x € G und t € I(x) beliebig. Mit y = !(z) gilt nun:

d d d st d et d

vp'@) =vly) = L9°W)| _ = @ @)| _ =3¢ @) =g @) =g @)

8.5 Bemerkung. (a) Jede der Kurven I(x) — R", t — ¢!(z) =: x(t) erfiillt also das System
von n Gleichungen

21(t) = vi(xz1(t), - ,xn(t))
Tn(t) = vp(x1(t),...,20(t))
oder kurz eben
T =uv(x).

Man nennt ein solches System ein autonomes System gewo6hnlicher Differentialglei-
chungen. , Differentialgleichung®, weil in den Gleichungen sowohl die Funktionen x1, ..., z,
als auch ihre Ableitungen vorkommen; ,, gewohnlich“, weil die Funktionen nur von einer re-
ellen Verénderlichen ¢ abhingen (nicht von mehreren, in welchem Fall man von , partiellen*
Differentialgleichungen spricht); ,,autonom®, weil das Vektorfeld v nicht selbst von der Zeit
t abhéngt.

(b) In den meisten Fillen ist es nun so, dass man das dynamische System ¢ auf G C R™ gerne
kennen wiirde, aber zunéchst nur das zugehorige Vektorfeld v : G — R”™ kennt. Es stellt
sich also die fundamentale Frage: Inwieweit legt das zugehorige Vektorfeld v das dynamische
System ¢ fest? Wir werden zeigen, dass jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v auf G C R
genau ein (maximales) dynamisches System ¢ auf G festlegt.

8.6 Beispiel. Klassische Mechanik

Bewegt sich ein Teilchen der Masse m > 0 in einem Gebiet D C R® unter dem Einfluss einer
Kraft K : D — R3, so 16st die Bahnkurve des Teilchens ¢ — z(¢) die Gleichung

mi(t) = F(x(t)) (Masse x Beschleunigung = Kraft) .
Setzen wir G : D x R?* ¢ RS und v : G — RS,

z(t
v(z,y) = ( 1;/(@ ) , sowie z(t) = ( xit; ) ,

so 16st z(t) die Gleichung

i(t) = < igg ) = ( %F(m(tg)b)(z v(2(t)) ) '

denn

Es ist also z die Losung der gewohnlichen Differentialgleichung
Z=wv(z).

Bestimmt man also zum Vektorfeld v : G — RS das zugehérige dynamische System ¢ (d.h. alle
Losungskurven z : I(z) — G), so erhélt man durch Projektion auf die ersten 3 Koordinaten alle
Teilchenbahnen x : I(z) — D im Kraftfeld F.
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

8.7 Definition. Lésung einer Differentialgleichung

Sei v : G — R" ein stetiges Vektorfeld. Sei I C R ein offenes Intervall. Man nennt eine stetig
differenzierbare Kurve z : I — G, t — z(t), eine Losung der Differentialgleichung

i =),

wenn fiir alle t € I gilt
z(t) = v(z(t)) .

Falls 0 € I ist, so heifit 2(t) eine Losung zum Anfangswert xg € G, wobei xg = 2(0) ist.

8.8 Bemerkung. Phasendiagramm

Man verdeutlicht sich das Vektorfeld v : G — R"™ oft durch das sogenannte Phasendiagramm.
Sei beispielsweise v : R? — R2, (x1,z2) + (—22,71) und

:'U:U(yc):<;i2>

Die Losungskurven z(t) sind iiberall tangential
an v und heiflen Integralkurven an das Vek-
torfeld v. Beim Losen einer Differentialgleichung
spricht man auch vom ,Integrieren der Glei-
chung®.

T2

8.9 Beispiele. (a) Der freie Fall

F(:C):—mge;;, g>07 ) 63:(07071)'

Der zugéngliche Ortsraum (= Konfigurationsraum) ist D = R x R x (0,00) und der Pha-
senraum ist G = D x R3. Wir suchen Lésungen von

.1 .
x_EF(ZE)__ge?)’

d.h. wir miissen das System Z = v(z) mit v(z,y) = (y, —ges) integrieren:

T1 =1y y1 =0
T2 = Y2 72 =0
T3 = Y3 Yys = —g

Hier bekommt man die Lésungen wirklich unmittelbar durch Integration:

n = b 1 = bhit+a
y2 = b T2 = bat+as
y3 = —gt+b3 3 = —$t*+bst+as

mit Integrationskonstanten ay, ..., b3 € R fiir alle t € R. Es ist dann x(0) = ¢ und £(0) = b
und das zu v : G — RS, v(x,y) = (y, —g e3) gehdrende dynamische System ¢ auf Q C R x G
ist gegeben durch ¢ : Q@ — G,

l(z,y) = (—%t%es +ty+mz, —gtes+y).
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Die Existenzintervalle sind durch die Bedingung x3(t) > 0 eingeschriinkt, es gilt also

2 2

und dementsprechend 2 = {(¢,z,y) € R x G|t € I(x,y)}. Die Lésung von mi = F(x) auf
D C R3 zum Anfangswert (2(0),(0)) = (xo, o) ist somit

w(t)=—2t%es +tyo+x9.  (Parabelbahn)

A Y3

x3

X1,T2

Losung im Ortsraum Phasenraumdiagramm

(b) Das Hookesche Gesetz
Ein Gewicht der Masse m hénge an einer Feder der Federkonstante £ > 0 und x € R
bezeichne die vertikale Auslenkung aus der Ruhelage. Dann wirkt auf das Gewicht die
Kraft F'(z) = —kx und die Bewegungsgleichung lautet diesmal

mi = —kx bzw. = —w’s

mit w = /£ Mit G =R xR und v: G — R%, v(z,y) = (y, —w?z) ist also

T =y
) = —w’n

zu 16sen. AY

Die qualitative Form der
Losungen liest man direkt aus
dem Phasenraumdiagramm
ab. Auch die explizite Form
erhalt man ganz direkt durch
Integration,

x(t) = xo cos(wt) + R sinwt.
w
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

8.10 Definition. Systeme gew6hnlicher DGLen m-ter Ordnung

Sei m € N. Ein System gewdhnlicher Differentialgleichungen m-ter Ordnung auf einem
Gebiet D C R ist gegeben durch eine stetige Funktion

f DxR"x ... xR" - R"
—_————
(m—1)—mal

und die Gleichung
2™ = f(x, i, ..., 2MmYY), (%)

Unter einer Losung von (x) versteht man eine m-mal stetig differenzierbare Kurve z : I — D,
I C R ein offenes Intervall, so dass fiir alle t € I gilt

2" @) = f(x(@t), &), .., ™ D@).

Falls 0 € I ist, heifit z : I — D Losung zum Anfangswert (o, y1,- -, Ym—1) wobei z(0) = z¢ und
z\@) =yjfirj=1,...,m—1.

8.11 Bemerkung. Reduktion auf ein System erster Ordnung

Man kann jedes System m-ter Ordnung auf einem Gebiet D C R”,
2(m) = flx,a,... ,x(m_l)) ,

immer auf ein System erster Ordnung auf dem Gebiet G := D x R™™~1 ¢ R™ guriickfiihren.
Man definiert dazu einfach das Vektorfeld v : G — R™ durch
Y1
Y2
V(T Y1y ey Ym—1) = :
Ym—1
@y ym—1)

und 16st dann mit z = (z,y1,...,Ym—1) € G das System

z2=wv(z).

Beweis. Ist x : I — D, t — x(t), Losung von z(m) = flz,2,..., a:(m_l)), soist z: I — G

2(t) = (z(t), &(t), ..., 2™ V(@)

Losung von Z = v(z). Ist umgekehrt z(¢t) = (z(t), y1(¢), ..., Ym—1(t)) Losung von z = v(z), so ist
t— x(t), I — D Loésung von (™ = f(z,&,..., 2™ D). -

8.12 Definition. Autonome und nicht-autonome Systeme

Sei I C R ein offenes Intervall. Ein stetiges zeitabhingiges Vektorfeld f auf einem Gebiet
D C R™ ist eine stetig differenzierbare Abbildung

f:IxD—=R" (t,x)— f(t,x).
Man nennt dann das System gewdohnlicher Differentialgleichungen
&= f(t,x) ()

nicht-autonom, wenn f explizit von ¢ € I abhéngt. Ist f (wie bisher) unabhéngig von ¢, so heifit
& = f(x) autonom. Sei J C I ein Teilintervall. Eine stetig differenzierbare Kurve = : J — D
heifit Lésung von (x), wenn fiir alle ¢ € J gilt

w(t) = f(t,x(t)).

Fiir tg € J heifit z Losung zum Anfangswert zg = x(tp) zur Anfangszeit t.
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8.13 Bemerkung. Reduktion auf ein autonomes System

Man kann jedes nicht-autonome System & = f(¢,x) auf einem Gebiet D C R™ auf ein autonomes
System auf G := I x D C R*""! wie folgt zuriickfiihren:

Man setzt v : G — R*"™! w(s,y) = (1, f(s,%)), z := (s,y) € G, und lése dann 2 = v(z) auf G
zum Anfangswert (s,y) = (to, o). Sei z(t) = (s\(f.)/y(t)) diese Losung, dann ist z(t) = y(t — o)

Losung von

zum Anfangswert xo zur Anfangszeit tg.
Beweis. Es ist z(tp) = y(0) = zo und es gilt

B(t) = g(t —to) = f(s(t — to) ,y(t — to)) = f(t, (1)) .

=t

O

8.14 Bemerkung. (a) Im allgemeinen hat man keine Chance, ein System gewdhnlicher Diffe-
rentialgleichungen
T =v(x)
auf ein Gebiet G C R” bei Vorgabe von v : G — R" zu integrieren, d.h. den zugehdrigen
Fluss ¢ explizit zu bestimmen. Man ist daher schon damit zufrieden, qualitative Aussagen
iiber die Bahn ¢ — z(t) zu bekommen, wie z.B. Antworten auf die Fragen:
(i) Konvergiert t — x(t) fiir t — oo gegen eine Gleichgewichtslage z, € G, also einen
Punkt mit v(z,) = 07?
(i) Ist ¢t — x(t) periodisch, also z(t + T') = x(¢) fiir ein 7' > 0 und alle ¢t € R?
(iii) Oder auch nur: fiir welche x € G ist iiberhaupt I(z) = R, existieret also eine Losung
fiir alle Zeiten?
Man nennt das Studium dieser Fragen die ,,Qualitative Theorie gew6hnlicher Differential-
gleichungen®.
(b) Hat man spezielle Informationen iiber v oder G, z.B. Symmetrieaussagen oder G C R so
kann man & = f(z) in manchen Féllen doch explizit integrieren.

8.15 Proposition. Integration eindimensionaler DGLen
Sei G C R ein Intervall, v : G — R stetig und zp € G mit v(xg) # 0. Seien weiter 61,92 > 0
derart, dass (xg — 01,20 + d2) C G und v(z) # 0 fir x € (xg — 1,20 + d2) ist. Definiere 7 :
(o — 01,20 + 02) — R durch
(z) /x du
7(z) = :
zo V(1)

Dann ist I := Bild(7) C R ein offenes Intervall und 7 : (g — 01,29 + d2) — I ist ein Diffeomor-
phismus. Seine Inverse ¢ := 771 : I — (x9 — 01,70 + J2) ist Losungskurve von & = v(z) auf G
zum Anfangswert xg.

8.16 Bemerkung. Diese Aussage zeigt die Berechtigung der heuristischen Rechnung

t T
= / dt = / du
0 xo U(U)

=t.

. dx_ (x) dx B T du
t=v(z) = dtfv(a:) = v(z)idt = /xo o(0)

Den Schritt (%) nennt man oft , Trennung der Variablen“.
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

Beweis. von Proposition 8.15. Es ist 7/(z) = ﬁ # 0 und nach dem Zwischenwertsatz fiir alle
x € (zg — 01,9 + 02) von gleichem Vorzeichen. Damit ist 7 streng monoton und deshalb bijektiv
auf sein Bild. Nach dem Umkehrsatz ist 7 ein Diffeomorphismus auf sein offenes Bild I. Fiir
o =71 gilt dann ¢(t) = 7/(;(1‘,)) = v(¢(t)) fiir alle t € I. Wegen 7(xp) = 0 ist »(0) = xo. O

8.17 Bemerkung. (a) Man kann also eindimensionale Gleichungen durch ,,Quadratur® 16sen,
d.h. durch die Prozesse ,,Stammfunktion bilden*“ und ,,Invertieren“.

(b) Das Verfahren der Trennung der Variable funktioniert auch fiir den Fall, dass v zeitabhiingig
und von der Form
v:IxG—=R, v(t,z)=a(t)b(r)

ist, wobei I C R ein offenes Intervall und a und b jeweils stetig sind. Dann liefert Auflésen

von ()
T\ X du
al(t dt:/ —_
/to 0dE= | )

nach 7(z) analog zu Proposition 8.15 eine lokale Lésung von
z(t) = v(t, z(t)) zum Anfangswert x(ty) = xo .

(c) Ganz allgemein sind die Punkte zg € G, wo ein gegebenes Vektorfeld v : G — R"™ verschwin-
det, v(zg) = 0, fiir das dynamische System von & = v(z) besonders einfach: Es ist I(xg) = R
und xg(t) = p'(xg) = o fiir alle t € R. Man nennt diese Punkte Gleichgewichtslagen oder
stationdre Punkte.

(d) Mit Proposition 8.15 ist das dynamische System ¢ von & = v(z) auf G C R vollstindig
bestimmt. Sein Phasendiagramm sieht so aus:

In den Nullstellen von v ruht das Sy-
stem. Dazwischen lduft es monoton
von einer Nullstelle zur néchsten.
Ist v an den Nullstellen differenzier-
bar, so werden die Gleichgewichtsla-
gen in endlicher Zeit nicht erreicht.
An den Réindern des Intervalls G
koénnen die Orbits in endlicher Zeit
entweichen.

A v(z)

/o %o\

To — 01 xo + 02

8.18 Beispiele. (a) Seia € Rund v: R — R, v(z) = ax ein lineares Vektorfeld. Die Losung
von & = v(x) auf G = R zum Anfangswert o > 0 fiir a # 0 ist nach Proposition 8.14 fiir
x > 0 gegeben durch

“d 1 1
t(x) = —u:f(lnx—lnxg):flni
z OU @ a 1w

also -
In— =at = z(t) =x¢e™ VteR.
o
Diese Formel gilt auch fiir zg < 0 und somit ist der Fluss ¢! : R — R, !(xg) = e xg
global.

(b) Seiv:R — R, v(z) = 1422 quadratisch in z. Die Losungskurve t — x(t) zum Anfangswert

xo = 0 ist _—
t(x) = —— = arctan(x
@ = [ (@)
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also
x(t) = tan(t) .

Somit ist 1(0) = (=5, 5) und ¢+ x(t) lduft ,in endlicher Zeit nach Unendlich®.
(¢) Sei v : R — R gegeben durch v(x) = /|z|. Dann erreichen die Lésungen zu Startwerten
z(0) < 0 in endlicher Zeit die Ruhelage z = 0. Dort kénnen Sie beliebig lange verweilen
und dann nach rechts wieder aus der Ruhelage herauslaufen. Die Lésungen sind also nicht

eindeutig. (vgl. Ubungen).

8.19 Definition. Lipschitz-Stetigkeit
Sei G C R”™ ein Gebiet und v : G — R"™ ein Vektorfeld.
(a) Es heifit v Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 gibt, so dass fiir alle z,y € G gilt

lo(z) = v(y)ll < Lilz -yl

Es heifit dann L eine Lipschitz-Konstante fiir v.

(b) Es heifit v lokal-Lipschitz-stetig, wenn jedes z € G eine offene Umgebung U C G besitzt,
so dass v|y Lipschitz-stetig ist.

8.20 Bemerkung. Differenzierbar = lokal Lipschitz

Sei v : G — R” ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem Gebiet G C R™. Dann ist v lokal
Lipschitz-stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe (leicht). O

8.21 Proposition. Sei G C R"” ein Gebiet und v : G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld.
Fiir jedes Kompaktum K C G ist v|x Lipschitz-stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe (nicht ganz so leicht). O

8.22 Theorem. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindelsf

Sei G C R”™ ein Gebiet, v : G — R” ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld und z¢ € G .

Dann existiert ein § > 0, sodass es genau eine stetig differenzierbare Kurve x : (—4,9) — G gibt,
die Losung von & = v(z) zum Anfangswert xg ist, also

z(t) = v(z()), Vte (—6,0)
z(0) = =z }(*)

erfiillt.

8.23 Bemerkung. Die Grundidee des Beweises ist die Folgende: Ist z : (—0,d) — G Losung
von (x), so folgt durch Integration und den Hauptsatz

x@—ggzﬁk@@:A%@@M&

=0
also

ﬂw_m+4mam@. (54)

Jede Losung von (x) ist also Fixpunkt der Abbildung ®, die jeder Funktion ¢ die Funktion ®[¢]
zuordnet, gegeben durch

P[ep](t) =xo+/0 v(p(s))ds .
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

Ist umgekehrt x Fixpunkt von ® und stetig, so liefert Differentiation von (xx), dass (t) = v(z(t))
fiir alle t € (—6,0), also x Losung von & = v(x) zum Anfangswert z(0) = x¢ ist.

Man muss nun lediglich den Funktionenraum auf dem & operiert so definieren, dass er ein Ba-
nachraum stetiger Funktionen ist und ® eine Kontraktion darauf. Dann liefert der Banachsche
Fixpunktsatz das Resultat.

Beweis. von Theorem 8.22. Weil G offen ist, existiert ein r > 0, so dass K = B,.(xq) C G ist.
Da K kompakt und v|x : K — R" stetig ist, existiert ein M > 0 so, dass fiir alle x € K gilt
|lv(x)|| < M. Nach Proposition 8.21 existiert auch ein L > 0, sodass v|x Lipschitz-stetig ist mit
Lipschitz-Konstante L.

Setze nun ¢ := min {% , 77y und sei 0 < &g < 0 beliebig. Wir betrachten den Vektorraum
X ={¢:[-b0,00] = R" | p ist stetig} = C([—do, do], R™)

mit der Supremumsnorm
[elloo = supte(—sy,50] lP(E)]l-
Es ist dann (X, | - ||oc) ein Banachraum und der Teilraum

A={p e X|p(0) =z und ¢([-d,d]) C K} C X

ist abgeschlossen. Fiir ¢ € A sei nun ®[y] : [~dp, dg] — R™ gegeben durch

®[p](t) = 20 +/0 v(p(s))ds.

Es ist dann @[] wieder in A, denn P[] ist stetig (sogar stetig differenzierbar), ®[¢](0) = z¢ und
D[p](t) € K fur alle t € [—dp, dp]. Letzteres folgt aus

'/ ))ds

Damit ist ® eine Abbildung von A nach A, ® : A — A. Schliellich ist ® eine Kontraktion mit
Kontraktionskonstante 0 < 6 < 1, 6 := §y L. Denn fiir alle ¢, € A gilt

@[] () = wol| <

/||U Hds<60M<MM:r.

|12 - ol = sup /0 (vt(5D) = wlw(s)) )| < sup / |o((5)) = v(w(s)|as
do
< s [ Llp(s) ~ v(s)lds < Ll — vl =l — vl
[t|<d0 /O

mit 6 = oL < 1, weil 6y < 7 ist.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also genau ein ¢ € A mit ®[p] = ¢.

Setze nun x : (—6,0) — G, x(t) = p(t), wobei fir t € (=4, 0) erst ein [t| < Jp < J gewéhlt sei und
¢ dann der eindeutige Fixpunkt von ® = ®5, sei. Da jeder Fixpunkt von ®5, auch Fixpunkt von
&5, mit 91 < dp ist, héngt diese Definition nicht von der Wahl von dy ab. Es folgt, dass x stetig
ist und Vt € (—6,0) gilt:

t
x(t) = g —|—/ v(z(s))ds.
0
Also ist x sogar stetig differenzierbar mit
z(t) =v(z(t)) und x(0) =xg.

Also ist x Losung von (x). Da jede Losung von (%) auch (xx) erfiillt und die Lésung von (xx) ja
nach dem Banachschen Fixpunktsatz eindeutig ist, ist = auch die eindeutige Losung von (x). [
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8.24 Bemerkung. (a) Man beachte, dass der Existenzsatz nur die Existenz einer Losung von
& = v(z), (0) = xg ,fiir kurze Zeiten* liefert, = : (—9,d) — G. Man spricht daher von
lokaler- bzw. Kurzzeitexistenz.

(b) Der Beweis gibt auch eine untere Schranke fiir die Lebensdauer der Losung , ndmlich

sy min {3, 723}

wobei 7(x¢) so ist, dass K = B,(x¢) C G ist und M > 0 eine Schranke fiir die ,, Geschwin-
digkeit* ||v|| auf K und L > 0 eine Lipschitzkonstante (z.B. eine Schranke auf ||Dv||, falls v
stetig differenzierbar ist) auf K ist.

8.25 Definition. Maximale Lésung

Sei G C R"™ ein Gebiet und v : G — R" ein stetiges Vektorfeld. Eine Losung z : I — G, I C R ein
offenes Intervall, von @ = v(x) auf G heit maximal, wenn gilt: Ist I C R ein Intervall mit I > I
und Z : [ — G eine Losung von & = v(x) mit Z|; = x, so gilt bereits I = I und somit = = x.
Man sagt auch, eine maximale Losung kann nicht fortgesetzt werden.

8.26 Proposition. Sei G C R"” ein Gebiet und v : G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld.
Seien I,J € R offene Intervalle mit 0 € INJ und ¢ : I — G und y : J — G Losungen
der Differentialgleichung & = v(x) mit Anfangswert z(0) = y(0) = x9 € G. Dann gilt fiir alle
telInd:xz(t) =y(t).

Beweis. Sei A = {t e INJ|x(t) = y(t)}. Wir zeigen, dass A = I N J ist. Sei dazu I = (t_,t4)
und J = (s_,s4) und 0.B.d.A. t; < s; und

to :=sup{T € (0,t4)|z(t) =y(t) VO<t < T}.

Nach dem Eindeutigkeitssatz existiert ein d,, > 0, sodass x(t) = y(¢) fiir alle 0 < ¢ < 6,. Also
ist 0 < <ty <ty. Angenommen ¢ty < t;. Die Stetigkeit von x liefert dann z(tg) = y(to) =: Zo.
Wiederum nach Picard-Lindelof existiert dann aber ein éz, > 0 so, dass z(t) = y(¢) fiir alle
t € (to — dz,,to + 9z, ), was im Widerspruch zur Definition vor ¢y steht. Also ist tp = ¢4 und mit
einem analogen Argument fiir die andere Intervallgrenze ergibt sich A =1nNJ. O

8.27 Satz. Existenz und Eindeutigkeit der maximalen L&sung

Sei G C R™ ein Gebiet und v : G — R” ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Dann existiert zu
jedem xg € G genau eine maximale Losung = : I — G von & = v(z) mit z(0) = xo.

Beweis. Ist y : J — G eine Losung von & = v(z) mit y(0) = 2o und 0 € J, so notieren wir diese
mit (y,J). Sei nun
I:= U JCR
(y,J) ist Losung
Dann ist I C R ein offenes Intervall. Ist ¢ € I beliebig, so wihlen wir eine Losung (y,J) mit
t € J und setzen x(t) := y(t). Wegen Proposition 8.26 ist dies unabhéngig von der Wahl (y, J).

Es ist dann die so definierte Funktion = : I — G eine Losung von & = v(x) mit x(0) = zo. Nach
Konstruktion ist  maximal und zwar die einzige maximale Losung. O

8.28 Bemerkung. (a) Wir schreiben fiir das Definitionsintervall I der maximalen Losung von
& =v(z), (0) = o,
I(zo) = (t-(20) ,t+(20)) ,

wobei t_(xg) € [—00, 0] bzw. t4(z9) € [0, 00] die linke bzw. rechte Intervallgrenze bezeichnet.
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8 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

(b) Wir setzen nun weiter
Q:={(t,z) eRxG|tel(x)}

und ¢ : Q = G, (t,7) = o' (x) = x(t), wobei I(x) — G, t — x(t) die maximale Lésung von
& = v(x) zum Anfangswert = € G ist.

(¢) Man kann nun zeigen, dass Q offen ist und ¢ : Q — G stetig ist. Man spricht von ,stetiger
Abhéngigkeit von den Anfangsdaten®. Falls v : G — R" stetig differenzierbar ist, so ist auch
v :  — G stetig differenzierbar.

(d) Wir zeigen hier noch, dass ¢ einen Fluss definiert, also die Vertriglichkeitsbedingung (b)

aus Definition 8.2 erfiillt: Offenbar ist ¢°(z) = z fiir alle 2 € G. Fiir x € G und t € I(x)
16sen nun sowohl

¢:(t-(2) —t tp(2) =) = G, o(s) = ¢"(2)
als auch
U (- (@), 1 (91(2) = G, d(s) = *(¢'(2)
die Differentialgleichung & = v(z) zum Anfangswert ¢'(x). Auflerdem sind beide Losungen
maximal und daher gilt: s € I(¢!(z)) & s+t € I(z) und fiir diese s gilt ¢(s) = (s) also
(9" (@)) = " (2).

(e) Ahnlich wie zuvor sagen wir, dass ein dynamisches System ¢ : ! — G maximal ist, wenn
gilt: Ist ¢ : 2 — G ein dynamisches System mit 2 D Q und @|g = ¢, so muss bereits 2 = Q
sein und damit ¢ = ¢.

(f) Das dynamische System ¢ : Q@ — G, das wir in (b) und (c¢) zu einem Vektorfeld v : G — R"
konstruiert haben, ist offenbar maximal. Sein assoziiertes Vektorfeld ist offenbar gerade v.

8.29 Bemerkung. Insgesamt ergibt sich also, dass jedem maximalen dynamischen System ¢
auf G ein stetiges Vektorfeld v = %got\tzo zugeordnet werden kann. Umgekehrt liefert zumindest
jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v auf G ein maximales dynamisches System ¢ auf G.

Dabei ist der Ubergang ¢ ~ v einfach (,,Differenzieren kann jeder“) der Ubergang v ~ ¢ schwer
(,,Integrieren ist eine Kunst*).

Im allgemeinen weifl man nicht einmal, ob bei gegebenem v : G — R" und z € G das Ende
t+(x) € (0,00] endlich oder unendlich ist. Der folgende Satz besagt aber immerhin, dass die
Bahnkurve ¢ — x(t) eines Punktes z € G mit t4(z) < oo jedes Kompaktum K in G verlassen
muss, wenn ¢ — ty(x) geht, d.h. ¢t — x(t) strebt fiir ¢ — t;(z) zum Rand von G oder nach
Unendlich. Anders gesagt, t — x(t) kann sich in endlicher Zeit ,nicht einfach in Luft auflosen®.

8.30 Satz. Verhalten fiir t — ¢t (z)

Sei G C R" ein Gebiet, v : G — R"™ ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld und = € G so, dass
ty(x) < oco. Ist dann K C G kompakt, so gibt es ein 0 < 7 < ¢4 (x), sodass fiir alle 7 < t < t4(z)
gilt: z(t) ¢ K.

Beweis. Da K kompakt ist, gibt es ein o > 0, so dass B,(x) C G fiir alle # € K gilt. Denn die
Distanzfunktion zum Rand von G, dist: R™ — [0, c0),

dist(z,0G) :=inf {|lx — y| |y € 0 G}

ist stetig und nimmt auf K ihr Minimum p an. Es ist ¢ > 0 denn sonst wire K N9 G # Q , also
K ¢ G. Seien weiter ||v(z)|| < M fiir z € By(K) und L eine Lipschitzkonstante fiir v auf B,(K).
Dann gilt fiir ¢ € (0,¢4(x)) mit z(¢t) € K, dass

b)) = o (@(t) +1 2 5 +1

mit § := min {4, &} . Fiir alle t € (7, ¢4 (z)) mit 7 := ¢4 () — § muss also gelten, dass z(t) ¢ K.
OJ
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8.31 Bemerkung. (a) Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich, wenn ¢_(z) > —oo ist.

(b) Bleibt eine Losungskurve ¢ — x(t) in einem Kompaktum, z.B. wenn lim;_,;, () = p fiir ein
p € G ist, so muss also t4(z) = oo sein. In diesem Fall muss dann p eine Gleichgewichtslage
sein.

8.32 Beispiel. Das N-Koérper Problem
Betrachte N Punktteilchen im R? die iiber das Gravitationspotential

1

M Ut v

wechselwirken (Masse und Gravitationskonstante = 1). Der Phasenraum des Systems ist der R
und wir schreiben

z=(q,p) € RV,

Die zugehorige Differentialgleichung ist

Z2=v(2)
mit
1 i —4j
v(gp) = (V) woall = P P
i< qi — 4y i< qi — gy
Es ist v lokal Lipschitz-stetig auf dem Gebiet

G ={(g,p) €RN |qi # q; Vi # j}.

Fiir N = 2 kann man die Losungen explizit berechnen (Keplerproblem) .
Fiir N = 3 existieren die Losungen fiir ,, fast alle“ Anfangdsdaten global, man kennt sie aber nicht.
Fir N > 3 wiirde man gerne zeigen, dass die Losungen fiir ,,fast alle“ Anfangsdaten existieren.

Problem: Fiir alle N > 2 gibt es Losungen, die nicht global existieren, ndmlich die direkte
Kollision zweier Teilchen. Fiir N > 5 ist bekannt, dass Losungen in endlicher Zeit nach unendlich
laufen kénnen.

Eine naheliegende mathematische Frage ist also: Wieviel ,,schlechte* Anfangsdaten gibt es 7
Das quantenmechanische N-Korper Problem ist iibrigens kein Problem mehr. Die Losungen der
entsprechenden Schriodingergleichung existieren fiir alle Zeiten, die zugehorigen Teilchentrajekto-
rien in der Bohmschen Mechanik existieren fiir fast alle Anfangsdaten global.
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9 Lineare Differentialgleichungen

9.1 Definition. Lineare Systeme
Sei I C R ein offenes Intervall und A : I — M (n,R) eine stetige Abbildung.

(a) Man nennt dann die Differentialgleichung
T =A(t)x

ein nicht-autonomes, homogenes, lineares System.
(b) Ist b: I — R™ stetig, so heifit
T = A(t)x + b(t)

ein nicht-autonomes, inhomogenes, lineares System.

9.2 Motivation. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass im autonom homogenen Fall
T = Ax

die globale Losung durch z(t) = e4*2(0) gegeben ist. Es liegt nahe, dass auch im nicht-autonomen
linearen Fall die Lésungen hochstens exponentiell wachsen kénnen, falls || A(¢)|| beschrinkt bleibt.
Da sie dann aber nicht in endlicher Zeit nach Unendlich laufen kénnen, existieren sie geméif

Satz 8.30 fiir alle Zeiten in I.

9.3 Satz. Globale Existenz fiir lineare Systeme

Sei I C R offenes Intervall, A: I — M(n,R) und b : I — R™ seien stetig. Dann existiert zu jedem
to € I und zg € R" eine eindeutige maximale Losung x : I — R"™ von

= A(t)x + b(t) mit x(ty) = o .

Beweis. Wir fiithren den Beweis nur fiir lokal Lipschitz-stetiges A(¢) und b(t) aus. Sonst miissten
wir im Beweis nochmals die Picard-Iteration fiir dieses spezielle Problem durchgehen, worauf wir
aus zeitgriinden verzichten. Geméfi Bemerkung 8.13 liefert die Anwendung von Satz 8.27 auf das
lokal Lipschitz-stetige Vektorfeld (hier verwenden wir die Zusatzannahme, dass A(t) und b(¢) auch
lokal Lipschitz-stetig sind!)

v(t, ) = < A(t):l:1+ b(t) >

die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung auf dem Zeitintervall J := (s_, sy) C [ =:
(t—, t+). Wir zeigen nun sy = ¢ (analog sieht man dann s_ = t_, also I = J). Angenommen
sy < t4, dann muss nach Satz 8.30 die maximale Losung (s—,s;) — I X R, t +— (t,z(t)) jedes
Kompaktum von I x R™ verlassen, also ||z(t)|| — oo fiir t — s; gelten. Wir zeigen nun, dass
||z(t)|| beschrankt bleibt fiir ¢ — s falls sy < t;. Insgesamt folgt dann sy = t,.

Setze dazu L := max{||A(t)]| |to <t < sy} und M := max{||b(t)|| |to < t < sy}, so gilt fiir die
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9 Lineare Differentialgleichungen
stetige Funktion w : [tg, s+) — [0,00), u(t) = ||z(t)||, dass
t t
wt) = la@l = latto)+ [ a(s)as] < (el + [ io)las
0 0

— ulto)+ [ [1A(s)x(s) + b(s)lds

to

< (u(to)+ / o rb<s>uds)+ RECIREOIES
0 0 —V—gL "V—:u(s)

t
< C+L/ u(s)ds.

to

9.4 Lemma. von Gronwall

Sei a < bund u : [a,b] — [0,00) eine stetige Funktion. Es gebe Konstanten L,C > 0 so, dass fiir
alle t € [a, b] gilt

u(t) SC’—}—L/tu(s)ds.

Dann ist
u(t) < Cellt=a) fiir alle ¢ € [a, b].

Ende des Beweises von Satz 9.3. Also ist u(t) < Celt=to) < Cel(s+=t0) fiir alle to <t < s4 und
somit t — ||x(t)|| beschriankt fiir t — s . O

Beweis. des Gronwall Lemmas. Sei zundchst C' > 0. Setze U : [a,b] — [0, 00)
t
Ut) = C’+L/ u(s)ds.

Dann ist U stetig differenzierbar und U(t) = Lu(t) > 0, also monoton steigend. AuBerdem ist
U(a) =C >0, also U(t) > C fiir alle t € [a, b]. Es folgt

d ' )
& m(U(t)) = ——= = <L

da u < U. Also ist

InU(t) —InC=InU(t) —InU(a) :/t(ian(s)ds < /tLds:L(t—a).

a
und somit

w(t) < U(t) = exp(InU(t)) < exp(InC + L(t — a)) = C "=,
Falls C' = 0, so liefert unser Argument, dass u(t) < C et fiir jedes C' > 0, also u(t) = 0. O

Die wichtigste Eigenschaft homogener linerarer Systeme ist, dass Linearkombinationen von Losun-
gen wieder Losungen sind.

9.5 Satz. Der L6sungsraum homogener linearer Systeme

Sei I C R ein offenes Intervall und A : I — M(n,R) stetig. Sei L, C C*(I,R") die Menge aller
maximalen Losungen des homogenen linearen Systems

T =A(t)x (%)

auf R™. Dann gilt:
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(a) Ly ist ein n-dimensionaler Unterraum von C!(I,R™).
(b) Ist to € I, r € Nund &,...,& € R", so seien z1,...,z, € Ly die Losungen von & = A(t)x
mit z;(tg) =&, j =1,...,r. Dann sind dquivalent:
(i) (z1,...,2,) ist linear unabhéngig in Lj,.
(i) (z1(¢),...,zr(t)) ist linear unabhéngig in R™ fir alle t € I .
(iii) (&1,.-.,&) ist linear unabhéngig in R™.
Beweis. Zu (a): Seien x,y € Ly, und A € R. Dann ist
da+y)=i+y=A0)z+ Aty = At)(z +y)
und
L (\z) = Ai = MA(t)z = A(t)(\z).
Also sind auch +y und Az Losungen von () und somit ist Ly, ein Untervektorraum. Die Aussage
zur Dimension folgt sofort aus Teil (b).

Zu (b): (i) = (ii): Seien (x1,...2,) C Ly linear unabhingig und sei ¢ € I beliebig aber fest.
Erfiillen dann Ay, ..., A, € R die Gleichung

)\11’1(5) + -+ )\TxT(f) =0 (**)

als Gleichung in R", so ist zu zeigen, dass aus (¥%) schon A\; = 0 fiir j = 1,...,r folgt. Setze dazu
x: I — R z(t) = M\z1(t) + - + Axp(t). Nach (a) ist z(¢) Losung von (*) und wegen (xx) ist
z(f) = 0 und somit, wegen der Eindeutigkeit der Losung, z(t) = 0 fiir alle ¢ € I. Also ist

MT1+ ...+ N2, =0

in C1(I,R™) und nach Voraussetzung \; = --- = A, = 0. Es ist also (z1(¢),- -+ ,2-(f)) C R linear
unabhiingig fiir alle £ € 1.
(ii) = (iii): klar, weil & = z;(to) ist,
(iii) = (i): auch klar, denn ist
A1y + -+ A =0

so ist insbesondere
M+ NG = M (to) + - 4 A (to) = 0.

Also muss nach Voraussetzung Ay = --- = A\, = 0 sein. O

9.6 Korollar. Der Propagator

Sei A : I — M(n,R) stetig, to € I und ¢! : R® — R™ der zu @ = A(t)x gehorige Fluss (vgl.
Bemerkung 8.2 (c¢)) zum Anfangszeitpunkt ¢o: Sei = : I — R” die Losung von & = A(t)x zum
Anfangswert xz(tg) = xq, so ist also ©!(zg) = z(t).

Dann ist ¢! fiir jedes feste t € I ein linearer Isomorphismus des R™, welcher im Folgenden auch
mit ®(t) bezeichnet und Propagator genannt wird.

Die Abbildung ® : R — L(R") erfiillt die Matrix Differentialgleichung
d(t) = A(t)D(t) mit Anfangsbedingung  ®(¢p) = 1d.
Beweis. Ubungsaufgabe. O

9.7 Definition. Fundamentalsystem

Sei A: I — M(n,R) stetig. Ein n-Tupel (x1,...,2,) C Ly von Losungen der homogenen Glei-
chung © = A(t)x heift Losungs-Fundamentalsystem, wenn (z1,...,x,) eine Basis von Ly,
ist.
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9 Lineare Differentialgleichungen

9.8 Satz. Der L6sungsraum inhomogener linearer Systeme

Sei I C R ein offenes Intervallund A : I — M(n,R) und b : I — R seien stetig. Mit L; C C(I,R")
werde die Teilmenge aller Losungen der inhomogenen Gleichung

&= A(t)z + b(t)

bezeichnet, also
Li={z ¢ CI(I,R”) | =A(t)x +b(t)}

und
Lp={z e CI(I,R") |z = A(t)x}.

(a) Ist  : I — R™ eine Losung der inhomogenen Gleichung, so gilt

Li=x+Ly:={zx+peC(ILR")|pe Ly}

(b) Variation der Konstanten

Sei ®(t) : R™ — R™ der Propagator des homogenen Systems zur Anfangszeit ¢ty € I und sei
xo € R". Dann ist

z(t) = (t) <:c0 + /tcb(s)—lb(s)ds>

to

die Losung der inhomogenen Gleichung & = A(t)x + b(t) zum Anfangswert x(tg) = xo.

Beweis. (a) Ist x eine Losung von & = A(t)x + b(t), so ist  genau dann eine weitere Losung
von & = A(t)x + b(t), wenn ¢ := & — x Losung der homogenen Gleichung ist:

T = A(t)Z + b(t) & p=1—i=At)F— Alt)r = A(t)p.

(b) Es gilt x(t9) = ®(to)xo = xo und

i) = () <x0+/ @(s)—lb(s)ds>+<I>(t)<1>(t)—1b(t)

to

= A)D(t) <x0+ / t@(s)_lb(s) ds> +b(t)

to
= A(t)z(t) + b(t).

O

9.9 Bemerkung. Die Bezeichnung ,, Variation der Konstanten“ kommt aus folgendem Ansatz
fiir die Losung: z(t) = ®(t)c(t) statt x(t) = P(t)xo wie fiir die homogene Gleichung. Dann muss
namlich ¢(t) folgende Differentialgleichung erfiillen:

i = dc+ dé = Abe + Bé = 2 + B = 2 + b(t)
also ®¢ = b oder é¢(t) = ®71(¢)b(t). Somit folgt
¢
c(t) = g +/ d1(s)b(s)ds.
to

9.10 Bemerkung. Die Menge aller Losungen des homogenen Systems & = A(t)z ist ein n-
dimensionaler Unterraum von C!(I,R"). Die Menge aller Losungen des inhomogenen Systems
ist ein n-dimensionaler affiner Unterraum von C*(I, R™). Kennt man die vollstéindige Losung des
homogenen Systems (also zumindest n linear unabhéngige Losungen), so kann man auch das
inhomogene System vollstdndig 16sen.
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9.11 Beispiel. Betrachte die Differentialgleichung
&= 2tx + 3 (%)

auf R. Mit a(t) = 2t und b(t) = t3 wird das zu © = a(t)z + b(t). Die Losung der homogenen
Gleichung & = a(t)x mit z(tg) = z¢ ist

iL'(t) _ eftto a(s)dsxo :

also mit tg =0
t
z(t) = elo 26)ds g — e’z .

Da dimLj, = 1 ist, ist () = e’z eine Basis fiir L, und der Propagator ist ®(¢) = ef*. Variation
der Konstanten liefert nun die Losung der inhomogenen Gleichung zum Anfangswert xg durch

t
i(t) = e’ <x0 +/ e ¥ s? ds) = e (mo+3) - L1 +4?),
0

wobei

t t2 t2
2 - B _ 42 g2
e sPds=1 e Trdr = ~Lle"r | +1 e Tdr = —le Tt — Lot 4 1.
0 2 J, 2 o2 2 2 2

9.12 Bemerkung. Dyson Reihe

Auch im Fall n > 1 kann man noch eine explizite Formel fiir die Losung der homogenen Gleichung
angeben, die sogenannte Dyson Reihe. Sei A : I — M (n,R) stetig, dann ist die Losung & : [ —
M (n,R) von

D= A(t)®

mit ®(t9) = E, gegeben durch die absolut konvergente Reihe

0 t 1 Tj—1
o) = Eu+ . [an [Cane [T an am)- A,
j=1 t to

to
Beweis. Ubungsaufgabe. O
9.13 Bemerkung. Fiir den autonomen Fall A(t) = A erhilt man die Losung ® : R — M (n,R)
von
b= AP
mit ¢(0) = E,, durch exponentieren
d(t) = et

Insbesondere existieren die Losungen fiir alle Zeiten. Um et := Z;‘;O (/;i)J

transformiert man A auf Jordansche Normalform (vgl. Lineare Algebra).

explizit auszurechnen,

Sei z.B. A diagonalisierbar, also

A\ 0
S™1AS = =D
0 A

eine Diagonalmatrix und S € GL,(R), so 16st ¥ = S~1®S die Gleichung

U =5"195=5""1405=5"1455"19S=D U,
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9 Lineare Differentialgleichungen

also

und somit

Um die Normalformtheorie von Matrizen iiber C beniitzen zu konnen (viele Matrizen haben eben
keine reellen Eigenwerte, aber komplexe), betrachtet man die Differentialgleichung & = A(t)z
statt auf R™ auf C" und sucht Losungen z : I — C™ von

z2=A(t)z.

Die Zeitvariable bleibt aber reelll Die Losungen bilden dann einen Unterraum der komplexen
Dimension n in C*(I,C") und alles in diesem Kapitel gesagte gilt analog.
Beachte, dass fiir A(t) € M(n,R) zwar S und Aq,..., A\, komplex sein kénnen, der Propagator

ist aber immer noch reell.

Die Resultate zu linearen Differentialgleichungssystemen 1. Ordnung lassen sich direkt auf lineare
(Systeme) n-ter Ordnung iibertragen:

9.14 Definition. Homogene lineare DGL m-ter Ordnung

Sei I C R ein offenes Intervall und ar : I — K, kK = 1,...,m — 1, stetige Funktionen. Hier ist
K =R oder K = C. Dann heif3t

2 () 4 a1 () 2™ D@ + .+ ar () () + ao(t) z(t) = 0

homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung.
Ist b: I — K stetig, so heifit

2 () 4+ a1 () 2™ V@) + ..+ a1 (t) (8) + ao(t) z(t) = b(t)

inhomogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung.

9.15 Satz. Losungsraum linearer DGLen m-ter Ordnung

(a) Sei Lj die Menge aller Losungen x : I — K der homogenen Gleichung

2(m) +am,1x(m_1) +...+a1&+apx=0.
Dann ist Lj, ein m-dimensionaler Unterraum von C" (1, K).

(b) Sei L; die Menge aller Losungen x : I — K der inhomogenen Differentialgleichung
2 g M +...+a1+apx=0.

Dann gilt fiir beliebiges = € L;
Li=xz+ L.
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(¢) Ein m-Tupel (¢1,...,pm) in Ly, ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir ein und damit
fur alle t € I die ,, Wronski-Determinante“

e1(t) - oml(t)
W] O e
dm V@) D

von Null verschieden ist.
Beweis. Die Differentialgleichung
x(m)—i—am_lx(m_l)—|—...+a1:'c—|—a0:n:b (%)

ist dquivalent zu dem inhomogenen linearen System 1. Ordnung

Y% = Y%
no= Yo
()
Um—2 = Ym—1
Um—1 = —aoYo —a1Yy1 — " — Gm—-1Ym-1 T b

Jeder Losung x : I — K von () entspricht eine Lésung

T
i
I - K™
(m—1)

von (k%) und umgekehrt. Entsprechendes gilt fiir die homogenen Gleichungen (b = 0). Damit
folgen die Behauptungen aus Satz 9.8. O

9.16 Beispiel. Die Differentialgleichung

1
s L ay 1 o
T 2tx+2t2x

auf dem Intervall I = (0, 00) besitzt die Losungen ¢1(t) := t und ¢a(t) := v/t, wovon man sich
durch Einsetzen iiberzeugt.

Die Wronski-Determinante von (¢1, ¢2) ist

W (t) = det ( P1() - ea(l) ) :det< ! \{i ) _ vt

P1(t)  pa(t) LN 2

Da W(t) # 0 fir t € I, bilden ¢; und @9 ein Losungs-Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung
der Differenzialgleichung ist also

o(t) = c1o1(t) + capa(t) = it + eVt

mit beliebige Konstanten ¢y, co € C.
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9 Lineare Differentialgleichungen

9.17 Beispiele. (a) Die Legendresche Differentialgleichung

Die Legendresche Differentialgleichung auf I = (—1,1) zu n € N ist
(1 -3 —2ti+n(n+ 1)z =0

bzw., da (1 — %) # 0,
2t . nn+1)
-2 1-9

Das Legendre Polynom der Ordnung n ist definiert durch

Pa(t) = — @)n(t?_nn

- 2nn!

x=0.

T —

und 16st die Legendresche Differentialgleichung der Ordnung n.
(b) Die Hermitesche Differentialgleichung

Die Hermitesche Differentialgleichung auf I =R zu n € N ist
=2tz +2nx=0.

Das Hermite Polynom der Ordnung n ist definiert durch

Ho(t) = (—1)"e" (i)"etz

und 16st die Hermitesche Differentialgleichung der Ordnung n.

(c) Die Laguerresche Differentialgleichung

Die Laguerresche Differentialgleichung auf I = (0,00) zu n € N ist
ti +(1—t)t+nz=0.

Das Laguerresche Polynom der Ordnung n ist definiert durch

L= () ()

und 16st die Laguerresche Differentialgleichung der Ordnung n.

In allen drei Féllen (a), (b) und (c) sind die Polynome jeweils nur eine spezielle Losung und gemés
Satz 9.15 gibt es jeweils noch eine weitere linear unabhéngige Losung.

9.18 Satz. Sei ¢ : I — R eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
i+ a(t)z +b(t)x = 0.

Im Intervall J C I gelte ¢(t) # 0. Dann erhélt man iiber J eine zweite von ¢ linear unabhiingige
Losung ) : J — R durch den Ansatz

wobei u eine nicht-konstante Losung der Differentialgleichung

u+<2i§2+a(t)>u:0 (*)

ist.
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9.19 Bemerkung. Die Gleichung (x) ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir u,
welche die Losung

W) = dlty) e o (2EGFaw)ds

= a(ty) e 2Mne(®)~Ine(to) o= S als)ds

. @(t0)2 —ftto a(s)ds
B0

hat. Man erhélt v dann durch eine weitere Integration.
Beweis. von Satz 9.18.
Y=pu = Yp=puteu = Y =@ut2pu+ i

Also
V4 ar) + b = Gu + 200 + il + apu + api + bou = 241 + 0+ a i,

da ¢ +a¢ + by = 0. Somit 16st ¢ die Differentialgleichung, wenn @i 4+ 2 ¢4 + ap i = 0 bzw.
wenn '
. @ .
U+ (2+a>u—0.
¥

Ist w nicht konstant, so sind ¥ = up und ¢ auf J linear unabhingig. O

9.20 Beispiel. Fiir n = 1 ist die Legendresche Differentialgleichung auf I = (—1,1)

2t | 2 B
Tl ettt

0.

3

Sie hat die Losung P;(t) = t. Also erhélt man auf (0,1) eine zweite Losung durch den Ansatz
P(t) = tu(t), wobei

' ' 2 0 2y . 2 (1) _ 21 —¢2
at) = u(to)t—gefto = = te) 5 nl ilto) 32 T2

. 1 1 1 1
a0 501 (5 (73 + 7))

somit ist

u(t) = wu(to) —|—/ u(s) ds = u(to) + u(to) t3(1 — t3) (_i t

to to
1 1 1 1+t
= wu(t Wt)t2(1—t3) [ — — =+ =In—n | .
utto) + atto) 0~ B) (- = § + 51 )

+ % (In(1+s) —In(1 —s))

t
to

Wir wéhlen nun fiir beliebiges ¢y € (0, 1)
1

W(tg) = 5——o d to) = —u(to)to(l — t2
u(to) 2i-@ W u(to) = —u(to)to(1 — t5)
und erhalten so die Losung
()= L itt 1
“ o M1t ¢
Es ist also ’ L4t
= — 2 Iln—"_1
9(t) = tult) = g

eine von ¢(t) linear unabhéngige Losung auf dem Intervall (0,1). Man rechnet nun aber direkt
nach, dass v (t) die Differentialgleichung auf dem ganzen Intervall (—1, 1) 16st.
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9 Lineare Differentialgleichungen

9.21 Bemerkung. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Fine homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung ist von der Form

m

Zajx(j)(t)zo mit am =1, (%)
=0

fir z : R = R oder  : R — C. Sie ist dquivalent zu dem System erster Ordnung

0 1 0 e 0
_ 0 0 1 - 0
) =1 . : y(t) =: Ay(t)
—ap —air -+ —Am-2 —Qm-1

fiir y : R - R™ oder y : R — C™. Jeder Eigenvektor v von A zum Eigenwert \ liefert eine Losung
y(t) = eMv des Systems erster Ordung. Das charakteristische Polynom von A ist

PA(A) - Za] A‘77
j=0

148t sich also direkt aus der Differentialgleichung (*) ablesen. Damit haben wir ein Rezept zum
Auffinden von Loésungen von (%) gefunden: zu jeder Nullstelle A\g von P4()\) ist

Ty () = ehot

eine Losung von (x). Hat P4()) tatséchlich m verschiedene Nullstellen, so bilden die zugehérigen
Losungen ein Fundamentalsystem. Aber auch beim Vorliegen einer ¢-fachen Nullstelle kann man
direkt ¢ linear unabhéngige Losungen angeben: sei Ay ¢-fache Nullstelle von P4(\), dann sind

Aot Aot

Try0(t) =€, xy1(t) =te™, xy 2(t) = 12 e/\ot, ceey Tagu—1(t) = =1 ghot

¢ linear unabhingige Losungen von (). (Beweis in den Ubungen).

9.22 Beispiel. Der geddmpfte harmonische Oszillator

Das charakteristische Polynom zur Differentialgleichung
P4+ 2vi+wlz =0, ~,w>0,
hat die Form P()\) = A? 4+ 2y 4+ w? und somit die Nullstellen
W/ )

Wir unterscheiden wieder drei Fille:

Uberdiampfte Bewegung: v > w, also Apm € R und Ay # A_. Zwei linear unabhéngige
Losungen sind somit

z1(t) = Mt = VI und gy (t) = Mt = (T VP

Kritische Diampfung: v = w, also A\, = —~ zweifacher Eigenwert. Zwei linear unabhéngige
Losungen sind diesmal

zi(t) =eM =e M und  ao(t) =teMt =te .

Gedimpfte Schwingung: v < w, also AL € C und A\ # A_. Zwei linear unabhéngige Losungen
sind

z1(t) =Mt =e el und  ap(t) =Mt =e e mit @ = w2 — 2.

In allen drei Fillen 148t sich jede Losung als Linearkombination von 21 (¢) und z2(¢) schreiben.
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10 Funktionentheorie

10.1 Differenzierbarkeit in C

Die komplexe Zahlenebene ist mittels
j:C— R? , j(z) = (Rez,Im2)
isomorph zu dem R-Vektorraum R?. Da

2l = [li2I
/! N
Betrag in C Norm in R?

ist die metrische Stuktur von C mit der von R? identisch. Also ist U C C genau dann offen,
kompakt, abgeschlossen etc., wenn j(U) C R? offen, kompakt, abgeschlossen etc. ist. Eine Folge
(2n)nen konvergiert genau dann in C, wenn (j(z,))nen in R? konvergiert.

10.1 Definition. Reelle Differenzierbarkeit

Sei U C C offen. Eine Abbildung f : U — C heif3t reell differenzierbar bei zy € U, falls sie
aufgefasst als Abbildung von j(U) C R? nach R?, d.h. jo foj~!: j({U) — R? differenzierbar
ist bei zg. Es ist also f : U — C reell differenzierbar bei zg € U genau dann, wenn es eine reelle
Matrix A € M(2 x 2,R) gibt, so dass fiir alle h € C hinreichend klein

3(f(z0 + h)) = 3(f(20)) + Aj(h) + o([lF (R)]])
gilt.

Man sagt nun f : U — C ist komplex differenzierbar bei zy € U, wenn es eine komplexe Zahl
w € C gibt, so dass fiir h € C klein genug gilt

f(z0+h) = f(z0) +wh +o(|h]) .

10.2 Definition. Komplexe Differenzierbarkeit

Sei U C C offen. Eine Funktion f : U — C heifit (komplex) differenzierbar bei zy € U, falls der
Grenzwert

lim f(z0+h) — f(20)
h—0 h

existiert. Wir definieren in diesem Fall die Ableitung von f in zg durch

F(z0) = lim f(z0 +h) — f(20) '

h—0 h

Ist f in ganz U differenzierbar, so heifit f in U holomorph.
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10 Funktionentheorie

10.3 Bemerkung. Die aus dem Reellen bekannten Rechenregeln gelten auch im Komplexen (mit
identischen Beweisen): Sind f,g : U — C holomorph, so auch f + g, f - g, af fiir « € C sowie
f/g:U\{g =0} — C und es gilt

(f+9)=F+d,(f9)=Ffg+[fd, (af) =af.

AuBerdem gilt die Kettenregel: Sind f : U — V und g : V — C holomorph, so ist auch
go f:U — C holomorph und

(90 /Y(2) =g (FNF(z)  firallez€ U,

10.4 Bemerkung. Jede holomorphe Funktion f : U — C ist auch reell differenzierbar und somit
stetig. Denn fiir w € C ist
M, :C—-C, z— My(z):=wz

R-linear als Abbildung von R? nach R?: Sei w = wy + iws und z = 21 + ize mit wq, wo, 21, 22 € R.
Dann ist
wz = (w1 + iwg) (21 + iz2) = w121 — waze + (w122 + waz1),

. w121 — Wez9 w1 —wy Z1
Jj(wz) = = -
w129 + waezq wy Wi z2
~———

=:Ayp

also

10.5 Erinnerung. Geometrisch ist die Multiplikation mit einer komplexen Zahl w eine Dreh-

streckung,
wz
— e — iy A
w = wp+iwy = |wle
2 = 2z +izm=|z|e¥ o+
_ i(Y+
we = Jul]e] ¥ wiz N\ |72 N\,
Streckung Drehung
PN\
mit ¢ := arg(w) und ¢ := arg(z). i
w1

Die gleiche Drehstreckung in R? ist durch die Matrix A,, = ( w _ww2 > gegeben:
2 1

det A, = w? + w3 = |w|?

und
1 wy _ w2
Ay = ™ Juwl
(detAy,)L/2 < il il
ist die Drehung um den Winkel cos ¢ = ‘%‘ bzw. sin ¢ = ‘%‘ Also gilt der folgende Satz.

10.6 Satz. Cauchy-Riemannsche Differentialgleichungen

Sei U C C offen und f : U — C. Dann sind dquivalent:
(i) f ist holomorph in U .
(ii) f ist reell differenzierbar in U, und fiir die Funktionen v = Ref und v = Imf gilt

§ Opu(z,y) = Oyv(x,y)
I i S

fiir alle z =z +iy € U.
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10.1 Differenzierbarkeit in C

Die Gleichungen (x) heiflen die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und lauten kom-
pakter

Ouf = —i0, f .

Beweis. Schreiben wir j(f(z)) = ( Zg’z; ), also z = x + iy, u(x,y) = Re f(z) und v(z,y) =

Im f(z), so ist

. [ Owu(z,y) Oyu(zx,y)
Dj(f(z) = ( 8901;(%5) 8yv(x’z) ) ‘

Falls f reell differenzierbar ist, so gilt
J(f(z+h)) =3(f(2) + Dj(f(2)) -i(h) + o(|[F(R)]]) -
——
eM(2x2,R)

Das ist dquivalent zu
f(z+h) = f(z) +w-h+o(|h])

genau dann, wenn Dj(f(z)) eine Drehstreckung ist, also
o Ozu Oyu \ [ wp —ws
Dj(f) = < Ogv Oyv > o ( wy Wi ) :

Opu = Oyv und Oz = —0yu.
In diesem Fall ist w = f/(z) also Ref’ = 0,u = Oyv und Imf’ = 0,v = —Jyu. O

Es muss also gelten

10.7 Folgerung. Es ist f also genau dann holomorph, wenn

1) = 5o 0(0) = =i f(2). (¥

Wegen x = (z + 2z)/2 und y = (2 — z)/2i ist formal
0 _ 0 -\ _ Of o ofoy _ 1 (of 190f
5:[(2) =g flz+iy) = 5.5 a*ya%—i(%‘FT(Ty)a
und man definiert deshalb die Differentialoperatoren (auch Wirtingerableitungen genannt)
0 170 .0 d 0 170 L 0
— == -1 un — == =4+i=) .
0z 2 \0x Oy 0z 2\0x Oy

Mit (x) erfiillt f also genau dann die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, ist also genau
dann holomorph, wenn £ f = 0. Andererseits gilt fiir holomorphes f, dass f'(z) = 2 f(z).

10.8 Beispiel. Die komplexe Exponentialfunktion

Es ist ' '
¥ ="M = e =¥ cosy +ie’ siny,
also
u(z,y) = e” cosy und v(z,y) =e*siny.
Damit ergibt sich
Oyu = e" cosy = Oyv und Oyu = —e*siny = —0,v.

Also ist exp: C — C, z — e® holomorph und wie erwartet

/ . . .
() = Oyu+10,v = e* cos +ie* siny = €.
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10 Funktionentheorie

10.9 Beispiel. Die Betragsfunktion ist nicht holomorph

Die Betragsfunktion
|-]: C—[0,00) C C, z |z = V22

ist nicht holomorph, denn
z

ag :82 2= — 0.
2 = 0:VEE = o

Die Betragsfunktion ist aber bekanntermaflen aufler bei z = 0 reell differenzierbar.

10.10 Bemerkung. Real- und Imaginérteil holomorpher Funktionen sind harmonisch

Ist f: U — C holomorph und sind v = Ref und v = Imf zweimal stetig partiell differenzierbar
(was, wie wir sehen werden, aus der Holomorphie folgt), so folgt aus den Cauchy-Riemannschen
Differenzialgleichungen

Au = 0y(0zu) + 0y(Oyu) =
= 0,0yv — 0y0,v =0

und analog Av = 0. Real- und Imaginérteil einer holomorphen Funktion sind also immer Losung
der Laplace-Gleichung Au = 0 in U. Solche Funktionen nennt man harmonische Funktionen.

10.2 Komplexe Wegintegrale

10.11 Definition. Komplexes Wegintegral

Sei U C C offen und = : [o, ] = U eine stetig differenzierbare Kurve. Fiir jede stetige Funktion
f:U — C sei dann

B
/ f(z)dz = / (1) 7 (1)t

das Integral von f lings «. Hierin ist

— t)
PPN (C) Ble] .
i (t> 8113 s—1 €C
Entsprechend definiert man fiir stiickweise glatte Wege, d.h. v : [, 5] — U ist stetig und es
existieren endlich viele Zwischenpunkte o = ap < a1 < -+ < a = 5, so dass v = 7’[%-1@%]
jeweils stetig differenzierbar ist, das komplexe Wegintegral durch

/f(z)dzzz f(z)dz.

k=1""7k

Man mache sich klar, dass diese Definition unabhéngig von der Wahl der Zwischenpunkte ist.

10.12 Beispiel. Sei v : [0,27] — C, t + () = e'’. Dann ist v eine glatte geschlossene Kurve,
niémlich die Einheitskreislinie, und es gilt 7/(¢) = iel’. Also ist z.B. fiir f(z) = 2"

27 27 . .
[#eras = [T ram)v@d= [ enidtar -
¥ 0 0

27

1 1 .
0 :T—H_T—HZO furn;ﬁ—l,

eit(n+1)
— n+1

271 firn=-1.
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10.2 Komplexe Wegintegrale

10.13 Bemerkung. Wir werden im folgenden stiickweise differenzierbare Wege betrachten, ohne
dies immer explizit zu sagen. In diesem Zusammenhang ist wichtig, dass in einer offenen Menge
U C C zwei Punkte genau dann durch einen differenzierbaren Weg in U verbunden sind, wenn
sie durch einen stetigen Weg verbunden sind. Denn sei 7 : [0, 1] — U ein stetiger Weg, so konnen
wir die stetigen Funktionen Revy : [0,1] — R und Im~ : [0,1] — R gleichmifig durch Polynome
approximieren (Stone-Weierstral aus MaPhy 1), also zu beliebigem ¢ > 0 Polynome ¢ und p
finden, mit ¢(0) = Rev(0), ¢(1) = Rey(1) und

lg —Revylloo < €

und analog fiir p und Im~y. Da U offen ist und ([0, 1]) kompakt, liegt der glatte Weg ¢ + ip von
~(0) nach (1) aber fiir £ hinreichend klein auch ganz in U.

Merke: In einem Gebiet U C C, also einer offenen und wegzusammenhéngenden Menge U,
konnen je zwei Punkte durch einen differenzierbaren Weg verbunden werden.

10.14 Definition. Reparametrisierung eines Weges

Wir sagen, dass zwei Wege v und 5 durch Reparametrisierung auseinander hervorgehen, wenn
es einen Diffeomorphismus ¢ : [a1, f1] — a2, B2] mit 1 = y2 0 ¢ gibt. Dann ist entweder

(1) = ag und ¢’ >0 oder (1) =2 und ¢’ < 0.

Es heifit £(p) := sgny’ € {—1,1} die Orientierung der Reparametrisierung.

10.15 Lemma. Reparametrisierung komplexer Wegintegrale

Sei f: U — C stetig und seien y; und 2 Wege, die durch eine Reparametrisierung ¢ auseinander
hervorgehen. Dann gilt

f(z)dz=e(p) | f(z)dz.

71 Y2
Beweis.
B1 B1
f(z)dz = / F ()7, () dt = / F(a((8)) 1 (8) (1) dt
" ai ai
w(B1) B2
= f(r2(s))va(s)ds = e(p) | f(r2(s) 1a(s)ds = e(p) | f(z)dz.
w(afl) OZ LZ

O

10.16 Bemerkung. Fiir einen Weg der Form v : [o, 8] — [a, 8], t — 7(t) = t auf der reellen
Achse, stimmt das komplexe Wegintegral mit dem {iiblichen Integral fiir Funktionen einer reellen

Veranderlichen iiberein: 5
/f(z)dz:/ F(t)dt.
¥ «

Die Unabhéngigkeit von Reparametrisierungen ist dann einfach die Substitutionsregel.

10.17 Definition. Linge eines Weges

Die Léange eines Weges v : [a, ] — C ist

B
L(y) = / (1) dt.

Die Lange eines Weges ist invariant unter Reparametrisierung. (Ubungsaufgabe)
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10 Funktionentheorie

10.18 Definition. Stammfunktion

Sei f: U — C stetig. Dann heifit F' : U — C Stammfunktion von f, wenn fiir jede stiickweise
glatte Kurve v : [a, 8] = U gilt

Es heifit f integrabel, falls f eine Stammfunktion hat.

10.19 Lemma. Sei f: U — C stetig, dann sind dquivalent:
(i) f ist integrabel.
(ii) fﬂ/ f(2)dz = 0 fiir jede stiickweise glatte, geschlossene Kurve « in U.

(iii) Fiir je zwei stiickweise glatte Kurven 71,72 in U mit gleichem Anfangs- und Endpunkt gilt

(2)dz= | f(2)dz.
71 Y2
Beweis. (i) = (ii): klar
(if) = (iii):

mit dem geschlossenen Weg
»Y =71 — 72“ ’
in dem erst v, vorwérts und dann v, riickwérts durchlaufen wird.
(iii) = (i): O.B.d.A. sei U ein Gebiet, also wegzusammenhéingend. Wihle a € U fest und definiere
F : U — C wie folgt: Fiir jedes p € U wéhle ~, : [0,1] — U mit 7,(0) = a und 7,(1) = p und
setze
Fp) = [ f()dz.
Tp

Nach Voraussetzung héngt F'(p) nicht vom gewéhlten Pfad 7, ab. Fiir einen beliebigen Weg
v : [a, B] = U von y(a) = p nach v(8) = ¢ gilt dann, dass

F(p) + / faz= [ sGa / fe)ds= [ fede= qu(Z)dZZF(q)~

75'7;0""7“

Also ist F' Stammfunktion von f. O

10.20 Definition. Aneinandersetzen von Wegen

Seien 7; : [a,b] — C und 2 : [¢,d] — C stetige Wege. Dann bezeichne —v; : [a,b] — C den
riickwérts durchlaufenen Weg —v1(t) := v1(a + b —t) und v + v2 : [a,b+ (d — ¢)] — C die
Aneinandersetzung

B 71 (t) falls ¢ € [a,b)
(71 +72)(t) = { Ya(t —1F c—>b) fallsteb,b+ (d—c)].

Falls v1(b) = 72(c), so ist 71 + 72 auch wieder stiickweise glatt.

Wir werden nun in mehreren Schritten einen “Hauptsatz” im Komplexen beweisen. Der folgende
Satz sagt zunéchst, dass auch im Komplexen F' genau dann Stammfunktion von f ist, wenn F
differenzierbar ist und F’ = f gilt.
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10.2 Komplexe Wegintegrale

10.21 Satz. Sei U C C offen und f : U — C stetig. Dann sind dquivalent:
(i) F ist Stammfunktion von f
(ii) F ist holomorph und F’ = f.

Beweis. (i)=-(ii): Sei z € U, dann ist

lim Flzth) = Fz) = lim — /f dz—liml/lf(z—i-th)hdt

h—0 h h—0 h h—0 h

= 11m/fz+th = f(z).

(il)=(i): Sei v : [, f] — U ein glatter Weg, dann ist h(t) := F(v(t)) differenzierbar und es gilt
R (t) = f(v(t)) ¥ (t). Mit dem Hauptsatz fiir Funktionen einer Verénderlichen folgt

B B
F(1(8)) - F(3(a)) = h(8) — h(a) = / () dt = / FO/(E) Y (8) dt = / f(2)de

10.22 Definition. Lokale Integrierbarkeit

Sei U C C offen und f : U — C stetig. Falls zu jedem z € U eine Umgebung U, C U von z
existiert so, dass f|y, integrabel ist, so heifit f lokal integrabel.

Wir kommen nun zur Frage nach der Existenz einer Stammfunktion. Wahrend im Reellen jede
stetige Funktion eine Stammfunktion besitzt, ist im Komplexen die komplexe Differenzierbarkeit
eine hinreichende (néchster Satz) und, wie wir spéter sehen werden, auch notwendige Bedingung
fiir lokale Integrierbarkeit.

10.23 Satz. Jede holomorphe Funktion ist lokal integrabel.

10.24 Proposition. Sei U C C eine offene Kreisscheibe. Dann ist f € C(U) bereits dann
integrabel, wenn

f(z)dz =

OR
fiir jedes achsenparallele Rechteck R C U gilt.

Beweis. O.B.d.A. sei 0 der Mittelpunkt von U. Fiir a = a + i € U sei v bzw. ¢ derjenige Weg,
der 0 mit a lings zweier Geradenstiicke iiber a bzw. i verbindet.

Nach Vorraussetzung ist F(a f f(z)dz = [ f(z)dz. A .
Fiir h € R gilt nun i3 a=a+if
a—F(z = lim Flath) - —hm/ fla+th)dt = f(a)

ox h—0 o y

und

oF F(a+ih) —

a—y(a) = }1l_>0 W = hm 1/ fla+tih)dt =if(a). v

Also gilt in U, dass 0, F = f und 0y F = if und mit Satz 10.6 ist F holomorph und F’ = f. [
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10 Funktionentheorie

Beweis. von Satz 10.23. Sei D C C offen und f : D — C holomorph. Da jedes a € D eine
Kreisscheibenumgebung in D hat, geniigt es zu zeigen, dass fiir jedes Rechteck R C D gilt

f(z)dz=0.
OR

Seialso R C D fest,d := L(OR) der Umfang von =~ | p— o p— ( _______________ —
R und zur Abkiirzung w = f(z)dz. Teile nun H il 1k
R durch die beiden Seitenhalbierenden in vier V R, A V Rs A ;
kongruente Teilrechtecke R = Ry U Ry UR3URy. : '
Die Wegintegrale iiber die inneren Seiten heben | | > o ieietets > ;
. . fe------- =N = A
sich paarweise auf, also 1k o e
1 1R L TR |
w = w. H |
Lo =2 e || S| |

Insbesondere existiert ein j € {1,2,3,4} so, dass

/ w‘§4/ wl .
OR AR,

Setze nun R° = R und R' = R; und iteriere diese Prozedur. Wir erhalten dann eine Folge
RS> R'D>..- D> R"> .- von Rechtecken mit

fodf=
OR™

L(OR™) = 2% und

/ w‘ und L(OR™) = 1L(OR"),
ORn+1

[ owlze|[ .
OR OR™

Wegen des Schachtelungsprinzips, Proposition 3.9, existiert ein eindeutiges a € R mit a € R™ fiir
alle n € N. Da f : D — C holomorph ist, gilt

f(z) = fa) + f'(a)(z — a) + (2 — a)

also
< 4"

_ p(z—a)

mit p(z—a) = o(|z—al) fiir z in einer geeigneten Umgebung von a. Insbesondere ist g(z) := = —

stetig bei @ und g(a) = 0.
Zu beliebigem e > 0 wihle nun n € Nmit |g(2)| < 5 fiir alle 2 € R". Wegen |[2—a| < L(OR") = 2
fiir alle z € R™ gilt dann

/aRw’ < /aRnw’ _ oy /W (F(@) + f'(@)(z —a) + g(=)(z — a)) d=
_— [)Rng<z><za>dz < 4 L©OR") sup(g(z)(z — a))
<« pled
— 2nd22n ’

da z — f(a) + f'(a)(z — a) eine Stammfunktion besitzt (ndmlich zf(a) + 1 f'(a)(z — a)?), und
somit

[ @+ @ - a) =0
OR™

ist. O
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10.3 Der Cauchy Integralsatz

In Worten lautet die Aussage des Cauchyschen Integralsatzes wie folgt: Ist f : D — C holomorph,
D offen, und kann man zwei geschlossene Wege 1 und o in D “stetig ineinander iiberfiithren

ohne D zu verlassen”, dann gilt
/ f(z)dz = / f(z)dz.
M Y2

10.25 Beispiel. Sei D = C\ {0} =: C*. Beispiele fiir jeweils homotope Wege sind

S
7

Beispiele fiir jeweils nicht zueinander homotope Wege sind

Im folgenden sei D C C immer offen und I := [0, 1].

10.26 Definition. Homotopie geschlossener Kurven

Zwei geschlossenen stetige Kurven vg,7v1 : I — D heiflen homotop in D, falls es eine stetige
Abbildung 0 : I x I — D gibt, mit

5(t,0) =v(t), 0(t,1) =~(t) und §(0,s)=4(1,s)

fiir alle ¢, s € I. Man nennt eine solche Abbildung é dann Homotopie.

S
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10.27 Definition. Nullhomotop

Fine geschlossenen stetige Kurve v : I — D heif3t nullhomotop in D, falls v homotop in D ist
zu einer konstanten Kurve v : I — D, y(t) = a € D Vt € I. Es 1a8t sich dann v also “stetig auf
einen Punkt zusammenziehen”.

10.28 Definition. Einfach zusammenhingende Gebiete

Eine Teilmenge D C C heifit einfach zusammenhingend, falls jede geschlossene Kurve v :
I — D in D nullhomotop ist.

Achtung: Mit dieser Definition folgt aus

einfach zusammenhéngend nicht zusam-

menhéngend. Z.B. ist D = D; U Dy im
Bild einfach zusammenhéngend aber nicht

zusammenhéngend.

Statt geschlossene Wege stetig zu deformieren, kann man auch Wege mit beliebigen Endpunkten
stetig deformieren und dabei die Endpunkte festhalten.

10.29 Definition. Homotopie bei festen Endpunkten

Zwei stetige Kurven vg,v1 : I — D heilen homotop in D bei festen Endpunkten, falls es
eine stetige Abbildung 0 : I x I — D gibt mit

5(t,0) =(t), d(t,1)=2() und 6(0,s) =46(0,0), 4(1,s)=4(1,0)

fiir alle s,t € I.

0

10.30 Satz. Cauchy Integralsatz (spezielle Version)

Sei D C C offen und ~ ein geschlossener und in D nullhomotoper Weg. Dann gilt fiir jedes
holomorphe f: D — C, dass
/ f(z)dz=0.
gl

10.31 Satz. Cauchy Integralsatz

Sei D C C offen und seien vg,v1 : I — D stiickweise glatte Wege. Sei weiterhin eine der folgenden
Bedingungen erfiillt:

(i) 7o und ~y; sind homotop in D bei festen Endpunkten.
(ii) 7o und 7 sind homotop in D als geschlossene Kurven.

Dann gilt fiir jedes holomorphe f : D — C, dass

(z)dz:/% F(2)dz.

Yo
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10.3 Der Cauchy Integralsatz

10.32 Bemerkung. Satz 10.30 folgt aus Satz 10.31, da fiir jede konstante Kurve v wegen v = 0
gilt
/ f(z)dz=0.
.

Beweis. von Satz 10.31. Die Idee ist einfach: Zumindest (i) wiirde sofort aus der Existenz einer
Stammfunktion fiir f folgen.

Die hat man gemafl Satz 10.23 fiir holomorphes f
zumindest lokal. Setze also “grofie Anderungen” des
Weges aus lauter “kleinen Anderungen” zusammen.
Letztere verdndern das Integral wegen der lokalen In-
tegrabilitéit nicht. Auf einem allgemeinen Gebiet ist
das aber schwer prézise zu formulieren, deshalb zieht
man alles auf das Quadrat I x I zuriick.

Y0
a!

10.33 Definition. Sei f : D — C holomorph und entweder Q C R? ein Rechteck oder @ C R ein
Intervall. Sei ¢ : Q@ — D stetig (man denke an eine Homotopie oder an eine Kurve). Dann heifit
F : Q — C Stammfunktion von f lings ¢, falls es zu jedem ¢ € @) eine Umgebung U, von ¢ in
@, eine Umgebung V' von ¢(g) in D und eine Stammfunktion G von f|y gibt, sodass p(U,) C V
und F(u) = G(p(u)) fur alle u € U gilt.

Q:domF V:domG

U ¥
°q

10.34 Lemma. Sei F': Q — C Stammfunktion von f langs ¢ : Q — D. Dann gilt
(i) F ist stetig.
(ii) Fiir jede weitere Stammfunktion F von f lings ¢ ist F — F konstant.

Beweis. (i): I ist lokal Komposition der stetigen Abbildungen G und ¢.
(ii) F' — F ist lokal konstant, da jeweils G — G lokal konstant ist. O

10.35 Lemma. Sei v : 1 — D eine stiickweise glatte Kurve und F : I — C eine Stammfunktion
von f: D — C ldngs . Dann gilt

Beweis. Aus der offenen Uberdeckung | J el Uy O I kann man wegen der Kompaktheit von I eine
endliche Teiliiberdeckung auswéhlen. Es gibt also endlich viele Zwischenpunkte 0 = ty < t1 <
-++ < t, = 1 und offene Umgebungen Vj;, C D mit Stammfunktionen Gy von fly,, k=1,...,n,
so dass Y([tx—1,tx]) C Vi und F(t) = Gi(y(t)) fur t € [tg—1, tg).
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10 Funktionentheorie

Damit ist

Lf(z)dz - zn:/ F(2)dz

3

10.36 Lemma. Sei f : D — C stetig und lokal integrabel und ¢ : I x I — D stetig. Dann
existiert eine Stammfunktion von f langs ¢.

Beweis. Sei ) = I x I und sei £L C R die Menge aller ¢ > 0 mit der folgenden Eigenschaft: Fiir
jedes Rechteck R C @ mit Umfang L(OR) < / existiert eine Stammfunktion von f lings ¢|r .
Zu zeigen: Es gibt ein ¢ € £ mit ¢ > 4, denn @ hat Umfang vier.

L # () : Andernfalls giibe es zu jedem n € N ein Rechteck R,, C @ mit Umfang L(OR,,) < %, SO
dass f lidngs ¢|g, keine Stammfunktion besitzt. Wahle a,, € R,, beliebig, dann hat die Folge (a,,)
einen Haufungspunkt a € @, da @@ kompakt ist. Nun ist aber f lokal-integrabel, also gibt es eine
Umgebung U von a € @ und eine Stammfunktion F' von f lings ¢|y. Da aber R,, C U fiir n grof3
genug, muss die Annahme falsch sein.

(€L = 30€L:Seialsol€ L und R C Q ein Rechteck mit £L(OR) < 3¢. Dann ist R = Ry U Ry
wobel Rj, Ro Rechtecke mit Umfang < ¢ sind. Also existieren Stammfunktionen Fj von f lings
¢|r, fir k = 1,2. Die Einschrankungen Fy|g,ngr, sind Stammfunktionen lings ¢|r,nr,, also ist
d = Fi|r,nR, — F2|Rr,nR, konstant. Setze

F= Fl auf Rl
o Fy+06 auf Ry

dann ist F' Stammfunktion von f ldngs ¢|g, also %6 eL. O

Ende des Beweises von Satz 10.31. Sei also f : D — C stetig und lokal integrabel und
0 : I x I — D eine Homotopie der stiickweise glatten Kurven ~y,v1 : I — D. Wegen Lem-
ma 10.36 existiert eine Stammfunktion F' von f ldngs 4. T

Wir parametrisieren die vier Seiten von

I x I durch Kurven oy, 7 : I — I x I,
k,7=0,1, vermoge 0 I'x1 o

or(s) == (k,s) und 7;(t) = (t,7).

To
Nun ist F'o 7; Stammfunktion von f lings 0 o 7; = 7, und Fj, := F o 0}, Stammfunktion von f
lings § o 0. Es gilt also mit Lemma 10.35, dass

f(z)dz = F(1,5) = F(0,j) = F1(j) — Fo(j) -
e
Es bleibt also zu zeigen, dass Fi(s) — Fo(s) konstant auf I ist, falls (i) oder (ii) gilt.

Fall (i): Die Wege 79 und 77 sind homotop bei festen Endpunkten. Dann ist § o o konstant,
also z.B. h = 0 Stammfunktion von f lings § o of. Also ist auch Fj konstant und somit F} — Fy
ebenfalls.

Fall (ii): Die Wege 79 und 7 sind homotop als geschlossene Kurven. Dann ist d o o9 = § 0 07 und
somit, da Fp, F7 Stammfunktionen von f ldngs 0 o g sind, F; — Fy konstant. O

10.37 Bemerkung. Wir haben im Beweis von Satz 10.31 nur die lokale Integrabilitit verwendet,
nirgends direkt die Holomorphie.
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10.4 Die Cauchy Integralformel

10.38 Definition. Umlaufzahl
Sei w € Cund 7 : [a, f] = C\ {w} eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve. Dann heifit

_ 1
2mi

I(v,w) :

,YZ—W

die Umlaufzahl, Windungszahl oder auch kurz der Index von « in w.
Es gilt I(y,w) € Z und I(7,-) ist lokal konstant auf C\ Sp(v), wobei

Sp(7) :={y(t) € C|t € [, f]} .
Beweis. Ubungsaufgabe. O

10.39 Beispiel. Kurven und ihre Umlaufzahlen:

‘O g s

10.40 Satz. Cauchy Integralformel

Sei D C C offen, f : D — C holomorph und ~ D
eine stiickweise glatte, geschlossene Kurve in D,
die in D nullhomotop ist. Dann gilt

I(v,w)f(w) = L (2) dz Y

2mi N 2 W

fiir alle w € D\ Sp(7).

Beweis. Sei w € D\ Sp(7y) fest. Dann ist
NECE "

Z—Ww

holomorph auf D \ {w} und stetig auf D (da li_r>n A(2) = f'(w) existiert). Nach Ubungsaufga-
be 55 ist A dann aber schon auf ganz D lokal integrabel und nach dem Cauchy Integralsatz gilt
J, A(z) dz = 0. Also gilt wegen f(2) = f(w) + A(2)(2 — w), dass

/ SE) g / S 4ot [ ez = 1) [ 2 de= s 2mine).

7Z—(A)

O

Es ist also f im Inneren von 7, In(y) = {w € C\ Sp(y) | I(v,w) # 0}, durch die Werte von f auf
Sp(7) schon eindeutig bestimmt.
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Es kommt noch besser: die rechte Seite der Cauchy Integralformel, also

1 f(2)
2miI(7y,w) z—wdz

)

v

ist offensichtlich beliebig oft komplex differenzierbar nach w und somit auch f(w)!

10.41 Korollar. Cauchy-Integralformel fiir die Ableitung

Sei D C C offen, f : D — C holomorph und n € N. Dann ist f n-mal komplex differenzierbar
und fiir die n-te Ableitung (" (z) gilt

T 2omi

|
)y _ 1! f(€)
16,2 £06) = 55 | gy %6,
wobei v eine beliebige nullhomotope geschlossene Kurve in D und z € D \ Sp(7y) ist.
Beweis. Fur I(y,z) = 0 ist v nullhomotop in D \ {z} und die Aussage gilt nach dem Cauchy
Integralsatz. Sei also I(vy, z) # 0. Induktion nach n: Fiir n = 0 ist die Aussage einfach die Cauchy-

Integralformel.
n = n + 1: Nach Induktionsannahme ist

w1 f(€)
f )(Z) ~2mil(v, 2) A (& — z)ntl dg

und somit

d n! d 1 f(€) n! d £(6)
= r(n) - = el _ IS e 2 IS
dzf (2) = 2mi (dz I(~, z)) [Y (& — z)ntl de + 2ril(7y,z) dz [Y (& — z)ntl de
N—————
= 0da I lokal konstant

_ o a4 S _ _(n+1)! f(€)
= 277_1](7’ Z) /7 dz (5 _ z)nJrl df o I(’}/, Z) /y (é_ — Z)n+2 df

O

10.42 Folgerung. (a) Jede einmal komplex differenzierbare Funktion ist beliebig oft komplex
differenzierbar.

(b) f ist holomorph <  f ist lokal integrabel.

10.43 Satz. Cauchy Abschitzung

Sei D C C offen, f : D — C holomorph, a € D und R > 0 so, dass Bgr(a) C D. Sei M =
SUD,c By (a) |f(2)], dann gilt fiir alle n € N

|
@) < 7 M

Beweis. Wihle 0 < 7 < R beliebig und sei v, : [0,27] — D, 4,.(t) = a + re'. Dann ist

o) = 2 [ e g [T IO g L [T e
Y 0

27 —a)ntl > 2 el [y elt(n+1) 27 m

also
n!
o

(n)
™ @) < %M
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10.44 Korollar. Satz von Liouville

Jede beschriankte, auf ganz C holomorphe Funktion ist konstant.

Beweis. Sei |f(z)] < M, also |f'(z)| < 4 fiir R > 0 beliebig. Dann ist f’(z) = 0. O

10.45 Korollar. Fundamentalsatz der Algebra

Jedes nichtkonstante Polynom mit komplexen Koeffizenten hat wenigstens eine Nullstelle in C.

Beweis. Sei p(z) ein komplexes Polynom vom Grad n > 1. Dann existiert ein R > 0 so, dass
Ip(z)| > 1 fiir alle z mit |z| > R. Angenommen, p hat keine Nullstelle. Dann ist f(z) = ﬁ eine
beschrinkte holomorphe Funktion auf C und somit nach dem Satz von Liouville konstant. O

10.46 Definition. Kompakte Konvergenz von Funktionen

Sei D C C offen und (f,,) eine Folge von Funktionen f,, : D — C. Man sagt (f,) konvergiert
kompakt gegen f: D — C, falls die Folge f,|x von Funktionen auf jedem Kompaktum K C D
gleichméaflig konvergiert, also

lim sup | fu(2) = £(2)| =0.

n—oo ZEK
Insbesondere impliziert gleichméflige Konvergenz also die kompakte Konvergenz, aber nicht um-
gekehrt.

10.47 Satz. Kompakte Grenzwerte holomorpher Funktionen sind holomorph

Sei (f,,) eine Folge holomorpher Funktionen auf D C C, die kompakt gegen f : D — C konvergiert.
Dann ist f holomorph und (f}) konvergiert kompakt gegen f’.

Beweis. Als gleichméfliger Limes stetiger Funktionen ist f stetig. Fiir jeden nullhomotopen Weg

~v in D gilt
/f(z)dz: lim /fn(z)dz:O,
~ n—oo v

also ist f lokal integrabel und somit holomorph. Damit gilt auch fiir jedes Kompaktum K € D
und fiir € so klein, dass 0(K +¢) C D,

[ eSO ae < 2 swp 176) - e 0.

1

sup |f(2) = fin(2)] < 27 S

z z
O(K +e)

O

10.48 Bemerkung. Insbesondere sind also gleichméfiige Grenzwerte holomorpher Funktionen
wieder holomorph!

Achung: Die analoge Aussage im reellen ist falsch, denn f(z) = |z| ist gleichmé&Biger Limes
differenzierbarer Funktionen auf R.

10.5 Potenzreihen

10.49 Satz. Sei (¢p)nen, eine Folge in C und
1

Ri=—m————.
lim sup V/|cq|

Dann gilt:
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(i) fiir jedes z € C mit |z| < R konvergiert die Reihe )7 ¢,2" absolut.

(ii) fiir jedes z € C mit |z| > R divergiert die Reihe Y 7 ¢,2".
Die Zahl R heifit Konvergenzradius der Reihe > j¢,2" und {z € C||z| < R} das Konvergenz-
gebiet.

Beweis. (i) Sei |z| < R, dann ist limsup {/|cy| - |2| < 1. Also gibt es ein ngp € N und ein p < 1
so, dass {/|cn| - |2| < p < 1 fiir alle n > ng. Somit ist |c,||2]" < p™ und ) |c,||2]™ wird
durch die geometrische Reihe ) p™ majorisiert.

(ii) Angenommen Y c¢,2" konvergieret, also ¢,2" — 0. Es gibt dann insbesondere ein ng € N
n n . > . < 1
so, dass |cp2"| < 1, also {/|enllz] < 1 fiir alle n > ng. Also ist |z] < ep—

O

10.50 Satz. Es sei ) c¢,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann ist f(z) =
Yol genz™ auf D = {z € C||z| < R} eine holomorphe Funktion und es gilt f/'(z) = 7 | ncp 2"~

. (n) . . . .
sowie ¢, = fT(O). Es ist also ) ¢,2" die Taylorreihe von f in z = 0.

Beweis. Die Partialsummenfolge fy(z) = Zivzo cn 2" konvergiert kompakt auf D gegen f(z) =
Yoo cnz". Denn sei K C D kompakt, also K C B,(0) mit 7 < R, dann ist

o oo
E 2" < Z len|r™ < e
n=N+1 n=N-+1

fir alle z € K und N hinreichend grofl. Nach Satz 10.47 ist f also holomorph auf D und
f1(2) = iMoo fiv(2) = 30%  nepz™ 1. Insbesondere ist f/(0) = ¢; und wiederholtes Anwenden
liefert c,. O

Umgekehrt gilt

10.51 Satz. Essei D = {z € C||z| < r} die Kreisscheibe mit Radius 0 < r < cound f: D — C
o f™(0)

holomorph. Dann ist der Konvergenzradius der Taylorreihe )% ; =—7=2" von f mindestens r
und sie stellt auf D die Funktion f dar:
> £(n) (o
f(z)= LA )z" VzeD
n!
n=0

Beweis. Sei z € D fest und |z| < ¢ < r. Fiir £ € D mit || = p gilt dann \§| < 1, also

1 1 1 o= /2\"
§—z_§<1—g> -:2(¢)

gleichméBig fiir alle £ mit |£] = p. Die Cauchy Integralformel liefert dann

0 g [ Bl [1O5 ()

€l=e =0
L (O oS00,
Z%/é‘nJrlng :Z al C
N=0a—_— n=0

n

AR 0))
!
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10.52 Zusammenfassung. Wichtig!

Jede Potenzreihe ) ¢, (z—a)" stellt auf ihrem Konvergenzgebiet (welches immer eine Kreis-
scheibe ist) eine holomorphe Funktion dar.

Umgekehrt lédsst sich jede holomorphe Funktion f : D — C lokal als konvergente Potenzrei-
he schreiben. Genauer gilt:

Die Taylorreihe ) %(Z —a)" von f bei a € D konvergiert auf jeder Kreisscheibenum-
gebung By(a) = {z € C||z — a|] < r} mit B,(a) C D.

10.53 Satz. Nullstellen holomorpher Funktionen
Sei f: D — C holomorph, D ein Gebiet und f # 0.

(a)

(b)

()

Ist zg € D Nullstelle von f, so gibt es ein £ € N und eine holomorphe Funktion g : D — C
mit

f)=(z=20"-g(z) wnd  g(z)#0.
Die Zahl k heiit Ordnung der Nullstelle.

Genau dann hat f an der Stelle zg eine Nullstelle k-ter Ordnung, wenn
f(z0) = f'(z0) =...= f® V() =0 aber F®) (20) £0.

In jeder kompakten Teilmenge K C D hat f hochsten endlich viele Nullstellen. Die Nullstel-
lenmenge einer holomorphen Funktion ist also diskret, d.h. sie hat keine Haufungspunkte
im Holomorphiegebiet D.

Beweis. (a) Auf einer hinreichend kleinen Kreisscheibe B, (zp) um zq gilt

© r(n)(,
1= T (o
n=1

Dann existiert k = min{n > 1| f(™(z) # 0}. (Dennsei B = {z € D| f™(2) =0 Vn € Ny},
dann gilt B ist abgeschlossen, denn alle Ableitungen f (")(z) sind stetig und B ist offen, da
zu jedem z € B ein p existiert, so dass die Taylorreihe von f bei z auf B,(z) konvergiert.
Da D zusammenhéngend ist, sind die einzigen Teilmengen von D die sowohl offen als auch
abgeschlossen sind () und D. Also B = ().) Also ist

n

© r(n)(,
1) = (2ot ST (ot
n=~k

g(2)

wobei g auf B, holomorph ist und g(zp) = % = ( ist. Setze g aulerhalb von B, durch
9(2) = f(2)/(z — z0)* fort.
klar.

Angenommen f hat unendlich viele Nullstellen in K, dann haben die Nullstellen einen
Haufungspunkt in K, da K kompakt ist. Das kann aber nicht sein, da es wegen (a) zu
jeder Nullstelle zy eine Umgebung gibt, in der keine weitere Nullstelle liegt. Denn f(z) =
(z — 20)Fg(2) und (z — 2p)* ist nur fiir z = 2o Null und g(2) ist als stetige Funktion auch in
einer Umgebung von zy ungleich Null.

O
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10.54 Bemerkung. Die Nullstellen holomorpher Funktionen kénnen sich am Rand des Gebiets
hiufen. Sei zB. D =C* = C\ {0} und f(2) = sin (Z). Dann ist f (1) =0 fiir n € N.
10.55 Satz. Identititssatz

Sei D C C ein Gebiet und M C D eine Teilmenge, die mindestens einen Haufungspunkt besitzt.
Dann gilt fiir je zwei holomorphe Funktionen f,g : D — C, dass aus f|y = g|y folgt f =g
auf D.

Beweis. Die holomorphe Funktion f — g ist Null auf einer Menge mit Hiufungspunkt und muss
somit nach Satz 10.53 identisch verschwinden. O

10.56 Merke. Eine holomorphe Funktion f : D — C ist durch ihre Werte auf einer beliebi-
gen Menge M, die einen ihrer Hiufungspunkte enthélt, eindeutig bestimmt. Also z.B. auf einer
beliebigen offenen Menge, oder aber auch nur auf einer Folge von Punkten mit Haufungspunkt.

10.57 Satz. Sei D C C offen, f: D — C holomorph und a € D. Dann sind dquivalent
(i) f ist lokal injektiv.
(ii) f ist lokal biholomorph (d.h. die lokale Inverse ist holomorph).

(i) f'(a) # 0

Beweis. Identifizieren wir C mit R?, so ist wegen

Oxu Oyu

det Df = det < v Dy

) — [8uf? + 10,0]? = |2

und dem Satz iiber die Umkehrabbildung, Satz 6.8, (i) < (iii). Weiterhin ist nach Bemerkung 6.6
mit Df auch die Jacobimatrix der Umkerhabbildung D(f~!) = (Df)~! eine Drehstreckung und
somit f~! holomorph. O

10.58 Satz. Satz von der Gebietstreue

Sei D C C ein Gebiet und f : D — C holomorph und nicht konstant. Dann ist f(D) auch ein
Gebiet.

Beweis. Es ist f(D) offenbar zusammenhéngend, da jeder Weg zwischen zwei Urbildpunkten,
auf einen Weg zwischen den Bildpunkten abgebildet wird. Dass eine nichtkonstante holomorphe
Funktion offene Mengen auf offene Mengen abbildet, folgt mit etwas Miihe aus Satz 10.53 (a).

O

10.59 Satz. Maximumsprinzip

Sei D C C ein Gebiet und f : D — C holomorph. Falls | f| ein lokales Maximum besitzt, so ist f
konstant.

Beweis. Es habe f ein lokales Maximum bei a, d.h. es gibt eine Umgebung U von a, sodass
|f(2)] < |f(a)] fir alle z € U. Angenommen, f ist nicht konstant, dann ist f(U) Umgebung von
f(a), was aber im Widerspruch zu |f(2)| < |f(a)| fiir alle z € U steht. O

10.60 Folgerung. Sei D C C ein Gebiet, K C D kompakt und f : D — C holomorph und nicht
konstant. Dann gilt

sup | f(2) < sup [f(2)].
z€K 2K
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10.6 Laurentreihen und isolierte Singularitédten

10.6 Laurentreihen und isolierte Singularitiaten

Potenzreihe Laurentreihe

Seizg € Cund 0 < r; < rg < 00. - o
Dann heifit Singularitéten
D={z€eC|r <|z— 2] <72} / /
ein Kreisring um 2y mit Radien
r1,T2.
N

Konvergenzgebiet
10.61 Satz. Laurentreihe

Jede auf dem Kreisring D = {z € C|r1 < |z — 29| < r2} holomorphe Funktion f lésst sich auf D
in eine kompakt konvergente Reihe

f(2) =) ealz —20)"
nez
entwickeln, genannt Laurentreihe von f auf D. Die Koeflizienten sind durch

cn:i. / (f(z)dz

o — Zo)n—i-l
|z—z0|=0

fiir alle n € Z und ein beliebiges r1 < g < ro eindeutig gegeben.

Beweis. Da alle Kreislinien |z — 29| = g, die einmal positiv durchlaufen werden, homotop sind,
ist die Definition der ¢, unabhéingig von p.

Sei nun 0.B.d.A. zg = 0. Sei z € D und R
wéhle o1, 02 mit y
r1<91<|z|<gg<r2 < (
und sei 7y der skizzierte Weg.
Y

Dann gilt 1(7y,2) = 1 und die Cauchy-Integralformel liefert

B S (S IO S B (S I S A A5}
f(z)_%fyg—zdé_%ri / £—zd€ 27i / ﬁ—zdg

€1=02 l¢l=e1

=:f2(2) =:f1(2)

Fiir fo ergibt sich wieder mit || = g2 > |2|, dass

1 1 1 1= /2\"
e e (l)

Also ist
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10 Funktionentheorie

gleichmifig konvergent auf jedem Kompaktum K C {01 < |2| < 02} .
Fiir fi ergibt sich mit |{]| = 01 < |2|, dass

1
== B ELEED Dot

n=—oo

Also ist

—1
A== % [ [ M| 3 o

n=—oo n=—oo
[€l=01

gleichméBig konvergent auf jedem Kompaktum K C {o1 < |z| < 02}.

f() f2 ch

ne”L

Insgesamt konvergiert also

kompakt auf D gegen f.

Diese Darstellung ist eindeutig: Angenommen, f(z) = >, ., d,2" ist ebenfalls kompakt konver-
gent auf D. Dann gilt fiir jedes n € Z

f(z _
ontl _7+Zd Z )
k#n

. dn 1 . 1 f(z) 1 P B
Gn = 2mi / z dz = 27 J)z1=0 zn+1dz T om /gﬁ;dkz dz =c,.

=0

also

10.62 Definition. Isolierte Singularitit

Sei D € C ein Gebiet 29 € D, f : D\ {20} — C holomorph und f(z) = > .z cn(z — 20)" die
Laurentreihe von f auf B,(zo)\ {20} fiir r mit B,(z9) C D. Dann heifit z; isolierte Singularitit
von f und wy(zg) = inf{n € Z| ¢, # 0} € ZU {+oo} ihre Ordnung.

Im Allgemeinen ist 2z hier einfach nur eine isolierter Punkt und die Funktion f : D\ {z9} — C
braucht keineswegs singuldr zu sein bei zy. Vielmehr sagt uns der néchste Satz, wann wir f zu
einer holomorphen Funktion auf ganz D fortsetzen kénnen.

10.63 Satz. Riemannscher Hebbarkeitssatz
Sei D C C offen und zp € D isolierte Singularitét der holomorphen Funktion f: D\ {2z} — C.
Dann sind dquivalent:

(1) wj(20) = 0

(ii) [ ist holomorph fortsetzbar in zp, d.h. es gibt eine holomorphe Funktion f : D — C mit

flp\{zoy = £
(iii) Es gibt eine Umgebung U von zp, so dass f[in\(,} beschrénkt ist.
(iv) lim (z —20)f(2) = 0.

Z—20

Beweis. (i) = (ii): Laurentreihe = Potenzreihe

(ii) = (iii) = (iv): klar

(iv) = (i): g(2) = (2 — 20) f(2) ist stetig bei zy und deshalb nach Ubungsaufgabe 56 holomorph
auf D. Da g(z9) = 0 ist, ist wy(20) > 1 und wy(z9) > 0. O
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10.64 Satz. Verhalten bei Singularititen endlicher Ordnung
Sei D C C offen und zy € D isolierte Singularitéit der holomorphen Funktion f : D\ {z} — C.
Dann sind dquivalent:
(i) —oo <wyg(20) <0
(ii) zu jedem M > 0 existiert eine Umgebung U C C von zp mit |f(z)| > M fiir alle z € UN D
also zh—>nz10 |f(2)] = +o0.

Beweis. (i) = (ii): Sei k = —wy(20). Dann ist nach Satz 10.63 g(z) = f(2)(z — 20)* holomorph
fortsetzbar auf D mit g(zg) # 0. (ii) folgt dann wegen f(z) = (Zg_(jg)k.

(ii) = (i) Wihle eine zu M = 1 entsprechende Umgebung U und setze auf U

0 z=2
g(z) - 1 sonst.

Die Funktion g(z) ist holomorph auf U\ {29} und stetig auf U, also holomorph auf ganz U. Damit
ist g(z) = (2 — 20)*h(2) fiir ein k > 1 und h holomorph auf U mit h(zp) # 0, also h(z) # 0 auf
ganz U. Damit ergibt sich

f2)=(z=20)% h(z)" = (2=20)"> hn(z = 20)",
n=0

also wr(z9) = —k. O

10.65 Definition. Pole und wesentliche Singularititen

Sei D C C offen und zp € D eine isolierte Singularitét von f: D\ {zp} — C. Dann heift z
(i) hebbare Singularitat, falls wy(z9) > 0.
(ii) Pol der Ordnung —wy(2), falls —oo < wy(zp) < 0.

(ili) wesentliche Singularitét, falls w(zg) = —oo.

10.66 Beispiel. Die Funktion = hat eine hebbare Singularitét in z = 0 und einen Pol der

z

Ordnung 1 in 7 - n fiir n € Z \ {0}.
Die Funktion e> hat eine wesentliche Singularitdt in z = 0, denn ihre Laurentreihe bei z = 0 ist

10.67 Satz. Casorati-Weierstrafl

Sei D C Coffen und zy € D eine wesentliche Singularitét der holomorphen Funktion f : D\{zo} —
C. Dann ist f(U N (D \ {z0})) dicht in C fiir jede Umgebung U von z.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

10.7 Der Residuenkalkiil

Im Folgenden sei D C C offen, A C D eine diskrete Teilmenge und f : D\ A — C holomorph. Es
ist also f mit Ausnahme isolierter Singularitdten in D holomorph. Falls keine der Singularitéiten
eine wesentliche ist, so nennt man f meromorph in D.
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10 Funktionentheorie

10.68 Definition. Residuum

Sei f: D\ A — C holomorph (D offen, A C D diskret). Fiir zg € D sei ), ca(z — 20)" die
Laurentreihe um 2. Dann heifit

2mi
|z—z0|=r

1
Resf(20) == c—1 = —— / f(z)dz (fiir  klein genug)

das Residuum von f bei zp.
Offensichtlich ist die Menge {z € D|Resf(z) # 0} in A enthalten und somit auch diskret in D.

10.69 Satz. Residuensatz

Sei D C C offen, A C D diskret und f : D\ A — C holomorph. Dann gilt fiir jede stiickweise
glatte geschlossene Kurve «y in D \ A die in D nullhomotop ist:

/ f(z)dz =27 Z I(v,a)Resgf(a) .

a€EA

S

endliche Summe, da I(7,a) # 0 nur fiir endlich viele a € A.

Beweis. Wir definieren zunéchst die ,, Addition“ von geschlossenen Wegen: Seien +,, geschlossene
Wege und d,, € Z, dann heifit ¢ = 27]:[:1 dnyrn ein Zyklus und man setzt

N
/f(z)dz:Zdn f(z)dz.
¢ n=1

TYn

Zu jedem a € A sei nun 7, ein Weg,
der a einmal positiv im Konvergenzgebiet
der Laurentreihe um a umliuft, aber kei-
nen anderen Punkt in A. Insbesondere ist

In(v,) N A = {a}. Betrachte nun den Zy- .
klus >
c=y=> I(7,0)%-
a€EA

Es gilt In(c) := {z € C\ Sp(c) | I(¢,2) # 0} C D\ A und man sagt, ¢ ist nullhomolog in D \ A.
Die homologe Version des Cauchy-Integralsatzes sagt dann:

/Cf(z)d2=0,

also

fe)dz = 3" I0a) [ f2) s,

a€A Ya

S~

Nun ist aber

/ f(z)dz = / Z Cna(z —a)'dz = 2mic 14 = 2miResy(a) .
Ya Ya
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10.70 Bemerkung. Die folgenden Regeln zur Bestimmung des Residuums ergeben sich unmit-
telbar aus der Definition:

(a) Resy(z0) = lim (z — 20) - f(#), falls der Grenzwert existiert. Dann ist entweder zp hebbar
und Resy (zo) = 0 oder zy ist ein Pol erster Ordnung.
(b) Resqafygg(20) = aRess(20) + B Resy(20) fiir a, 8 € C.

(c) Hat f an der Stelle zy einen Pol erster Ordnung und ist g holomorph in einer Umgebung
von Z2g, so gilt

Restq(20) = g(z0)Res¢(20) -

(d) Hat f bei 2g eine einfache Nullstelle, so folgt aus (a), dass

— 1
Res;(zo)— lim — 0

=20 f(2) =0 f'(z0)

10.71 Satz. Integrale der Form [*_f(z)dx
Sei A ={z1,29,...,2,} CCmit ANR =0 und sei f: C\ A — C holomorph. Ferner sei

C
|f(2)] < —5 fir|z| >r und Imz>0.

|22

Dann gilt mit AT = {z; € A|Imz; > 0}, dass

/ f(z)dz = 27 Z Resy(z;)

zjeAt
Beweis. Sei R > r und g der skizzierte Weg.
Dann gilt geméfl Residuensatz, dass A
f(z)dz = 27i Z Resy(2) . JR
TR Zj€A+ °
z9 Z1
Andererseits ist ¢
R ™ - -R R
f(z)dz :/ f(z) dx—l—/ f(Re")iRe" dt. . P
TR -R 0 23 4
Wegen
lim / f(ReMiRe dt| < hm WRE =
R—o0 R?
gilt

2mi Z Resf(zj):Rlim / f(z z—Rhm/ f(z dx—/ f(z
—00 R — 00

Zj eAt

O

10.72 Beispiel. (a) Wir berechnen f(z) = ﬁ zunéchst direkt und dann mit Hilfe des Resi-

duenkalkiils:
o0
1 00
/ e dx = arctanx . = g — (—g) - .
—00
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100

Andererseits hat

11 1
1+22 (z—i) (241
(2)
g(z

als einzigen Pol in der oberen Halbebene den bei +i und das Residuum bei i ist

1
Resy(i) = g(i) -Res_1_(i) = 37
z;l 1
also
[ e = 2riRess (i) =
1t x =2miResy(i) = 7.
Eine Stammfunktion fiir f(z) = ﬁ zu finden, ist schon deutlich aufwendiger. Die Rech-

nung mit Hilfe des Residuenkalkiils ist hingegen immer noch ganz, einfach: Die vierten
Wurzeln aus —1 in der oberen Halbebene sind z; = el7 und zog = €17 Sei g(z) =1+ 24,

also f(z) = le). Dann ist

1 1 1 1 s
Resf(zl) = /(21) = TZ{’ =—2z3=—e 4"
und
1 1 1 1 _in
Ressle2) = iy =43 171
Also

/oo 1 q 2mi ( _%m—i- _%r> T ( _ix n +%r> (7‘() m
——dr=— e e = le e =mcos|(—)=—=.
oo L+ a4 4 2 4 V2

Man muss ein gegebenes reelles Integral nicht notwendigerweise als ein komplexes Weginte-
gral entlang der reellen Achse auffassen. Insbesondere bei trigonometrischen Funktionen im
Integranden lassen sich reelle Integrale auch als geschlossene Wegintegrale im Komplexen

auffassen: Zur Berechnung von
2m
1
/ Y
o 4+ 3cost

t = cost +isint also cost = %(z+ %), also

setzten wir z(t) = e

1 1 z 2z

4+3cost:4+%(z+l) N %(22—1—%24—1) 3z —21)(z — 2)’

z

mit z; = —% + \/g und zp = —% - \/g. Setzen wir (1) = z(t) = €', also ¥(t) = ie = iz,
so ergibt sich

2z 1 S| ie't SR |
- —dz = T dt = ————dt
43z —21)(z — 22) iz o 4-+3cost ie o 4+ 3cost

Andererseits ist

dz = ——1i-27i-Res 1 (21) =z —= = —&=m.

—2i
X/ 3(z—2z1)(z — z2) 3 Eee ey A 3 27T VT




10.7 Der Residuenkalkiil

10.73 Satz. Berechnung von Fouriertransformierten ffooo f(z)e % da

Sei A ={z1,29,...,2,} CCmit ANR =0 und sei f: C\ A — C holomorph. Ferner sei

()] < ,C

Dann gilt mit AT = {z; € A|Imz; > 0} und A~ = {z; € A|Imz; < 0}, dass

fir |z >r und Imz > 0.

o0 R 211 Y. Resy(z;) fur k<O,
P.V. / f@)e * o dz = lim [ f(z)e *de = ,ZJEA+ .
R—00 =21 ). Resy(zj) fir k>0,
—00 -R ZjEA_

wobei g(z) := f(z)e** ist. Hier steht P.V. fiir den Cauchy Hauptwert (Cauchy principle value)
des Integrals, welches unter den gegebenen Voraussetzungen weder als uneigentliches Riemann-
integral noch als Lebesgueintegral zu existieren braucht.

Beweis. Sei k < 0. Analog zum Beweis von Satz 10.71 ist nur zu zeigen, dass

lim

R—o0 R—o0

/ f(Reit)e—ikReitiR oit dt‘ < lim R/ |f(R eit)} ekRsint dt
0 0

i
< C lim ehftsint gz

R—o0 0
/2
< 2C lim k2T gy
R—o 0
kR2t/7\ ™/
e
< 2C I _— =0.
= Rféo< 2%kR )0

Fiir den Fall £ > 0 mache man sich klar, dass fiir h(z) := f(—z) gilt Res,(2) = — Resy(—2). O

10.74 Beispiel. Die Fouriertransformierte von f(z) = ﬁ ist somit fiir £ < 0

f(k) = / e kT dy = 27 (Resf(zl)e_lkz1 + ReSf(ZQ)e_lkZQ)

4
oo L+
27 s . T . L
_ 27 (226 ikz1 + zZ1e 1kzz) _ (—zle ikz1 + Elelkzl)
4 2
T i . i i ik(4)
=5 (zle bz _ Zlelkzl) =7Im (zle ‘kzl) =7Im <e 1e V2 )
i

K| L K|
= wef%lm <el(4+\l/€§)> = ﬂef% sin (W + W) .
42

Bei der Berechnung der Residuen haben wir verwendet, dass f nur einfache Pole hat. Da fiir
reellwertige Funktionen f(z) gilt, dass f(—k) = f(k), stimmt die obige Formel auch fiir k& > 0.

101






11 Abstrakte MaB- und Integrationstheorie

Grundideen:

(a)

Das Regel- bzw. Riemannintegral

Zerlege die Urbildmenge (,,z-Achse“) in endlich
viele Intervalle [a;,a;4+1) und approximiere die
zu integrierende Funktion f durch Treppen-
funktionen (6773 S

0(5) = 3 i X sy (@) !
1=1

wobei fiir A C R die charakteristische Funktion
der Menge A gegeben ist durch

a; a;
1 fallsze A ¢ oz
0 sonst.

xa(r) =

Die Werte «; werden durch die Funktion f bestimmt, z.B. o; = inf{f(z) |z € [a;,a;11)}.
Das Integral iiber eine Treppenfunktion ist dann elementar definiert durch

/g(m) dx := Z%(%H — a;)

i=1
und man erhélt das Integral {iber geeignete Limesbildung.

Prinzip: Einteilung des Urbildes in endlich viele Intervalle a priori und Gewichtung der
Lénge eines Intervalls mit Funktionswerten bei der Integration.

Das Lebesgue-Integral

Zerlege den Bildbereich (,y-Achse®) in endlich f
viele Intervalle oy, ovj41) und approximiere die o414 e oo eenns P
zu integrierende Funktion f durch sogenannte o | P NG P

einfache Funktionen

Y

g(x) :ZaiXAi(x)v I
=1

also Funktionen die auf Mengen A; C R konstant sind, welche durch die Funktion f definiert
werden, z.B. A; = f~'([o;, 2i11)). Hier bezeichnet f~! nicht die Umkehrabbildung sondern
das Urbild. Die Mengen A; sind dann im Allgemeinen keine Intervalle.

Das Integral fiir einfache Funktionen ist wieder elementar,

/g(x) de = Zai A(A;),
i=1

vorausgesetzt, wir konnen der “Léange” bzw. dem Mafl A\(A;) jeder Menge A; einen prizisen
Sinn geben.
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11.1 Beispiel. Die Funktion f(z) = xgno,1](7) ist weder Regel- noch Riemannintegrierbar,
aber wegen
AQnJo,1]) =0 (intuitiv klar)

sollte

1
/ F@)dz = 1-MQN1[0,1]) +0-A(0,1]\ Q) = 0
0 =1

gelten.

Prinzip: Beim Lebesgueintegral zerlegt man statt des Urbildbereichs zunéchst den Bildbe-
reich. Es wird sich zeigen, dass dieser Ansatz zwei grofie Vorteile hat:

a) Es gibt ,mehr integrierbare Funktionen = R#ume Lebesgue-integrierbarer Funktio-
nen sind vollsténdig.

b) Das Prinzip ist leicht auf andere Urbildmengen als R oder R™ verallgemeinerbar, da
keine Zerlegung des Urbildbereichs in Intervalle oder Wiirfel notwendig ist.

Aber: Alles hingt an der Definition geeigneter Mafle \.

11.1 Das Inhaltsproblem

Der Inhalt eines Intervalls [a,b] C R ist seine Lange, A([a,b]) = b — a. Dieser Inhalt ist

(a) translationsinvariant, d.h.

Aa+ ¢,b+ c]) = A([a, b]) Ve e R,

(b) additiv fiir disjunkte Intervalle,

A <U[ai,bi]> = Z(bz —a;),
(¢) subadditiv fiir iiberlappende Intervalle,

A (U[ai, bi]> < Z(bi —a).

Frage: Kann man diesen primitiven Inhaltsbegriff unter Beibehaltung der Eigenschaften (a), (b)
und (c) auf beliebige Teilmengen von R erweitern?

Antwort: Nein! Es gibt keine Abbildung
A:P(R) —[0,00] (P = Potenzmenge = Menge aller Teilmengen)

mit den Eigenschaften

(a) A([0,1]) =1

(b) AM(A+c) =A(A4) VACR, ceR,

() MUi2; Ai) =Y 2 MA;) falls A;NnA;j =0 fir i#7 (o-Additivitét).
Um das einzusehen, betrachten wir das Intervall [0, 1] als Kreisring und Verschiebungen modulo 1,
also R/Z. Wir konstruieren gleich eine disjunkte Zerlegung des [0, 1]-Rings in abzdhlbar unendlich
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11.2 Grundziige der MafBtheorie

viele Mengen Vj;, j € N, die alle durch Translation auseinander hervorgehen, V; =V + ;. Dann
folgt mit Normierung, o-Additivitdt und Translationsinvarianz

E O ) =AUz 9 YA
Jj=1
= iMVHﬂ (i)f)(m:x(m-fjlz{ O(L iilrllsstW):O
j=1 7j=1 j=1 .

Der Menge V kann man also keinen solchen Inhalt zuweisen, man sagt sie ist nicht ,,messbar®.

Um so ein V zu konstruieren, betrachten wir die Aquivalenzrelation z ~ y < = —y € Q auf
R/7Z. Die Aquivalenzklassen [z] bilden eine disjunkte Zerlegung von R/Z und wir konnen aus
jeder einen Vertreter x wihlen. Die Menge dieser Vertreter nennen wir V' und setzen V, :=V +r,
r € QN [0, 1]. Dann gilt

ViV =0 fir r#7

und

U Vr:[oal]'

reQnio,1]

Fazit: Es existieren Mengen, denen man keinen Inhalt zuweisen kann, falls man die Eigenschaf-
ten (a), (b) und (c¢) von dem Inhaltsbegriff fordert. Das ist nicht weiter schlimm und soll an
dieser Stelle nur die Tatsache motivieren, dass wir im Folgenden Mafle auf Teilmengensystemen
betrachten, die nicht notwendigerweise die Potenzmenge sind.

11.2 Bemerkung. Bei der Konstruktion von V haben wir das Auswahlaxiom verwendet,
da wir aus jeder Aquivalenzklasse [z] einen Vertreter ausgew#hlt haben, ohne diesen genau zu
spezifizieren.

11.3 Bemerkung. Der Satz von Banach-Tarski

Man koénnte hoffen, dass alle Mengen messbar werden, wenn man statt o-Additivitdt nur endli-
che Additivitdt fordert. Auf R ist das tatsdchlich der Fall: Es gibt einen endlich additiven und
translationsinvarianten Inhalt auf R. In R% mit d > 3 gibt es aber schon nicht messbare Mengen,
wenn man nur endliche Additivitdt und Invarianz unter Bewegungen, also Translationen und
Rotationen, fordert:

Eine Kugel im R? kann so in endlich viele disjunkte Teilmengen zerlegt werden, dass
aus diesen Teilen allein durch starres Verschieben und Rotieren zwei Kugeln der ur-
spriinglichen Grofle gebildet werden kénnen.

Diese Konstruktion geht auf Banach und Tarski zuriick und heifit deshalb auch das Banach-Tarski
“Paradoxon”. Es handelt sich hierbei um ein Paradoxon im Sinne eines scheinbaren Widerspruchs
bzw. eines Widerspruchs gegen die Intuition. Mathematisch gesehen liegt hier kein Widerspruch
vor. Der Beweis wird fiir Interessierte in einer Zusatzstunde besprochen.

11.2 Grundziige der MaBtheorie

Ein Maf} p ordnet Teilmengen A C M einer Obermenge M eine Maflzahl u(A) € [0, 00] zu. Fiir
Teilmengen von R, R?, R? spricht man dann beispielsweise von Linge, Fliche und Volumen. Ein
anderes Beispiel sind Wahrscheinlichkeitsmafle, die Mengen von “Ereignissen” Wahrscheinlichkei-
ten zuordnen.

Wie wir am Beispiel R bereits gezeigt haben, ist es im Allgemeinen nicht moglich, allen Teil-
mengen einer Menge eine Maflzahl zuzuordnen, wenn man zusétzliche Eigenschaften (wie z.B.
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11 Abstrakte MafB- und Integrationstheorie

Translationsinvarianz) fordert. Man muss sich also auf geeignete Systeme von Teilmengen be-
schrinken:

11.4 Definition. o-Algebra
Eine Familie A C P(X) von Teilmengen einer Menge X heifit o-Algebra auf X , falls
(i) 0 e A,
(i) Ac A = A°cA,
(iii) Ape AfirkeN = UzozlAkG.A.
Eine o-Algebra ist also ein System von Teilmengen, welches die leere Menge enthélt und abge-
schlossen ist unter Komplementbildung und abzéhlbaren Vereinigungen.

11.5 Proposition. Sei A eine o-Algebra auf X. Dann gilt
(a) X e A
(b) Ape AfirkeN = (2, 4,cA
(c) ABeA = AUBeA AnNBeAund A\ B e A.

Beweis. Ubungsaufgabe. d

11.6 Beispiel. (a) P(X) und {0, X} sind o-Algebren auf X .
(b) Sind Aj, j € I, o-Algebren auf X, so ist auch (), A; eine o-Algebra.

11.7 Definition. Erzeugendensystem

Aus Beispiel 11.6 (b) folgt insbesondere, dass jede Familie 7 C P(X) eine kleinste o-Algebra
erzeugt, welche F enthilt:

Ar = ﬂ B.
B ist o-Algebra
mit F C B

Jede Familie 7 C P(X) die A erzeugt, heiit Erzeugendensystem fiir A.

11.8 Definition. Mafl, Messraum, Maf3iraum, messbare Mengen
Sei A C P(X) eine o-Algebra auf X.
(a) Eine Abbildung i : A — [0, oo] heifit Maf, falls
(i) (@) =0
(ii) Fiir paarweise disjunkte A, € A, k € N, gilt

i (U Ak> = Z w(Ag) (o-Additivitét).
k=1

k=1

Falls pu(X) < oo, so heifit u ein endliches Ma#.
Falls X = (Jp—; A mit pu(Ax) < oo Vk € N, so heiit 41 ein o-endliches Ma#.

(b) Das Tupel (X,.A) heifit Messraum, das Tripel (X, A, ) heiit Mafliraum. Die Elemente
von A heiflen die A-messbaren Mengen.
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11.9 Beispiel. Zihlmafl und Diracmaf}

(a) Das Zahlmaf v ist auf der Potenzmenge jeder Menge X definiert: Fiir A C X ist

V(A) = { |A| = Anzahl der Elemente von A falls A endlich ist,

o0 sonst.

(b) Ebenfalls auf P(X) ist das Diracmaf d,, bei zo € X definiert durch

1 fallsxzg € A,
0 sonst.

buo() = {

Aus der Definition ergeben sich direkt die folgenden elementaren Eigenschaften von Maflen.

11.10 Proposition. Sei p ein Mafl auf (X, A).
(a) Seien A, B € A mit A C B. Dann gilt

p(B) = p(A) + p(B\ A).

Insbesondere ist also p(A) < u(B).
(b) Seien A, B € A. Dann gilt

(AU B) + u(AN B) = p(A) + u(B).

c) Seien A; € A fiir 7 € N. Dann gilt
j

C8

Z (Subadditivitiit) .

J:

(d) Sei (A;) eine aufsteigende Folge messbarer Mengen, also A; € A und A; C Aj; fiir alle
7 € N, dann gilt
i) =n(U4),

Beweis. Ubungsaufgabe. O

Wie kénnen wir nun unseren translationsinvarianten Inhaltsbegriff fiir Intervalle in R auf Mengen
aus einer geeigneten o-Algebra ausdehnen? Da gibt es im Wesentlichen zwei Moglichkeiten.

1. Moglichkeit: Erweitern

Sei B die kleinste o-Algebra welche die offenen Intervalle enthilt (also die von den offenen In-
tervallen erzeugte o-Algebra) und zeige, dass sich A in eindeutiger Weise zu einem Maf} auf B
fortsetzen ldft. Diese Strategie fiihrt zu den sogenannten MafB-Erweiterungssitzen, auf die wir
aus Zeitgriinden nicht weiter eingehen kénnen.

11.11 Bemerkung. Borel-o-Algebra

In einem metrischen Raum X heifit die von den offenen Mengen erzeugte o-Algebra B die Borel-
o-Algebra. Auf R stimmt sie mit der von den offenen Intervallen erzeugten o-Algebra iiberein:

11.12 Lemma. Sei G C R offen, dann ist G abzdhlbare Vereinigung offener Intervalle

G:

Yot

(aj, bj)
1

J
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11 Abstrakte MafB- und Integrationstheorie

Beweis. Wahle zu jedem Punkt x € Q N G das grofite offene Intervall I, mit x € I, C G. Dann
iSt G - UIGQQG I(E . D

2. Moglichkeit: Einschrinken
Definiere ein sog. dufleres Mafl \* auf allen Teilmengen von R, welches auf den Intervallen mit A
tibereinstimmt. Dieses kann mit dem zuvor gesagten nicht o-additiv sein. Finde dann die grofite
o-Algebra L, so dass A\* eingeschriankt auf £ ein Maf ist.
11.13 Definition. AuBleres Maf3
Eine Abbildung p* : P(X) — [0, oo] heiit duBeres Maf auf der Menge X, falls

(i) 4 (0) =0

(i) Falls A C Uj2; 4j, so ist

p(A) <y pr(4;) (Subadditivitét)

e

Il
—

J

Fiir A C B gilt dann insbesondere p*(A) < p*(B) (Monotonie).

11.14 Beispiel. Auleres Lebesguemaf3
Offenbar wird nun fiir A C R durch

/\*(A) := inf Z(b] — aj) ‘ AC U(aj,bj), a; < bj eR
j=1 j=1
ein #uBeres MaB auf R definiert und es gilt \*((a,b)) = (b — a) (Ubungsaufgabe). Es heiBt \* das
duere Lebesguemaf.

Wie kommt man nun an die messbaren Mengen?

Lebesgues urspriingliche Idee:

Definiere auch ein inneres Maf§ A\, und zeige, dass {A C R|A\*(A4) = A(A)} eine o-Algebra ist
und auf solchen Mengen durch A := A\* = A\, ein Maf} definiert wird.

Carathéodorys Trick:
Fiir Teilmengen A C [0, 1] ist

Ac(A) := XN([0,1]) = A*([0, 1]\ A) = 1 = A*([0, 1]\ 4) .
Es ist also A messbar, d.h. A\,(4) = \*(A), genau dann wenn A*(A) + A*([0,1] \ A) = 1, oder
A (ANT0,1])) + A" (A°N[0,1]) = A*([0,1]) .

Carathéodorys Idee ist es nun, hier [0,1] durch eine beliebige Menge E zu ersetzen und die
Gleichung zur Definition zu erheben.

11.15 Definition. p*-Messbarkeit
Sei p* ein duBeres Maf} auf einer Menge X. Eine Menge A C X heifit p*-messbar, falls

W (E)=p (ANE)+ u* (A°NE) fiir jedes £ C X .

A ist also p* messbar, falls jede

Menge E von A ,sauber® zerlegt

wird, also p* bzgl. der Zerlegung E
durch A additiv ist.
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11.2 Grundziige der MafBtheorie

11.16 Bemerkung. Wegen der Subadditivitdt gilt immer
p(E) < p (ANE)+p (AN E).
Man muss also zur Messbarkeit immer nur
i (E) > 1*(ANE) + u*(A° N E)
nachweisen.

11.17 Satz. Carathéodory

Sei p* ein dufleres Maf3 auf einer Menge X, dann bilden die p*-messbaren Mengen eine o-Algebra
A und p*| 4 ist ein Maf.

Beweis. Sei A die Menge der p*-messbaren Mengen.
(1) Falls p*(A) = 0 ist, so ist A € A, denn die Subadditivitat impliziert dann

1 (AN E) + 1" (AN E) < @' (A) + 1" (E) = ' (E).

Es ist also insbesondere ) € A.
(2) Ae A = A° € A folgt sofort aus der Symmetrie der Definition.
(3) Aj,Ase A = AjUAy € A, denn

W(E) = p(ALNE)+ (AN E)
= p(AINE)+u (AfNENA) + p*(A] N E N AS)
> u*(Eﬂ(AlUAQ))—FM*(EQ(AlUAQ)C).

Die erste Gleichheit folgt aus der Messbarkeit von Aj, die zweite aus der Messbarkeit von
Ag. Die Ungleichung folgt schliellich aus der Subadditivitdt und den Identitédten

Eﬁ(AlLJAQ) = (EﬂAl)U(EﬂAiﬂAg)
Eﬂ(AlUAQ)C = EﬂAiﬂAg

(4) Fir A; C X, j € N, paarweise disjunkt und messbar, £ C X beliebig, B, := U?’:l Aj und
n € N gilt

“(ENB,) Z“ (ENAj)

Beweis durch Induktion: Der Fall n =1 ist klar. Wegen (3) ist B,, messbar, also gilt

p(ENBypi1) = p(ENBpy1NBy)+ p (EN By NBE)
n+1
= w(ENBy) +p (ENApr) =Y p(ENAng).
j=1

Insbesondere folgt also auch
(BN (U520 45)) ZM (ENA;j)

da p*(EN (UL A5)) > p*(ENBy) =370 " (BN Ay) fiir alle n € N.
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11 Abstrakte MafB- und Integrationstheorie

(5) Fiir messbare A; C X, j € N, ist auch U2, A; messbar.

Um das zu sehen, schreiben wir zunéchst U;‘ilAj als disjunkte Vereinigung. Sei
A1:A17 AQZAQ\Al, AgZAg\(AlLJAQ)
dann sind die A; messbar und Uj=1 A; = Uj=1 Aj. Also gilt fiir beliebiges £ C X
p(E) = pr(EN(Ujo A7) + (BN (Ujo 45)°)
> pH(EN U A7)+ p (B0 (U5 45)0)

= Y W(ENA) +u (BN (U 4))
j=1

und fiir n — oo

oo

W(E) = S W ENA) (BN (U4
j=1
= (BN (UA) + 10 (BN (U2 4))°).

11.18 Definition. Lebesguemaf3 und Lebesgue-o-Algebra auf R”

Das #uflere Lebesguemafl A\*(A) einer Menge A C R™ ist definiert durch das Infimum der Inhalte
aller abzéhlbaren Uberdeckungen durch offene Quader,

)\*(A = inf ZH ]k*ajk)‘ACUHa]ka ]k ajk<bjk€]R
j=1 k=1 j=1k=1

Die Restriktion A von A* auf die A*-messbaren Mengen heifit das n-dimensionale Lebesguemaf3
und die o-Algebra L™ der A*-messbaren Mengen heifit Lebesgue-o-Algebra.

11.19 Bemerkung. Translationsinvarianz des Lebesguemafies

Da offenbar A* translationsinvariant ist, ist auch A = A\*|z» translationsinvariant, d.h.

MA+z)=MA) VAeL" zeR".

11.20 Proposition. Borelmengen sind Lebesguemessbar, also B C L.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass offene Quader [[)_, (ag, by) A*-messbar sind, denn diese erzeu-
gen B": wire B" ¢ L™, so wire B" N L™ C B" eine kleinere o-Algebra welche alle offenen Quader
enthélt, im Widerspruch zur Definition von B". Dass offene Quader messbar sind, ist fiir den Fall
n = 1 eine Ubungsaufgabe. O

11.21 Beispiel. Es ist Q als abzdhlbare Vereinigung von abgeschlossenen Mengen (Punkten)
eine Borel-Menge, also Lebesguemessbar. In den Ubungen wurde gezeigt, dass \*(Q) = 0, also ist
auch A\(Q) = 0. Die rationalen Zahlen bilden somit eine Lebesgue-Nullmenge.

11.22 Bemerkung. Die o-Algebra B der Borelmengen ist echt kleiner als die o-Algebra der Le-
besguemengen. Man nennt A\*|g» deshalb auch das Lebesgue-Borel-Maf}, um es von dem Lebesgue-
MaBl A = A*|zn zu unterscheiden. A erhélt man aus A*|gn durch ,,Vervollstindigung“: Ein Maf} x
auf einer o-Algebra A heifit vollstandig, falls jede Teilmenge einer Nullmenge messbar ist. (siehe
Ubungsaufgabe).
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11.23 Satz. Eindeutigkeitssatz
Sei (X, A) ein Messraum und £ C A ein durchschnittstabiles Erzeugendensystem fiir .4, d.h.
A,B e & = AN B € £ Weiter gebe es eine aufsteigende Folge (F,,) in &€ mit E1 C Ey C Ej3...
und U2, B, = X. Sind nun p; und pp Mafle auf (X, .A) mit

(i) ple = pele

(i) p1(En) = p2(Ey) < o0 VneN,
so gilt bereits pu; = pa.

Beweis. Siehe z.B. Bauer, Maf$- und Integrationstheorie, Satz 5.4. OJ

11.24 Korollar. Eindeutigkeit des Lebesguemafles

Das Lebesgue- und das Lebesgue-Borel-Maf sind jeweils eindeutig bestimmt durch die Forderung
nach Translationsinvarianz und der Normierung A((0,1)") = 1.

Beweis. Skizze: Translationsvarianz und Normierung fixieren A auf beliebigen Quadern,

n n

M a0 | =TT —ay),

j=1 j=1

welche ein N-stabiles Erzeugendensystem von B™ bilden. Also ist A auf B™ eindeutig bestimmt.
Auf L™ ist A als Vervollstiandigung von A auf B” somit ebenfalls eindeutig bestimmt. O

11.3 Das Lebesgueintegral

Wir entwickeln nun die Integrationstheorie zunéchst fiir reelwertige Funktionen. Um auch sin-
gulére Funktionen integrieren zu kénnen, miissen wir die Funktionswerte 0o explizit zulassen.

11.25 Definition. Es sei

R = [—00,00] ;== R U {£o0},

wobei 0o = 400 # —00 € R zwei Symbole sind. Wir erweitern die Ordnung und die Rechenregeln
von R auf [—o0, o] durch

—o00 < a< o0 VaeR
at+oo=00-+a:=0 V—oo<a<ox
a—00=—00+a:=— V—oo<a<
(£o0)(£a) = (£a)(£o0) :=+00  V0<a < oo
(£00)(Fa) = (Fa)(+o0) == —c0 V0 <a< oo
+00-0=0-(+o0):=0

Nicht definiert sind die Ausdriicke co — oo und —oo + oo.

11.26 Definition. Numerische Funktionen und die Borel-o-Algebra auf R

Eine Funktion f : X — R heit numerische Funktion. Wir versehen R im Folgenden immer mit
der Borel-o-Algebra

B:={BCR|BNRE€ B}
und erweitern das Lebesgue-Borel-Mafl geméif

AB):=ABNR) VBeB.
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11 Abstrakte MafB- und Integrationstheorie

Wie in der Einleitung skizziert, beruht das Lebesgueintegral fiir reellwertieg Funktionen auf der
Idee, den Wertebereich in Intervalle zu zerlegen und die Urbildmengen von Intervallen zu “mes-
sen”. Wir werden also von den zu integrierenden Funktionen verlangen miissen, dass Urbilder von
Intervallen oder (wie wir sehen werden #quivalent) Urbilder von Borel-messbaren Mengen wieder
messbar sind. Allgemein definiert man deshalb folgenden Begriff der messbaren Funktion:

11.27 Definition. Messbare Funktionen
Seien (X, A) und (Y,C) Messrdume. Eine Abbildung

f: X—>Y heifit A-C-messbar,
falls fiir alle C' C C gilt, dass f~1(C) € A, also falls f-Urbilder messbarer Mengen messbar sind.

Fiir numeriesche Funktionen ergibt sich sofort:

11.28 Bemerkung. Messbare numerische Funktionen

Sei (X, A) ein Messraum. Fiir eine Abbildung f : X — R sind #quivalent
(a) f ist A-B-messbar

(b) Ya € R ist {f>a}={reX|f(x)>a}=fYa,o0]) €A

(c) Va e Rist {f>a}=f"1(a,00]) € A

(d)
)

d) Va e R ist {f <a} = fY[~o0,a]) € A
(e) YVa € R ist {f <a} =fY[~o0,a)) € A

Beweis. Die Behauptung folgt aus folgendem Lemma,

11.29 Lemma. Sei f : (X,.A) — (Y,C) und € C C ein Erzeugendensystem von C. Falls f~1(E) €
A fiir alle E € &, so ist f messbar.

Beweis. Sei Cy := {C C Y| f71(C) € A} die grofite o-Algebra auf Y so, dass f A-Cy-messbar
ist. Dann gilt nach Vorraussetzung £ C Cy und somit C C Cy . O

und der Tatsache, dass die Familien {[a,o0]|a € R}, {(a,00]|a € R} usw. jeweils die Borel-o-
Algebra B erzeugen. O

11.30 Beispiel. Alle stetigen Funktionen f : R" — R sind B"-B-messbar , da die offenen Mengen
in R die o-Algebra B erzeugen und deren Urbilder als offene Mengen B™-messbar sind. Und jede
B"-B-messbare Funktion ist auch £"-B-messbar, da B" C L.

11.31 Proposition. Verkniipfungen messbarer numerischer Funktionen

Sei (X, A) ein Messraum, f, g, fj : X — R, j € N, seien A-messbare Funktionen und ¢ : R — R
sel messbar. Dann sind die Funktionen

ftg. g, g fl. wof, min(fg), max(f,g),

sup f;, inf f;, limsup f;, liminf f;
jEN JEN j—o0 j—o0

alle wieder A-messbar (falls sie wohldefiniert sind).
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Beweis. Zunichst bemerken wir, dass Kompositionen messbarer Abbildungen messbar sind. Also
ist ¢ o f messbar.
Fir f+g, f-g, |f], min(f, g) und max(f, g) beachte, dass

(f +9) 7 (Fo0) = fH(Foo) Ug ™ (£o0) € A

bzw.
(f - 9) "M (+00) = ((f H(o0) N g™ ((0,00])) U... € A
usw. Es geniigt also, f,g: X — R zu betrachten.

Nunsind + :RxR - R, - :RxR—=R, |- |:R—[0,00), min : RxR — Rund max: RxR — R
alle stetig und somit B2-B-messbar.

Ebenso ist die Abbildung (f, g) : X — RxR, x — (f(x), g(z)), A-B>*-messbar, denn (f, g) "' ((a, b) x
(e.d)) = F~((a,8)) N g~ (e, d)) € A.

Also sind f + g = +(f, g) usw. als Kompositionen messbarer Abbildungen alle wieder messbar.

Da
{xGX‘ jlelgf] x) < a}:](el{xe)(‘fj(:v)<a}

abzéhlbarer Schnitt messbarer Mengen ist, bzw.
{weX’ inffj(w)<a}: U{xeX’fj(a:)<a},
jeN .
jeN
abzihlbare Vereinigung messbarer Mengen ist, sind sup f; und inf f; A-messbar. Ebenso sind
limsup f; und liminf f; A-messbar, da

limsup f; = 1nf sup f; bzw. hm mf fj = sup mf fi- O
j—00 N j>n neN jzn

11.32 Korollar. Punktweise Limites messbarer Funktionen sind messbar

Sei (fn) eine Folge messbarer numerischer Funktionen die punktweise gegen eine Funktion f
konvergiert. Dann ist f messbar.

Beweis. Das folgt wegen lim,,_,o fn = limsup,,_, frn = liminf,_, fr. O

11.33 Definition. Einfache Funktionen

Eine Funktion g : X — R heifit einfach (oder Treppenfunktion), wenn g(X) endlich ist, g also
nur endlich viele verschiedene Werte annimmt.
Eine einfache Funktion kann in eindeutiger Weise in der kanonischen Form

!
T) = Z o XA, ()
j=1

mit o; ER, A; C X, AjNA; =0 und o # q; fiir i # j geschrieben werden.

11.34 Definition. Das Integral fiir einfache Funktionen

Sei (X, A, ) ein Mafiraum und g : X — [0, oo] einfach und messbar (also A; € A fiir alle j), dann
definieren wir das Integral von g bzgl. u durch

k
/ gdu:=Y_ aju(4,))
X st

wobei g = Z?Zl a;Xx4; in der kanonischen Form gegeben ist.
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11 Abstrakte MafB- und Integrationstheorie
Aus dem néchsten Lemma werden wir folgern, dass man diese Integraldefinition in natiirlicher
Weise auf messbare Funktionen ausdehnen kann.

11.35 Lemma. Sei f : X — [0, 0o] messbar. Dann gibt es eine monoton steigende Folge (g,,) (also
In < gn+1 fiir alle n € N) einfacher messbarer Funktionen, die punktweise gegen f konvergiert.

Beweis. Definiere g, : X — [0, 00) durch

() = Bl falls Bl < f(a) < £ fiirein k€ Nmit k <n-2"
InlE) = n falls f(z) >n.

f

Da f messbar ist, sind die Mengen
{52 < f < &} messbar und somit ist
auch g,, messbar.

11.36 Definition. Das Integral fiir positive messbare Funktionen

Sei (X, A, ) ein Mafiraum und f : X — [0, 00] messbar, dann definieren wir das Integral von f
bzgl. i durch

/fdu:sup{/gdu‘g:X% [0, 0o] einfach und messbar mit g < f} )

11.37 Bemerkung. Das Integral iiber eine positive messbare Funktion ist also immer wohl-
definiert, kann aber den Wert +o0o annehmen: Z.B. ist fiir f : R — R, f(x) = %X[l,oo] und

9n(2) = X1 na (@)

n
1
fdMZsup/g d/zzsupi — =
R neNJR " nGNj:1]+1

Um nun die iiblichen Eigenschaften des Integrals (Linearitdt und Monotonie) zu zeigen, weisen
wir diese zunéchst fiir einfache Funktionen nach (was einfach ist, daher der Name) und zeigen
dann, dass sie sich durch monotone Approximation geméfl Lemma 11.35 auf das Integral messba-
rer Funktionen iibertragen lassen.

Im Folgenden bezeichne 7 (X) die Menge der nicht negativen, einfachen und messbaren Funktio-
nen auf (X, A).

11.38 Lemma. Eigenschaften des Integrals iiber Treppenfunktionen

(i) Seig=>7, Bixs, einfach, messbar und nicht negativ und die Mengen B; seien paarweise

disjunkt, dann gilt
/X gdu=">_ Bin(By).
i=1

(ii) Seien g,h € T(X) und o > 0. Dann gilt
a) ag € T(X) und [agdu=a [gdu
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b) g+heT(X)und [(¢9+h)dp= [gdp+ [hdu
¢c) g<h= [gdp< [hdp.

Beweis. (i) Folgt sofort aus der Additivitét des Mafles u: Es sei g = Z?Zl ;X 4; die kanonische
Darstellung von g und I; := {i| 8; = oj}. Dann ist A; = Uielj Bjund pu(Aj) = Zielj w(B;),

also
k

n k
D BiuBi) =D au(Bi) = aju(4)) = /g dp.
i=1 j=liel; j=1
(ii) a) Offensichtlich.
b) Es geniigt ¢ = x4 und h = Bxp zu betrachten. Dann ist
g+h=(a+B)xans + axas + Bxpa € T(X)

und mit Teil (i) und der Additivitdt des MaBes gilt

[0 4 (@+Ou(ANB) +au(A\B)+8u(B\A) = an(A)+5u(B) = [ gt [ .

¢) Mit (b) ist h — g € T(X) und fhdu:fgdu+/(h—g)du2fgdu. O
>0

11.39 Bemerkung. Mit Teil (ii) (b) von Lemma 11.38 folgt dann, dass fiir jede beliebige Dar-
stellung einer Treppenfunktion g = Y " | Bixp, gilt

/gdu = Biu(Bi).
=1

11.40 Lemma. Sei f : X — [0, 00] messbar und (g,) eine monoton wachsende Folge in 7 (X)
die punktweise gegen f konvergiert. Dann gilt

/fd/i:nlggo/gndu-

Beweis. Da g, < f, ist nach der Definition von [ fdu offensichtlich [ g,du < [ fdu fiir alle
n € N, also auch lim,, .~ fgn dp < f fdu.

Fiir die umgekehrte Ungleichung zeigen wir:
(*) Seihe T(X)mit h<f = [hdp<lim, e [ gndp.

Denn dann gilt fiir jede Folge (hy,) in 7(X) mit A, < f und [ Ay dp 2 [ fdp (solche Folgen
gibt es aufgrund der Definition von [ fdu als Supremum), dass

/fdu: lim /hmd,ug lim /gndu.
m—0o0 n—oo

Sei fiir (x) also h = Z?:l ajxa; € T(X) und 6 € (0,1). Setze Cp, := {x|gn(z) > dh(x)}. Die
Mengen C), sind messbar und wegen g, > dhxc, ist

[onan=zs [ ixc, an.
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Wegen der Monotonie von g, ist C, C Cpyq und da d < 1, ist U2, Cr = X (kwrz: C,, * X),
also insbesondere auch C, N A; * A;. Also ergibt sich fiir jedes § < 1, dass

k k
/hdﬂ = > au(4;) = lim Yy a;p(Cun Ay)
j=1 j=1

1
= lim [ hxc,dp < < lim /gndu,
) n—oo

n—oo
was () impliziert. O

11.41 Folgerung. Seien f,g: X — [0, 00| messbar und « > 0. Dann gilt
(i) Jafdp=affdu

(i) J(f+g)du=[fdu+ [gdpu

(i) f<g = [fdu< [gdp

Beweis. Seien (fy,) und (g,) Folgen in 7(X) mit f, / f und g, " g.
(i) afn, S af = fafd,u = hmn—)oofafnd,u:limn—moaffnd,u: affdlu“
(i) (fn +9n) /" (f+9) = ... wiein (i).

(i) fn<gyg nach Def. [ fandu < [ gdu fiir alle n € N = Behauptung. O

Der folgende Satz von Beppo Levi ist einer der zentralen Konvergenzsitze fiir die Integrations-
theorie.

11.42 Satz. Satz von der monotonen Konvergenz (von Beppo Levi)

Seien f,, : X — [0, 00] messbar und f,, < f,41 fiir alle n € N. Setze f := lim,_,~ fn (punktweise),

dann gilt
nlgngo/fnduz/fdu-

Beweis. Da f, < f fiirallen € N, gilt [ f,, dp < [ f dp und somit auch lim, o0 [ frdp < [ fdpu.
Wir konstruieren nun eine Folge (g,,) in 7(X) mit g, /* f und g, < f,,. Denn dann folgt auch

/fduznlggo/gndu < nlggo/fndﬂ-
Dazu wéhle zu jedem n € N einer Folge (hnj)jen in 7 (X) mit (hynj)jen 7 fn und setze
gn = max(Rin, ..., hpn) -

Dann ist

In+1 = max(hl,nJrh ceey hn,n+17 hn+1,n+1) > max(hln ceey hnn) =0gn,
da jeweils hj,+1 > hj,. Weiterhin gilt g, < f, da hj, < f; < f,, fiir 7 < n. Schlielich folgt
limy, 00 gn = f aus

f= SuP(fj) = Sup sup (hjn) < sup g, <sup fn=f. O
J J n2j =~~~ n n
<gn

11.43 Korollar. Lemma von Fatou

Seien f,, : X — [0, 00| messbar. Dann gilt

o < T
/I%rgg.}ffndu_lgggf/fndu.
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Beweis. Mit Proposition 11.31 sind die Funktionen g; := inf, > f, messbar und g5 < f, fiir

] < . E r ]

Nun ist g < gra1 und limg o gr = liminf, o f, und der Satz der monotonen Konvergenz
liefert

/liminffnd,u,—/ lim gpdp = lim /gkdug lim inf/fnd,u—liminf/fndu. O
n—00 k—o0 k—o0 k—ocon>k n—00

Das Integral iiber Funktionen ohne festes Vorzeichen definiert man dadurch, dass man die Bereiche
mit positivem und negativem Vorzeichen separat integriert. Um die Situation co — oo = 7 zu
vermeiden, fordert man, dass beide Teile jeweils endlich sind.

11.44 Definition. Integrierbare Funktionen und ihr Integral

Eine messbare Funktion f : X — R heifit integrierbar, falls fiir

fy+ =max(f,0) und f_ :=max(—f,0)
gilt
/f+du<oo und /f_d,u,<oo.

[ran= [ redu- [ 1au.

11.45 Bemerkung. Kriterien fiir Integrierbarkeit

Man setzt dann

Fiir eine messbare Funktion f : X — R sind #iquivalent:
(a) f ist integrierbar.
(b) |f| ist integrierbar.
(c) Es gibt eine integrierbare Funktion g : X — [0, 00] mit |f| < g¢.

Beweis. Ubungsaufgabe O

11.46 Satz. Eigenschaften des Integrals iiber integrierbare Funktionen

Seien f,g: X — R integrierbar und o € R. Dann gilt
(a) af ist integrierbar und [afdyu =« [ fdu.
(b) Falls f 4 g definiert ist (oo — oo ist nicht definiert, vgl. dazu aber Folgerung 11.50), so ist

f + g integrierbar und
/(f+9)dM:/fdu+/gdu.

(c) f<g = [fdu< [gdu.
(d) | [ fdul < [1fldp.

Beweis. (a) Fiir a > 0 ist

Jataw = [@pidu- [@p-du= [aridu~ [af-au
= a(/f+du—/f—du>=a/fdu

und « < 0 geht analog.
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(b) Da |f 4+ g| < |f|+ |g| ist nach Bemerkung 11.45 (¢) f + g integrierbar und mit h:= f + g
gilt
h+—h_:h:f+g:f++g+_(f—+g—)7
also
hy+f-+9-=h_+ fr+9+.

Folgerung 11.41 liefert

/h+du+/f—du+/g—du=/h—du+/f+du+/g+du,
also
/hdﬂ—/h+du—/h—du—/f+du—/f—du+/g+du—/g—du—/fdu+/gdu-

(¢) Da f < g impliziert, dass fy < g4+ und g_ < f_, liefert Folgerung 11.41, dass

/fduz/f+du—/f—du</g+du—/g—du=/gdu-

(d) Da f < |f| und —f < |f], folgt [ fdu < [|f|dpund — [ fdu < [ |f]dp. O

11.47 Definition. Fast iiberall oder fast sicher

Wir sagen, eine Eigenschaft von Punkten x gilt fast iiberall (oder fast sicher) beziiglich eines
Mafles pu auf X, falls diese Eigenschaft fiir x € A C X gilt und

H(X\ 4) = 0.
Eine Eigenschaft gilt also fast iiberall, falls sie nur auf einer Nullmenge nicht gilt.

11.48 Beispiel. (a) Da A(Q) = 0, ist eine reelle Zahl fast sicher irrational, also xg(z) = 0
A-fast tiberall auf R.

(b) Ist f : X — R integrierbar, so ist f(x) € R fast iiberall. Denn sei N = f~1({—o00,00}),
dann ist ayy < |f] fir alle a € R, also au(N) =a [ xydp < [|f|dp < oo fiir alle a € R.
Dann muss aber u(N) = 0 sein.

Eine integrierbare Funktion kann also nur auf einer Nullmenge die Werte +0o annehmen.

11.49 Bemerkung. Sei f : X — [0, 00] messbar. Dann gilt:
/ Fdu=0 & f=0 f.i.
X

Beweis. Ubungsaufgabe. O

11.50 Folgerung. (a) Man kann also eine integrierbare Funktion f : X — R auf jeder Null-
menge N C X beliebig abdndern ohne ihr Integral dabei zu &ndern.

(b) Insbesondere darf man das fir N = f~!({—o0,00}). D.h. fiir integrierbare Funktionen
kann man zumindest das Integral betreffend annehmen, dass f reellwertig ist.

(c) Somit ist f + g fiir integrierbare Funktionen immer f.i. definiert und die Aussage von
Folgerung 11.46 (b) gilt in diesem Sinne immer.
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11.51 Definition. Das Integral komplexwertiger Funktionen

(a) Eine Funktion f : X — C auf einem Messraum (X, .A) heifit messbar, falls Re(f) und
Im(f) : X — R messbar sind.

(b) Eine Funktion f : X — C heifit integrierbar, falls |f| : X — [0, 00) integrierbar ist und
ihr Lebesgue-Integral definieren wir durch

[ ran= [Re(r)du+i [ T(pyan.

11.52 Bemerkung. Satz 11.46 und Folgerungen 11.50 gelten analog fiir C-wertige Funktionen.
Es ist deshalb nicht nétig, zu C wieder einen unendlich fernen Punkt hinzuzunehmen. Singulére
integrierbare Funktionen kénnen eben nur auf einer Nullmenge singulédr sein und dann spielt der
Wert an der Singularitéit keine Rolle spielt, solange wir die Funktion nur integrieren wollen.

Schliellich stellen wir noch fest, dass das eindimensionale Lebesgueintegral fiir Regelfunktionen
mit dem im ersten Semester eingefithrten Regelintegral {ibereinstimmt.

11.53 Proposition. Vergleich zum Regelintegral

Sei f : [a,b] — R eine Regelfunktion, so ist f B-B-messbar und integrierbar und die Integrale
stimmen iiberein:

b
dox = d\ = d.
/af(l‘) T [a’b]f /fX[a,b]

Beweis. Ubung. O
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