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Übungen zu “Differentialgeometrie I”

1. Seien M , N und P glatte Mannigfaltigkeiten und Φ:M → N sowie Ψ:N → P glatte
Abbildungen. Zeigen Sie für jede k-Form ω ∈ E (k)(P ):

(Ψ ◦ Φ)∗(ω) = Φ∗(Ψ∗ω)

2. Seien M und N glatte Mannigfaltigkeiten und Φ:M → N eine glatte Abbildung. Sei
y:V → Ṽ ⊆ Rr eine Karte auf N , sei ω = ηJ(y) dy

J eine glatte k-Form auf V und sei
U = Φ−1(V ). Zeigen Sie, dass für den Rückzug Φ∗ω ∈ E (k)(U) gilt:

Φ∗ω = ηJ ◦ Φ d(yj1 ◦ Φ) ∧ . . . ∧ d(yjk ◦ Φ)

3. (a) Sei U ⊆ R eine offene Menge und ω eine glatte (n− 1)-Form auf U ,

ω = (−1)iηi(x) dx
1 ∧ . . . ∧ ̂dxi ∧ . . . ∧ dxn,

mit einem glatten η = (η1, . . . , ηn):U → Rn. Zeigen Sie: Ist dω = f(x) dx1∧. . .∧dxn

mit einer glatten Funktion f :U → R, so ist f = div(η).

(b) Sei nun U ⊆ R3 eine offene Menge. Zeigen Sie: Ist ω ∈ E (1)(U) eine glatte 1-
Form, ω = αidx

i, und dω = η1dx
2 ∧ dx3 + η2dx

3 ∧ dx1 + η3dx
1 ∧ dx2, so ist für

η = (η1, η2, η3):U → R3 und α = (α1, α2, α3):U → R3: η = rot(α).

4. SeiM eine glatte Mannigfaltigkeit der Dimension n und 0 ≤ k ≤ n. Die k-te de Rhamsche

Cohomologiegruppe ist der Vektorraum

Hk(M ;R) :=
ker{dk: E

(k)(M)→ E (k+1)(M)}

im{dk−1: E (k−1)(M)→ E (k)(M)}
.

Zeigen Sie: Ist M zusammenhängend, so ist H0(M ;R) ∼= R.
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