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1 Reelle Zahlen und cartesische Koordinaten

N = {1,2,3,4,5,...} st die Menge der natirlichen Zahlen, 7 =
{0,1,—-1,2,—-2,3,-3,...} die Menge der ganzen Zahlen. Man sagt, die Menge A
sei Teilmenge der Menge B und schreibt A C B, wenn jedes Element von A auch in B
enthalten ist. Die Schnittmenge A N B enthélt die gemeinsamen Elemente von A und
B, die Vereinigungsmenge AU B alles, was in A oder B enthalten ist.

R ist die Menge der reellen Zahlen. Beispiele fiir reelle Zahlen sind: —5,786; ;
alle ganzen Zahlen; v/2. Die reellen Zahlen entsprechen (mit einer Einschrinkung) den
Dezimalbriichen, d.h. den Ausdriicken der Form

+£61278434955, 616764003165761249487042764812......

Der Ausdruck beginnt mit dem Vorzeichen, + oder —, wobei + in der Regel nicht
hingeschrieben wird; es folgt eine endliche Ziffernfolge, die nicht mit einer Null beginnt
oder aber nur aus der Null besteht; es folgt das Komma,; es folgt eine beliebige unendlich
lange Ziffernfolge.

Die Einschrankung besteht darin, dass in manchen Fallen zwei verschiedene Dezi-
malbriiche dieselbe reelle Zahl bezeichnen. Das gilt erstens fiir die Null, die die zwei
Darstellungen +-0,00000000000000000000..... = —0,00000000000000.... hat. Die weit-
eren Fille sind von folgender Art:

0,99999999999999999.... = 1,000000000000000..........

16, 739999999999999999.... = 16, 740000000000000000.....

und so weiter. Der Grund fiir diese Gleichheit besteht darin, wie wir bei der Betrachtung
von Grenzwerten noch sehen werden, dass der Grenzwert der Folge
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1 betragt. In diesen Fillen wird der Ausdruck verwendet, der auf Nullen endet.

Endet ein Dezimalbruch auf lauter Nullen, so werden diese nicht hingeschrieben.
Kommen nach dem Komma nur Nullen, so wird iiblicherweise auch das Komma nicht
hingeschrieben, in Ubereinstimmung mit der Notation fiir ganze Zahlen. Bei der Null
wird auch das Vorzeichen nicht hingeschrieben.

Die reellen Zahlen entsprechen auflerdem genau den Punkten einer Geraden
(Zahlengerade), sobald man einen Punkt zum Nullpunkt bestimmt hat und einen zum
Einspunkt; durch die Wahl des Einspunktes wird erstens die Langen-Mafleinheit fest-
gelegt und zweitens die Richtung, in der die positiven Zahlen vom Nullpunkt aus liegen.
Diejenigen Zahlen x heiflen positiv, fiir die x > 0 gilt; diejenigen z mit x < 0 heiflen
negativ. Will man ausdriicken, dass x entweder 0 oder positiv ist, so schreibt man x > 0;
die Mathematiker sagen dann auch, x sei nichtnegativ.

Die Punkte einer Ebene konnen durch (geordnete) Paare von reellen Zahlen beze-
ichnet werden. Dies geschieht am einfachsten durch die Einfithrung eines cartesischen
Koordinatensystems (nach René Descartes, genannt Cartesius). Dazu werden zunéchst
zwei zueinander senkrechte Geraden (genannt Achsen) in der Ebene gewéhlt und jede
als Zahlengerade aufgefasst. Man wahlt bevorzugt die erste Achse horizontal und die
zweite vertikal, wann immer das einen Sinn ergibt. Durch einen gegebenen Punkt P
zieht man die Parallelen zu den beiden Achsen, deren Schnittpunkte mit der i-ten Achse,

1 = 1,2, die i-te Komponente x; des Paares angeben. Paare schreibt man als

<$1> oder (x1,m)
L2

je nach Zweckmafligkeit. Die Zahlen x; und x5 heiflen die Koordinaten des Punktes P.
Der Schnittpunkt der Achsen heifit Ursprung (oder Nullpunkt) und hat die Koordinaten
(0,0).

Statt von Paaren spricht man auch von Vektoren in zwei Dimensionen. Vektoren in
drei Dimensionen bezeichnet man auch als Tripel (von Zahlen) und schreibt sie

I
T oder (xq, T, x3).

xs

Ebenso kann man Vektoren in vier Dimensionen betrachten (Quadrupel), funf (Quin-
tupel) oder beliebig vielen Dimensionen, etwa n Dimensionen betrachten, spricht dann



von einem n- Tupel und schreibt

g

X2
oder (x1,z9,...,%,).

Tn

Die Menge aller n-Tupel von reellen Zahlen bezeichnet man mit R”, und de-
mentsprechend die Menge aller reellen Zahlenpaare mit R2.

Figuren in der Ebene konnen wir als Mengen von Punkten auffassen, und dank
der Koordinaten als Teilmenge von R2. Umgekehrt lassen sich Teilmengen von R? als
Figuren graphisch darstellen. Betrachten wir als Beispiel die Menge aller derjenigen

Paare (z,y), bei denen = = y ist. Diese Menge wird notiert als

{(z.y) eR*:z =y}

und enthélt zum Beispiel die Paare (v/2,v/2) und (=1, —1), aber nicht (2, 3). Die Figur
zu dieser Menge ist die Gerade im Winkel von 45° in Stidwest-Nordost-Richtung.

Spezielle Figuren dieser Art sind die Funktionsgraphen. Unter einer Funktion f von
einer Menge A in eine Menge B (notiert als f : A — B) versteht man eine Vorschrift, die
fiir jedes a € A ein Element von B festlegt, genannt f(a). Beispiele: durch die Gleichung
f(x) = 2? wird eine Funktion f : R — R definiert; die Temperatur T'(z,y, z) an jedem
Punkt des Raumes zu einer bestimmten Zeit definiert eine Funktion 7' : R3 — R;
ein Borsenkurs W (t) zur Zeit ¢ definiert eine Funktion der Variablen ¢, die allerdings
nicht fiir alle ¢ € R definiert ist, sondern nur solche Zeitpunkte ¢, die an Werktagen
zu den Offnungszeiten der Borse liegen. Die Menge A heifit Definitionsbereich (oder
Urbildmenge) von f, die Menge B Wertebereich (oder Bildmenge). Der Graph der
Funktion f ist die Menge

{(a,b) e Ax B:b= f(a)},

wobei A x B die Menge derjenigen Paare bedeutet, bei denen die erste Komponente in A
liegt und die zweite in B. Sind A und B beide Teilmengen von R, so ist der Graph von
f eine Teilmenge von R? und als Figur in der Ebene darstellbar. In dem Fall nennt man
die (meist horizontale) Achse der unabhéngigen Variablen die Abszisse und die (meist
vertikale) Achse der abhéngigen Variablen die Ordinate.

Vermittels der Koordinaten entsprechen gewissen geometrischen Operationen in der

Ebene gewisse algebraische Operationen mit den Koordinaten:



Translation (Verschiebung) (z,y) — (x +u,y + v)
zentrische Streckung (VergroBerung) (z,y) — (ax, ay)
Streckung in z-Richtung (z,y) — (az,y)
Streckung in y-Richtung (z,y) — (z, ay)
Spiegelung an der z-Achse (z,y) — (x,—y)
Spiegelung an der y-Achse (z,y) — (—z,y)
Punktspiegelung im Ursprung (x,y) — (—z, —y)

Die Translation in der ersten Zeile verschiebt jeden Punkt um wu Einheiten nach
rechts und v Einheiten nach oben; von dem Streckungsfaktor a setzen wir voraus, dass
er positiv ist: a > 0. Alle diese Operationen lassen sich auch als Funktionen R? — R?
auffassen. Die Schreibweise a +— b bedeutet dasselbe wie f(a) = b, wenn klar ist, von
welcher Funktion f die Rede ist.

2 Etwas aus der Geometrie

Gegeben zwei Punkte u = (up,uz) und v = (vy,v9) in R?, so lisst sich ihr Abstand
d(u,v) mit dem Satz von Pythagoras berechnen: In einem rechtwinkligen Dreieck mit
den Katheten a und b und der Hypothenuse c gilt

a? + b =

Dazu wéhlen wir einen dritten Punkt w = (uy,v) und beobachten, dass das Dreieck
uvw rechtwinklig ist, die Hypothenuse ¢ der Abstand zwischen u und v, und die beiden

Katheten sind a = |v; — u1| und b = vy — uy|. Daher
d(u,v) = /(v — u1)2 + (va — ug)2.

Dadurch wird natiirlich eine Abstandsfunktion d : R? x R? — R definiert.
Um den Abstand zweier Punkte in drei Dimensionen zu berechnen, u = (uy, ug, ug)

und v = (vy,v9,v3), oder gleichwertig dazu die Lénge der Raumdiagonale in einem
Quader mit den Kantenlangen a, b, ¢, verwenden wir den Satz von Pythagoras zweimal:
die Diagonale d in der Seitenfliche mit den Kanten a und b ist bestimmt durch a?+0* =
d?, und die Raumdiagonale e durch d? + ¢? = e2. Daraus erhalten wir a? + b2 4 ¢? = €2,
oder

d(u,v) = /(v — u1)? + (va — ug)? + (v3 — ug)2.

Entsprechend definiert man den Abstand zweier Punkte u,v € R™ durch




Der Kreis von Radius » > 0 um den Mittelpunkt u € R? ist definiert als die Menge
aller Punkte mit Abstand r von u,

K, (u) = {v e R*: d(u,v) =1}.

Die Kreisscheibe vom Radius r > 0 um den Mittelpunkt v € R? ist die Menge aller
Punkte mit Abstand hochstens r von u,

{veR?*:d(u,v) <1}

Aus der Definition folgt, dass K,.(u) die Lisungsmenge einer Gleichung ist, ndmlich

\/(Ul - u1>2 + (UQ — u2)2 =r

oder, aquivalent,
(v — u1)? + (vg — ug)? =12 (1)

Dies ist eine quadratische Gleichung. Allgemein sind quadratische Gleichungen von der
Form
ar? +Bx+v=0

in einer Variablen x oder
ax® 4 By? +yary +dx +ey+C =0

in zwei Variablen. Wir werden auf das Problem, zu gegebener Gleichung die
Losungsmenge zu bestimmen, noch zuriick kommen. In diesem Fall kennen wir die
Losungsmenge ja bereits. Wir 16sen aber nun die Gleichung (1) nach vy auf, d.h. wir
betrachten v; als gegeben und wollen eine Funktion f so bestimmen, dass vy = f(v;).
Dazu subtrahieren wir auf beiden Seiten (u; — v1)?; dann beachten wir, dass die Gle-
ichung 2% = y (unter der Voraussetzung y > 0) dquivalent ist zu x = +,/y; schliefilich

addieren wir auf beiden Seiten uy und erhalten

Vo = Ug £ \/r2 — (v1 — w2

Demnach lasst sich der Kreis als die Vereinigung zweier Funktionsgraphen auffassen,

namlich der beiden Funktionen

fe(v) = ug £ /12 = (v — uy)?,
beide definiert auf dem Intervall

[ul—T,U1+7’]:{xER:ul—rgxgul_Fr}.



In 3 Dimensionen entspricht dem Kreis die Kugel. Der Begriff wird oft sowohl fiir

die Kugelfidche (Sphdre)

S,(u) = {veR®: d(u,v) =r}
verwendet als auch fiir das Kugelinnere (Vollkugel)

B,(u) = {v € R* : d(u,v) < r}.

Auch die Sphére ist die Losungsmenge einer Gleichung, namlich

(1 — up)? 4 (vo — ug)? + (v3 — ug)? =

zu gegebenem u und r. Und wieder lasst sie sich aus Funktionsgraphen zusammensetzen,
und zwar diesmal von Funktionen f(vy,vs) in 2 Variablen. Wéhrend der Graph einer
Funktion von einer Variable eine Kurve in der Ebene ist, ist der Graph einer Funktion
von 2 Variablen eine Flache im Raum, namlich {(z1, 29, 23) € R® : 23 = f(x1,29)}. In
unserem Fall miissen wir fiir den Graphen allerdings schreiben {(z1,x2,23) € D X R :
13 = f(x1,79)}, wobei D C R? der Definitionsbereich der Funktion f ist, in unserem
Fall D = K, (uy,us). Die Funktionen sind gegeben durch

(v, ) = ug £ /1% = (v — ur)? = (v — us)?.

Eine FEllipse kann man sich aus einem Kreis dadurch entstanden denken, dass man
eine Streckung entlang einer Achse ausfithrt. Um eine Gleichung dafiir zu erhalten,
legen wir zunachst den Ursprung in den Mittelpunkt den Ausgangskreises und ersetzen
in der Gleichung

y durch y/\ (A = Streckungsfaktor):

1
22 4 ﬁy2 — 2

Eine symmetrischere Weise, diese Gleichung zu schreiben, ist
az? + By? = 1.

Hierbei entspricht a = 1/7? und 8 = 1/A\?r?. Die Radien entlang der Achsen betragen r
und Ar bzw. 1/y/a und 1/+/3. Ein Ellipsoid kann man sich aus einer Kugel durch unter-
schiedliche Streckungen entlang der drei Achsen entstanden denken. Die entsprechende
Gleichung lautet

ar? + By + 722 =1.



Form Umfang Flacheninhalt
Quadrat | 4a a®

Rechteck | 2a + 2b ab

Kreis 27r r?

Ellipse keine einfache Formel | wab

Dreieck |a+b+c %gh

Form Oberflache Rauminhalt
Wiirfel 6a> a’
Quader 2ab + 2bc + 2ac abc
Kugel 4rr? s
Ellipsoid keine einfache Formel 4?’Tabc
Prisma, Zylinder | AU + 2B hB
Kegel, Pyramide | keine allgemeine Formel %hB

Wir beobachten, dass bei einer zentrischen Streckung um den Faktor a stets der
Umfang einer Ebenen Figur um den Faktor a wichst, ihr Flicheninhalt um o2, die
Oberfiche einer raumlichen Figur um den Faktor o?, und ihr Volumen um den Fak-

tor o3

. Das gilt nicht nur fiir die aufgelisteten Figuren, sondern ganz allgemein: Bei
zentrischer Streckung um o wachsen Weglingen um o, Flicheninhalte um o® und Volu-
mina um o. Beispiel: Bei warmbliitigen Tieren ist der Warmeverlust (im Wesentlichen)
proportional zur Kérperoberflache, wiahrend die Warmeproduktion (im Wesentlichen)
dem Korpervolumen proportional ist. Daher ist es in kaltem Klima gilinstiger, grof3
zu sein, denn das macht den Quotienten Oberflache/Volumen kleiner. Bergmannsche
Regel: Innerhalb einer Verwandtschaftsreihe sind warmblitige Tiere in kaltem Klima

grofswiichsig.

3 Exponentielles Wachstum

Leonardo von Pisa, genannt Fibonacci (1170-1240), hat folgendes Modell der Kaninchen-
vermehrung studiert: jedes Kaninchen ist ein Jahr nach der Geburt geschlechtsreif und
wird Eltern von 2 Jungen; ein Jahr spater wird es nochmals Eltern von 2 Jungen; ein
Jahr spater ist es tot. Beginnt man im ersten Jahr mit F; = N neugeborenen Tieren
(z.B. N =1000), so werden im zweiten Jahr Fy, = N Jungtiere geboren (denn jedes El-
ternpaar, geboren im ersten Jahr, hat 2 Junge), im dritten Jahr F3 = 2N (denn sowohl
die Tiere aus dem ersten Jahr als auch die aus dem zweiten bekommen jetzt Junge),
und allgemein betrigt die Anzahl der Neugeborenen im Jahre ¢

F,=F_1+ Fi.
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Eine solche Vorschrift nennt man eine Rekursionsvorschrift, und die derart definierte
Zahlenfolge F', Fy, F3, Fy, ... eine Rekursionsfolge. Wie man leicht bestimmt, lauten die
ersten Glieder dieser Folge

N, N,2N,3N,5N,8N, 13N, ...

Hierbei ist der stets gegenwartige Faktor /V nicht weiter interessant, deshalb lassen wir
ihn weg. Die so erhaltene Zahlenfolge

1,1,2,3,5,8,13,21, 34,55,89, 144, . . .

heilt die Fibonacci-Folge. Das rapide Wachstum dieser Folge veranschaulicht, wie le-
icht eine Population eine enorme (moglicherweise katastrophale) Grofe erreichen kann,
wenn es keine Faktoren gibt, die ihr Wachstum bremsen, wie etwa Verknappung von
Ressourcen (wie Nahrung und Platz), Raubtiere und Krankheiten.

Ein anderes Modell ist mathematisch leichter zu handhaben: nehmen wir an, eine
Population wéchst jedes Jahr um einen Faktor av > 0. (Tatséchlich entspricht dies nur
im Fall @ > 1 wirklichem Wachstum; fiir & < 1 schrumpft die Population, und fiir « = 1
bleibt sie konstant.) Dies entspricht der Rekursionsformel

Gt = Oéthl.

Was diese Rekursionsgleichung so sympathisch macht, ist, dass man eine Formel angeben
kann, mit der sich direkt das ¢-te Folgenglied bestimmen lasst, ohne dass man zuvor alle
anderen Folgenglieder ermittelt haben muss:

Gt = OétG().

(Diese Formel setzt voraus, dass der Zeitpunkt, an dem wir den Startwert festgelegt
haben, ¢t = 0 war. Hatten wir stattdessen bei t = 1 gestartet, so ware die Gréfle Gy
gar nicht definiert; wir konnten dann aber schreiben G, = o'~'G;.) Solche Folgen (fiir
beliebiges Gy € R und a > 0) heiflen geometrische Progressionen oder exponentielle
Wachstumsfolgen (weil ¢ im Exponenten steht).

Beispiele: Fiir @ = 2 und G; = 1 erhalten wir die Folge der Zweierpotenzen:
1,2,4,8,16,32,64,128,256,.... Wenn Ihr jetziges Guthaben G( auf einem Sparbuch
jahrlich 3% Zinsen erhélt, dann gentigt Thr kiinftiges Guthaben G, einer geometrischen
Progression mit av = 1,03.

Es stellt sich die Frage: Wachst die Fibonacci-Folge auf lange Sicht denn schneller
oder langsamer als eine geometrische Progression? Antwort: Sie wachst genau so schnell

wie eine geometrische Progression mit a = (1 + v/5)/2, wie Sie sich numerisch leicht



iiberzeugen konnen. Warum das so ist, werden Sie spater in dieser Vorlesung noch
verstehen.

Scherzfrage: Eine Wasserpflanze wachst auf einem Teich und verdoppelt die von ihr
bedeckte Oberflache jeden Tag. Nach 30 Tagen ist der ganze Teich zugewuchert. Nach
wieviel Tagen ist der Teich zur Halfte bedeckt?

Diese Frage spekuliert darauf, dass Sie die Wachstumsfolge G; mit einer arithmetis-

chen Progression (auch lineare Wachstumsfolge) verwechseln, die von der Form
Ay = Ag + ft

ist und der Rekursionsgleichung
Ay=Ay 1+

geniigt (F kann auch negativ sein). Der Unterschied ist: eine arithmetische Progression
wachst stets um den gleichen Betrag, wahrend bei einer geometrischen Progression der
Zuwachs proportional ist zur vorhanden Menge.

Beispiele: Fiir Ay = 0 und § = 2 erhalten wir die Folge der (nichtnegativen) geraden
Zahlen: 0,2,4,6,8,10,12,14,16, 18, .... Wenn zu lhrem jetzigen Bankguthaben A keine
Zinsen hinzu kommen, aber dafiir ein monatliches Einkommen von 15 Talern, denen
monatliche Ausgaben von 12 Talern gegeniiber stehen, dann geniigt Thr Guthaben A,
einer arithmetischen Progression mit 5 = 3 Taler/Monat.

Beachten Sie die Mafleinheit: wahrend der Faktor a bei der geometrischen Pro-
gression dimensionslos war (man sagt auch: eine reine Zahl), tragt ( eine Dimension,
namlich die Dimension von A; pro Zeit; ist A; etwa ein Gewicht, so hat  die Dimension
Gewicht pro Zeit. Es muss 3 daher mit Mafeinheit angegeben werden; zum Beispiel
sind 3 Taler pro Monat dasselbe wie 36 Taler pro Jahr; ohne Angabe der Mafleinheit ist
die MaBzahl (wie 3 oder 36) also unbrauchbar. Sie werden sich nun vielleicht wundern,
wie es moglich war, in der Gleichung A; = A; 1 + 3 zwei Groflen mit verschiedener
Dimension zu addieren, wie etwa Gewicht und Gewicht pro Zeit. Das kann natiirlich
nicht sein. In Wirklichkeit hatten wir eine Zeiteinheit At zu Grunde gelegt, und die
Gleichung bedeutet eigentlich A; = A;_1a¢ + 0 At.

Betrachten wir nun ein exponentielles Wachstum, bei dem sich der Wachstumsfaktor
« im Laufe der Zeit andert, o = oy, und daher

Gt = O thl-
Dann ist

t
Gy = a1+ a1Go = Gy HOés
s=1
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mit dem Produktzeichen [[. Was ist der mittlere Wachstumsfaktor &@?  Seine
definierende Eigenschaft ist, dass im Zeitraum von 0 bis ¢ die Grole G genau so gewach-
sen ist, als ware sie in jedem Zeitschritt um den Faktor o gewachsen. Daher

Go H Qg = Goat
s=1
oder
Diese Grofle heifit das geometrische Mittel von ay,...,q;. Das geometrische Mittel

zweier Zahlen a,b > 0 ist demnach v/ab. Beachten Sie den Unterschied zum arithmetis-
chen Mittel von t Zahlen fy,..., 3, das durch

1< B
<ﬁ>=¥Zﬁs=—ﬁl+t+ﬁ
s=1

definiert ist, mit dem Summenzeichen .

Verschiedene Groflen mitteln sich auf unterschiedliche Weise! Beispiel: Wenn im
Januar 15 mm Niederschlag fallen, im Februar 16 mm und im Maéarz 17 mm, dann
fallen im Quartalsdurchschnitt 16 mm pro Monat. Hier ist das arithmetische Mittel
richtig, weil sich die Niederschlagsmengen addieren (und nicht etwa multiplizieren, wie
Wachstumsfaktoren). Anderes Beispiel: Ein Schiff fahrt 300 km weit mit 20 km/h
und dann 300 km mit 30 km/h. Wie schnell fahrt es durchschnittlich? Da es fiir die
ersten 300 km 15 Stunden braucht und fiir die nachsten 300 km 10 Stunden, braucht es
insgesamt 25 Stunden fiir 600 km und ist daher eine durchschnittliche Geschwindigkeit
von 24 km/h gefahren. Das ist weder das arithmetische Mittel (25 km/h) noch das
geometrische Mittel (24,4949 km/h), sondern das so genannte harmonische Mittel

t

[ —
i 1
v1+"'+vt

(der Kehrwert des arithmetischen Mittels der Kehrwerte). Das héngt jedoch davon ab,
ob man verschiedene Geschwindigkeiten bei gleichen Strecken mittelt oder bei gleichen

Laufzeiten: im letzteren Falle ist das arithmetische Mittel richtig.

4 Exponentialfunktion und Logarithmus

Potenzen z® sind auf dreierlei Definitionsbereichen erkldrt: z € R\ {0} und a € Z,
z=0und a > 0, sowie z > 0 und o € R. Nicht erklédrt (innerhalb der reellen Zahlen)
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ist 2% demnach fir z = 0 und @ < 0 sowie fir z < 0 und @ € R\ Z. Stets gelten

dieselben Potenzrechenregeln:
200 = plath)

zy* = (zy)*
wenn ) < x < y und a > 0 dann z° < y“
wenn 0 < xz < y und a < 0 dann z¢ > y°
wenn 0 < z und o < § dann 2% < 2°

AuBerdem: 0% = 0 fiir a > 0; 2'/% = /z; 2'/" = Yz

Beide Wachstumsprozesse, arithmetische und geometrische, lassen sich auch in kon-
tinuierlicher (stetiger) Zeit auffassen: wéhrend wir bislang nur A; und G, fiir ganz-
zahliges ¢ betrachtet haben (ein sogenanntes zeitdiskretes' Modell), konnen wir fiir ¢
reelle Zahlen zulassen. Die Gleichungen

Gt = OétG() (2)

A, = Ag + St (3)

bleiben dabei giiltig. Funktionen der Form (2) heiflen Exponentialfunktionen, und Funk-
tionen der Form (3), je nach Zusammenhang, entweder lineare Funktionen oder affin-
lineare Funktionen; im letzteren Fall ware die Bezeichnung lineare Funktion reserviert
fir Funktionen der Form A; = ¢, d.h. mit Ay = 0. (Statt f(x) schreibt man oft auch
£

Beispiel: Sie haben einen Kredit tiber 100 Taler zu 6% Jahreszinsen aufgenom-
men (o = 1,06), dann aber im Lotto gewonnen und koénnen schon nach einem hal-
ben Jahr alles zuriick zahlen. Wieviel Zinsen miissen Sie fiir ein halbes Jahr bezahlen?
Da wir davon ausgehen, dass die Schuld exponentiell wachst, betragt die Schuld nach
einem halben Jahr Gy, = o'/2Gy = /T,06 - 100 Taler ~ 102,96 Taler. Wenn Sie
103 Taler zahlen, haben Sie zuviel gezahlt. (Ungleichung zwischen dem geometrischen
und arithmetischen Mittel!) Entsprechend betragt die Schuld nach einem Monate
Gij12 = a'12Gy = 100,487 Taler. Insbesondere ist der monatliche Zinssatz, 0,487%,
geringer als ein Zwolftel des Jahreszinses, 0,5%. Der Grund liegt darin, dass bei

monatlicher Berechnung im Laufe eines Jahres ja auch Zinseszinsen hinzukommen.

1" Diskret” heifit hier nicht ”verschwiegen”, sondern ”stufenweise” oder ” paketweise”.
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Andere Schreibweise: a! = €7, wobei e = 2, 71828182846... die Eulersche Zahl ist
und die Konstante v € R so gewahlt, dass e” = a. Die Zahl e als Basis zu benutzen
hat Vorteile in der Differentialrechnung. Statt e® schreibt man auch exp(x). Die exp-
Funktion heifit auch die Fxponentialfunktion.

Bemerkung: Dimension von t: Oft ist es niitzlich, ¢ nicht als reine Zahl (z.B. An-
zahl Jahre), sondern als dimensionsbehaftet (verstrichene Zeit) zu betrachten (flexible
Wahl der MaBeinheit). Da Exponenten dimensionlos sein miissen, miissen wir statt o
schreiben /™| wobei T' ein Vergleichs-Zeitraum ist. Indem wir A = /T setzen, erhal-
ten wir ot/ = /T = €. Dimension [A] = 1/[t]. Fiir positives A ist 1/) die Zeit, in
der die GroBe G auf das e-fache des Anfangswertes wichst, G/, = e Go. Fiir negatives
Aist —1/\ die Zeit, in der die Grofle G auf das 1/e-fache des Anfangswertes abfallt,
G_1/x = (1/e) Go.

Beispiel: Eine radioaktive Substanz zerfillt derart im Laufe der Zeit, dass die Menge
G(t) (gemessen in Anzahl Atome, oder Mol, oder Gewicht) der Ausgangssubstanz als
Funktion der Zeit eine Exponentialfunktion ist, G(t) = G(0) e~ mit Materialkonstante
A > 0. Ebenso gilt fiir die Anzahl Z(t) der Zerfélle im Intervall [¢,¢ + T fiir festes
T, Z(t) = Z(0)e ™ mit derselben Konstante A > 0. Dass die Menge G(t) einem
Exponentialgesetz gehorcht, bedeutet: in gleich langen Zeitintervallen [t,t + T zerfallt
stets derselbe Anteil der anfangs vorhandenen Menge G(t), nimlich e*T. (Z.B., in
1 Minute zerfallt stets 10% der vorhandenen Substanz. Das erzwingt exponentiellen
Zerfall.)

Beispiel: Lambert—Beer-Gesetz der Lichtabsorption: Legt ein monochromatischer
(einfarbiger) Lichtstrahl der einfallenden Intensitat (Energie) Iy durch ein absorbierendes
Medium (z.B. Farbstoff) den Weg s zuriick, so betrigt die Intensitét des austretenden
Strahls

I, =Iye ™,

wobei die Konstante A vom Material, von der Konzentration des Materials (z.B. in
Wasser geloster Farbstoff) und der Farbe (Wellenldnge) des Lichts abhéngt.

Herleitung: Die Gleichung folgt aus folgender Eigenschaft: Die Intensitat des aus-
tretenden Strahls I,,, ist proportional zur Intensitat des einfallenden Strahls I.,,
Lous = a1, Legt der Strahl zuerst die Strecke s; im Medium zuriick und dann ss, so
Tous2 = Qsyleins = sy lausy = Qsys, Lein 1. Dasselbe Experiment lasst sich so auffassen,
dass der Strahl die Strecke s; 4+ s im Medium zurticklegt, daher I,,s2 = s 15, ein1s
also

Qsy4sy = sy sy
Wir beobachten nebenbei, dass dies erfiillt ist fiir a, = e ¢, denn

e*)\(51+52) _ —AS1 ,—AS9

(& €
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Zerlegen wir s in sehr viele (N) kleine Teile €, s = Ne¢, so erhalten wir o, = (a.)Y =

(al/®)* = e~ mit A so gewiihlt, dass e = al/".

Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion, d.h. y = log x ist
die eindeutige Losung der Gleichung e¢Y = x zu gegebenem x > 0. Wann besitzt eine
Funktion f: A — B eine Umkehrfunktion?

Definition: Eine Funktion f : A — B heifit injektiv, wenn stets die Bilder ver-
schiedener Elemente verschieden sind, d.h. f(z) # f(y) fir  # v.

Wenn f nicht injektiv ist, dann besitzt die Gleichung f(x) = b fiir manche b mehrere
Losungen z. Wenn f injektiv ist, dann besitzt sie genau eine Losung, genannt x =
f7H0b), fir jedes b € f(A) ={f(a):a€ A} C B.

Definition: Die so definierte Funktion f~!: f(A) — A heifit die Umkehrfunktion von
f und erfiillt

[(f@) =2 wd f(f7(b) =0

Beispiel: Die Wurzelfunktion = +— +/z ist die Umkehrfunktion der Funktion f :
[0,00) — R gegeben durch f(z) = 2% Beachte: die Notation f~! bedeutet in der
Literatur manchmal die Umkehrfunktion und manchmal 1/f.

Definition: Eine Funktion f : D — R mit Definitionsbereich D C R heif3t streng
monoton wachsend, wenn f(z) < f(y) fiir < y; streng monoton fallend, wenn f(x) >
f(y) fir z < y; monoton wachsend, wenn f(z) < f(y) fiir z < y; monoton fallend, wenn
f(x) > fly) fir o < y.

Bsp: exp ist streng monoton wachsend, f = const ist monoton wachsend und fallend,
aber nicht streng, x — 2% auf dem Definitionsbereich D = [0, 00) ist streng monoton
wachsend fiir & > 0 und fallend fiir o < 0.

Satz: Streng monotone Funktionen f: D — R, D C R sind injektiv.

Beweis: Sei f streng wachsend, und seien x,y € D mit x # y. Dann gilt entweder
x < yoder z >y. Falls x <y, gilt f(x) < f(y), daher f(x) # f(y). Falls z > y, gilt
f(z) > f(y), daher f(z) # f(y). Analog fiir streng fallende Funktionen. O

Folgerung: Da exp streng wachsend ist und exp(R) = RT = (0,00) = {x € R :
x > 0}, existiert auf D = RT die Umkehrfunktion, genannt log oder In (logarithmus
naturalis). Rechenregeln fiir den Logarithmus: siehe Ubungsaufgabe.

Beispiel: Die Halbwertszeit t,/o einer radioaktiven Substanz ist die Zeit, in der die
Aktivitdt (Anzahl Zerfélle pro Minute) oder aber die vorhandene Menge auf die Hélfte
zuriickgeht, also e”*1/2 = 1/2. Daraus — M1, = log(1/2) = —log 2 oder

log 2 log 2
o8 oder A= o8

t 0 =
1/2 f1s

Anwendung: Logarithmische und doppelt-logarithmische Skalenteilung. Manchmal
ist es niitzlich, auf einer Skala nicht die interessante Grofle x selbst abzutragen, sondern
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logx. Dabei schreibt man oft = an die Achse, teilt sie aber logarithmisch ein. Das
ist besonders in folgenden Fillen niitzlich: (i) Gilt ein exponentieller Zusammenhang
y = ce mit Konstanten ¢, A € R und teilt man die y-Achse logarithmisch (die -
Achse aber linear), so erscheint der Graph als Gerade, denn logy = logc + Az. (ii) Gilt
ein Potenzgesetz, y = cx® mit Konstante ¢, « € R, und teilt man beide Achsen loga-
rithmisch, so erscheint der Graph als Gerade, denn logy = logc + alogxz. Allgemein
kann eine logarithmische Skalenteilung niitzlich sein, um eine Variable iiber mehrere
Groflenordnungen darzustellen.

Bemerkung: Fiir o > 0 besitzt auch die Gleichung oY = x mit gegebenem = > 0
eine eindeutige Losung y = log, x, genannt Logarithmus von x zur Basis o. Beliebte
Basen aufler e sind 2 (“binérer Logarithmus”, 1b) und 10 (“dekadischer Logarithmus”,
lg). Aus den Potenzrechenregeln folgt

log, z = log(x)/log(a),

denn
olos(@)/ log(a) _ (elog(a))log(x)/log(a) — plog(a)log(z)/log(a) _ log(z) _ ..

Daher lassen sich Logarithmen zu anderen Basen leicht aus den natiirlichen Logarithmen
bestimmen.

Beispiel: Weber—Fechner-Gesetz der Wahrnehmung: Die Errequngsstdrke ist pro-
portional zum Logarithmus der Reizstirke (und nicht etwa proportional zur Reizstérke).
Das heif3t, ein doppelt so starker Reiz (z.B. doppelte Lichtintensitit) fithrt zu einer um
eine (geeignete) Einheit stdrkere Wahrnehmung.

FlieBkomma-Schreibweise fiir eine Zahl z > 0: z = m 10*, wobei k € Z so gewahlt
ist, dass 108 < z < 10%"1. Da dies dquivalent ist zu k < log;yx < k + 1, gibt es zu
jedem x > 0 genau ein passendes k£ und demnach genau ein passendes m. Die Zahl
m heiflit Mantisse und erfiillt automatisch 1 < m < 10. Beispiel: Die Avogadro-Zahl
(Anzahl Molekiile in einem Mol = Anzahl Atome in 12 Gramm des Kohlenstoff-Isotops
C'%) betragt 6,0221415 - 10%3.

Beispiel: Der pH-Wert (lat. pondus Hydrogenii = Gewicht des Wasserstoffs) ist ein
Maf3 fiir die Saure einer Fliissigkeit und gibt die Konzentration der Wasserstoff-Ionen
logarithmisch an: pH = —log,,(p). Hierbei ist p grob gesagt die Konzentration der
Protonen H' (genauer gesagt, der Quotient aus der Aktivitat der Oxoniumionen H3O
zu Aktivitat von HyO). Sauerkraut (pH = 4, p = 10~*) hat demnach die 1000fache
Protonenkonzentration von Wasser (pH = 7, p = 1077).
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