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7 Vektoren und Matrizen, Teil 2

Definition. Die Transponierte AT einer n x m-Matrix A = (a;;) ist die m x n-Matrix
mit den Eintrigen aj;. A heifit symmetrisch, wenn AT = A.

Bemerkung. Vektoren lassen sich als Matrizen auffassen; man muss sich nur fes-
tlegen, ob sie Spaltenvektoren (und damit n x 1-Matrizen) oder Zeilenvektoren (und
damit 1 x n-Matrizen) sind. Sei A € M(n,m) und x € R™, aufgefasst als Spaltenvektor
r € M(m,1). Dann ist Az € M(n,1) ein Spaltenvektor, fiir den wir einfach schreiben
Az € R", genannt “A angewandt auf den Vektor x”.

Anwendung: Bei einem Markoff-Prozess in diskreter Zeit hat jedes Individuum einer
Gesamtheit eine bestimmte Wahrscheinlichkeit w;;, im nachsten Schritt in den Zus-
tand Nummer ¢ tiberzugehen, wenn es sich gerade im Zustand Nummer j befindet.
Wenn es n mogliche Zustande gibt, bilden die Zahlen w;; € [0,1] eine n x n-Matrix,
genannt Ubergangsmatrix W des Markoff-Prozesses. Befinden sich zu einem Zeit-
punkt N; Individuen im Zustand 1, ..., N, Individuen im Zustand n, zusammenge-
fasst im Vektor N = (Ny,...,NN,) (Populationsvektor oder Besetzungszahlvektor), so
befinden sich im néchsten Schritt im Mittel (und, falls Ny,..., N, grofl genug sind,
nidherungsweise) Nl(l) = w11 N1 +wiaNo + . .. w1, N, Individuen im Zustand 1, allgemein
Ni(l) = w; N1 + wip Ny + ... w;, N,, Individuen im Zustand 7. In anderen Worten, mit
den Abkiirzungen N® = (N N N) und N© = N,

N = N©,

Beispiel: Tiibingen hat 83.000 Einwohner, Reutlingen 112.000. Wenn jedes Jahr 5%
der Einwohner Tiibingens nach Reutlingen umzogen und 10% der Einwohner Reutlin-
gens nach Tiibingen, aber niemand an irgend einen (oder von einem) anderen Ort, und
niemand stiirbe oder geboren wiirde, so erhielte man fiir das nachste Jahr:

N 0,95 0,1 83.000 \ [ 90.050
10,06 0,9 112.000 | \ 104.950 |~



Gelten im folgenden Jahr noch dieselben Ubergangswahrscheinlichkeiten, so ergibt sich:

N®:<0ﬁ5ml><9MM)>:<mmuﬁ)

0,05 0,9 104.950 98.957,5

Eine Gleichgewichtslage oder stationdre Verteilung ware dann erreicht, wenn WN = N,
d.h. wenn jedes Jahr gleich viele von T nach R wie von R nach T umziehen, also
0,05 N; = 0,1 Ny = Ny = 2N,. Da stets N; + Ny = 195.000, ergibt sich daraus die
Gleichgewichtslage Ny = 130.000 und Ny = 65.000.

Beispiel: Wachstumsmodell eines Gletschers. Das Volumen V®) eines Gletschers
dndert sich von Jahr zu Jahr in zufélliger Weise durch Niederschlag S(¢) und Ab-
schmelzen A(t), VD = V® 4 §(t) — A(t). Wir nehmen vereinfachend an, dass
die zufillige Niederschlagsmenge S(t) jedes Jahr unabhingig vom Vorjahr einer bes-
timmten Wahrscheinlichkeitsverteilung p gehorcht, d.h. S(t) = k mit Wahrscheinlichkeit
pr € [0,1] fiir k € {0,1,..., K}, wobei pg+p1+...+px = 1; weiter, dass A(t) nur von der
GroBe des Gletschers abhingt, A(t) = f(V®); weiter, dass V, A, S in einer geeigneten
MafBeinheit nur ganzzahlige Werte annehmen; und schlieflich, dass V' den Wert V.«
nicht iiberschreiten kann, V' < V... Dann betriagt die Ubergangswahrscheinlichkeit
von V® = j nach VYD = i gerade w;; = pi, wobei i = j + k — f(j), also
k =1i—7j+ f(j). Die Komponenten des Vektors N = (Ny,..., Ny, ) bedeuten jetzt
nicht die Anzahl der Gletscher mit bestimmter Grofle, sondern die Wahrscheinlichkeit
einer bestimmten GréBe, N,, = Wkeit(V = m). Da wir die jetzige GréBe V(*) kennen,
ist N© = (0,0,0,...,0,1,0,...,0) mit N = 1. GemdB N®+D = WN® errechnet
sich die Wahrscheinlichkeitsverteilung der zufilligen GroSe V) zu einer spiteren Zeit,
N = Wkeit(V® = m).

Anwendung:  Eine Verallgemeinerung des Markoff-Prozesses ist das Leslie-
Populationsmodell: Jedes Individuum einer Gesamtheit befindet sich zu einem Zeit-
punkt in einem von n Zustanden. Ein Individuum im Zustand j erzeugt im Mittel
¢;; Individuen im nachsten Schritt im Zustand i; diese Werte bilden die Leslie-Matrix
L= (ly) € M(n,n). Ist N = (N9 N,St)) wieder der Populationsvektor zur Zeit

t, dann ist im Mittel (und fiir grofle Besetzungszahlen nédherungsweise)
N = LN,

Beispiel: Gesamtheit = Population, Zustand i = Alter in Jahren € {0,...,k}. Ein
Individuum von j Jahren setzt im Mittel v; = ¢y; Nachkommen (vom Alter 0) in die
Welt und geht auflerdem selbst in den Zustand ¢ + 1 tiber, wenn es nicht stirbt. Ein
Individuum von j Jahren iiberlebt noch mindestens ein Jahr mit Wahrscheinlichkeit
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Anwendung: Die Drehung der Ebene R? um den Ursprung um den Winkel ¢ (gegen
den Uhrzeigersinn) entspricht in Koordinaten der Anwendung der Matrix

cosp —sing
sing  cosp '
(Beweis spéter)

Rechenregeln Addition: Seien A, B,C € M(n,m). Dann gilt A+ B = B+ A
(Kommutativitit), (A + B) + C = A+ (B + C) (Assoziativitdt), A +0 = A mit der
“Nullmatrix” 0, die als Eintrége lauter Nullen hat (Existenz eines neutralen Elementes),
A+ (—A) =0 mit —A = (—a;;) (Existenz von additiv-inversen [negativen| Elementen).

Rechenregeln Multiplikation: Seien A € M(n,m),B € M(m,{) und C' € M({, k).
Kommutativitéit gilt nicht immer (Beispiel Ubungsaufgabe), wohl aber (AB)C' = A(BC)
(Assoziativitit) (ohne Beweis), A0 =0 = 0A. Al = A = I A mit der Einheitsmatric

1 0 0

0 1
I=1. :

0 1

die Einsen auf der Hauptdiagonalen tragt und sonst nur Nullen (I = neutrales Element
der Multiplikation). Die Eintrdge der Einheitsmatrix werden oft abgekiirzt mit dem
Kronecker-Symbol 9,5,

1 fallsi=j
0 falls i+ j.

ij —



Also I = (4;5). Beweis fiir Al = A: Wenn C = Al, dann
Cis = i a;j0js = a0+ ... 4+ @ s—10 + @il + ;6110 + ... 4 ;0 = as.
j=1
Beweis fir A = A: Wenn C' = I A, dann
Cis = i 0ijajs = 0a1s + ...+ 0a;_1 5 + 1a;s + 0aip15 + ... + 0aps = a;s.
j=1

Fiir manche, aber nicht fiir alle A € M(n,n) mit A # 0 existiert eine inverse Matriz A~!
mit der Eigenschaft A='A = I = AA~!; solche A heilen invertierbar. Ist A invertierbar,
dann ist die Inverse eindeutig, d.h., wenn B,C' € M(n,n) mit BA = I = AB und
CA=1= AC, dann B = Bl = B(AC) = (BA)C = IC = C. Ein Beispiel fiir eine
nicht-invertierbare Matrix A # 0 ist die Matrix aus der Ubungsaufgabe mit A2 = 0:
sie kann nicht invertierbar sein, dann andernfalls ware A~'(A4?) = A0 = (A71A)A =
0=IA=0= A=0, was nicht stimmt.

Rechenregeln Addition und Multiplikation: (A + B)C' = AC + BC (linke Distribu-
tivitdt) fir A, B € M(n,m) und C € M(m,{), A(B+C) = AB+ AC (rechte Distribu-
tivitat) fir A € M(n,m) und B,C € M(m,{). A(—B) = (—A)B = —(AB).

Anwendung der Assoziativitat: Aus
N — [ N®
fiir Markoff-Prozesse und Leslie-Modelle folgt
N® — L(L(L(---(LN(O))---))) = (---((LL)L)---)L)N(O) = LINO),

wobei die Potenzierung von Matrizen L' = LLL---L (mit ¢ Faktoren) nur fir L €
M(n,n) und im allgemeinen nur fiir Exponenten ¢ € N definiert ist, bei invertierbaren
Matrizen auch fiir ¢ € Z. Potenzrechenregeln: A"A™ = A™T™m Al = A, (A")™ = A™™
aber im allgemeinen (AB)" # A"B", denn z.B. (AB)> = ABAB # AABB = A?B2.



