8 Lineare Gleichungssysteme

Definition. Ein lineares Gleichungssystem (LGS) ist ein System von n Gleichungen der

Form
m
Zaijxj:bi, 1§z§n,
j=1
mit Unbekannten i, ..., z,, und bekannten Koeffizienten a;; und b;. Aquivalent kann

man schreiben Az = b, wobei © € R™ gesucht ist und A € M(n,m) und b € R”
vorgegeben. Das Gleichungssystem heifit homogen, falls b = 0, sonst inhomogen. Die

Losungsmenge ist

Ly ={x € R": Az = b}.
Beispiel: Tomographie: Transmissionskoeffizienten

Q11 Q12

Qo1 (X229

Schattenbild ergibt Gesamtransmission A\ = aj1aq, Ao = Qo1aes, (1 = ap10e1, Uy =

(1200, Logarithmieren, log A1 = log aq1 + log ais ete., fithrt auf das LGS

11 00 log apq log Ay
0011 logaga | | log Ay
1010 logas | | logm
01 01 log o log 1o

“Eliminationsverfahren” zur Losung linearer Gleichungssysteme. Wir fiigen die Daten
A und b zur einer n x (m+ 1)-Matrix B = (A|b) zusammen. Das Verfahren bedient sich
folgender Grundschritte, die B auf eine solche Weise verandern, dass die Losungsmenge
L, dieselbe bleibt:

1. Vertauschen zweier Zeilen von B. Dies entspricht denselben Gleichungen in an-

1 2 3 4 5 6
_)
4 5 6 1 2 3

2. Vervielfachung einer Zeile von B mit Faktor o # 0.

4 5 6 4 5 6
—
1 2 3 2 46

derer Reihenfolge.



3. Addition des a-fachen einer Zeile von B zu einer anderen: (Bsp o = —2)

4 5 6 0 -3 —6
é
2 46 2 4 6

)\1 /\2 )\3 . )\1—2LL1 )\2—2LL2 )\3—2LL3
M1 M2 H3 H1 H2 M3

Wir priifen, dass Schritt 3 nichts an der Losungsmenge édndert: wenn, fiir ¢ # k,

Zj a;;r; = b; und Zj apjr; = by, dann auch Zj(aij + aay;)z; = b; + aby. Umgekehrt,

wenn Zj ap;jr; = by und Zj(aij + aag;)r; = b; + abg, dann auch Zj a;x; =b;.
Anwendung der Grundschritte am Beispiel des LGS

41’1 + 41’2 + 3ZE3 — 2[L‘4 =16 (].)
2$1 + 2%’2 + 3.7)3 - 41’4 =14 (2)
—bxy — Hxy — %.1'3 — %x4 = —? (3)

1. Wir stellen das LGS schematisch dar:

4 4 3 -2 16
2 2 3 —4| 14

2 11 23
=5 =5 -5 —3 |3

2. Normierung der Kopfzeile. Um zu erreichen, dass der linke obere Eintrag 1 wird,

multiplizieren wir die erste Zeile mit 1/ay;.

3 1
11 3 1] 4
2 2 3 —4| 14

2 11 23
=5 =5 -5 3 |-3

Sollte a;; = 0 sein, so vertauschen wir die erste Zeile mit einer Zeile, bei der der
erste Eintrag nicht 0 ist. Sollten in der ersten Spalte alle Eintrage 0 sein, so kommt
die Variable x; im LGS nicht vor, kann alle reellen Werte annehmen, und braucht
daher nicht mehr mitgefiithrt werden.

3. Elimination von z; aus allen Gleichungen bis auf die erste. Wir addieren das
(—2)-fache der ersten Zeile zur zweiten und ihr 5-faches zur dritten.

1
2
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37 37 | 37
12 6 3



. Restschema. Die erste Gleichung (die Bedeutung der ersten Zeile) lésst sich jetzt
nach x; auflésen, und sonst kommt x; nicht mehr vor. Wir betrachten nur noch
die zweite und dritte Gleichung und die Variablen zs,x3,x4. Neues Schema =
Teilschema (1. Zeile und Spalte weggelassen):

0 3 -3]6
0 3T 37|37
12 6 | 3

. Das Verfahren beginnt von vorn mit dem Teilschema: Normierung der Kopfzeile
etc. Weil hier die erste Spalte 0 ist, kommt die Variable x5 nicht mehr vor, und
wir betrachten das Teilschema

3 _
5 3
37 37|37
12 6 173
. Normierung der Kopfzeile.
1 =2 4
3T 37|37
12 6 173

. Elimination von z4. Subtraktion des %-fachen der Kopfzeile von der zweiten ergibt

3
5 —316
0 —01]0
. Zusammensetzen der Ergebnisse.
3 1
11 53 —514
001 —2|4
0 00 0

Allgemein: Zeilenstufenform (x heiBft “kann # 0 sein”)

0---0 1 *--- % % * ok * *

* * ok * *

1 *- * *

0---0]

0---0|*

0---0|*

Diesem Schema entsprechen die umgeformten Gleichungen

$1+I’2+%J]3—%Jf4:4 (4)
z3 — 24 = 4. (5)



9. Auflésen nach z1 und x3:

r1 = —T9 — %133 -+ %I4 +4 (6)

T3 = 2374 +4 (7)

10. Die Werte von x5 und x4 sind frei wahlbar; wir setzen x5 = s und x4, = t willkiirlich
fest und rollen das LGS von unten her auf: z3 = 2t + 4. Einsetzen in die erste
Gleichung liefert x; = —s—2(2t+4)+3t+4 = —s—t+1. Damit ist die allgemeine

Losung
1 -1 1
T = y +s ! +1 X
|4 0 2
0 0 1
Anders gesagt, die Losungsmenge ist
1 -1 -1
0 1
Lb:{ 4 + s 0 +t :s,teR}.
0 0 1
Definition. Der von den Vektoren v, ... u®*) € R™ aufgespannte Teilraum ist die
Menge
W u®y = {au® L ogu® g, o € R}

Ausdriicke der Form aju® + ... + azu® heiflen Linearkombinationen der Vektoren
u®, .. u® . Teilrdume heiflen auch Unterrdume oder lineare Teilrdume. Im Fall k = 0
setzen wir () = {0}.

Satz (ohne Beweis). Die Losungsmenge Ly = {z € R™ : Az = 0} eines homogenen
linearen Gleichungssystems ist stets ein Teilraum.

Satz. Ist u € R™ irgendeine Losung des inhomogenen linearen Gleichungssystems
Az = b, ist also Au = b, dann ist die Losungsmenge L, = {z € R™ : Ax = b} gegeben
durch

Ly=u+Ly:={u+y:y€ Lo}

(Man beachte aber, dass L; leer sein kann, obwohl Ly nicht leer ist.)

Beweis. Wenn Az = b, dann sei y = x — u; daher Ay = A(x —u) = Az — Au =
b—b=0,alsoy € Lg; also Ly C u+ Ly. Sei nun y € Lg beliebig und z = u 4+ y, dann
gilt Arv = A(u+y) = Au+ Ay =b+0 = b; also u+ Ly C L. Insgesamt L, = u + Lo.O

Bemerkung. Mengen der Form u+ Ly, wobei Ly ein Teilraum ist, heiflen auch affine

Teilrdume. Sie entstehen aus (linearen) Teilrdumen durch Translation.



