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Definition

Umkehrfunktionen
Injektivitat
Beispiel: /x
Monotonie

Anwendungen
Beispiel: Halbwertszeit
Logarithmische Skalenteilung

Andere Basen
Beispiel: pH-Wert



Der Logarithmus ist die Umkehrfunktion der Exponentialfunktion,

d.h.

y = logx
ist die eindeutige Losung der Gleichung e¢¥ = x zu gegebenem
x> 0.



Definition

5 Injektivitat
Umkehrfunktionen Jekt!
Beispiel: /z
Anwendungen q
Monotonie

Andere Basen

Wann besitzt eine Funktion f : A — B eine Umkehrfunktion?

Definition: Eine Funktion f: A — B heiBt injektiv, wenn die
Bilder verschiedener Elemente stets verschieden sind, d.h.

flx) # fly) fir z#y.

Wenn f nicht injektiv ist, dann besitzt die Gleichung f(x) = b fiir

manche b mehrere Losungen x. Wenn f injektiv ist, dann besitzt
sie genau eine Lésung, genannt = = f~1(b), fiir jedes
be f(A)={f(a):a€ A} C B.

Definition: Die so definierte Funktion f~!: f(A) — A heiBt die
Umbkehrfunktion von f und erfiillt

fHf@) =2 und  f(fHD)) =b.
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TOBINGEN



Die Wurzelfunktion z +— +/x ist die Umkehrfunktion der Funktion
f:[0,00) — R gegeben durch f(z) = 2.

Ebenso ist 2 — —/z die Umkehrfunktion von f : (—00,0] — R,
f(z) = 22,

Beachte:



Definition

. Injektivitat
Umkehrfunktionen yext
Beispiel: /z
Anwendungen q
Monotonie

Andere Basen

Definition:

Eine Funktion f: R O D — R heiBt

— streng monoton wachsend, wenn f(z) < f(y) fir z < y,
— streng monoton fallend, wenn f(x) > f(y) fir z <y,

— monoton wachsend, wenn f(x) < f(y) fir x < y und

— monoton fallend, wenn f(x) > f(y) fir x < y.

Beispiele:
» exp ist streng monoton wachsend
» f = const ist monoton wachsend und fallend, aber nicht

streng
» 2 +— x% auf dem Definitionsbereich D = [0, c0) ist streng
monoton wachsend fiir &« > 0 und fallend fiir oo < 0. I
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Definition
Umkehrfunktionen
Anwendungen
Andere Basen

Injektivitat
Beispiel: /=
Monotonie

Satz:

Streng monotone Funktionen f: D — R, D C R sind injektiv.

Beweis: Sei f streng wachsend, und seien x,y € D mit x # y.
Dann gilt entweder x < y oder x > y. Falls x < y, gilt

f(x) < f(y), daher f(x) # f(y). Falls x >y, gilt f(z) > f(y),
daher f(x) # f(y). Analog fiir streng fallende Funktionen. O

Folgerung: Da exp streng wachsend ist und
exp(R) =Rt = (0,00) = {z € R|z > 0}, existiert auf D = R™"
die Umkehrfunktion, genannt log oder In (logarithmus naturalis).

Rechenregeln fiir den Logarithmus: siehe Ubungsaufgabe.

||||||||
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Die Halbwertszeit ¢, , einer radioaktiven Substanz ist die Zeit, in
der die Aktivitat (Anzahl Zerfille pro Minute) oder auch die
vorhandene Menge auf die Halfte zuriickgeht, also e M —

1
3

= Ay, = log(1/2) = —log2

log 2 log 2
e = Ty oder A= .

1/2

= t



Definition
Umkehrfunktionen Beispiel: Halbwertszeit
Anwendungen Logarithmische Skalenteilung
Andere Basen

Logarithmische Skalenteilung:

Trage auf einer Skala nicht die interessante GroBe z selbst sondern
log z auf.!

» Allgemein: Stelle Variable iiber mehrere GroBenordnungen dar.

» Erwarte exponentiellen Zusammenhang,
y = ce™ mit Konstanten ¢, \ € R,
y-Achse logarithmisch ~~ Gerade, denn
logy = logc+ Ax.
» Erwarte Potenzgesetz, y = cx® mit Konstanten ¢, € R,
beide Achsen logarithmisch ~~ Gerade, denn
logy =logc+ alogx.

1Oft schreibt man dennoch x an die Achse, T
teilt sie aber logarithmisch ein.
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Definition
Umkehrfunktionen
Anwendungen
Andere Basen

Beispiel: pH-Wert

Fiir a > 0 besitzt auch die Gleichung a¥ = x mit gegebenem
2 > 0 eine eindeutige Losung y = log, x, genannt Logarithmus
von x zur Basis .

Beliebte Basen auBer e sind
» 2 ("“bindrer Logarithmus”, 1b) und
» 10 (“dekadischer Logarithmus”, 1g).

Aus den Potenzrechenregeln folgt

log(x
log = | g( )7
og(a)
denn
log(x) log(x) log(z)
QIOgam — alog(a) — (elog(a))log(a) — 610g(a) log(a) — 610g(m) = .
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Definition
Umkehrfunktionen
Anwendungen
Andere Basen

Beispiel: pH-Wert

Der pH-Wert (lat. pondus Hydrogenii = Gewicht des Wasserstoffs)
ist ein MaB fiir die Saure einer Fliissigkeit und gibt die
Konzentration der Wasserstoff-lonen logarithmisch an,

pH = —logy4(p) -

Hierbei ist p, grob gesagt,? die Konzentration der Protonen H™.

Wein (pH ~ 4) hat also die 1000-fache Protonenkonzentration von
Wasser (pH = 7). Seife (9 < pH < 10) entsprechend 145 bis 135
der H3O"-Konzentration von Wasser.

2genauer gesagt, der Quotient aus der Aktivitit der Oxoniumionen e
HsO™" zur Aktivitat von H>O
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