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Definition: Eine Funktion f: D — R? heiBt beschrankt, wenn es
r >0 gibt mit || f(x)| < r fir alle x € D.

Merke: Eine Funktion f: D — R mit D C R ist genau dann
beschrankt, wenn ihr Graph in einem horizontalen Streifen

eingeschlossen ist. Eine unbeschriankte Funktion wachst “ins
Unendliche”.
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Funktion f D — R? beschrankt?

sin, cos R—R ja,r=1
arcsin,arccos [—1,1] = R ja,r=27
tan (—3,5) — R nein

arctan R — (=3,5) ja,r=73
exp R—R nein
exp (—00,0)] =R ja,r=1

log  (0,00) =R nein
Fibonacci N—-R nein
rz—az* (0,00) =R jafira=0, nein fir a # 0
r—z* [l,00) =R jafira <0, nein fir a >0
x— Az R™ — R™  ja fiir A =0, sonst nein
fir A€ M(n,m)
x— ||z R"® — R nein
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Definition: Eine Folge a1, as, as, ... von Vektoren a,, € R? heiBt
konvergent gegen den Vektor a € R?, geschrieben

» a, — a oder
n—oo
» a, —— a oder

» lim a, = a,
n—oo

wenn es zu jedem € > 0 ein ng € N gibt, so dass
fir alle n > ng gilt ||ay, —al| < e.
In Kurzform: Ve >03ngeN Vn>ng: |a, —al <e.
» In diesem Fall heiBt a der Grenzwert oder Limes der Folge
(an)nen; man sagt auch, a,, geht gegen a.
» Ist eine Folge gegen keinen Vektor konvergent, so heiBt sie
divergent.
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Beispiele:

> a, = + € R konvergiert gegen 0.

~n
» +1,—1,+1,—1, +1,—-1,4+1,—1, ... divergiert.
» 3, 3.1, 3.14, 3.141, 3.1415, 3.14159, .. .konvergiert gegen .

» Die Folge

R N L D D () e
k=0

konvergiert gegen 2.



Allgemein nennt man eine Folge der Form

n

eine (unendliche) Reihe und nennt den Ausdruck
o) n
Zbk:: lim Zbk oder bo+0b1+b2+...
k=0 "o

konvergent gegen a wenn die Folge der Partialsummen a,, gegen a
konvergiert. Man nennt dann a auch den Wert dieses Ausdrucks.
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Satz (ohne Beweis): Eine Folge a, in R? konvergiert genau dann
(dann und nur dann) gegen a € R?, wenn in R jede Komponente
an; gegen a; konvergiert. (“Konvergenz gilt komponentenweise.” )

Da sich eine Folge als Funktion @ : N — R auffassen lasst, ist sie
genau dann beschrankt, wenn es ein r > 0 gibt, so dass
—r < a, <7 fir alle Folgenglieder a,, gilt.

Satz (ohne Beweis): Jede konvergente Folge in R? ist beschrankt.

Folgerung: Die Fibonacci-Folge divergiert.

Die Folge 0,2,4,6, ... der geraden Zahlen divergiert.

~> zwei Arten zu divergieren: entweder ins Unendliche, oder
beschrankt (rastloses Umherlaufen wie +1, —1,+1,—1,...).

Satz (ohne Beweis): Ist eine Folge monoton und beschrankt, )
so konvergiert sie.
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Satz (ohne Beweis): Wenn fiir die Zahlenfolgen a,,, b, und ¢, gilt
an, <b, <c¢, und a,, — a und ¢,, — a, dann auch b,, — a.

Satz (ohne Beweis): Wenn die Folgen a,, b, € RY konvergieren,
an, — a und b, — b, dann konvergieren auch

» die Summen, a,, + b, — a+ b, und
» die Vielfachen, aa, — aa.

» Sind ay, b, € R Zahlenfolgen (statt Vektoren), dann
konvergieren auch die Produkte, a,b,, — ab.
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Definition: Eine Funktion f: D — R mit D C R™ heiBt stetig,
wenn fiir jede konvergente Folge a,, — a mit a, € D,a € D gilt

flan) — f(a).
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Beispiele:

» Die Heaviside-Funktion

1 fallsz >0
0(x) = alls z >
0 fallsz <0
ist nicht stetig, weil die Folge a,, = —% gegen a =0

konvergiert, aber f(a,) = 0 fiir alle n, wahrend f(a) = 1.
sin, cos, arctan, exp sind stetig auf R

arcsin, arccos sind stetig auf [—1, 1]

vV vy

log, = — x® sind stetig auf auf D = RT = (0, c0),
> z+— Az, z — ||z|| sind stetig auf D = R™.

Merke: Anschaulich ist eine Funktion R — R stetig, wenn man
ihren Graphen zeichnen kann, ohne abzusetzen.

UBINGEN
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Satz iiber Fourierreihen (ohne Beweis):
Ist f: R — R stetig und periodisch mit Periodenldnge T, dann gibt
es reelle Zahlen cp,c1,¢2,... > 0 und 1, 9,... € [0,27) so, dass

f(t)=co+ Z cr sin(kwt + o)
k=1

fir alle t € R, wobei w = 2%

Die rechte Seite heiBt die Fourier-Reihe von f.
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Anwendung: Obertonreihe in der Akustik

» Ton (Schwankung des Luftdrucks): Uberlagerung
harmonischer Schwingungen der Form sin(wt + )
» Frequenzen: ganzzahlige Vielfache der Grundfrequenz, d.h.
¢, sin(kwt + o).
» Term mit £ = 1: Grundton
» Terme mit £ > 2: Obertone
» ¢ heiBt Amplitude, ¢y die Phasenverschiebung

» 2 ist die Intensitit (Energieinhalt) der k-ten Oberschwingung,
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Satz (ohne Beweis): Sei ¢ € R; die geometrische Folge a,, = ¢"
konvergiert genau dann, wenn —1 < ¢ < 1; fiir ¢ = 1 konvergiert
sie gegen 1, fiir [¢| < 1 gegen 0.

Satz: Die geometrische Reihe

o
ddF=1+q+@++. .
k=0

1
mit ¢ € R konvergiert gegen 7 , wenn |q| < 1,

und divergiert andernfalls.
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