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Problemstellung:
» Gegeben seien n Punkte (z;,v;) € R?, i € {1,...,n}, n > 2,
die ndherungsweise auf einer Geraden liegen.
» Man bestimme die Gerade, die am n&chsten an diesen Punkte
liegt.
» Diese Gerade heiBt Ausgleichsgerade oder Regressionsgerade.

Die Bestimmung der Regressionsgeraden heiBt lineare
Regression.
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Satz: Hat die differenzierbare Funktion f : R — R in 2 € R? ein

(lokales) Minimum oder Maximum, so ist V f(z) = 0. Ist
umgekehrt

» Vf(z) =0 und die Hesse-Matrix H(x) positiv definit, so hat
f in z ein lokales Minimum;

» Vf(x) =0 und die Hesse-Matrix H(z) negativ definit, so hat
f in z ein lokales Maximum.

Definition: Eine Matrix A € M(n,n) heiBt
» positiv definit, wenn fiir alle u € R” mit u # 0 gilt u” Au > 0.
> negativ definit, wenn fiir alle v € R™ mit u # 0 gilt u” Au < 0.
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Problemstellung Trick
Extrema mehrdimensional Berechnung
Lineare Regression Minimum?

Regression anderer Zusammenhéange

» Wir bendtigen: MaB fiir die Abweichung D einer Geraden g
von den gegebenen Punkten.

» Suche dann g so, dass die Abweichung minimiert wird.
Dabei ist g der Graph der Funktion

g(x) = mx + 0.

» Die Gerade wird durch 2 Zahlen, 2 Parameter, bestimmt:
m,b € R, d.h. D ist eine Funktion von m und b.
Wie ist D sinnvoll zu wahlen?
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Wie ist D sinnvoll zu wahlen?

X i) Tn
Y1 Y2 Yn
g(z1) g(z2) ... g(zn)

D soll messen, wie nahe
der Vektor v € R"™, mit Eintragen v; = g(z;),
beim Vektor y € R", mit Eintrdagen y;, liegt.

~~ Betrachte den Abstand der beiden in R",

D(m,b) = d(v,y) = lv—yll =

[—

Aufgabe: Finde m und b, die die D minimieren! 2
Fordere also VD = 0. ronmere
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Regression anderer Zusammenhéange

Trick: Statt D(m,b) minimieren wir f(m,b) = D(m,b)?, denn
f minimal < D minimal,

da f = ho D und h(x) = 22 streng monoton wachsend auf [0, 00),
d.h. wenn D(m/,¥’) < D(m,b), dann auch f(m/, V') < f(m,b).
Wir minimieren also

n n

Fm,0) = (g(wi) —4:)* =D (mai +b—y)*.

i=1 i=1

Daher auch Bezeichnung
Methode der kleinsten (Fehler-)Quadrate;
geht auf C.F. GauB (1777-1855) zuriick.
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_ ol of of
_ PO — )2
Gradient von [ = i:El(TTL.LZ +b—vy)>: Vf= ( 8b>
37{; E 2(max; + b — y;)x;

af 22 (mxz; +b—y;)

Am Minimum ist Vf =0, also
e 6N T
(QZ:EZ)WL +2n b :Zyi

7

Lineares Gleichungssystem mit 2 Gleichungen
fiir die 2 Unbekannten m, b.
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Satz: Sei n > 2 und seien nicht
LGS eine eindeutige Losung.

MaB fiir Abweichung

Trick

Berechnung

Minimum?

Regression anderer Zusammenhéange

alle x; gleich. Dann besitzt das

Beweis: Zunichst ist Y, 27 > 0, da nicht alle z; gleich.

2 Zz xf 2 Zi i ZZ TiY; | - 1/(2 ¥, 22)
22 % 2n > Yi
2> 2n > Ui +
1 2 i 2iTili
2
0 2n— 2(%"2;) Sy — (sz)(%v)
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Lemma: Sei n > 2 und seien nicht alle z; gleich. Dann gilt

SN
>

D.h. es gibt immer genau ein Paar (m,b) fiir das

of afy
a*m’%)—o‘

n > 0.

vi=(

» Liegt an dieser Stelle ein Minimum?
(also weder Maximum noch Sattel)

» Untersuche Hesse-Matrix H = f”.
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2
H=2 <§ p> Z) hangt nicht von m und b ab.
xZ; n

Lemma: Sei n > 2 und seien nicht alle x; gleich.
Dann ist H positiv definit.

Beweis: Betrachte u” Hu fiir beliebiges u = (a, 3)1 € R?:
2
Try — PR IEAWA
uHu—(a,ﬂ)2<in . )(ﬂ)
= 2(042 Z x? + 203 Z x; + ﬂ2n> =2 Z(a%? + 2028 + 5?)

7

= QZ(aIi +B)* >0

“=0" nur dann, wenn fiir jedes ¢ gilt ax; + 3 = 0. Widerspruch zu
“nicht alle z; gleich”. Also gilt fiir u # 0, dass u’ Hu > 0. I
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Regression von Exponentialfunktionen: Vermutet wird der

Zusammenhang

2 = ce™”

zwischen den GréBen x und z, und aus Messwerten fiir (x;, z;)
sollen die Konstanten ¢, A € R geschatzt werden.

Fiihre durch Logarithmieren zuriick auf lineare Regression:
y=logz=1logc+ \x

Lineare Regression mit Daten (z;,v;) = (x;,1og z;)
liefert Ausgleichsgerade y = mx + b.
Daraus erhalten wir ¢ = e®, A = m.
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Regression von Potenzfunktionen: Vermutet wird der

Zusammenhang

p=aq’

zwischen den GroBen ¢ und p, und aus Messwerten fiir ¢ und p
sollen die Konstanten «, 5 € R geschatzt werden.

Durch doppeltes Logarithmieren, z = log q, y = logp, erhdlt man
die Geradengleichung

y = logp =loga + Blogq = loga + Sz
und kann wieder lineare Regression anwenden.
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