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Übungen zu

”
Mathematik III für Physiker“

1. Sei l2 der Raum der quadratintegrierbaren reellen Zahlenfolgen.

(a) Sei (für jedes n ∈ N) en ∈ l2 die Zahlenfolge, die an der n-ten Stelle eine 1 und sonst
Nullen hat. Zeigen Sie: ‖en‖ = 1 und für n 6= m ist ‖en − em‖ =

√
2.

(b) Zeigen Sie, dass B1(0) = {x = (xn) ∈ l2 : ‖x‖ ≤ 1} zwar beschränkt und abgeschlos-
sen, nicht aber kompakt ist. (Hinweis: Die Folge (en)n∈N in l2 liegt in B1(0), hat
aber keinen Häufungspunkt.)

2. Zeigen Sie: Ist ein metrischer Raum X kompakt (d. h. X ist als Teilmenge von X kom-
pakt), so ist X vollständig.

3. Sei Y ⊆ Rn eine Teilmenge, die nicht kompakt ist. Zeigen Sie, dass es eine stetige Funk-
tion f :Y → R gibt, die ihr Supremum nicht annimmt. (Hinweis: Untersuchen Sie die
Fälle, wo Y nicht beschränkt bzw. nicht abgeschlossen ist, und betrachten Sie geeignete
Abstandsfunktionen.)

4. (a) Berechnen Sie die Gradienten der folgenden (partiell differenzierbaren) Funktionen
f auf R2 \ {0} und g auf R2:

f(x, y) = y
√

2x2 + y2, g(x, y) = x exp(x2 − y2)

(b) Berechnen Sie die Divergenz der folgenden (partiell differenzierbaren) Vektorfelder
v und w auf R2:

v(x, y) = (x2 − y2, x2 + y2), w(x, y) = (ln(1 + x2 + y2), exp(1 + x2 + y2))
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