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1. Bohmsche Mechanik

Bohmsche Mechanik ist eine Galilei-invariante Theorie fur die Bewegung
von Punktteilchen.

Konfigurationsraum:
Die Konfiguration eines Systems aus N-Teilchen ist der Vektor

N
qg=(q1,...,qn) € R3
wobei
q; e R3

der Ort des j-ten Teilchens ist.

Die Theorie liefert zu geeigneten Anfangsdaten eine Trajektorie

t Q(t) e R3N

im Konfigurationsraum. Diese LoOsung legt die Orte aller Teilchen zu al-
len Zeiten fest. Dies ist die gesamte VVorhersage der Theorie, alles andere
(Geschwindigkeiten, Impulse, Energien etc.) sind abgeleitete GroBen.
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1. Bohmsche Mechanik

Zustandsbeschreibung:

Der Zustand eines Systems zu einer festen Zeit t wird beschrieben durch

die Wellenfunktion ¢ (t) : R3Y = C
und die Konfiguration: Q(t) € R3Y

Dynamik:

Die GroBen (Q(t),(t)) erfiillen die folgenden Differentialgleichungen:

Schrodingergleichung 9y (t,q) = Hvy(t,q)

VQ¢(t7 )

—- Uw(t) ¢
5 Lo (Q(1))

Bewegungsgdleichung  $Q(t) = Im

Es ist H der Hamiltonoperator, ein linearer Differentialoperator zweiter Ord-
nung. Das Bohmsche Vektorfeld |aBt sich auch schreiben in der Form

Im ¢ (t, )Vt q) . ¥ (q)
¥(t,9)|? D (q)

0" (q) =
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1. Bohmsche Mechanik

Dynamik:

Die GroBen (Q(t),y(t)) erfiillen die folgenden Differentialgleichungen:

Schrodingergleichung 9y (t,q) = Hvy(t,q)

Bewegungsgdleichung  $Q(t) = Im Vat(t, ) =: YO Q1))
Yt lg=q)

Die quantenmechanische Wellenfunktion erzeugt also ein zeitabhangiges
Vektorfeld auf dem Konfigurationsraum, dessen Integralkurven die Bahnen

der Teilchen sind.

Das ist alles, der Rest folgt aus einer Analyse der Gleichungen!
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2. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Schrodingergleichung 010 (t,q) = Hvy(t, q)

Ve (t, )
Vi) =)

=: YO (Q))

Bewegungsgleichung  $Q(t) = Im

Die Losungstheorie der Schrodingergleichung ist bestens verstanden:

Ist (H, D(H)) ein dicht definierter selbstadjungierter Operator auf L2(R3%),
SO existiert eine eindeutige stark-stetige unitare Gruppe

U(t) :=e 't

so, dass fur ¢g € D(H) und (t) := U(t)yg gilt

d B
) = Hy@).

Hier brauchen wir allerdings mehr Regularitit als L2 oder W22, Da H
typischerweise ein elliptischer Operator ist, bekommt man aber auch das
mit Hilfe von Standardtechniken.
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2. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Schrodingergleichung 010 (t,q) = Hvy(t, q)

v(ﬂb(t, )

—=: ¥ t
0 | o (Q(1))

Bewegungsgleichung  $Q(t) = Im

Aber: selbst wenn ¢ (-,-) € C°(R x R3N\ 8), so erfiillt das Vektorfeld v¥(t)
weder eine globale noch eine |lokale Lipschitzbedingung.

Probleme:
e LOsung lauft in Singularitat des Potentials, wo ¥ nicht diffbar ist
e LOsung lauft in Nullstelle von
e LOsung lauft in endlicher Zeit nach Unendlich

Allgemeine Resultate zur Existenz und Eindeutigkeit von Losungen gewohn-
licher DGLen greifen nicht.
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2. Existenz und Eindeutigkeit von Losungen

Theorem (T.-Tumulka, CMP 2004)
Fur eine groBe Klasse von Hamiltonoperatoren H gilt:

Sei g € C°(H) := N5, D(H™) dann existiert die L6sung der Bohmschen
DGL fiir u%0-fast alle Anfangskonfigurationen Qg € R3%V, wobei

po(n) = [ o) a*Ng

das MaB mit Dichte [ig|? beziiglich des LebesguemaBes auf R3V jst.

Das MaB mit der Dichte [¢(¢)|? ist dquivariant: sei

®pR3V\ Qg -+ R3V\ Qp, Qo D4(Qo) 1= Q(1),
der Bohmsche Fluss, dann gilt

lulb(t) = %0 o (Dt_l .

Siehe auch BerndIl-Diurr-Goldstein-Peruzzi-Zanghi, CMP 1995.
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3. Vorhersagen

Doppelspaltexperiment:

IIIIIIIIIIIIIIIIII
IIIIIIIIIIIIIIIIII
111

Wellenfunktion einige Trajektorien
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3. Vorhersagen: die Bornsche statistische Hypothese

Quantengleichgewichtshypothese:

Ein System habe die Wellenfunktion g, dann ist die Konfiguration Qg
zufillig und pYo-verteilt.

Gleichgewichtshypothese in der klassischen Mechanik:

Ein System im thermischen Gleichgewicht habe Energie H = FE, dann ist
der Phasenraumpunkt (@, P) zufallig und verteilt gemaB dem Liouville-MaB
uH auf der Energieschale.
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3. Vorhersagen: die Bornsche statistische Hypothese

Quantengleichgewichtshypothese:

Ein System habe die Wellenfunktion g, dann ist die Konfiguration Qg
zufillig und pYo-verteilt.

Es stellen sich zwei Fragen:

e \Was folgt aus der Hypothese?

Antwort: der Messformalismus der Quantenmechanik!

e Kann man die Hypothese aus der Theorie heraus begrunden?

Antwort: Ja, typische Bohmsche Universen sind im Quantengleichge-
wicht!

= Prazise Formulierung der Hypothese.
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3. Vorhersagen: der Formalismus der Quantenmechanik

Was folgt aus der Hypothese?

Aufgrund der Aquivarianz
M¢(t) = %0 o cbt_l .

sind die Orte zum Zeitpunkt ¢t € R dann p¥(H)-verteilt.

Die Born'sche Regel gilt somit fur alle Zeiten und daraus folgt schon der
Messformalismus der Quantenmechanik.

Beispiel: die “Impulsverteilung”

Fur ein freies Teilchen ist die Verteilung der asymptotischen Geschwindig-
keit gegeben durch die Fouriertransformierte der Anfangswellenfkt. q:

vo [ jim @) — [ 1) 2 g3
,u0<llm e/\) —//\|¢o(k)| a3k .

t—oco ¢t

Es gilt sogar
Yo [ 1im ¢ — N 2 43
7 (tllm Q(t) € /\) //\|¢O(k)| d k.

EinfuUhrung in die Bohmsche Mechanik WS 2010/11



3. Vorhersagen: der Formalismus der Quantenmechanik

Allgemeines Experiment:
Sei Q = (X,Y), wobei X die Konfiguration des “Systems” und Y die Kon-
figuration des ‘““Messapparats’ sei.

Annahmen:

(1) Man kann das “Messergebnis” am Ende des Experiments aus der Konfi-
guration Y (T') des Apparats ablesen, d.h. es gibt eine (messbare) Funk-
tion f vom Konfigurationsraum C, des Apparats in die Menge der mogli-

chen Messergebnisse €2,
JiCy — 2.

(2) Der Anfangszustand ist von der Form Wg(z,y) = ¢g(x) Po(y).

Dann gilt

P(w € Algo) 1= po (Y(T) € f7HA)) = (o, EMN)to),

mit einem POVM E : S(Q2) — L(Hz).
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3. Vorhersagen: Begriindung der Gleichgewichtshypothese

Die Quantengleichgewichtshypothese ist im Sinne relativer Haufigkeiten fur
Subsysteme eines einzelnen “Bohmschen Universums” zu verstehen.

Also nicht im Sinne eines Ensembles von Universen

t 17 I Y = VR t
(Vo,Qo,1) (P, Qo,2) (Wo, Qo,N)
sondern in einem einzigen
A
t
t=20
(W, Qo)
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3. Vorhersagen: Begriindung der Gleichgewichtshypothese

Wellenfunktion eines Subsystems:

Die bedingte Wellenfunktion des Subsystems gegeben die Konfiguration
Y (¢t) der Umgebung ist

W(t z,Y(t
Yeond(t, @) = ( H%. . ||( 2
und es gilt
. VoW (t,-, Y (1)) V¥ (8, -)
X() =1 = :
O =N YO v T 6D e

Es gilt die folgende Formel fiir die Verteilung von X (¢t) bedingt unter der
Konfiguration der Umgebung,

YO ({X() €AY Y () = [ [Wdona(t,2)[? da
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3. Vorhersagen: Begriindung der Gleichgewichtshypothese

Das z-System bestehe zur Zeit ¢ aus N gleichartigen Teilen mit Koordinaten
x1,...,xN - Angenommen, die bedingte Wellenfunktion ist von der Form

¥ (2) = (1) - p(zn).

Dann gilt

p¥o ({X() €AY YD) = [ le(@)? - lp(en)P dar -+ day |

Die Konfigurationen X1(t),..., XN (t) sind dann also unabhadngige und iden-
tisch p¥#-verteilte Zufallsvariablen auf (C, xVo).

Es qgilt offenbar auch

pVo ({X (1) € A} ¥Y (@) = p(x1) -+ p(ay)) =
[ Je@DI - (@) dey - day .

EinfuUhrung in die Bohmsche Mechanik WS 2010/11



3. Vorhersagen: Begriindung der Gleichgewichtshypothese

Um die Quantengleichgewichtshypothese zu bestatigen, mussen wir die em-
pirische Verteilung

1 N
Hemp .= N Z Xj(t))a

eine MalB-wertige Zufallsvariable, mit der Quantengleichgewichtsvertei-
lung ©¥ vergleichen.

Wir akzeptieren die Quantengleichgewichtshypothese fur eine Realisie-
rung Qo € C, wenn fur eine geeignete Klasse von Testfunktionen f und ein
zu wahlendes £ > 0 qilt

< €.

1 N
| (pemp (X (£)) — %) ()] 1= N Z f(X;5()) —/f(w)lw(wﬂzd:v
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3. Vorhersagen: Begriindung der Gleichgewichtshypothese

Wir akzeptieren die Quantengleichgewichtshypothese fur eine Realisie-
rung Qg € C, wenn fur eine geeignete Klasse von Testfunktionen f und ein
ZzUu wahlendes € > 0 qilt

2

| (emp(X (t)) — p?) (f)| == <e.

FX5(0) = [ F@)lp(@)|? da
1

1
N ;
J

Da die Zufallsvariablen f(X1),..., f(Xy) unabhangig und identisch verteilt
sind, gilt aber nach dem schwachen Gesetz der groBen Zahl, dass

10 ({0« [(nemp(X () — 1) (D] 2 e} 1Y (1) < Vo) N5 .

Die Menge der Anfangsdaten Qg (also der Bohmschen Universen)
fur die wir die Quantengleichgewichtshypothese verwerfen mubBiten
hat also kleines Mabl.
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3. Vorhersagen: Begriindung der Gleichgewichtshypothese

Ist das Argument nur |Wg|? rein, |¢|? raus? Nein!

Analogie: Fur einen typischen Punkt Z auf der Energieschale eines idealen
Gases aus N Teilchen sind die Geschwindigkeiten v;(Z) der Teilchen verteilt
gemal der Maxwellschen Geschwindigkeitsverteilung

(1

Oder noch allgemeiner:
Auch ein typisches klassisches System ist im Gleichgewicht.

N 2
% ; £(v;) —/R?)f(v)e_’” /E dy

> 5} H(Z) = NE) N=zeo g
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4. Streutheorie und klassischer Limes

Die Streutheorie ist ein weiterer Formalismus der Quantenmechanik, wel-
cher sich ebenfalls rigoros aus der Bohmschen Mechanik ableiten lal3t, siehe
beispielsweise

On the Quantum Mechanical Scattering Statistics of Many Particles,
D. Durr, M. Kolb, T. Moser, S. Romer,
Letters in Mathematical Physics 2010.

Der klassische Limes der Bohmschen Mechanik ist ebenfalls mathema-
tisch untersucht worden.

Auf der Ebene der statistischen Vorhersagen folgt alles aus dem klassischen
Limes der Quantenmechanik.

Man kann aber auch zeigen, dass in manchen Situationen die Bohmschen
Bahnen nahe an den Losungen der klassischen Bewegungsgleichungen lie-
gen, siehe beispielsweise

On the classical limit of Bohmian mechanics for Hagedorn wave packets,
D. Durr, S. Romer,
Submitted to Journal of Functional Analysis
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5. Warum Bohmsche Mechanik?

e Die Theorie ist prazise formulierbar:

Keine Bezugnahme auf “Beobachter”, “Experiment”, "Observable”
oder " klassischer Apparat” in der Definition der Theorie.

e Irreversibles zufalliges Verhalten auf makroskopischer Ebene wird im
Sinne von Boltzmann aus einer reversiblen, deterministische mikrosko-
pischen Theorie heraus erklart.

Der quantenmechanische Formalismus kann als Gleichgewichtsformalis-
mus der Bohmschen Mechanik verstanden werden.

e Das Messproblem der Quantenmechanik wird gelost:

Auch wenn W (t) die Superposition einer toten und einer lebenden Katze
beschreibt, so ist Q(t) entweder die Konfiguration einer toten oder die
Konfiguration einer lebenden Katze.
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6. Warum nicht Bohmsche Mechanik?

(1) Man kann die Bohmschen Bahnen nicht messen, deshalb ist das
Philosophie und keine Physik.

e Dass die gemessenen und die ungemessenen Bahnen nicht lUbereinstim-
men, verwundert bei mikroskopischen Systemen nicht.

e Einstein: Die Theorie sagt uns was wir messen (kdnnen).

e In der Quantenmechanik misst man 7277 Jedenfalls misst man nicht die
Wellenfunktion.

(2) Bell hat gezeigt, dass es keine lokalen verborgenen Parameter
geben kann.

e Bohmsche Mechanik ist nichtlokal, genau wie jede andere T heorie die
die quantenmechanischen (experimentell bestatigten) Vorhersagen re-
produziert.
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6. Warum nicht Bohmsche Mechanik?

(3) Wenn es kein Problem gibt, warum ist Bohmsche Mechanik nicht
Standard?

John S. Bell (1987)

Is it not clear from the smallness of the scintillation on the screen that we
have to do with a particle? And is it not clear, from the diffraction and
interference patterns, that the motion of the particle is directed by a wave?
De Broglie showed in detail how the motion of a particle, passing through
just one of two holes in a screen, could be influenced by waves propagating
through both holes. And so influenced that the particle does not go where
the waves cancel out, but is attracted to where they cooperate. This idea
seems to me so natural and simple, to resolve the wave-particle dilemma
in such a clear and ordinary way, that it is a great mystery to me that it
was so generally ignored.
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6. Warum nicht Bohmsche Mechanik?

(4) Das geht nicht relativistisch bzw. nicht fur Quantenfeldtheorie.

e Eine Lehre aus dieser T heorie sollte sein, dass man mit Aussagen uber
Dinge die nicht sein kbnnen sehr vorsichtig sein sollte.
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