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Aufgabe 34

Die Lie-Algebra su(2) = {X € C*>? : tr(X) = 0, XT = X} von SU(2) ist ein
3-dimensionaler R-Vektorraum. Eine Basis ist durch die Pauli-Matrizen gegeben.

Zeigen Sie:
a) SU(2) wirkt auf su(2) durch Konjugation: X — UXUT.

b) (X,Y) :=1tr(XY) definiert ein Skalarprodukt auf su(2).
HINWEIS: Berechnen Sie zunéchst tr(o;0;).

¢) Jedes U € SU(2) = $3 (vgl Aufgabe 19) kann als e 2% mit z € S2 geschrieben
werden. Welchen Bereich durchlauft a?

Aufgabe 35

Die Elemente von su(2) konnen wie in Aufgabe 31 als X = &z mit x € R? geschrie-
ben werden. Die Wirkung von SU(2) auf su(2) (siche Aufgabe 34) definiert dann einen
Homomorhismus

¢ :SU(2) — GL(3,R)
Go(U)x == U(Gz)UT.

Dieser erfiillt:

a) ¢(U);; = 3 tr(o;Uo;UY),

c) det(o(U)) = 1.
HINWEIS: Denken Sie an die Zusammenhangseigenschaften von SO(3).

Damit ist p(SU(2)) € SO(3).

d) Berechnen Sie den Kern von ¢.

e) Berechnen Sie o(U,) fiir U, = ¢"3'%% o € [0,47) und begriinden Sie (ohne Rech-
nung), dass ¢(SU(2)) = SO(3) ist.
Was sagt dann der Homomorphiesatz?



Aufgabe 36

Die orthogonale Gruppe O(n) ist eine Untermannigfaltigkeit von R"*". Sie ist als
Niveaumenge zum reguliren Wert 0 der Funktion F': R™" — Sym(n), F(A) = ATA—1
gegeben, d.h. O(n) = {A € R™" : F(A) = 0} = F~!(0). Die Lie-Algebra o(n) is der
Tangentialraum an der Identitdt und gegeben durch o(n) = Ker(DF|).

Berechnen Sie o(n) explizit und bestimmen Sie die Dimension von O(n).

Aufgabe 37

Sei GG eine zusammenhingende Lie-Gruppe und H ein total unzusammenhingender Nor-
malteiler. Folgern Sie, dass fiir alle g € G und h € H gh = hg gilt.



