
Universität Tübingen, Mathematishes Institut Wintersemester 10/11Dr. Stefan Keppeler, Jonas LampartGruppen- und Darstellungstheoriemit Anwendungen in der PhysikÜbungsblatt 12 (Abgabe am 13.01.2011)Aufgabe 42Sei G eine Lie-Gruppe mit zugehöriger Lie-Algebra g, und sei ad die adjungierte Darstel-lung von g. Die Abbildung
K : g × g → R

(X, Y ) 7→ K(X, Y ) := tr(adX ◦ adY )heiÿt Killing-Form.Zeigen Siea) K ist bilinear und symmetrish.b) K(Adg(X), Adg(Y )) = K(X, Y ) ∀ X, Y ∈ g und ∀ g ∈ G.Für halbeinfahe Lie-Gruppen (haben wir niht de�niert, aber die klassishen Gruppen
SU(n) und SO(n) gehören dazu) ist K positiv de�nit, de�niert also ein Skalarprodukt. Wirwählen in diesem Fall eine Orthonormalbasis {Xj} bezüglih K, d.h. K(Xj , Xk) = δjk,und de�nieren C2 ∈ E(g) durh

C2 :=
∑

j

XjXj .Zeigen Sie:) C2 ist unabhängig von der Wahl der ON-Basis.d) C2 ist ein Casimir-Operator (der quadratishe Casimir-Operator), d.h.
Adg(C2) = C2 ∀ g ∈ G .Aufgabe 43Sei Γ eine irreduzible Darstellung von SU(2) auf Cn. Zeigen Sie, dass es ein T ∈ GL(n, C)mit T 2 ∈ {±1} gibt, so dass für alle g ∈ SU(2)

Γ(g)∗ = TΓ(g)T−1gilt. Wann gilt T 2 = 1?Hinweis: Finden Sie zunähst T für die de�nierende Darstellung. Beobahten Sie, dass
T ∈ SU(2) und untersuhen Sie Γ(T ).



Aufgabe 44a) Zeigen Sie folgende Formel für die Charaktere der Darstellung Γj von SU(2)

χj(α) =
sin ((2j + 1)α/2)

sin(α/2)
.b) Betrahten Sie die Produktdarstellung Γj ⊗ Γk mit j ≥ k. Zeigen Sie, dass jedeirreduzible Darstellung Γl mit l = j − k, . . . , j + k genau einmal und alle anderenDarstellungen überhaupt niht darin vorkommen.


