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Aufgabe 42
Sei GG eine Lie-Gruppe mit zugehoriger Lie-Algebra g, und sei ad die adjungierte Darstel-
lung von g. Die Abbildung
K:gxg—R
(X,Y)— K(X,Y) :=tr(adx o ady)

heifst Killing-Form.
Zeigen Sie

a) K ist bilinear und symmetrisch.

b) K(Ady(X),Ad,(Y)) =K(X,Y) VX, YegundVgedG.

Fiir halbeinfache Lie-Gruppen (haben wir nicht definiert, aber die klassischen Gruppen
SU(n) und SO(n) gehoren dazu) ist K positiv definit, definiert also ein Skalarprodukt. Wir
wéhlen in diesem Fall eine Orthonormalbasis {X,} beziiglich K, d.h. K(X;, X) = 0,
und definieren Cy € E(g) durch

CQ = Z Xij .
J
Zeigen Sie:
¢) Cy ist unabhéngig von der Wahl der ON-Basis.
d) Cs ist ein Casimir-Operator (der quadratische Casimir-Operator), d.h.

Adg(CQ) = CQ Vg cqG.

Aufgabe 43
Sei I" eine irreduzible Darstellung von SU(2) auf C™. Zeigen Sie, dass es ein T € GL(n, C)
mit 72 € {£1} gibt, so dass fiir alle g € SU(2)

[(g)" =TT (g)T™"

gilt. Wann gilt 72 = 17

HINWEIS: Finden Sie zunéchst T fiir die definierende Darstellung. Beobachten Sie, dass
T € SU(2) und untersuchen Sie I'(T").



Aufgabe 44

a) Zeigen Sie folgende Formel fiir die Charaktere der Darstellung IV von SU(2)

(o) — sin ((27 + 1)a/2)
x'(a) sin(a/2) '

b) Betrachten Sie die Produktdarstellung I'V @ I'* mit j > k. Zeigen Sie, dass jede
irreduzible Darstellung I mit [ = j — k,...,j + k genau einmal und alle anderen
Darstellungen iiberhaupt nicht darin vorkommen.



