
Universität Tübingen, Mathematishes Institut Wintersemester 10/11Dr. Stefan Keppeler, Jonas LampartGruppen- und Darstellungstheoriemit Anwendungen in der PhysikÜbungsblatt 14 (Abgabe am 27.01.)Aufgabe 48In einem Hadronen-Multiplett sind die Massen der Teilhen mit dem selben Isospin un-gefähr gleih, während für vershiedene Isospin-Multipletts die Massen stärker vonein-ander abweihen. Dies liegt daran, dass das strange-Quark deutlih shwerer ist als dieup- und down-Quarks und damit die SU(3)Flavor-Symmetrie explizit gebrohen ist. Da inder starken Wehselwirkung Isospin und Hyperladung erhalten sind, ist die verbleibendeSymmetriegruppe SU(2)Isospin ×U(1)Hyperladung.In dieser Aufgabe leiten wir die Gell-Mann-Okubo Formel für das Dekuplett her, mit der1961 die Masse des noh unbekannten Ω−-Teilhens vorhergesagt wurde.Wir nehmen an, dass der Hamilton-Operator die Form H = H0+H ′ hat, wobei H0 invari-ant unter SU(3)Flavor ist und H ′ eine kleine Störung darstellt, die weiterhin invariant unter
SU(2)I × U(1)Y ist. Jedes Baryon ist durh einen normierten Zustand |ψ〉 beshrieben,mit Masse m = 〈ψ|H|ψ〉.Die ungestörten Zustände, die wir mit ψλ

i ≡ ψλ
(I3Y )I bezeihnen, bilden SU(3)-Multipletts,wobei λ die irreduzible Darstellung von SU(3) kennzeihnet. Wenn wir nur H0 betrah-ten, ergibt sih für alle ungestörten Zustände die gemeinsame Masse 〈ψλ

i |H0|ψλ
i 〉 = aλ.Die Massenuntershiede innerhalb eines Multipletts sind in 1. Ordnung Störungstheoriegegeben durh die Eigenwerte ∆mλ

i der Matrix Mλ
ij = 〈ψλ

i |H ′|ψλ
j 〉. Wegen der Erhaltungvon Isospin und Hyperladung ist diese Matrix diagonal, d.h.

∆mλ
i = 〈ψλ

i |H ′|ψλ
i 〉 .a) Wir nehmen an, dass H ′ als Linearkombination von irreduziblen Operatoren (s. 4.2)bezüglih SU(3) geshrieben werden kann. (Wieso ist das eine sinnvolle Annahme?)Zeigen Sie, dass der Singulett-Anteil dieser Entwiklung keine Massenuntershiedeinnerhalb eines Multipletts liefert, sondern nur eine konstante Vershiebung, die in

aλ absorbiert werden kann.b) Folgern Sie aus der Invarianz von H ′ unter SU(2)I ×U(1)Y , dass H ′ nur Operatoren
Oµ

k enthalten darf, die dem Zustand mit Y = I = I3 = 0 entsprehen, also k = (00)0.Zeigen Sie, dass die Triplett- und Dekuplett-Darstellungen (vgl. Aufgaben 33 und47) deshalb keinen Beitrag zu H ′ lieferen.Das Sextett liefert übrigens ebenfalls keinen Beitrag. Wenn wir höherdimensionaleDarstellungen vernahlässigen, enthält H ′ somit nur Operatoren, die sih wie O8
(00)0transformieren.



) Wir betrahten nun ∆mλ
i = 〈ψλ

i |O8
(00)0|ψλ

i 〉. Nah 4.2 transformiert sih O8
(00)0|ψλ

i 〉in der Produktdarstellung Dλ ⊗ . Begründen Sie, warum für ∆mλ
i nur die Dλ-Komponente dieses Produktes relevant ist.d) Formulieren Sie das Wigner-Ekart-Theorem für 〈ψλ

i |O8
(00)0|ψλ

i 〉 und verwenden SieAufgabe 46, um die Zahl der freien Parameter (in Abhängigkeit von λ) zu bestim-men.e) Sei nun Dλ eine Darstellung, die zu einem rehtekigen Young-Diagramm gehörtund S, T zwei Operatoren, die sih wie O8
(00)0 transformieren. Folgern Sie aus Teild), dass 〈ψλ

i |S|ψλ
i 〉/〈ψλ

i |T |ψλ
i 〉 niht von I und Y abhängt.f) Die 8 Generatoren von SU(3) sind gegeben durh die Gell-Mann Matrizen
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 .Sie transformieren sih in der adjungierten Darstellung, die der Oktett-Darstellungentspriht. Zeigen Sie, dass Ŷ = 1√
3
λ8 ein Operator ist, der sih wie O8

(00)0transformiert und folgern Sie daraus
∆mλ

i = bλ Y für rehtekige Young Diagramme Θλ,wobei der Faktor bλ für ein gegebenes Multiplett konstant ist. Insbesondere gilt diesalso für das Dekuplet mit Θλ = .g) In der folgenden Tabelle sind die Massen (in MeV/c2, nah K. Nakamura et al.(Partile Data Group) J. Phys. G 37 (2010) 075021) und einige Quantenzahlenvon neun der zehn Teilhen des Dekupletts angegeben. Welhe Masse erwarten Sie,basierend auf dem Ergebnis der vorangegangenen Aufgabenteile, für das fehlendeTeilhen?
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m 1232 1232 1232 1232 1387 1384 1383 1535 1532


