
Universität Tübingen, Mathematis
hes Institut Wintersemester 10/11Dr. Stefan Keppeler, Jonas LampartGruppen- und Darstellungstheoriemit Anwendungen in der PhysikÜbungsblatt 9 (Abgabe am 09.12.)Aufgabe 30Die Exponentialfunktion einer Matrix A ∈ Cn×n ist gegeben dur
h
eA = exp(A) =

∞
∑

n=0

An

n!
.Zeigen Siea) Die Reihe konvergiert absolut und glei
hmäÿig.Hinweis: Verwenden Sie auf Cn×n die Operatornorm

‖A‖ := sup
v∈Cn\{0}

|Av|

|v|
.In dieser Norm gilt: ‖AB‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖.b) Ist T ∈ GL(n), so gilt eTAT−1

= T eAT−1.
) etA ist die Lösung des Anfangswertproblems Ẋ(t) = AX(t), X(0) = 1.d) Für t, s ∈ C ist e(t+s)A = etAesA.e) (

eA
)†

= eA† .f) det eA = etr A.Aufgabe 31Sei x ∈ S2 ein Einheitsvektor im R
3 und ϕ ∈ R. Mit σi seien für i = 1, . . . , 3 wieder diePauli Matrizen bezei
hnet und es sei
~σ =

(

σ1 σ2 σ3

)

.Re
hnen Sie na
h, dass
exp

(

−iϕ

2
~σ · x

)

= 1 cos ϕ

2
− i~σ · x sin ϕ

2
,und dass exp

(

−iϕ

2
~σ · x

)

∈ SU(2).



Aufgabe 32Wir de�nieren sl(2, C) := {A ∈ C
2×2 : trA = 0}. Dann ist die Exponentialfunktion vonMatrizen (siehe Aufgabe 30) eine Abbildung

exp : sl(2, C) → SL(2, C) .a) Zeigen Sie, dass die Matrix
Sa =

(

−1 a

0 −1

)genau dann im Bild von exp ist wenn a = 0 ist.b) Ist SL(2, C) kompakt?Aufgabe 33Im Quarkmodell bestehen Baryonen aus drei Quarks. Diese werden z.B. dur
h die Quan-tenzahlen für I (Isospin) und Y (Hyperladung) 
harakterisiert.Es sind (I, Y ) =
(

1
2
, 1

3

) für das Up-Quark (|u〉), (I, Y ) =
(

−1
2
, 1

3

) für das Down-Quark(|d〉) und (I, Y ) =
(

0,−2
3

) für das Strange-Quark (|s〉). Für Produkte wie |udd〉 sind dieWerte von I und Y dur
h die Summe der Werte der einzelnen Quarks gegeben.Für Kombinationen aus 3 Quarks haben wir also einen 27-dimensionalen Raum V , aufdem eine Darstellung von S3 operiert.a) Wel
he irreduziblen Darstellungen kommen in dieser vor und wie oft?b) Sei U ⊂ V ein Unterraum, der si
h unter einer irreduziblen Darstellung transfor-miert. Was können Sie über die Werte von I und Y auf U aussagen?
) Zei
hnen Sie in einem (I, Y )-Diagramm Punkte ein, die den Vektoren entspre
hen,die si
h in der Darstellung transformieren.Zusatzaufgabed) Wiederholen Sie Aufgabenteil 
) für die Darstellung . MAPLE-Code dazukönnen Sie auf der Vorlesungshomepage herunterladen.


