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I)$"?20$! J$K!"$%$! $"!$ 9/%&'$??4!, D #A! S3 /4< C

2 ⊗ C
2 ⊗ C

2 ∼= C
8
/?&

L$%14'/'"A!$! J$% )$"?20$!- /?&A M:N: D ((12)) |↑↓↑〉 = |↓↑↑〉:

5$?20$ "%%$J4M"+?$! 9/%&'$??4!,$! #A! S3 &"!J "! D $!'0/?'$! 4!J O"$ A<' PA11$! &"$
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g =

(

u −v∗

v u∗

)

u, v ∈ C 1"' |u|2 + |v|2 = 1 .

/H S$%"KM"$%$! ;"$- J/&& g ∈ SU(2):

9"$ "! J$% SA%?$&4!, J$K!"$%'$! N/&"&#$P'A%$! |↑〉 4!J |↓〉 #A! C
2
'%/!&<A%1"$%$! &"20

4!'$% J$% MO$"J"1$!&"A!/?$! 9/%&'$??4!, Γ2(g) = g ∀ g ∈ SU(2):

+H ;20%$"+$! ;"$ Γ2(g)|↑〉 4!J Γ2(g)|↓〉 /?& B"!$/%PA1+"!/'"A! #A! |↑〉 4!J |↓〉:

5"% +$'%/20'$! !4! C
2 ⊗ C

2
1"' J$% L%AJ4P'+/&"& |↑↑〉 = |↑〉 ⊗ |↑〉 $'2: E#,?: SA%?$&4!,H:

9"$&$ '%/!&<A%1"$%' &"20 4!'$% Γ2⊗2(SU(2)):

2H T!'O"2P$?! ;"$ Γ2⊗2|↑↑〉 $'2: "! J"$ L%AJ4P'+/&"&:

JH U$",$! ;"$V span(|0, 0〉) 4!J span(|1, 1〉, |1, 0〉, |1,−1〉) EJ$K!"$%' "! J$% SA%?$&4!,H
&"!J "!#/%"/!' 4!'$% SU(2)- '%/,$! /?&A $"!I 4!J J%$"J"1$!&"A!/?$ 9/%&'$??4!,$! #A!
SU(2)- Γ2⊗2 = Γ1 ⊕ Γ3

:

$H N$&'"11$! ;"$ $W>?"M"' J"$ 9/%&'$??4!,&1/'%"M$! Γ1(g) 4!J Γ3(g):

F4< C
2⊗C

2
A>$%"$%' O"$ "! F4<,/+$ 6G /420 $"!$ 9/%&'$??4!, D #A! S2

∼= Z2 = {I, (12)}:

<H  !'$% O$?20$! 9/%&'$??4!,$! #A! S2 '%/!&<A%1"$%$! &"20 J"$ S$P'A%$! |1, 1〉, |1, 0〉,
|1,−1〉 4!J |0, 0〉R
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 !" #$%"&'(%$) $!)$) "*%&%!*)+!),&"!&)%$) -&.!/%*)*0$"&%*"1 2$!) 3!4$)"&5. VE 65.

3!4$)7$"% E 7$"8$ ,*) 8$) 954$/:;'($)<5)=%!*)$) Y1,m(ϕ, ϑ) = cosϑeimϕ
.!% $!)$.

<$+%$) "&8!&/$) >)%$!/ R &5<4$+0&))%? VE = span {R(r)Y1,m(ϕ, ϑ) : m = −1, . . . , 1}1

>5< VE !+% 85"'( (Γ(U)ψ) (x) = ψ(U−1x) $!)$ !""$856!#/$@ AB8!.$)+!*)&/$ C&"+%$//5)4
,*) O(3) 8$D)!$"%1 C!$+$ (&% 8!$ 65 S3 !+*.*"0($ E)%$"4"500$ D3 = {I, C, C̄, σ1, σ2, σ3}@
7*#$! C, C̄ C"$(5)4$) 5. 8!$ zB>'(+$ +!)8 F,4/1 G1H1IJ1

E)%$"+5'($) 2!$ 8$) 3K$=% ,*) 2%L"5)4$)@ 8!$ )5" 5)%$" D3 *8$" Z3
∼= {I, C, C̄} !),&"!&)%

+!)81 M$+%!..$) 2!$ 8!$ ,*"=*..$)8$) !""$856!#/$) C&"+%$//5)4$) .!% !("$" N5/%!0/!6!%;%

5)8 +=!66!$"$) 2!$ 8!$ .L4/!'($) >5<+0&/%5)4$) 8$" 3)$"4!$)!,$&5+1
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2$!$) V,W $)8/!'(B8!.$)+!*)&/$ KBO$=%*"";5.$1 Hom(V,W ) #$6$!'()$ 8!$ N$)4$ 8$"
/!)$&"$) >##!/85)4$) ,*) V )&'( W 5)8 V ∗ = Hom(V,K) 8$) C5&/"&5. ,*) V 1

PQ" 8!$+$ >5<4&#$ 8$D)!$"$) 7!" 8&+ R$)+*"0"*85=% ,*) V 5)8 W FQ#$" KJ )!'(% Q#$"

M&+$)@ +*)8$") &/+ 8$) O$=%*""&5. V ⊗W .!% <*/4$)8$" 5)!,$"+$//$) 3!4$)+'(&<%?

3+ $S!+%!$"% $!)$ #!/!)$&"$ >##!/85)4 η : V ×W → V ⊗W @ +* 8&++ <Q" T$8$) O$=%*""&5.
X 5)8 T$8$ #!/!)$&"$ >##!/85)4 φ : V ×W → X 4$)&5 $!)$ /!)$&"$ >##!/85)4

Tφ : V ⊗W → X $S!+%!$"%@ <Q" 8!$ 8&+ C!&4"&..

V ×W
φ

- X

V ⊗W

η

?
∃!

Tφ

-

=*..5%!$"%1

O$"7$)8$) 2!$ 8!$+$ 3!4$)+'(&<%@ !)8$. 2!$ X 5)8 φ 4$$!4)$% F5)8 .L4/!'(+% $!)<&'( 7!$

61M1 X = KJ 7;(/$)@ 5)8 6$!4$) 2!$?

&J V ⊗W = span
K
{η(v, w) : (v, w) ∈ V ×W}

#J dim(V ⊗W ) = dimV · dimW
 !"#$!%?  ;(/$) 2!$ M&+$) {vi}i=1,...,n ,*) V 5)8 {wj}j=1,...,m ,*)W 5)8 8$D)!$"$)

2!$ φ : V ×W → C
n×m
85"'( φ(vi, wj)kl = δikδjl1

'J V ∗ ⊗W ∼= Hom(V,W )

8J M$%"&'(%$) 2!$ .!% R$!/ 'J ξ⊗w := η(ξ, w) ∈ V ∗⊗W &/+ /!)$&"$ >##!/85)4 V → W

5)8 #$+%!..$) 2!$ !("$) U&)4 rg(ξ ⊗ w)1 V$#$) 2!$ 8!$ 8&"+%$//$)8$ N&%"!S !)
4$$!4)$%$) M&+$) ,*) V 5)8 W &)1


