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1 Einfiihrung

1.1 Warum Gruppentheorie?
Warum “mit Anwendungen in der Physik”?

In der Physik verwendet man Methoden der Gruppen- und Darstellungstheorie zur Be-
schreibung von Symmetrien und deren Konsequenzen. Dabei kann man viel iiber ein phy-
sikalisches System lernen, ohne die Dynamik, d.h. die Bewegungsgleichungen, im der Detail
zu kennen oder gar zu l6sen.

Wir werden mit grundlegenden Definitionen und Eigenschaften beginnen, vieles am Beispiel
endlicher Gruppen, und uns in der zweiten Hilfte, v.a. bei den Lie-Gruppen, haufiger auf die
Aspekte konzentrieren, die in bekannten physikalischen Anwendungen eine Rolle spielen.

Beispiele fiir Symmetrien in der Physik:
1. Stetige Raum-Zeit Symmetrien

(a) Homogenitéit des Raumes — Invarianz unter rdumlichen Verschiebungen,
Z—T+d ~ Impulserhaltung

(b) Homogenitét der Zeit = Invarianz unter zeitlichen Verschiebungen,
t—t+ty ~- Energieerhaltung

(c) Isotropie des Raumes = Invarianz unter Rotationen,
Z+— R¥ ~» Drehimpulserhaltung

(d) Raum-Zeit Symmetrie = Invarianz unter Galilei- oder Lorentz- bzw. Poincaré-
Transformationen (nicht-relativistisch oder relativistisch),
(Z,t) — A(Z,t)+(d,ty) ~ Klassifizierung von Elementarteilchen
nach Spin und Masse

2. Diskrete Raum-Zeit Symmetrien:
(a) Spiegelungen im Raum (Paritét), & — —&
(b) Zeitumkehr, ¢ — —t
(c) Diskrete Translationen auf einem Gitter
(d) Diskrete Rotationssymmetrien eines Gitters (Punktgruppen)
3. Permutationssymmetrie (Systeme von mehreren identischen Teilchen)
4. Eichinvarianz der Elektrodynamik (klassisch und QED)  ~» Ladungserhaltung

5. Interne Symmetrien in Kern- und Teilchenphysik (Spin, Isospin, Farbe, etc.)
~~ Teilchenspektrum (z.B. Entartungen im Spektrum)



1.2 Grundlegende Definitionen

Definition: (Gruppe)
Sei G # () eine Menge und o eine Verkniipfung o : G x G — G.
(G, o) heifst Gruppe, falls gilt:

(G1) a,b € G = aob e G (Abgeschlossenheit)
(natiirlich bereits implizit in o : G x G — G)

(G2) (aob)oc=ao(boc)Va,b,ce G (Assoziativitit)
(G3) 3IeGmitaol =a=1ToaV aé€ G (Identitat / neutrales Element)
(G4) fiir jedesa € G Ia '€ Gmitaoa™ =1=a""'oa (Inverses)

Wenn klar ist, welche Verkniipfung gemeint ist (oder wenn es gerade keine besondere Rolle
spielt), werde ich statt (G, o) auch oft einfach G schreiben.

Definition: (abelsche Gruppe)
Eine Gruppe (G, o) heifft kommutativ oder abelsch, falls zusétzlich gilt:
(G5) aob=boaV a,be G (Kommutativitit)

Bemerkungen:
1. Das neutrale Element [ ist eindeutig bestimmt.
2. Zu jedem a € G ist das inverse Element eindeutig bestimmt.

3. Oft nennen wir die Verkniipfung Multiplikation und schreiben
a - b oder einfach ab statt a o b.

4. Ist die Anzahl der Gruppenelemente endlich, so sprechen wir von einer endlichen
Gruppe und nennen die Anzahl der Gruppenelemente die Ordnung |G| der Gruppe
(ansonsten: unendliche Gruppe).

5. Eine endliche Gruppe (Ordnung n) ist durch ihre Multiplikationstafel (mit n? Ele-
menten) vollstandig bestimmt:

| Z[afb|c]-
I{f(I|la|b|c]|--
alala®|ab|ac
bilb]|balb®] be
clleclecalch| c?

Es gilt: Alle Elemente in einer Zeile (oder Spalte) der Multiplikationstafel miissen

unterschiedlich sein. (Beweis in den Ubungen)
Daraus folgt das Umordnungstheorem: Multipliziert man alle Elemente einer Gruppe

{I,a,b,c,...} mit einem der Elemente, so erhilt man wieder alle Gruppenelemente,
i.A. aber in einer anderen Reihenfolge.



Beispiele:

1. (Z,+): I =0, a”! = —a fiir a € Z (abelsch); analog (R, +) oder (C, +)

2. (R\{0},): I =1,z =2 fiir 2 € R (abelsch); analog (Q\ {0},-) oder (C\ {0},")

3. G: Menge aller Symmetrieoperationen (Drehungen, Spiegelungen etc.), die ein be-
stimmtes Objekt (Atom, Molekiil, geometrisches Objekt?. ..) invariant lassen.
o: Nacheinanderausfiihren der Operationen.
G kann endlich sein (z.B. fiir einen Wiirfel) oder unendlich (z.B. fiir eine Kugel) —
i.A. nicht abelsch.

Definition: (Untergruppe)
Sei (G, o) eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G, die (G1)—(G4) erfiillt (mit der gleichen
Verkniipfung o), heifit Untergruppe von G.

Bemerkungen:

1. Jede Gruppe hat zwei triviale Unterguppen: {/} und G.
Alle anderen Unterguppen heifsen nichttrivial.

2. |G| (falls endlich) ist durch |H]| teilbar. (Beweis spiter)
Definition: (Homomorphismus)
Seinen (G, o) und (G’,e) Gruppen. Eine Abbildung f : G — G’ heift Homomorphismus,
falls gilt
flaob) = fla) f(b) YabeG.
Bemerkungen:

1. Ein Homomorphismus f bildet die Identitit auf die Identitdt und Inverse auf Inverse
ab, genauer f(Ig) = Ie und f(a™') = f(a)"' Va€G.

2. Das Bild des Homomorphismus f : G — G’ ist

Bild(f) = f(G) ={f(9) : g € G},

der Kern von f das Urbild der Identitit von G |
Kern(f) ={9€ G : f(g)=1Ic'}.

Definition: (Isomorphismus)
Ein bijektiver Homomorphismus f : G — G’ heift [somorphismus. Man sagt dann G und
G’ sind isomorph zueinander und schreibt G = G'.

Bemerkungen:

1. Isomorphe Gruppen haben dieselbe Multiplikationstafel, d.h. sie sind bis auf die Be-
zeichnung der Gruppenelemente gleich. (sinngemék auch fiir unendliche Gruppen)

2Fiir eine Matratze, d.h. fiir ein Rechteck, erhalten wir die Kleinsche Vierergruppe, vel. https://forum.
zdv.uni-tuebingen.de/viewtopic.php?f=51&t=434.



1.3 Beispiele, weitere Eigenschaften & Ausblick

1. Eine Gruppe mit der Struktur {I,a,a?, ..., a" '}, wobei a” = I, heifit
zyklische Gruppe C,,.
Die kleinste nichtzyklische Gruppe hat Ordnung 4.
Die kleinste nichtabelsche Gruppe hat Ordnung 6.

2. Gruppe mit 2 Elementen: Zy, = {I, A}
Esgilt: I? =1, A= A und Al = A.
Bleibt: A? =7 (A oder I)

Multiplikationstafel:
I A
I|T]A
Al AT

...einzige Moglichkeit, da keine zwei gleichen Elemente in einer Zeile/Spalte (s.o.)
= Alle Gruppen der Ordnung 2 sind isomorph zu Z,.

3. Beispiele fiir zu Z, isomorphe Gruppen:

(a)

Betrachte die folgenden beiden Abbildungen R™ — R",

I:7— @,

P:Z+— —% (Spiegelung, Paritét) .
Multiplikation definiert als aufeinanderfolgende Transformationen
= [?=1],IP =P, PI =P, P? =1, also isomorph zu Z,.

Statt der beiden raumlichen Transformationen betrachten wir nun
Operatoren, die auf reell- oder komplexwertige Funktionen von Z wirken:

(O1))(T) = [(7)
(Opf)(F) = f(=7)
= 0% = 0y, 0;0p = Op, OpO; = Op, O% = Oy, also isomorph zu Z,.

Bemerkung: Die Operatoren O; und Op sind linear, d.h.
O(af + Bg) = aO(f) + BO(g) .

Betrachte Operatoren, die auf die komplexwertige Funktionen von zwei Varia-
blen wirken (Physik: Wellenfunktion zweier Teilchen)

(Op)(T1, 2) = ©(T1, Ts)

(Osv)(Z1, T2) = ¢(T2, T1)
O% =0g... > {OEaOS} = 7,
(andere Namen fiir die Operatoren als in Beispiel 3b um die unterscheidlichen
Realisierungen zu betonen)



Wenn wir die Begriffe Wirkung und Darstellung kennengelernt haben, kénnen wir diese
Beispiele auch noch anders interpretieren als nur unter dem Gesichtspunkt Isomorphie.

Zs sieht auf den ersten Blick trivial aus, aber viele Konzepte, die wir im Folgenden behan-
deln mdochten, konnen wir bereits exemplarisch fiir Zy betrachten.

4. Betrachte nun das Beispiel 3b und zwei Funktionen f. und f,, fiir die gilt
(Opf)(Z) = fe(Z) (f. hat “gerade Paritit” — “even”)
(Opfo)(Z) = —f,(Z) (f» hat “ungerade Paritiat” — “odd”)
(zB. T €R3 f, = 2? + yz, f, = zysin(z))
fe und f, haben spezielle Eigenschaften unter Anwendung der Gruppe {O;, Op}:
e f. ist invariant unter Op
o [, wechselt unter Op lediglich das Vorzeichen

Gruppentheoretische Anwendungen in der Physik (v.a. Quantentheorie) nutzen aus, dass
bestimmte Objekte (Atome, Molekiile, Elementarteilchen) bestimmte Symmetrieeigenschaf-
ten haben — Symmetrieoperationen bilden Symmetriegruppe. ..) (i.A. viel komplizierter als
in diesem einfachen Beispiel)

5. Die Beziehung
| £@n@ats=o
Rd

ist ein Beispiel fiir eine “Orthogonalititsrelation” zwischen Objekten mit speziellen
Symmetrieeigenschaften (in der QM auch “Auswahlregel” genannt; spiter mehr).

6. Eine beliebige Funktion kann als Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion
geschrieben werden:

.f:fe+fo mit fe: [f(l‘,y,Z)Jrf(—fL',—y,—Z)]
foz§[f(x,y,z)—f(—x,—y,—z)].

Dies ist ein Beispiel fiir ein “Entwicklungstheorem™

Objekte ohne spezielle Symmetrieeigenschaften konnen als Linearkombinationen der
Objekte mit speziellen Symmetrieeigenschaften ausgedriickt werden (d.h. in diesen
entwickelt werden).

— N =

1.4 Die symmetrische (oder Permutations-) Gruppe

Definition: (Symmetrische Gruppe)
Die symmetrische Gruppe S,, ist die Gruppe der Permutationen von n Objekten, d.h. der
bijektiven Abbildungen von {1,2,...,n} auf sich selbst. Die Verkniipfung ist die Verket-

tung.



Bemerkungen:
L. |S,| =n!
2. Die Notation

1 2 3 -+ n
S,2dp=
b1 P2 P3 - Dn
bedeutet: “Bringe das erste Element in Position p;, das zweite Element in Position
P2, ete.”, z.B. fiir n = 6:

1 23 456
(6 4 1 2 5 3) angewandt &llf [CL, bu ¢, d7 €, f] - [C, d7 f7 b7 €, CL]
3. Eine Permutation kann in disjunkte Zykel zerlegt werden, z.B.

1 2 3 456 9.7 .
(6 112 5 3)—(163)(24)(5) 3-Zykel, 2-Zykel, 1-Zykel

Der 3-Zykel bedeutet “1 geht nach 6, 6 geht nach 3, 3 geht nach 1”.

Innerhalb eines Zykels kénnen die Zahlen zyklisch vertauscht werden, z.B.

(163) = (631) = (316) aber # (136).

Disjunkte Zykel vertauschen, z.B. (163)(24) = (24)(163).
Die 1-Zykel werden meist weggelassen.

Jeder ¢-Zykel (¢ > 2) kann als Produkt von 2-Zykeln (Transpositionen) geschrie-
ben werden, z.B.

(163) = (13)(16).

Der Zykel auf der rechten Seite wird zuerst angewandt.
Beispiele
1. So={1,(12)} = Z,
2. S3={I,(12),(13),(23),(123),(132)}
o Multiplikationstafel: Ubungen.

e 53 ist eine nichtabelsche Gruppe (die kleinste), wie alle S,, mit n > 3, denn z.B.
(12)(13) = (132) # (13)(12) = (123).

e Untergruppen: {/} und Sj (trivial)
(1,(12)}, {1, (13)}, {I,(23)}, alle = Z,
{I,(123),(321)} = Cj3



Satz 1. (Satz von Cayley)
Jede Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer Untergruppe von S,

Beweis:

Schreibe Beweis etwas unorthodox unter Verwendung der Eigenschaften der Multiplikati-
onstafel, um UA 1 nicht zu entwerten.

Sei (G, ) eine endliche Gruppe, |G| = n. Fiir h € G definiere

on:G—G
g—on(g)=h-g

¢y, permutiert die n Elemente von G (liefert ndmlich eine Zeile der Multiplikationstafel von
G). Weiter ist

frg— ¢
G— G :={p,:9€G}

ein Homomorphismus, denn

(¢a 0 wp) (9) = 0a(9s(9) = walb-g) =a-b-g=as(9),

und f ist injektiv (sonst zwei gleiche Zeilen in der Multiplikationstafel von G), d.h. G = G'.
Andererseits enthialt G’ nur Permutationen der n Elemente von G, d.h. G’ ist isomorph zu
einer Untergruppe von S,,. O

1.5 Wirkungen

Definition: (Wirkung)
Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Wirkung von G auf M ist eine Abbildung

GxM-—-M
(g,m) — gm,
fiir die gilt

Im=m VmeM und
g(hm) = (gh)ym Y g,he GundV me M.

Bemerkung:

1. Damit ist M — M, m +— gm, bijektiv fiir jedes g € G, denn
gmy = gmy = g tgmy = g 1gmy < my = my (injektiv) und
m € M = gm’ = m mit m’ = g~ 'm (surjektiv).

10



Definition: (Bahn / Orbit)
Der Orbit (oder die Bahn) eines Punktes m € M unter einer Wirkung von G auf M ist

Gm :={gm : g € G}

Bemerkungen:
1. Der Orbit “typischer” Punkte hat n = |G| Elemente.
2. Der Orbit “spezieller” Punkte hat weniger als n = |G| Elemente.

Beispiel:
Betrachte D3, die Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks (“D” fiir Diedergruppe).
D3 = S5, den Permutationen der Eckpunkte des Dreiecks.

Gruppenelemente: e Identitit
e 2 Drehungen (um 120° und 240°)
e 3 Spiegelungen (Achsen jeweils durch einen der Eckpunkte)

D3 operiert (wirkt) in natiirlicher Weise auf M, der Ebene mit dem Mittelpunkt des Drei-
ecks als Ursprung.

spezieller Punkt typischer Punkt
(Orbit hat 1 Element) / (Orbit hat 6 Elemente)

spezielle Punkte
(Orbit hat 3 Elemente)
Definition: (Isotropiegruppe)

Sei G x M — M, (g,m) — gm eine Wirkung von G auf M. Die Menge der Gruppenele-
mente, die ein m € M auf sich selbst abbilden, also

Gn={9g€G:gm=m},
heikt Isotropiegruppe oder Standgruppe® von m.
Bemerkung: G,, ist eine Gruppe (Beweis in den Ubungen).
Im obigen Beispiel:
e die Isotropiegruppe von x ist {/}
e die Isotropiegruppe von o ist Dj

e die Isotropiegruppe von e ist {I, 0} = Z,, wobei o die Spiegelung um die Achse ist,
die durch e geht

Wir beobachten, dass in allen Féllen |Gm|-|G,,| = G. Dies gilt auch allgemein fiir endliche
Gruppen (Bahnformel, Beweis in den Ubungen).

3auch Stabilisator, Fixgruppe oder kleine Gruppe

11



1.6 Konjugationsklassen und invariante Untergruppen

Definition: (Konjugation)
Sei GG eine Gruppe. x € G heifst konjugiert zu y € G = dgeG: y=gxg '
Wir schreiben dann x ~ . -

Bemerkung:
~ definiert eine Aquivalenzrelation, denn
1. 2~z Ve G (Reflexivitit).

2. ¥~y <y~ x (Symmetrie)

3. x ~yund y ~ 2z = x ~ 2z (Transitivitit)

Beispiele:
1. G = S5: (13) ~ (12), da (23)(12) (23)~' = (13)
—(23)

2. G = S0(3), Drehgruppe in 3 Dimensionen:
e Ri(¢) = Rotation um Achse 77 und Winkel ¢
e Fiir beliebiges R € SO(3) gilt RRz(¢)R™' = Ry (¢) mit 7' = RA,

d.h. Rotationen um denselben Winkel, aber verschiedene Achsen, sind kojugiert zu-
einander.

Definition: (Konjugationsklasse)

Sei G eine Gruppe, z € G. Wir nennen {gzg~!

: g € G} die Konjugationsklasse von z.
Bemerkungen:

. Die Identitét bildet allein eine Klasse, da glg~' =1V g.

. Im Allgemeinen bilden die Elemente einer Klasse keine Gruppe (s.u.).

1
2
3. Bei abelschen Gruppen, bildet jedes Element allein eine Klasse, da grg~! = 2 V g.
4. Jedes Element von G gehort zu genau einer Klasse (wegen Transitivitit, s.o0.).

5

. Die Ordnung der Gruppe ist durch die Anzahl der Elemente in einer Klasse teilbar
(Bahnformel, vgl. Ubungen).

6. Spater: Die Anzahl der Klassen ist gleich der Anzahl nichtdquivalenter irreduzibler
Darstellungen der Gruppe.

12



Beispiel: S3
Die erste Klasse ist {I}.
Nun konjugiere (12) mit allen Elementen von Ss,

I(12)I = (12)
(12)(12)(12) = (12)
(13)(12)(13) = (1)(23) = (23)
(23)(12)(23) = (13)

(123)(12)(321) = (1)(23) = (23)
(321)(12)(123) = (13)

d.h. (12), (13) und (23) bilden eine Klasse.
Fiir die restlichen beiden Elemente gilt

1(123)1 = (123)
(12)(123)(12) = (132)

d.h. (123) und (132) sind dquivalent und daher in derselben Klasse.
Es gibt also 3 Klassen:

Co={I},  C={(12),(13),(23)}, G = {(123),(321)}.

Wir beobachten: Zwei Elemente von S3 sind zueinander konjugiert, wenn sie dieselbe Zy-
kelstruktur haben; gilt auch allgemein fiir S,, (spéter).

Fir D3 = S3: Cy = 3 Spiegelungen, C5 = Drehungen um 120° und 240°.

Definition: (Konjugierte Untergruppe, Normalteiler)

(i) Eine Untergruppe K C G heift konjugiert zu einer Unterguppe H C G, wenn ein
g € G existiert, so dass

K=gHg'={ghg' : he H}.
(ii) Falls ghg~! € H fiir alle h € H und alle g € G, dann ist H eine invariante Unter-
gruppe bzw. ein Normalteiler* von G.
Beispiele:

1. Die Untergruppe K = {I,(13)} C Sj ist konjugiert zu H = {I,(12)},da (23)1(23)!
I und (23)(12)(23)" = (13).

2. Jede Gruppe G hat zwei triviale invariante Untergruppen: {/} und G.

3. Die einzige nichttriviale invariante Unterguppe von S3 ist {/, (123), (132)}.

Bemerkung: Eine endliche Gruppe heifst einfach, wenn sie keine nichttriviale invariante
Unterguppe hat und halbeinfach, wenn sie keine abelsche invariante Unterguppe hat.

Damit ist S5 ist weder einfach noch halbeinfach.

4auch normale oder selbstkonjugierte Untergruppe
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1.7

Nebenklassen und Faktorgruppen

Definition: (Nebenklassen)
Sei G eine Gruppe und H C G eine Untergruppe. Fiir g € G heifst die Menge

gH :={gh : |h€ H}

Linksnebenklasse (left coset) von H in G. Analog heifst

Hg:={hg : |h€e H}

Rechtsnebenklasse (right coset) von H in G.

Bemerkungen:

1.
2.
3.

gH,Hg C G.
Falls g € H = gH = Hg = H (Umordnungstheorem, vgl. UA 1).

Die Anzahl der Elemente einer Nebenklasse ist gleich der Ordnung von H,
kurz |[gH| = |H]|.

Betrachte im Folgenden meist nur Linksnebenklassen.

Zwei Nebenklassen ¢ H and g, H sind entweder identisch (& g;'g. € H)
oder disjunkt.
Beweis: Annahme: Sie haben ein gemeinsames Element, d.h.
3 hl,hg c H : glhl = g2h2
& go = gihihy!
= goH = g1hihy'H = g1 H O
Da jedes g € G zu genau einer Nebenklasse gehort, und da |gH| = |H|, ist H Teiler
von |G| (vgl. 1.2).°

Beispiel:
Fiir S3: Sei Hy = {I,(12)} (nicht invariant) und Hy = {I, (123), (132)} (invariant).

e Links- und Rechtsnebenklassen von H;:

IH, ={I,(12)} HI=A{I,(12)}
(12)H, = {(12),1} H,(12) ={(12),1}
(13)H; = {(13),(123)} H,(13) ={(13), (132)}

(123)H; = {(123),(13)} H,(132) = {(132), (13)}
(23)H, = {(23), (132)} H,(23) ={(23),(123)}
(132)H; = {(132),(23)} H,(123) = {(123),(23)}

Die Links- und Rechtsnebenklassen sind verschieden, und (z.B.)

®Alternativ hiitten wir auch durch die Linksmultiplikation eine Wirkung von G auf G definieren und
wieder mit der Bahnformel argumentieren kénnen.
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e Nebenklassen von Hy:

[Hy = {I,(123), (132)} HyI = {I,(123), (132)}
(123)H, = {(123), (132), I} Hy(123) = {(123), (132), 1}
(132)H, = {(132), I, (123)} Hy(132) = {(132), 1, (123)}

(12)H, = {(12),(23), (13)} H5(12) = {(12), (13), (23)}
(13)Hy = {(13), (12), (23)} Hy(13) = {(13),(23), (12)}
(23)H> = {(23), (13), (12)} H(23) = {(23), (12), (13)}

Die Links- und Rechtsnebenklassen sind identisch, und (z.B.)
S3 = H2 U (12)H2
Allgemein gilt: Ist H eine invariante Untergruppe von G, so sind die Links- und Rechts-
nebenklassen gleich, denn
gHg'=H ogH=Hg.
In diesem Fall ist die Partitionierung von GG in Nebenklassen eindeutig.
Ist H invariant, so bilden die Nebenklassen eine neue Gruppe...
Definition: (Faktorgruppe)
Sei H eine invariante Untergruppe von G. Die Menge der Nebenklassen
G/H :={gH : g € G}
(sprich “G modulo H”) , bildet mit der Multiplikationsregel

(i H) - (92H) = (9192) H

eine Gruppe, genannt Faktorgruppe, wobei |G/H| = %

Bemerkungen:
1. (G/H,") ist tatsdchlich eine Gruppe, denn

Gl) dag1,920 € G = (q192)H € G/H,

G2) die Assoziativitiat von G iibertriagt sich auf G/H,

G3) Ig/p = H,denn gH - H = gH = H - gH und

G4) das Inverse gH ist g 'H, denn gH - g~'H = H =g 'H - gH .

2. Wo wurde die Invarianz von H (d.h. gHg ! = H Y g € G) bendtigt? Ohne diese
Eigenschaft ist die Verkniipfung - i.A. gar keine wohldefinierte Abbildung G/H X

GG/H — G/H. Ersetzung von H durch hH mit h € H darf das Ergebnis nicht
indern, aber

(
(
(
(

(ihH) - (92H) = (g1hg2) H 7§ (g192)H

= (919295 'hg2) H
Aber falls H invariant: g, 'hgs € H und damit (g1g2 g5 'hgo)H = (9192)H.
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Beispiele:
o Hy={1,(123),(132)} C Ss ist invariant. Die Faktorgruppe S3/H> hat die Elemente:

(1,(123),(132)}  und  {(12),(13),(23)}

und ist isomorph zu Z,.
e Hy = {I,(12)} C Ss ist nicht invariant, da z.B. (123)(12)(123)~! = (23) ¢ H;, und
deshalb ist - nicht wohldefiniert, denn z.B.
(1H:)((13)Hy) = (13)Hy = {(13), (123)}
4 (12)Hy) - (13)Hy) = (12)(13)Hy = (132)H; = {(132), (23))

1.8 Direktes Produkt zweier Gruppen

Definition: (Direktes Produkt)
Seien (A, o) und (B, e) Gruppen. Thr direktes Produkt ist das kartesische Produkt A x B

mit der Multiplikationsregel
(CLl, bl) . (CLQ, b2) = (a1 O ag, bl ® b2) .

Bemerkungen:
1. (A x B,-) ist eine Gruppe mit I4xp = (I4, Ig) und (a,b)™* = (a7, b71).
2. Fiir endliche Gruppen gilt |A x B| = |A||B].

3. GG := A x B hat eine zu A isomorphe invariante Untergruppe, nimlich
(A, Ig):={g€ G : g=(a,lp) mitaec A}.
Invarianz: a; € A, (ag,by) € G,
glar, Ig)g™" = (as,b2) (a1, Ig)(ay*,by) = (asaiay*, balpby ') = (azaray’ , Ip).
——

(ebenso fiir B) eA
Weiter ist A isomorph zu G/B (und umgekehrt):®

G/B ={(a,b)B : (a,b) € G} ={(a,B) : a € A} (Umordnungstheorem)

Vorsicht: Die Umkehrung gilt nicht: Wenn H eine invariante Untergruppe von G
ist, dann ist i.A. G # H x (G/H) (denn i.A. ist G/H keine invariante Untergruppe
von G).
Beispiel: S3 hat Untergruppen H; = {/,(12)} und Hy = {I, (123),(132)}
H, ist invariant
S3/Hy = 7y = Hy, aber S3 # Hy X Hy, da H; keine invariante Untergruppe
ist, bzw. weil die Elemente von H; und Hs nicht kommutieren

6Schreibe jetzt kurz B anstatt (14, B).
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1.9 Beispiel:
Homomorphismus zwischen SL(2, C) und der Lorentz-Gruppe

e Sei M der Minkowski-Raum, d.h. M = R* mit Lorentz-Metrik”
lo]f* = 2§ — @] — 25 — 23
x = (xo, 1, Te, x3) heilst Vierervektor.

e Eine homogene Lorentz-Transformation A ist eine lineare Abbildung M — M, die
die Lorentz-Metrik erhéilt, d.h.

|Az|]? = ||=|? VaoeeM.
e Die Lorentz-Gruppe L = O(3, 1) ist die Gruppe aller homogenen Lorentz-Transformationen.

e Identifiziere nun jedes = € M mit einer hermiteschen 2 x 2 Matrix:®

X = f(x) :== xol + x101 + 1209 + x303 mit

S (10 (01 (0 i (1 0
“\o 1) T \1 o) 27\ o) 7 \o —1)

dh X = (.’L‘o —|—'.§L’3 1 — 1372)
T1+1rs Tog— T3

Die o0; heifien Pauli-Matrizen. Es folgt

det X = a7 — 2% — 22 — 23 = ||z||*.

e Sei nun A € GL(2,C) := {B € C**? : det B # 0} (mit Matrixmultiplikation eine
Gruppe). Definiere eine Wirkung von GL(2,C) auf C**? durch
C¥? 35 X — AXAT
und bezeichne die dadurch induzierte Wirkung auf M mit

M >z ¢(A)x = [THAf(x)AT).

o Es gilt (AXAN)T = AXAT, d.h. AXAT ist hermitesch und damit ¢(A)xr wieder ein
reeller Vierervektor. Weiter ist

|p(A)z||* = det(AX AT) = | det A|*det X = |det A]*||z|.
e Mit A € SL(2,C) :={B € C*? : det B = 1} gilt
le(A)z* = [l=]*,

d.h. ¢(A) entspricht einer Lorentz-Transformation.

Teigentlich ||z||?> = d(x, z) mit der Pseudo-Riemannschen Metrik d(z,y) = zoyo — T1y1 — T2y2 — T3Y3
8Die hermiteschen 2 x 2-Matrizen bilden einen reellen 4-dimensionalen Vektorraum. Eine Basis dieses
Raumes ist gegeben durch I und die drei Pauli-Matrizen.
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e Aufserdem gilt
o(A)d(B)x = p(A) f~ (Bf(x)B") = fTH(ABf(2)B'AT) = ¢(AB)x,
d.h. ¢ : SL(2,C) — O(3,1) ist ein Homomorphismus.

e ¢ ist aber kein Isomorphismus, denn ¢(—A) = ¢(A), d.h. die Matrizen A und —A
werden auf dieselbe Lorentz-Transformation abgebildet.

e Beispiele (sieche Ubungen):

1. Fiir die Matrix

e 0
Ho = < 0 e

ist ¢(Up) eine Drehung um den Winkel 260 um die x3-Achse.

2. Fiir die Matrix
cosa —Ssina
Vo =1 .
sina  cos«

ist ¢(V,) eine Drehung um den Winkel 2ac um die z5-Achse.

. (r 0
M, = <0 )

ist ¢(M,) ein Lorentz-Boost in x3-Richtung mit Parameter 2 In(r).
Ubrigens: Die Boosts alleine bilden keine Gruppe.

3. Fiir die Matrix

Der Homomorphismus ¢ : SL(2,C) — O(3,1) ist nicht surjektiv:

o Alle A € SL(2,C) sind stetig mit I verbunden (ohne Beweis).
e Fiir Lorentz-Transformation gibt es folgende Mdoglichkeiten:

— eigentliche Lorentz-Transformation: det A = +1
uneigentliche Lorentz-Transformation: det A = —1

— orthochrone Lorentz-Transformation: Ay > 1
nichtorthochrone Lorentz-Transformation: Agy < —1

— nur die eigentlichen, orthochronen Lorentz-Transformation sind stetig mit [ ver-
bunden. Diese bilden die Untergruppe L°.

e D gilt gilt: Bild(¢) = L° (vgl. Ubungen).
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Homomorphismus von SU(2) nach O(3)

e SU(2) ist die Gruppe der unitéren 2 x 2 Matrizen mit Determinante 1, d.h. SU(2) :=
{AeC??2: AAT = I und det A =1} C SL(2,C).

e Wie wirkt A € SU(2) C SL(2,C) auf ey = (1,0,0,0)?
Ey = f(ep) = I und damit

EO — AE()AT = AIAT =1= EQ d.h. gb(A)eo = €.

e O(3):={ReR*® : RRT = I} ist die Gruppe der orthogonalen 3 x 3-Matrizen.

o [iir Lorentz-Transformation der Form

1 0 .
A—(O R) mit R € O(3)

gilt Aeg = eg und umgekehrt, d.h. diese Transformationen bilden eine zu O(3) iso-
morphe Untergruppe von O(3,1).°
Damit ist ¢ auch ein Homomorphismus SU(2) — O(3).

— Die Abbildung ist wieder 2-zu-1, denn ¢(A) = ¢(—A).

— Ahnlich wie oben wird ein A € SU(2) nur auf solche Elemente von O(3) ab-
gebildet, die stetig mit [ verbunden sind, d.h. solche mit Determinante 1, d.h.
¢(SU(2)) = SO(3).

9Man sagt auch oft kurz: O(3) ist eine Untergruppe von O(3,1).
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2 Darstellungen

We will rarely, if ever, fix an explicit basis,
but thinking this way makes it easier to
manipulate tensorial objects.

Predrag Cvitanovié¢

2.1 Definitionen

Definition: (Darstellung)
Sei G eine Gruppe und V ein Vektorraum. Eine Darstellung I' ist ein Homomorphismus von
G nach GL(V), d.h. in die invertierbaren linearen Abbildungen V' — V, d.h. insbesondere

I'(g)T'(h) =T(gh) Vg,heG
und T'(/) = 1 (Einsoperator bzw. Einheitsmatrix). Man nennt dim V' die Dimension der
Darstellung.
Bemerkungen
1. Eine Darstellung ist eine Wirkung von G auf V' (zusitzlich linear).

2. Wir betrachten im Folgenden Vektorrdume iiber C (oder R),
2.B. C" oder L*(RY),
wenn notig mit Skalarprodukt (-|-) : V xV - Cmit Vo,w e V und V a € C:

(i) (v]w) = (wl|v)*
(ii) (v|aw) = a(v]w)
(iii) (v|v) > 0 und = 0 nur fiir den Nullvektor v =0

3. Wihlen wir in V' eine Basis {v; : j =1,...,A = dim V'}, so entspricht jedem I'(g)
eine A x A-Matrix mit Matrixelementen
L(g)ir = (ui|T(g)[vx) ,
und wir sprechen von einer Matrizdarstellung.
Man sagt dann: Die v; transformieren sich unter GG in der Darstellung I'.
4. Falls V endlichdimensionaler Vektorraum iiber C: V' = C4™V und dim V = tr I'(I).

Definition: (treu)
Eine Darstellung heifst treu, wenn der Homomorphismus I' : G — GL(V) injektiv ist, d.h.
unterschiedliche Gruppenelemente werden durch unterschiedliche Matrizen dargestellt.

Bemerkungen:

1. Jede Gruppe hat die triviale Darstellung, in der I'(g) = 1 V g € G. Diese ist nicht
treu. i.A. ;-)

2. Wenn eine Gruppe G eine nichttriviale invariante Untergruppe H hat, dann ist eine
Darstellung der Faktorgruppe GG/H auch eine Darstellung von G. Diese Darstellung
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ist nicht treu. (vgl. UA 9)
Idee: ['(g) := T'(gH) = (i) [(¢)['(h) = T(¢H)T(hH) = T(ghH) = T'(gh),
(i) T(h)=1V heH.
Umkehrung: Ist I'(G) eine nichttreue Darstellung von G, dann hat G mindestens

eine invariante Untergruppe H, so dass [' eine treue Darstellung der Faktorgruppe
G/H definiert.

Definition: (Unitére Darstellung)
Eine Darstellung I' : G — GL(V) heift unitér, falls I'(g) V ¢ € G unitér ist, d.h.
(C(g)olT(g)w) = (v|w) ¥ v,w e V.

Bemerkung:

1. Ist V endlichdimensional und wihlen wir eine Basis, so bedeutet dies eine Darstellung
durch unitire Matrizen.

2. Unitére Darstellungen sind in physikalischen Anwendungen wichtig, da auf diese Wei-
se Symmetrien in der Quantenmechanik oder Quantenfeldtheorie realisiert werden.

2.2 Aquivalente Darstellungen

Definition: (Aquivalente Darstellungen)

Seien I' : G — GL(V) und I' : G — GL(W) Darstellungen derselben Gruppe. Man sagt I’
und I sind dquivalent, wenn es eine invertierbare lineare Abbildung S : V' — W gibt, so
dass

I(g)=S5"'T(9)S Vged.

Bemerkung:

1. Ist die lineare Abbildung sogar unitér, d.h. U : V' — W invertierbar mit (Ug|Uv)w =
(p|1)v so spricht man von unitir dquivalenten Darstellungen.
Fiir endlichdimensionale Darstellungen gilt V' = W = C%™V und bei Wahl von
Basen wird U zu einer unitiren Matrix.

2. Fiir endliche Gruppen kann man zeigen, dass jede Darstellung dquivalent zu einer
unitéren Darstellung ist. (spéter)
2.3 Beispiele und Invariante Unterraume

Wir fiihren einige wichtige Konzepte zusammen mit einigen Sprechweisen aus der physika-
lischen Literatur anhand eines einfachen Beispiels ein.

e Betrachte wieder {I, P} = Z,

I'Ris&— 7, P:RY>Z— -7
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sowie {O;,Op} = Zy (vgl. Beispiel 3b aus Abschnitt 1.3).1°

(O1N)(@) = f(@), (Opf)(F) = f(=T).

Wihle eine Funktion f; ohne spezielle Symmetrieeigenschaften unter {O;, Op} und
definiere

fo(@) == (0pf1)(Z) = [1(-2).
Weiter sei

S :=span(f1, f2) ,

dim S = 2 (Das war mit “ohne spezielle Symmetrieeigenschaften” gemeint.)
e Man sagt S ist invariant unter {Oy, Op}, d.h.
fesS = 0O;f,0pfes.
Klar, da
Opf =Op(arfi+asfo) =aiOpfi + 20pfo =2 fi+a1fo €S.

Dies definiert eine 2-dimensionale Darstellung von Zs (oder irgendeiner zu Z, iso-
morphen Gruppe) auf S. In der Basis {f1, f2} gilt

ro) = ((1) ?) ., T9Pp) = (? é) .

e Definiere nun eine neue Basis,
f1 =fi+ f2, f2 = fi— fa, stpan(f1,f2)-

= Opfi=f1 (gerade), Opfy = —f> (ungerade).

Man sagt f; und f, haben feste Paritéit.
Darstellung von Zy auf S in der neuen Basis:

wa-(08), - %)

I'® ist dquivalent zu I'®, sogar unitir dquivalent, denn

1 1 1
@ _ 77t7® : _
'Y =UT®U mit U——\/5 (1 _1>

(Hier klar, denn gerade durch diesen Basiswechsel hatten wir IT'® ja erhalten — in
anderen Fillen weiff man das aber vielleicht gerade nicht!)

10£0;,0p} ist auch eine Darstellung von Zy auf einem geeigneten Funktionen-Raum — jetzt wollen wir
aber auf etwas anderes hinaus. ..
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e S hat jedoch noch kleinere invariante Unterraume, es gilt ndmlich
S$=8a8,, (direkte Summe)
wobei die S; := span(f;) einzeln invariant unter {O;, Op} sind,

OP(Oéfl) = a.fl €S
Op(afy) = —afs € S
Man sagt S ist reduzibel (bzgl. {Or, Op}).

S1 und S; sind irreduzibel, d.h. sie konnen nicht in kleinere invariante Rdume zerlegt
werden (hier weil sie 1-dimensional sind).

e Auf den invarianten Unterrdumen sind jeweils eindimensionale Darstellungen defi-
niert:

’1

©

=
I

rowpP) =1, auf S und

L,
1, rop) = —1, auf Sy .

Jede Funktion mit gerader (ungerader) Paritdt transformiert sich unter {O;, Op} in
der Darstellung T'© (I'®).

e Wie S (s.0.) heiRt nun auch die Darstellung I'® reduzibel'! und man schreibt

' —19¢r1r9,

e Weiteres Beispiel: Betrachte

hi(Z) =2 +y+ 2, ho(¥):= (Oph)) (&) =2> —y—2z, S :=span(hy,hs),

g1(7) = e 6:(7) = (Opg1)(F) = ¢™* 8, = span(gy, g2)

2

Das Tensor-Produkt S, ® S§; wird durch die vier Produkte hyg1, h192, hogi, hoge auf-
gespannt und ist invariant unter {O7,Op}, denn f € §, ® S, =

Opf = Op(ah191 + bhlgg + Ch2g1 + dhggg)
= dhlgl + ch1g2 + bh2g1 + ah292 eSS, ® Sg

Dies definiert eine 4-dimensionale Darstellung von Z, auf S, ® S:

0001
0010
rmn=1, TOP) = 010 0
1000

Mwird spéter noch richtig definiert
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e Invariante Unterrdume:
higi und hogs = Op(h1g1) spannen einen invarianten Unterraum S auf,
analog S° := span(h1gs, hagi). Offensichtlich:

S8, =808

jeweils mit einer Darstellung Aquivalent zu I'®. Reduziere S und S° jeweils weiter
durch Einfiihren von Basisfunktionen gerader und ungerader Paritit. Fiir die Dar-
stellungen gilt dann

[@=r9gro@=r%préeroere
Man schreibt auch (Dimensionen)
22=1010101

Sieht etwas lustig aus und ist hier natiirlich nicht besonders tiefsinnig — aber wenn
wir dhnliche Rechungen spiter z.B. fiir Darstellungen von SU(n) durchfiihren konnen,
haben wir einiges gelernt. . .

2.4 Irreduzible Darstellungen

This basis way of thinking about X ® Y is useful;
the abstract definition is useful in showing that
the construction is not basis dependent.

Barry Simon

Zur Erinnerung: (Direkte Summe & Tensorprodukt)
Sind V' und W Vektorrdume, dimV = n, dimW = m, mit Basen {v,...,v,} und
{wy, ..., Wy}, so ist

(i) {v1,...,Vp, w1, ..., wy,} eine Basis der direkten Summe V & W
mit dimV @ W =dimV + dim W und

(i) {v; ® wi}j=1,. nk=1,.m eine Basis des Tensorprodukts V @ W
mit dmV @ W =dimV - dim W.

Bemerkungen:

1. Sind A:V — Vund B : W — W lineare Abbildungen, so ist A @ B die lineare
Abbildung

ApB : VoW VoW
(v,w) — (Av, Bw),

(0 2)(2) = ()
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2. SindI': G — GL(V) und I : G — GL(W) Darstellungen, so ist auch I' ® r:G—
GL(V @ W), definiert durch (I' @ T')(g) = I'(g9) ® I'(g), eine Darstellung. (Direkte
Summe von Darstellungen)

Jetzt fragen wir uns umgekehrt, ob eine Darstellung die direkte Summe “kleinerer” Dar-
stellungen ist. ..

Definition: (Invarianter Unterraum)
Sei ' : G — GL(V) eine Darstellung, und U C V ein Unterraum von V. U heift invarianter
Unterraum (beziiglich I'(G)), falls T'(g)v e UV v € U und V g € G.

Bemerkungen: Jeder Darstellungsraum hat zwei triviale invariante Unterrdume, V' und
{0}. Alle anderen heiften (ggf.) nichttrivial.

Definition: (Irreduzible Darstellung & vollstéindige Reduzibilitéit)
Eine Darstellung I' : G — GL(V') heift

(i) irreduzibel, wenn V' keinen nichttrivialen invarianten Unterraum besitzt. Ebenso
heift V' dann irreduzibel beziiglich I'(G).

(ii) reduzibel, falls V' einen nichttrivialen invarianten Unterraum U besitzt. Ist in diesem
Fall auch das orthogonale Komplement,

Ut={weV:(up)=0 YVuecU}

ein invarianter Unterraum, so heift I'(G) vollstdndig reduzibel.
Abkiirzung fiir “Irreduzible Darstellung”: Irrep (von engl. “irreducible representation”).
Beispiele:
In Abschnitt 2.3 waren I'®, IT'® und I'® reduzibel, I'© und I'® dagegen irreduzibel.
Satz 2. Sei I' : G — GL(V) eine unitire Darstellung und U C V' ein invarianter Unter-

raum. Dann gilt:

(i) U+ ist ebenfalls invariant,
(ii) Die Einschrinkungen T|y und U)o definieren Darstellungen T'O und I'®, und
(iii) T st dquivalent zu TO ® T®. Man schreibt oft kurz T =TO ¢ T'®.

Bemerkung: Damit kann jede unitére Darstellung als direkte Summe nichttrivialer (d.h.
nicht nulldimensionaler) irreduzibler Darstellungen geschrieben werden.

In Matrixschreibweise heifit dies, wir konnen eine Basis von V' finden, so dass

r'%(g) 0
T®
I'(g) = 2 r®(g) ,

0
wobei allen T'@ (@) irreduzibel sind (n; x n;-Blocke mit n; = dim T®(G)).
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Dabei kann eine irreduzible Darstellung mehr als einmal vorkommen,

NG =T @) & - aT'(G)el’(G) & - al’(G) & =Y al'(G),

—~ —~

a; mal a, mal

d.h. die Darstellung I" enthilt die irreduzible Darstellung I'" a; mal.

Beispiele: In Abschnitt 2.3 lag die reduzible Darstellung I'® bereits in reduzierter Form
(d.h. blockdiagonal) vor, I'® und I'® konnen durch einen Basiswechsel in diese Form ge-
bracht werden. In I'® kamen die Irreps I'® und I'® je zweimal vor.

Beweis: Entscheidend ist (i), denn (ii) und (iii) folgen dann unmittelbar.
(i) Sei v € U+, v € U und ¢g € G. Dann gilt

(D(g)vlu) = (v[T(g9)'u) = (v[T(g) ) = (T (g~")u) = 0.
(i) IO =Ty, ue U =
IO()OTO(h)u = I'O(g)T(h)u = I'(¢)T'(h)u = T'(gh)u = TP (gh)u
UJ

Satz 3. Sei G eine endliche Gruppe, I' : G — GL(V) eine Darstellung und (| ) ein
Skalarprodukt auf V. Dann ist I dquivalent zu einer unitiren Darstellung.

Bewelis:

(v,w) =) (L(g)o[l(g)w) ()

geG

ist ebenfalls ein Skalarprodukt, denn

(i) (v,w) = > (gl (g)w) = > (T'(g)w[l(g)v)" = (Z(F(g)wlf(g)v>> = (v, w)",

geG geG geG

(i) (v, aw) = > (C(g)v[I'(g)oaw) = a 3 (T(g)v[l(g)w) = a(v,w),

geG geG
(iii) (v,v) = > (T(g)v|T'(g)vy > (T'(I)v|I'(I)v) = (vjv) >0, = 0 nur, falls v = 0.
geG—>/0_/

Sei {v;} eine Orthonormal(ON)-Basis beziiglich ( | ) und {w,} eine ON-Basis beziiglich
(, ). Dann existiert ein S : V' — V invertierbar mit Sw; = v; (Basiswechsel). Damit gilt

(v,w) = (Sv|Sw) , (+)
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denn mit v = ) a;w; und w = Y fw; folgt
J J

(Sv|Sw) = <S;Oéjwj|52k)5kwk> = 2 058 oslow), = (Z gy, 3 fwe) = (v, w).

:(w] fLUk;)

Dann ist

dquivalent zu I' und unitir, denn

(L(g)vIT(g)w) = (ST(g)S'v|ST(9)S ™ w)

= > (T(¢"T(g) ST (g"T(9)S  w), gdg=th
() et el
I 1)
= Z S~|T(h)S™ w) (Umordnungstheorem, vgl. UA 1)
hea
Sy, S
5 )
= (v|w
= Gohu)

O

Die Endlichkeit von G haben wir benétigt, um ) . definieren zu konnen. Spéter werden
wir sehen, dass wir fiir manche unendlichen Gruppen (ndmlich kompakte, z.B. SO(n) oder
U(n)) die Summe durch ein geeignetes Integral ersetzen konnen. Fiir stetige Darstellungen
gilt der Satz dann immer noch.

2.4.1 O, Operatoren am Beispiel der Gruppe Dj;

e D3 = Symmetriegruppe eines gleichseitigen Dreiecks = S5

e Gruppenelemente:

I = Identitat
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C = Drehung um 120° im Uhrzeigersinn um den Mittelpunkt = (123)
C' = Drehung um 120° gegen den Uhrzeigersinn um den Mittelpunkt = (132)
01,09, 03 = Spiegelungen an Ly, Lo, L3 = (23), (13), (12)

Multiplikationstafel vgl. UA 5.

Betrachte nun invertierbare lineare Abbildungen A : R? — R? 7 — AZ. (Die 6
Elemente von Dj sind Beispiele fiir solche Abbildungen A.)

Fiir jede Abbildung A definiere einen Operator O4, der auf beliebige Funktionen
f:R?* = C (oder R) wirkt, durch

(OAf)(@) = f(A™'T).
Die 6 Operatoren O4, A € D3, bilden eine zu D isomorphe Gruppe, Ds, denn
((040B) [)(Z) = (04(0pf))() = (Opf)(A™'T) = f(B~'A™'7)
= f(AB)™'%) = (Oap/)() .

Wir betrachten nun die Wirkung dieser 6 Operatoren auf bestimmte Funktionen und
erzeugen damit Darstellungen von D3 = S3

Zunéchst
$(Z) = e TR = gmleme)’=(yu)*
Was ist O¢¢y?
$2(7) := (Oc1)(Z) = ¢1(C7'7)
= exp(—|C7'% — 71 ]*)
= exp(—|C~HZ — CT))|?)
= exp(—|7 — O, %) (denn Rotationen erhalten den Abstand)
= exp(—|7 — %)
Analog:
03(7) == (Op) (&) = e 17"
Fiir die Spiegelungen gilt
(05,61)(Z) = d1(07'7)
= exp(—|oy '7 — 71 [)

= exp(—|oy (¥ — o17)[)

= exp(—|7 — 171 ?) (denn Spiegelungen erhalten den Abstand)
= exp(—|7 — #1%) (denn 7 ist auf der L;-Achse)
= ¢1(f) )
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und analog

Q
N
=
&

Il
-
—

)
SN
K]

I

D

>4
=
1

81

|

Q
Y]
S
o
S~—

Il

D

>4
=
1

81

|

&
&

Ebenso findet man die Wirkung der Operatoren auf ¢, und ¢3 und erhilt

01 Q2 P3
Or |91 92 ¢3
Oc | 92 @3 ¢
Oc |93 91 P2
O, | 01 03 P2
002 ¢3 ¢2 ¢1
Ooy | 92 01 @3

d.h. der S = span(¢y, @2, ¢3) ist invariant unter Dz, und die Funktionen ¢y, ¢, ¢3
transformieren sich unter einer 3-dimensionalen Darstellung der Gruppe (D3 = D3 =
Ss), nédmlich

100 001 010
% rn=1010 r%c¢c)y=1(10 0 ro¢y=1(0 o0 1
001 010 100
100 001 010
I'%c)=10 0 1 I'®0y)=10 1 0 IO =110 0
010 100 00 1

e Ist diese Darstellung reduzibel?
Ja, denn & ist reduzibel, d.h. es gibt eine Basistransformation, durch die S in kleinere
invariante Unterrdume zerlegt werden kann:

$1 = b1+ 2 + ¢3
Po = \/§(¢2 — ¢3)
¢3 =201 — P2 — @3
(Wie man auf diese Basistransformation kommt, lernen wir spiter.)

° (;_51 ist invariant unter Dj, denn dioi()pomtoron O4 vor‘rfmschon nur die Terme in
der Summe, d.h. insbesondere span(¢;) ist invariant und ¢, transformiert sich in der
trivialen Darstellung I'®(g) = 1 Vg € Ds.
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e Fiir ¢, und ¢5 erhilt man

Or
Oc —%%2 —
O | —35¢

3

3
£~ 16y
4, — 16, |

3
~425, -~ 14,
£, 105

d.h. span(¢y, ¢3) ist invariant, und ¢, @5 transformieren sich in der 2-dimensionalen

Darstellung

-3 2

)= (3 Y) o

e ¢1, ¢9, @5 transformieren sich also unter D in der Darstellung

1
I'%g)=10
0

0

r®(g)

0

\V/QED;J,,

d.h. T® =T@@T'®. Aulerdem schreibt man auch I'® =T'® gI'®, da I'® Aquivalent

zu I'® ist,

1
I'94g) =57'T%4g)S mit S= |1
1

0 2
f,\/g -1

I'® liegt bereits in reduzierter Form vor, I'® jedoch nicht.

e Bleibt die Frage: Ist die 2-dimensionale Darstellung I'® reduzibel?

2.5 Schur’sche Lemmata und Orthogonalitit irreduzibler Darstel-

lungen

Satz 4. (1. Schur’sches Lemma)

Sei G eine Gruppe, I' : G — GL(V) eine endlichdimensionale, irreduzible Darstellung und
AV — V eine lineare Abbildung. Falls A mit I'(G) kommutiert, d.h. AT'(g) = T'(g)A

Y g € G, dann ist A = cl fiir ein ¢ € C.
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Beweis:
Sei A ein Eigenwert von A, d.h. 3v eV, v#0 : (A— X)v =0, dann gilt
(A= NT(g)v = T(g)(A— v =0 VgeG,

und damit ist U := {v € V : (A — A)v = 0} ein invarianter Unterraum. Da U # {0} (und
da T irreduzibel ist) folgt U = V und damit A = A1. O

Korollar zu Satz 4: Ist G abelsch, so ist hat jede unitire Irrep Dimension 1.
(Beweis in UA 13)

Satz 5. (2. Schur’sches Lemma) )
Sei G eine Gruppe, I' : G — GL(V) und I' : G — GL(W) zwei endlichdimensionale,
unitdre, irreduzible Darstellung und A : V — W eine lineare Abbildung. Falls

Al(g9) =T(9)A Vgeda,
dann ist entweder A =0 oder T' und T' sind unitir dquivalent.

1

Beweis: Ersetze g durch g7 und bilde das hermitesch Konjugierte, so gilt auch

I'(g)AT = AT(g) Vged.
Dies liefert B
ATAD(g) = AT (9)A =T(g)ATA Vgeq,

und analog AAT(g) = I'(g)AAT. Aus dem ersten Schur’schen Lemma folgt damit ATA = ¢1

und AAT = ¢1, d.h. entweder ¢ = 0 und damit A = 0 oder U = %A ist unitir mit
['(G) = UT(G)U". O

Bemerkung: Sind die Darstellungen nicht unitir, aber G endlich, so folgt wegen Satz 3:
3 S und T, so dass I"(G) = ST(G)S™! und I'(G) = TT(G)T ! unitér. Fiir A’ := TAS™!
o AT/(G) =TAS™'ST(G)S™ = TT(G)AS™' =T'(G) A’
d.h. entweder A’ = 0 und damit A = 0 oder 3 U unitér, so dass
I'(G) = Ur(G)U !
& TT(G)T ! =UST(G)S~ U
& 0(G)=T'UST(G)S~'U'T,

d.h. T und T sind #quivalent.

Satz 6. Sei G eine endliche Gruppe, und seien T7(G), j = 1,2,..., nicht-iquivalente,
unitire, irreduzible Darstellungen mit dimT? = d;. Dann erfillen die Matrizelemente die
Orthogonalitdtsbeziehung
1 : » 1
1 20 TH s = -0

geG

Vopv=1...,d;undV p', v/ =1,... d.
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Beweis: Sei V; der Darstellungsraum von IV, und sei A : V; — Vj linear (sonst beliebig).
Definiere

A= i S rH(g) AT (o) (¥

geG

Es gilt (V h € G)

A: Zrk g)ATY (g)!

gEG

=1 Zrk hg) ATV (g)~

geG

|Zrk g)ADI (h~tg) !

g'eG
Z T*(g) AT (¢") 119 (R~ 1Y)
g 'eG
= AF](h) ,
d.h. aus dem 2. Schur’schen Lemma folgt, dass A = 0, falls j # k, und sonst A = ¢1, wobei

1 ~ 1
c=—trA=—trA,
d; d;

kurz
A= —trAdyl. (+)

Waihle nun A, = 0495, (also nur ein Element # 0) = tr A = d,,,. Damit erhalten wir

~ 1
Au’u - d 51/”’5]/65##

(+)
erk DwaAas(l?(9) ™) pu

gEG a,B

Zrk 9)uv' j )_1)Vu

geG’

Konsequenzen aus Satz 6

e Fiir festes j, u, v konnen wir die |G| Zahlen IY(g),,, g € G bis I'(A,),, 7u einem
Vektor vU#) € Cl¢ zusammenfassen.

e Fiir jede Darstellung I gibt es d7 solcher Vektoren (denn p,v =1,...,d;).
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e Satz 6 besagt, dass vU*) 1 v*#'¥) wenn j # k oder p # p oder v # V.

e In Cl% gibt es aber hochstens |G| zueinander orthogonale Vektoren
= > d&<[G.
J
In Abschnitt 2.7 zeigen wir, dass sogar

> & =Gl
J

Summiert wird iiber alle nicht-dquivalenten irreduziblen Darstellungen, d.h. fiir ei-
ne endliche Gruppe gibt es nur endlich viele endlichdimensionale nicht-dquivalente
irreduzible Darstellungen.

2.6 Charaktere von Darstellungen

Definition: (Charakter)
Ist I' : G — GL(V) eine endlichdimensionale Darstellung, so heift x : G — C mit

x(g9) =tr['(g)

Charakter der Darstellung.
Bemerkungen:

1. Ausgedriickt durch Matrixelemente gilt
dimV
X(9) =D T(9)um-
pn=1

2. Sind T und T dquivalent, so gilt

X(g) = trT'(g) = tr(ST(9)S™") = tr(S7'ST(g)) = tr [(g) = x(9) -
3. Alle Elemente einer Konjugationsklasse haben denselben Charakter, denn
\(hgh™) = trT(hgh™) = tr (DT (h™)) = tr (DT (R)T())
= tr ([(h"'h)0(g)) = trT(g) = x(9) -

Korollar zu Satz 6. Sei G cine endliche Gruppe und seien T7(G), j = 1,2,..., nicht-
dquivalente, irreduzible Darstellungen mit dimTY = d;. Dann erfillen die Charaktere x7 =
tr IV die Orthogonalititsbeziehung

ﬁ > (0 (9) X (g) = G

geG
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Beweis: O.B.d.A. IV unitér, sonst Ahnlichkeitstrafo (Satz 3). Setze in

1 o 1
@ Z(P] (9)uw) Fk(g)u’”' - Eaﬂ'kéuu’éw’
geqG J
v = p und v/ = g/ und summiere iiber p und p'. O

Bemerkungen:

1. Da die Charaktere nur von der Konjugationsklasse abhéngen, konnen wir die Ortho-
gonalitdtsbeziehung auch schreiben als

1 o
@ZW(X@ chc: jk -

Dabei nummeriert ¢ die Klassen, und n, ist die Anzahl der Elemente in Klasse c.

2. Sei m die Anzahl der verschiedenen Konjugationsklassen von G und p die Anzahl der
nicht dquivalenten irreduziblen Darstellungen.

Fiir festes j konnen wir die xJ zu einem Vektor v/ € C™ zusammenfassen. Die p
Vektoren fiir verschiedene j sind wieder orthogonal zueinander

= p<m.

Tatsdchlich gilt das Gleichheitszeichen, d.h. die Anzahl der nicht dquivalenten irre-
duziblen Darstellungen ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen. (Beweis in den
Ubungen)

Die m x m Matrix mit Eintrigen x’, i,c = 1,...,m, heit Charaktertafel der Gruppe.
3. Fiir eine (i.A. reduzible) Darstellung der Form

I'= Z a;T7 (T irreduzibel)
Jj®

gilt
X(9) =Y ax(g).
J
Daraus folgt

|_C1¥| > 9P = é 2w Y (W)X 9) =3 a

geG geG J
A

4

=[G|dix
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Ist I'(G) irreduzibel, so ist eines der a; = 1 und alle anderen = 0, und damit
1 2
il > Ix(g)P =1.
geG
Ist I'(G) reduzibel, so ist eines der a; > 1 oder mehrere der a; # 0, und damit
1 2
€] > x> 1.
geG

Damit haben wir ein Kriterium fiir die Reduzibilitit einer gegeben Darstellung.

Beispiel: Darstellungen von D3 =2 S3 aus Abschnitt 2.4.1
e Konjugationsklassen: {I}, {C,C}, {01, 09,03}
e Fiir die zweidimensionale Darstellung I'® gilt

_22+(—1)2-2+0_1
— : =1,

57 (RCDE+ W OF 2+ KO -3)

d.h. T® ist irreduzibel. (War in 2.4.1 noch offene Frage.)

e Fiir S3 haben damit bereits 2 irreduzible Darstellungen gefunden:
Die triviale Darstellung I'! := I'® mit d; = 1 sowie I'® :=I'® mit d3 = 2. Aus

Z d? = |G| (Wir wissen bereits <, in Abschnitt 2.7 zeigen wir =.)
J
folgt, dass es noch eine weitere irreduzible Darstellung mit Dimension dy = 1 gibt

(und sonst keine weiteren). Diese ist

(1) =T%*0)=T%*0) =1,
(o)) =T(0y) =T%(03) = —1

(sign der entsprechenden Permutationen).

e Damit konnen wir die Charaktertafel von D3 ~ S3 aufstellen:

{1} {C.C} {o1,00,03}

! 1 1
2|1 1 -1
X2 2 —1 0

Bemerkung: Kennt man die Charaktere aller irreduziblen Darstellungen einer Gruppe, so
kann man fiir eine gegebene (i.A. reduzible) Darstellung ausrechnen, wie oft die einzelnen
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irreduziblen Darstellungen in ihr vorkommen:

X(Tg) = Z aTj ng)

J
i.A. reduzible Darstellung unbekannt bekannt

ﬁ > (" (9)" x(9) = é Z a; > (X (9)" X (9) = ax

geG geG

J/

—|Glo
1 *
bzw. aj = [€ ch(xlj) Xe
Wir nennen a;, die Multiplizitit von I'* in T.
Beispiel: Reduzible Darstellung I'®© von Ds:

x(I)=3, x(C)=x(C)=0,  x(o1) = x(02) = x(03) =1,
alzé[1'1~3—|—2 1 -0+3 -1 -1]=1,

1
a2:6[1.1.3+2 1-043-(=1)-1]=0, Charaktertafel

N,

1
a3 =g[1-2:342-(=1)-043 -0 -1=1,

also T® =T @ I'® (wie schon zuvor bestimmt).

2.7 Die regulire Darstellung

Definition: (Gruppenalgebra)
Fiir eine endliche Gruppe G, |G| = n, definiert man die Gruppenalgebra A(G) als den
Vektorraum, der durch die Gruppenelemente aufgespannt wird, d.h. wir bilden formale

Linearkombinationen,'?
n

A(G) > T:ZTjgj, ’I“jGC,

j=1

mit der Multiplikationsregel

(Z 7’]'9]') (Z ngk> = Z T4k 959k -
j=1 k=1

j=1 k=1

n n n
2mit der offensichtlichen Addition 3" r;g; + > ¢;9, = > (15 + ¢;)9;
j=1 j=1 j=1
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Bemerkungen:
1. Wegen g;g; € G ist das Produkt wieder ein Element von A(G).

2. Eine Matrixdarstellung von G ist auch eine “Darstellung” von A(G), wobei + die

komponentenweise Addition der Matrizen ist.'

3. dim A(G) = |G| (als Vektorraum)

4. Die Multiplikationsregel ¢;g; = ¢; kann man schreiben als

m=1

mit (A;)me = 1 fiir m =l und (Aj),, = 0 fiir m # [ (und j, k fest).
5. Die n x n Matrizen A, (j =1,...,n) mit Elementen

(A}) ik (m,k=1,...,n)

bilden eine Darstellung von G, die sogenannte requldre Darstellung.
(A; ist die Darstellungmatrix von g;.)

Beweis: Seien g,, gy, 9. € G mit g.9p = 9. =

9aGv9; = Zgagm (Ab)m ng a)kom (Db)mj

9elj = Z gr (A
k

Die linken Seiten sind gleich, damit auch die rechten — vergleiche die Koeffizienten
von gi:

(Ao)ks = D (Da)km(Bp)ms = (Do)

m

S A= AN,

13In Anfiihrungszeichen, da wir nur fiir Gruppen definiert haben, was eine Darstellung ist.
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Satz 7. (mit obigen Definitionen) Die regqulire Darstellung enthdlt alle irreduziblen Dar-
stellungen von G. Dabei ist die Multiplizitit einer irreduziblen Darstellung T'* gleich ihrer
Dimension d,

p . )
= Anzahl der nicht dquivalenten
A= Y A (’ y ).

wrreduziblen Darstellungen

d.h. 3 S reguldr, so dass
1’\2
F2

Fm

I‘m

ds Blocke dn Blocke

Beweis: Die Charaktere der reguléren Darstellung sind

XHg5) =D (D))

k

Fiir die Identitit gilt (natiirlich!)
Ig; = Z G (A1)m; = (Ar)mj = Om; = XHI) =n.
m=1

Fiir g, # I gilt

995 =Y gm(Dmi £g; = (A =0 = x%g)=0.

Mit der Formel aus Abschnitt 2.6 (Multiplizitit der k-ten irreduziblen Darstellung) folgt

G = ~ > 6K X gy) = %(Xk(f))* n = dj

n =
J

Korollar zu Satz 7. Es gilt

Zd%:n.

k
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Dabei war dy, die Dimensionen der k-ten irreduziblen Darstellung und n = |G|.
In Abschnitt 2.5 hatten wir nur < gezeigt.

Beweis: Setze ¢g; = [ in (%),
Ap =) diTH(I),
ke

und bilde die Spur,
I =trAp=n= Zdz
k

2.8 Produktdarstellungen und Clebsch-Gordan-Koeffizienten

In physikalischen Anwendungen hat man oft Vektorrdume zu betrachten, die Tensorpro-
dukte sind, wobei auf jedem Faktor eine Darstellung derselben Gruppe operiert.

Beispiel: Kopplung von Drehimpulsen, z.B. Bahndrehimpuls und Spin eines Elektrons
oder Spins mehrerer Teilchen, — auf jedem Faktor ist eine Darstellung von SU(2) definiert.

Seien U und V' Vektorrdume mit Basen {u;} und {v;} und W = U ® V mit Basis {wy},
wobei wy, = u; ® v; (vgl. Abschnitt 2.4), und seinen A : U — U und B : V — V lineare
Abbildungen. Dann ist D := A ® B die lineare Abbildung, mit

Dwy, = Au; ® Bv;, wobei k= (i, ),
und durch Linearitét fortgesetzt fiir beliebige w € W, d.h. fiir w = 5, ajw;, durch,

Dw = Z a;; Au; @ Boj .

1,J

In Matrixkomponenten:

Aui: E ui/Ai/i, ij: E Uj’Bj’j und
i/ i

J

Dwk = Zwk/Dk/k = Z(UZ/ ® 'Uj)A@/@ B_]/] )
k'

ilj/
d.h. Dy, = Dy jri; = Ay; Byj. Falls alles endlichdimensional, so gilt

k 4,J

Sind auf U und V' Skalarprodukte definiert, so definiert
(welww) = (usluir)u (vjlvy)v
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ein Skalarprodukt auf U ® V, das wieder durch (Anti-)Linearitét fortgesetzt wird.
Sind {wu;} und {v;} ON-Basen beziiglich (| )y und (| )y, so auch {wy},

(wk\wk/> = 5@'@'/5]']'/ = O
Definition: (Produktdarstellung)

Sind T'* : G — GL(U) und I'V : G — GL(V)) Darstellungen der Gruppe G, so ist ihre
Produktdarstellung I'*®*" : G — GL(U ® V') definiert durch

I (g) =T"(g) ®T"(9) VgeG.

Bemerkungen:
1. TH®¥ igt eine Darstellung, denn
T (gh)wy = T*(gh)u; @ T (gh)v;
= ()" (h)u; @ I (g)I (h)v;
=T (g) (T*(h)u; @ T (h)v;)
=T (g)1" (h) (w; ® v;)
o

2. Fiir die Charaktere gilt

X" (g) = tr "% (g) = tr (T*(g) ® I(g)) = trT"(g) trI"(g) = x"(9)x"(9) -
3. Auch fiir irreduzible I'* und I'” ist die Produktdarstellung i.A. reduzibel,

ML= a™ mit Y axdy=d.d,,
) A

wobei dy die Dimension von I'* ist, und die a, folgen aus Abschnitt 2.6 zu
1 % 5
“= g D nexd XX

Fiir das Beispiel aus Abschnitt 2.3:
Irreduzible Darstellungen von Z,:

M'H=1=r%P) und TI?*I)=1, T*P)=-1.

Dort hatten wir auch
10 0 1
® — ® —
N O A
und I'® =TO@T® = YO(])=22=4, x®(P) = 0. Damit folgt (|Z,| = 2)

a)p =

(4-14+0-1)=2 und

=N =

ar=5(4-140-(-1) =2,

d.h. T® @ T® = 2I't @ 2T"? (wie dort explizit bestimmt).
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4. Allgemein kann also W = U ® V in eine direkte Summe von (unter () invarianten,
irreduziblen Unterrdumen W zerlegt werden, mit dim(W)) = d,. Der Index o =
1,...,a, unterscheidet die verschiedenen Unterrdume, die zur selben irreduziblen
Darstellung gehoren, d.h. 3 U, so dass

[r”]

U-ireery = r

Vv Vv
a1 Blocke a) Blocke

U ist also eine Basistransformation von der Produktbasis {wy} zu einer neuen Basis
{w),}, in der die Darstellungsmatrizen blockdiagonal sind. Dabei nummeriert ¢ =
1,...,dy die Basisvektoren von W2 durch.

Wihlen wir auf beiden Seiten ON-Basen, so ist U unitér.
Jetzt kommt nur noch viel evt. verwirrende aber niitzliche Notation.
Mit k£ = (4,7) und in Dirac-Notation, schreibt man

wae) = Y lwig) (i G ) A 6). ()

- ~~
v

Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind die Matrixelemente von U, mit
e (i,j) = Zeilenindex (alte Basis),
e (o, \,0) = Spaltenindex (neue Basis),
e (u,v) = fest. (Damit man weift, welches Produkt zerlegt wurde.)
Die Umkehrung von (k) ist

|wij> = Z |wé\zé> <a> A, E(:ua V)i7j> )

al

(das definiert (o, A, £(p, v)i, 7))
und da U unitér ist, gilt (a, A\, €(p, )i, 5) = (i, (@, v)a, A, £)*
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e Die CG-Koeffizienten erfiillen die Orthonormalitéts- und Vollsténdigkeitsbeziehungen
Z<i/7 jl<,u7 V)Oé, )‘7 £> <Oé, )‘7 6(/*67 V)ia j) = 5i/i5j'j und

a\l
Z(a/a >‘/7 f,(,Lba I/)Z,]><'l, j(uv V)O[, )‘7 E) = 504’045>\’>\5€’f 5
ij
in Matrixschreibweise UTU = 1 = UUT.

o Weitere Vereinfachung der Notation:

— |4,7) == |wi;) und |a, A, ) == |w),)

— Einsteinsche Summenkonvention (Summation iiber wiederholte Indizes)

= (63w, v)a, A 0) = (i, jlos, A )
e Damit gilt

I (g)li, ) = |7, 3T (9)el"(9);  und
FM@V(Q)laa )‘a E) = |a7 )‘a €/>1—‘>\(g)f’€ .
Es folgt
<O/7 )‘,7 £,|FM®V(9) |OZ, )‘7 £> = <O/a >\/a Ellaa )‘a EH>F)\(9)€’€” = 5()/045)\’)\51’1”1—‘)\(9)[’["

= 5a/a5)\’)\r>\(g>é’€
5 (o, X, 011" (g)]i, j) (i, jlo, A, €)

= <O/7 )‘17 gl‘ilv j/>]‘_w(g>l'/iry(g>]"j <27 j|0[, >\7 £>
als Beziehung zwischen den Elementen der Darstellungsmatrizen in der alten und
neuen Basis.
Beispiel:
In der Quantenmechanik wird ein Spin--Teilchen durch einen Vektor in C? beschrie-
ben. Die Basisvektoren

transformieren sich unter einer zweidimensionalen Darstellung von SU(2), nimlich
I'*(g) = g V g € SU(2). Betrachte 2 Spin-3-Teilchen: C? ® C? = C*, aufgespannt
durch die Produktbasis

m=neln, TH =" ell), U =1heln, L =1hell),
transformiert sich unter ['>*®2. Definiere eine neue Basis durch

_ T =1 - _TH+ID T

In den Ubungen zeigen wir:
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— 10, 0) transformiert sich unter der Spin-0-Darstellung von SU(2) (eindimensional
— triviale Darstellung), und

— die |1, m), m = —1,0, 1, transformieren sich unter der Spin-1-Darstellung (drei-
dimensional) von SU(2).

Clebsch-Gordan-Koeffizienten:

[t iwn 1
0 | 0 & -5 0
(1,1 | 1 0 0
(Lo {0 5 5 0
(1,=1] 0 0 0 1

d.h. z.B. (1,01]) = Z.

Allgemein nummeriert man die unitéren irreduziblen Darstellungen von SU(2) in der
Quantenmechanik durch die Spinquantenzahl s € %NO — die zugehorige Darstellung
hat dann Dimension 2s + 1.
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3 Anwendungen in der Quantenmechanik

Im Folgenden zeigen wir, welche Konsequenzen die Orthogonalititsbeziehungen fiir irredu-
zible Darstellungen fiir die Entartungen quantenmechanischer Energie-Niveaus haben.

3.1 Entwicklung in irreduzible Basisfunktionen

In der Quantenmechanik (QM) betrachtet man Vektorrdume (Hilbertrdume) der Art V' =
L*(R?) @ C", d.h. C"-wertige quadratintegrable Funktionen in d Variablen, z.B. d = 3
und n = 2s + 1 fiir ein Teilchen mit Spin s, das sich im dreidimensionalen Raum bewegt
(# € R?: Position des Teilchens).

Skalarprodukt: ¥, ¢ € L?(R%) @ C",
W) =3 [ tnle) pule) e
m=1

Ein Operator A : V — V heifst unitdr, wenn er Skalarprodukte invariant lasst, d.h.

(AY[Ap) = (le) YV, peV.

Lemma 8. Sei G eine Gruppe linearer, unitirer Operatoren, A € G,** und seien ¥, . .. Uy,
Funktionen, die sich in der unitaren, irreduziblen Darstellung TV (G) transformieren (mit

dim(I%) = d, ), d.h.

dy
Ag =Y 5T (A)sa (+)
B=1
Analog sollen sich die Funktionen gp‘l’,, .. .,gogl/ wn der unitdren, irreduziblen Darstellung

I'Y'(G) transformieren. (Die Yy und gog,, haben also spezielle Symmetrieeigenschaften be-
ziiglich der Gruppe. Falls v # V', haben ¥, und gog/, verschiedene Symmetrieeigenschaften.)
Dann gilt

<¢Z“Pg/> = C o Oaas (+)

wobei C' nicht von « abhdngt (aber i.A. von v). Insbesondere sind Funktionen mit verschie-
denen Symmetrieeigenschaften orthogonal zueinander.

M Alternativ: Betrachte die Operatoren A als unitire Darstellung einer Gruppe G auf V.
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Bewelis:

v (Ay”|A
(¥lek) |G|Z Yl Ag)

AeG
dul
1G] Z<Z”’5 (Al D¢ F"’<A>ﬁ/a,>
AeG =1
ﬁzﬁjl(zl;@” T (A (W5l5)
! €

J/

-~

= 250,055/ 600r (Satz 6)

1
= 5 Oaser d—E (V5les)
v B

=C (unabhingig von «)

0

Bemerkungen:

1. Damit kann nun eine beliebige Funktion ¢y € V" als Linearkombination der Funktionen
mit speziellen Symmetrieeigenschaften (= invariante Basisfunktionen) geschrieben
werden, denn

(i) Betrachte den invarianten Unterraum U C V, der durch die Bilder von ¢ unter
Anwendung aller A € G aufgespannt wird, d.h.

U=span({p|JA € G:p = A}).
U ist offensichtlich invariant unter GG, und ¢ € U.

(ii) Zerlege nun U in invariante Unterrdume (diese tragen irreduzible Darstellungen
von G), und entwickle ¢ in Basen der invarianten Unterrdume.
Welche irreduziblen Darstellungen und damit welche Basisfunktionen dabei auftreten
hingt von 1 ab.

2. Beziehungen wie (+) werden auch Auswahlregeln genannt. Eine Auswahlregel legt
fest, welche Uberginge nicht stattfinden konnen, da das Ubergangsmatrixelement,
bereits aus Symmetriegriinden verschwindet.

3.2 Invarianz des Hamilton-Operators und Entartungen

Eine besondere Rolle spielt der Hamilton-Operator H : V' — V eines quantenmechanischen
Systems, z.B. sind seine Eigenwerte die mdglichen Energieniveaus, in denen sich das System
befinden kann.

e Sei H der Hamilton-Operator eines quantenmechanischen Systems und A ein unitérer

Operator. Falls
AH =HA,
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so sagen wir A vertauscht mit dem Hamiltonoperator bzw. A ldsst H invariant.

Die Menge aller Symmetrieoperationen (realisiert durch unitire Operatoren A;) die
H invariant lassen (d.h. AH = HA), bildet eine Gruppe G, die Symmetriegruppe von
H, denn

AlH:HAl, AQH:HAQ
= (AlAQ)H = AlAQH = AlHAQ = HA1A2 = H(AlAQ) .

Nun sei A € G und |¢) ein Eigenzustand von H mit Energie F
Hly) = Elp)
= H(Al)) = AH[Y) = E(A[Y)) ()
d.h. A1) ist auch ein Eigenzustand von H mit Energie E.

Falls E nicht entartet ist, so ist Aly) o< |[¢).

Ist £ m-fach entartet, so ist A|¢)) eine Linearkombination der Zusténde |¢1), ..., [tn)
mit Energie F.

In beiden Fillen ist der Raum S = span(|¢4), ..., |¢y,)) invariant unter der Symme-
triegruppe von H.

= Die entarteten Zusténde [i1), ..., |ty,) transformieren sich unter einer Darstellung
von G,

Diese Darstellung kann im Pr1n21p reduzibel oder irreduzibel sein, ist aber im typi-
scherweise irreduzibel:

(i) Alle Zustande, die sich in derselben irreduziblen Darstellung von G transformie-
ren, miissen dieselbe Energie haben, denn

Hly;) = Ejlv))
Z H(AlY;)) = Ej(Aly)
7 H(Alp;)) = T(A) k]HW)k ZP ki Ejle) = E;(Alt;))
k fEkllﬂk) (mit T irreduzibel)
= [(A)Er =T(A)g;E; (keine Summen iiber j oder k)
Nun definiere eine m x m Diagonalmatrix F = diag(FE1, ..., E,)
[T(A)Elkj = D(A)reEey = T(A)i; E;
[ET(A)]kj = Epel'(A)ej = Exl'(A)gy = T'(A)r; Ex
= T(AE=ET(A) Vj,
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d.h. laut 1. Schurschem Lemma (Satz 4) ist E proportional zu 1,, = alle Ej
sind gleich.

(ii) Falls T" reduzibel ist und |¢;) und [¢%) sich in verschiedenen irreduziblen Dar-
stellungen transformieren,

() o) -
o () e

so ist I'(A)y; = 0 fiir alle A und wir konnen nicht £, = E; schluffolgern, d.h. es
gibt keinen Grund, warum [¢;) und |¢;) entartet sein sollten!

(iii) Falls Zusténde, die zu verschiedenen irred. Darstellungen gehoren, trotzdem
dieselbe Energie haben, spricht man von “zufilliger Entartung”. Diese kann zwei
Griinde haben:

1. “fine-tuning” eines Parameters in H (hochst unwahrscheinlich).

2. Man hat die volle Symmetriegruppe noch nicht gefunden (also das Problem
noch nicht vollstindig verstanden).

e Wir lernen daraus:

— Die entarteten Zustdnde zu einer bestimmten Energie transformieren sich in
einer irreduziblen Darstellung der Symmetriegruppe von H (kénnen also mit
Hilfe der irreduziblen Darstellungen klassifiziert werden).

— Angzahl der entarteten Zustinde = Dimension der irreduziblen Darstellung

Beispiel: Wasserstoff-Atom
Zuniichst Elektron-Spin vernachlissigt (d.h. ohne Spin-Bahn Kopplung), V = L?(R3),

h? e?

wobei r = |7|, T € R3.

e Die Eigenzustinde sind charakterisiert durch Quantenzahlen (QZ)
- n=1,2,... (Haupt-QZ),
— (=0,...,n—1 (Drehimpuls-QZ) und
— m=—/{,...,¢ (Richtungs-QZ / z-Komponente des Drehimpulses),

(T) = Re(r)Yem (0, 0) -
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e Der Hamilton-Operator fiir ein Zentralkraftproblem, also V(%) = f(|Z|) in 3 Dimen-

3.3

sionen ist invariant unter O(3). Die zusténde fiir festes ¢ (und n) transformieren sich
unter einer (2¢ + 1)-dim. irreduziblen Darstellung von O(3) (klassifizieren wir spiter
noch), d.h. die Energie héngt nicht von m ab = (2¢ + 1)-fache Entartung.

Beobachtung: Die Energie hingt aber auch nicht von ¢ ab (“zuféllige Entartung”)
n—1

= n’-fache Entartung, denn > (2 + 1) = n?%
=0

Erklirung: Die Symmetriegruppe ist grofer als bisher angenommen: Fiir f(r) o
1 (Coulomb-Potential) ist H sogar invariant unter O(4) (H kommutiert mit dem
Runge-Lenz Vektor) = Energie hingt nicht von ¢ ab, und die n*-fache Entartung,
entspricht den Dimensionen der irreduziblen Darstellungen von O(4).

Storungstheorie und Aufhebung der Entartung

Typisches Problem:
H=H,+H',
mit Hy “losbar” und H' “kleine Stérung”
Die Symmetriegruppe von Hj sei GG. Dann gibt es zwei Félle:

1. H’ ist auch invariant unter G.
2. H' ist nur invariant unter einer Untergruppe B C G.

Im Fall 1 fithrt die Stérung H' nicht zu einer Auspaltung der entarteten Zustinde
von H,.

Fall 2. fiihrt zu einer Aufspaltung:
— Die exakten Zustédnde von H transformieren sich in irreduziblen Darstellungen

von B.

— Die entarteten Zustinde von H, transformieren sich in irreduziblen Darstellun-
gen von G.

— Dabei bilden die Matrizen, die den Elementen von B entsprechen, eine Darstel-
lung I'(B) von B, diese ist i.A. reduzibel, d.h.

I'(B) = Z a;,T'(B)  mit  dim(IY) =d;.

jo=1

— Zustinde, die sich unter einer irreduziblen Darstellung von B transformieren,
sind weiterhin entartet. Zustinde, die sich unter unterschiedlichen irreduziblen
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Darstellungen von B transformieren, gehoren i.A. zu unterschiedlichen Energi-
en, d.h. die bisher entarteten Niveaus spalten auf:
= ), a; neue Energieniveaus

a1 davon sind jeweils d;-fach entartet,

as davon sind jeweils do-fach entartet, usw.

Beispiele:

1. Wasserstoff-Atom wie in Abschnitt 3.2
Fiigt man ein kleines radialsymmetrisches Potential V(r) (aber nicht +) hinzu, so
wird die O(4)-Symmetrie zu O(3) gebrochen und jedes Energieniveau in n Niveaus
mit, verschiedenen Werten von ¢ aufgespalten.

=2

_ 9 - (=1
n=3 e =0
4 (=1

n=2 PR S )
" (=0

Jedes der neuen Niveaus ist (2¢41)-fach entartet, da H' immer noch O(3) Symmetrie
hat.

2. Feinstruktur im Wasserstoff-Atom

e Beriicksichtige den Spin des Elektrons: Statt L?(R?). betrachte nun L?(R?)® C?

e Zwischenschritt: Betrachte den gleichen Hamiltonoperator wie oben (genauer
H — H ®15). Zustéinde, die sich bisher unter T'?*1(0O(3)) transformiert haben,
transformieren sich nun unter I'**! @ I'2.

e Addiere nun die Stérung H’, die u.a. aus Spin-abhéngigen Termen (Spin-Bahn-
Kopplung) besteht, aber immer noch invariant unter O(3) ist. Mit

F2l+1 ® F2 — F2l D F2l+2

liefert dies Zustédnde, die sich unter einem der beiden Summanden transformie-
ren. Man nennt j = [ & 3 die Gesamtdrehimpuls-QZ,

20+ 2

2j+1:2(li§)+1:{ ol

49



Zum Beispiel firn=2,1=0,1:

1—\1®1—\2 @ P3®F2 _ FZ@FQ @F4
—— —— ———

s-Orbital, =0  p-Orbital, I=1 immer noch zufillig entartet,
Symmetriegruppe immer noch
grofer als O(3)

T~ 2P3/2

N 25172, %P1 s

Feinstruktur
(Spin-Bahn-Kopplung u.a)
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4 Entwicklung in irreduzible Basisvektoren

4.1 Projektionsoperatoren auf irreduzible Basen

Wir greifen Bemerkung 1 nach Lemma 8 auf: Sei U(G) eine Darstellung (z.B. durch uni-
tire Operatoren) auf V' und seien ef,... e} € V Funktionen, die sich in der unitéren,
irreduziblen Darstellung I'(G) transformieren (mit dim(I'V) = d,). Geméf Bemerkung 1
nach Lemma 8 kénnen wir jedes v € V' in solche Basisvektoren entwickeln, d.h.

du
LI LS

po p=1

mit Entwicklungskoeffizienten cj; € C. Es gilt also
> Z chebT"(9)as
und mit Satz 6 folgt

|G|Zr“ wp)" <g>¢:zzﬁ;cg |G|Zr“ o) TH(g)ap = iyl
B,

geG geG

=61 Oet O3

pp' Yoo

Halte ¢/ und ' fest und wende nacheinander

ZFM /5/ (), O/Zl,...,dul,

geG

IGI

auf ¢ an: Liefert entweder immer Null (falls c‘ﬁ‘: = 0) oder nacheinander d,, Basisfunktionen,
die sich unter I'*(G) transformieren (falls cg: #0).

Dies motiviert, die folgende Definition.

Definition: (Verallgemeinerte Projektionsoperatoren)
Sei G eine Gruppe, U(G) eine Darstellung, I'*(G) eine irreduzible Darstellung, dimI'* = d,,.
Wir nennen

Phi= g ) Lo

geG

verallgemeinerte Projektionsoperatoren.

Bemerkung: Im Folgenden sei I' stets unitér, d.h.

[C*(9) e = [P*(9) ik = (T*(g)k)*  (vegl. mit oben).
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Satz 9. (Eigenschaften der P},) Mit obigen Definitionen gilt:

(1) Fir festes ¢ € V sowie feste p und j sind die d,, Vektoren P WU, k=1,...,d,,
entweder alle Null, oder sie tmnsformzeren sich in der zrreduzzblen Darstellung F“

Kurz: U(g)Plj, = Z PiT (g
(“) Pﬁpﬁc = 5uv5jkpzz‘
(iii) Py = Py ist Projektionsoperator auf span(ey).

(iv) P* .= Z P“ st Projektionsoperator auf den invarianten Unterraum U,
j (aufgespannt durch die e, j =1,...,d,).

(v) Z pPr=1 falls V wollstindig reduzibel (nehmen wir hier immer an)

(vi) U(g ZZF“ ki P (Umkehrung der Definition)

w5k

Bewelis:

(i) s.o.

(ii) Zunachst: Wirkung verallgemeinerter Projektionsoperatoren auf irreduzible Basis,

jz‘ k |G| Z PM z] Z Z PM z] V )Kk 6?

geG geG

J/

-~

=0uv8i00k

= 5ﬂV5jk‘ 6? . (*)
Mit ¢ € V beliebig gilt wegen (i): Die ¢} := P} 1 transformieren sich unter I',

= Pﬁpﬂw Pﬁ ‘Pk 5#V51k @ = 0k ¢ = OOk Pyt

(iii)
P]#P];/ == P]l;P]:k (1:1) 5ﬂV5jk P]!; - 5#V5jk P]'u

(iv)
PrPY = Z P“P” = Z 8Os Pl = O Z Pl=56,, P"

DL 3 T 35 SN
u weoog BeooJ

fiir beliebige v und k = >° P' =1
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(vi) Mit i) € V beliebig gilt wegen (i): Die ¢}, := P}, transformieren sich unter I'*,

D RUOAED B RUONEES BB

woogk wo gk

=U(g) ZZPW =U(g) ¥

Beispiele:
1. Reduzierung des Raumes S = span(¢y, ¢2, ¢3) aus Abschnitt 2.4.1

(invariant unter D3 = S3)

e S3 hat zwei 1-dim. und eine 2-dim. irreduzible Darstellung (T'', T2, T'3).

e Die verallgemeinerten Projektionsoperatoren sind

1
Plll = 6<OI+OC+OC’+OU1 _'_002_'_003) )
1
P121 = 6(01+O(j+00—001 — 04y, — Oyy)
1 1 1 1 1
P131 = g (OI - 500 - 506’ - 001 + 5002 + 5003) )
1 3 3

—_

3 2 2

1
3

P} == (?OC — EO@ — EO@ + ?OO—B) und

3 _
P22_

1 1 1 1
(OI - 500 - 500 + Oy, — 5002 - 5003) .

e Angewandt auf einen Vektor in S, z.B. ¢ (siehe Abschnitt 2.4.1 fiir die Wirkung
der O4-Operatoren auf ¢;):

—pu=1:
P111<Z51:%(¢1+¢2+¢3+¢1+¢3+¢2):%(¢1+¢2+¢3),

invariant unter D3 und transformiert sich in der trivialen Darstellung I'!.

—pu=2:
1
Pii¢n :6(¢1+¢2+¢3—¢1—¢3—¢2)=0,
musste Null sein, denn I'? ist in der 3-dim. Darstellung I'® nicht enthalten.
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— p =3 : zundchst j =1,
1 1 1 1 1
191 3 <¢1 2¢2 2¢3 o1+ 2¢3 + 2¢2> :

V3

Phor = G (—¢2+ ¢35 — P33+ ¢2) =0 (ist eine Null, so auch die andere)
nun j = 2,
V3
Py = (2 — @3 — 3 + P2) X P2 — @3,

6
1 1 1 1 1
Pzgzﬁbl:g<¢1—§¢2—§¢3+¢1—§¢3—§¢2> X 201 — P2 — 3.

Die letzten beiden Funktionen transformieren sich unter I'S.

Dies war die Basistransformation aus Abschnitt 2.4.1.
2. Reduzierung einer Produktdarstellung
e Sei I'*®” eine Produktdarstellung von G auf V, ® V,, i.A. ist [#®" = 3~ T\,
2D

Wie findet man die irreduziblen Unterrdume von V,, ® V,,7

e Beginne mit einer Produktbasis |k, () = |e) ® |e/) und wende die verallgemei-
nerten Projektionsoperatoren P]); auf diese an.

e Fiir festes A, 7, k, £ sind die d, Vektoren
Pk, ), i=1,....dy,

entweder alle Null, oder sie spannen einen irreduziblen Unterraum auf.
e Indem man A, j, k, ¢ variiert, kann man alle irreduziblen Unterrdume finden.

e Ubungen: Reduzierung von I'3®3(S3) (dim I'* = 2).
Zusammenfassung:

e Zerlege den Raum V in irreduzible Unterrdume, V = Z %
oD
( 1 bezeichnet die irreduzible Darstellung,
« zahlt durch, wie oft die Darstellung p vorkommt).

e Wihle in V die Basis |o, p1, 1), jeweils i = 1,...,d,,.

Dann gilt
Plla,v, k) = |a, p, k)
Plla,v, k) = |a, i, 1)0,,0; und

le;‘()é v, k> - |O‘7 iy i>(5/1,u(5jk7 .

54



4.2 Irreduzible Operatoren und das Wigner-Eckart-Theorem

Definition: (Irreduzible Operatoren)

Sei G eine Gruppe, U(G) eine Darstellung und I'*(G) eine unitére, irreduzible Darstellung,
dimI'* = d,,. Eine Menge linearer Operatoren {O} : ¢ =1,...,d,}, die sich unter G wie
folgt transformieren,

U(g)0LU(g ZO’T 9;i

heiffen irreduzible Operatoren zur Darstellung i (auch irreduzible Tensoren oder Tensor-
operatoren).

Bemerkungen:

1. Die Definition ist sinnvoll, denn

U(gh)OfU(gh)™" = U(g)U(R)O;U(h)""U(g) " = U(g) Z OFT"(h);:U(g)™"

J
=) OLT*(g)iT*(h);i = Y OkT*(gh)i
7.k

k

2. Spezialfall: Ist I'* die triviale Darstellung, so vertauschen die Operaratoren O mit
U(g), vgl. Abschnitt 3.2.

3. Sind Of, i = 1,...,d,, irreduzible Operatoren und |e}), j = 1,...,d,, irreduzible

Basisvektoren, so transformieren sich die Vektoren Oj'|e¥) in der Produktdarstellung
#®v denn

U(9)07le) = U(g)0;U(g )‘1U( )les)

_ZO“|€Z kil (9)ej -

Diese Produktdarstellung kénnen wir reduzieren (vgl. Abschnitt 2.8) und die Vekto-
ren Of|e¥) in die irreduzible Basis {|w),)} entwickeln,

Of|6]y> = Z |w2€><aa Aaf(”a V)Zaj>

aXl
Daraus folgt. ..
Satz 10. (Wigner-Eckart-Theorem)
Seien O} irreduzible Operatoren und |e¥) irreduzible Vektoren (s.o.), dann gilt

(e2108]ef) = Y (e A b, )iy ) (AO¥[[1)a

«

mit dem reduzierten Matrizelement ((J?'g(ﬂnf/?'('/z gar kein Matrizelement)

AOH[V)a - d Z 6k|wak
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Bewelis:

(€210f1es) = Y (e lwh,) (o, pmlp, )i, j)

(+)
o, p,m

Aus dem Beweis von Lemma 8 (Abschnitt 3.1) wissen wir
1
(t10t) = G - S
und damit folgt

|OM|6 Z Z ek|wak a, )‘ E(uv )'L j)

— ([0}

O
Bemerkungen

1. Das reduzierte Matrixelement héngt nicht von ¢, j oder £ ab. Es scheint so, also ob es
auch nicht von den Operatoren O, und den Darstellungen p und v abhéingen wiirde,
aber die w), hiingen von O, ;1 und v ab, denn

span({w),}) = span({O!'e"})

2. In der Praxis sehr wichtig, da die vielen Matrixelemente (ME) links durch sehr we-
nige reduzierte ME rechts berechnet werden kénnen. In letzteren stecken die phy-
sikalischen Details des Problems. Alles anderere (CG-Koeffizienten) wird durch die
Darstellungstheorie bestimmt, ist also durch die Symmetrien des Problems bereits
festgelegt.

3. Bestimmung der reduzierten ME in der Praxis: Berechne so viele (geeignete) ME
auf der linken Seite, wie es reduzierte ME gibt (oft nur eins!) und betrachte das
Wigner-Eckart-Theorem als lineares Gleichungssystem fiir die reduzierten ME.

Beispiel: Zeitabhingige Storungstheorie

e Betrachte ein Atom im Zustand ¢ mit Energie Ey, unter der (zeitabhingigen) Stérung
O (z.B. elektromagnetische Welle). Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang in den
Zustand ¢ (mit Energie E) ist proportional zu

(O[]

Dabei wird Strahlung der Frequenz |E, — E4|/h absorbiert oder emittiert ~» experi-
mentell beobachtbar: Intensitit dieser Strahlung, proportional zu |{p|O])|%

e Ungestortes Problem rotationsinvariant: ¢ und ¢ sind jeweils Teil einer Basis, die
sich unter einer irreduziblen Darstellung von SO(3) transformiert: [2+! [2'+1,
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e Storung ebenfalls rotationsinvariant: O ist Element einer Menge irreduzibler Opera-
toren, transformiert sich z.B. unter I'* (Drehimpuls 1, Dipolstrahlung).

e Betrachte also (I', m'|O3 |, m) (weitere QZ nicht angegeben),

m=—l,.....,m'==U,....)I',/m" =-1,0,1.
e Es gilt (spiter): [3®@+) = T2-1 2+ g 243 h. keine a-Summe, nur ein redu-
ziertes ME,

(U, m'|Opll,m) = (I, (3,20 + 1), m) (V]| O

Fiir festes [, I’ sind damit die relativen Intensitéiten der (2 + 1)(20' + 1) theoretisch
moglichen Ubergéinge bereits durch die CG-Koeffizienten festgelegt (manche sind
sogar Null ~» Auswahlregel).

(Problem hier etwas vereinfacht, vgl. Wu-Ki Tung, Group Theory and Physics, World
Scientific, 1985, Abschnitte 4.3, 8.7 & 11.4.)

4.3 Linksideale und Idempotente

Mithilfe der verallgemeinerten Projektionsoperatoren konnen wir eine reduzible Darstellung

in irreduzible Darstellungen zerlegen. Dazu muss man aber die irreduziblen Darstellungen

bereits kennen. Bleibt die Frage: Wie kann man die irreduziblen Darstellungen konstruie-
?

ren’

Reduziere die regulidre Darstellung (sieche Abschnitt 2.7), denn diese enthélt alle irredu-
ziblen Darstellungen I'* (mit Multiplizitdten d, = dim(I'*)).

Zur Erinnerung:

e Darstellungsraum ist die Gruppenalgebra (oder Frobenius-Algebra)
A(G) = span(g1, ..., gn), n = |G| (Gruppenelemente wieder durchnummeriert).

e A(G)>r=>),ryg analog ¢ € A(G):

rq = Z 45 9:9; = Z T gk(Ai)quj :

4,J i,5,k

Definition: (Linksideal)
Ein Unterraum L C A(G), der invariant unter Linksmultiplikation ist, heifst Linksideal,
d.h.

qr € L Vge A G)undVrelL.

Ein Linksideal L heifst minimal, wenn es kein nichttriviales Linksideal KX C L enthélt.
Bemerkungen:

1. Analog definiert man Rechtsideale und beidseitige Ideale (benotigen wir hier aber
nicht).
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2. L ist Linksideal < L ist invarianter Unterraum, denn

“=” klar, denn G C A(G)
“<"mit r € Lund ¢ =3}, q;9; € A(G) gilt

qr:sz‘
j

3. Ebenso: L ist minimales Linksideal < L irreduzibler Unterraum

g;r € L (da Linearkombination von Elementen aus L).
(g

€L (da inv. Unterraum)

Idee: Finde die minimalen Linksideale und konstruiere daraus die irreduziblen Darstellun-
gen (durch Anwendung der Gruppenelemente auf die Basisvektoren der Linksideale).

Bezeichne in Folgenden den Projektionsoperator auf das minimale Linksideal L mit P,
d.h. PFA(G) = L*. (Wie immer nummeriert p die nicht dquivalenten Darstellungen, und
o = 1, C ,d/,.)

Eigenschaften von P#:

(i) Ptire LE VY r € A(Q)

(ii) wenn g € L#, dann Plq =q

(iii) P&‘Pﬁ” = 0 0ap Pl
und es folgt

(iv) Pfq=qPlVqe AG)

Beweis: Sei r € A(G) beliebig. Zerlege als r = Zg i mit 5 € LY, dann gilt:
qPlr = qP¥ Z Th = qrh und

«

7[8
Plqr=Plqy rh="FLY  arj

v, v,B ?17
B

= qrh. 0

Definiere weiter L* := )" L* und konstruiere zunichst den Projektionsoperator P* auf L*:
ad
Fiir jedes ¢ € A(G) existiert eine eindeutige Zerlegung

q:ZqM mit g, € L",
o

insbesondere fiir die Identitét,

I:Zeﬂ, e, € L".

I

¢=ql=q) e = ey
L

€L+ (daey € Ly)

Damit gilt,

d.h. g, = ge,, und wir erhalten:
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Lemma 11.
P# ist gegeben durch die Rechtsmultiplikation mit e, d.h. P*q = qe, ¥V q € A(G).

Bemerkungen:

1. P* ist offensichtlich ein linearer Operator.

2. Aus
e, =eu = eﬂZe,, = Zeﬂe,,
14 14
e v

eLw L
folgt e e, = d,.€, — vgl. Eigenschaft (iii).
3. Mit I = > e# funktioniert diese Herleitung ebenso Projektoren auf minimale Links-

Ly
ideale, definiert, durch
Plq = qel .

Definition: (Idempotente)
Elemente e, der Gruppenalgebra A(G), fiir die
ety = Ouney
gilt, heiflen Idempotente. Tritt rechts noch ein Faktor # 1 auf, so heiffen sie wesentlich
idempotent.
Bemerkungen:

1. Man sagt auch das Idempotent e, erzeugt das Linksideal L*, d.h.

Lt ={qe, : ¢ € A(G)}.

2. Ein Idempotent heifst primitiv, wenn es ein minimales Linksideal erzeugt. Ansonsten
kann es als Summe e; + e5 zweier Idempotente 0 # e; # ey # 0 geschrieben werden.

Satz 12.
Ein Idempotent e ist primitiv < Fiir jedes ¢ € A(G) 3 A\, € C: eqe = Age.

Bewelis:

“=": Sei L das von e erzeugte Linksideal.
Zu q € A(G) definiere die lineare Abbildung @ : A(G) — A(G) durch

Qr =rege firre A(G).

Dann gilt Qsr = srege = sQr Vs,r € A(G), und insbesondere Vr € L und Vs € G,
d.h. @ vertauscht mit der Darstellung von G auf L.

Ist e primitiv, so ist L minimal und nach dem 1. Schur’schen Lemma (Satz 4) ist @
ein Vielfaches der Identitdt auf L. Diese ist aber durch Rechtsmultiplikation mit e
gegeben, d.h. 3\, € C: eqge = A\ge.
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“&" Sei e = €1 + e; mit Idempotenten 0 # e # es # 0. Dann gilt einerseits
eere = (e1 +ez)er(er + e2) = ey,

und andererseits J\:
eeje = e

Das heilst
e =e; =e] =N\ = \e & M=),
aber A =0 & ruegp ZOQund A=1=e=¢€; = e =0 k zu ey # 0.
O
Satz 13.

Die von zwei primitiven Idempotenten e, und ey erzeugten Linksideale Ly und Lo tragen
dquivalente irreduzible Darstellungen T't und I'? genau dann, wenn eiqes # 0 fiir mindestens

ein ¢ € A(G).

Beweis:
“ Sei egqes = s # 0 fiir ein ¢ € A(G)
Definiere die lineare Abbildung S : A(G) — A(G) durch Sr = rs.
Offensichtlich gilt S : Ly — Lo, und da Se; = s # 0 ist S|, # 0.
Wieder folgt Srp = rps = rSp Vr,p € A(G), also insbesondere Vr € G und Vp € Ly,
d.h. ST*(r) = T'*(r)S, und nach dem 2. Schur’schen Lemma sind I'* und I'? iquivalent.

“=” Sind I'" und I'? dquivalent, so existiert eine lineare Abbildung S : L; — L, mit
ST(r) =T%(r)S Vr € G, bzw. Srp =rSp¥r € G und Vp € L;, und durch Linearitit
auch Vr € A(G).
Definiere s := Se; € Ly = s = ses.
Andererseits gilt s = Se; = Seje; = e1.Se; = €15 = egs€s.

Bemerkung:

Das primitive Idempotent .

1
€1 :@;gi

erzeugt das eindimensionale Linksideal L!, dessen Elemente invariant unter der Gruppe
sind, d.h. L! trigt die triviale Darstellung.

Beweis: L' = {re; : r € A(G)} mit
1 1
= () () - Sy S
J 7 J 7

1
= Z rj@ Z I (Umordnungstheorem)
k

J

=ce; mit c:E T,

J
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d.h. L' = span(e;), dim L' = 1, und damit minimal. Weiter gilt
c c
g-cer =1+~ 99i = — gk =ce1
a2 2

d.h. L' trigt die triviale Darstellung. O

Zusammenfassung:

e Die Gruppenalgebra A(G) kann in Linksideale L* zerlegt werden (u entspicht den
nichtdquivalenten irreduziblen Darstellungen der Gruppe).
e Die L# werden durch Rechtsmultiplikation mit den Idempotenten e, erzeugt, wobei
euey = Oye, und Z e, =e.
M
e Jedes L kann in d, minimale Linksideale L* (mit o =1,...,n,) zerlegt werden.

e Sie L* werden durch Rechtsmultiplikation mit den primitiven Idempotenten e/ er-
zeugt.

e Wenn man alle primitiven Idempotente gefunden hat, kann man daraus leicht alle
irred. Darstellungen einer Gruppe konstruieren.

e Ubungen: Reduzierung der reguliiren Darstellung von Cs.

e Im nichsten Kapitel benutzen wir diese Techniken, um alle irreduziblen Darstellungen
von S,, zu finden.

4.3.1 Dimensionen und Charaktere der irreduziblen Darstellungen

Satz 14. Sei G eine Gruppe mit Gruppenalgebra A(G), und sei

_ Linearkombination
Cp = E g g (ag € C )

’ der Gruppenelemente
geG

ein primitives Idempotent mit zugehiorigem minimalem Linksideal L* = A(G)e,, das die
irreduzible Darstellung T* trigt (Aim I = d,). Dann gilt fir h € G

|G| .
BB = tr TE(R) = E
x"(h) = trI'*(h) ne o= g

Dabei ist ¢ die Konjugationsklasse von h mit n. Flementen.

Bemerkung: d,, = x*(I) = |G|a;".

Beweis:
Definiere die lineare Abbildung

An AG) 31— hlre,.
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(i) Die Spur von Ay, ist der Charakter von h™!:
Wiihle eine Basis {r1,...,7g} von A wobei {ry,...,74,} eine Basis von L* sei. Dann
enthalt
Ah'f’j = hil'r’jeu

keine Anteile proportional zu 7, mit & > d,,, d.h. jetzt j < d,,
dy
Aprj=h""rje, =h7lr; = Z'r’kF“(h’l)kj
k=1

und damit
tr Ay = x"(h™") = x(h)*
(wihle 0.B.d.A. T'* unitér, alle anderen dquivalent).

(ii) Wahle nun die Gruppenelemente g € G als Basis fiir A(G). Dann gilt

Ang = htge, = ay h~tgq'
hg gen =Y ag h™'gg
g'eG ?
=g < g'=g~thg

= a4-1p4 g + Terme nicht proportional zu g,

und damit

G
tr Ay = Zag‘lhg = Zag/‘Gﬂ = ‘nc| Zag’ )

geG g'€c g'Ec
wobei G die Standgruppe von ¢’ ist und laut Bahnformel (UA 6) gilt n.- |G| = |G].
Aus (i) und (ii) folgt die Behauptung. O
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5 Darstellungen der symmetrischen Gruppe und
Young-Diagramme

Die Darstellungstheorie von .S, ist die Grundlage fiir die Analyse vieler anderer Gruppen:

e Endliche Gruppen der Ordnung n sind isomorph zu Untergruppen von S,, (Satz 1).

e Die primitiven Idempotente von S,, werden zur Konstruktion der irreduziblen Dar-
stellungen der klassischen Lie-Gruppen, wie z.B. U(m), O(m) oder SU(m), benutzt.

e Betrachtet man Systeme identischer Teilchen, so ist S,, immer ein Faktor der Symme-
triegruppe des Hamiltonoperators H, d.h. die Eigenzustinde von H transformieren
sich in irreduziblen Darstellungen von .5,,.

5.1 Eindimensionale und assoziierte Darstellungen von S,

Die alternierende Gruppe A, ist Gruppe der geraden Permutationen von n Objekten (d.h.
Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen). A, ist eine invariante Untergruppe
von S, mit Faktorgruppe S,, /A, = Z,.

= S, hat zwei eindimensionale Darstellungen, die von den Darstellungen von Z, induziert
werden (vgl. UA 9 & 17):
I*(p) =1 VpeS, (triviale Darstellung) und

a 1 fiir gerade
[%(p) = sgn(p) := { e

—1 fiir ungerade p

sgn(p) heikt Vorzeichen oder Paritét der Permutation p.
Spéter: Weitere eindimensionale Darstellungen gibt es nicht (siehe Abschnitt 5.5)

Alternative Herleitung von I'* und I'* durch:

Lemma 15. Der Symmetrisierer s = pr und der Antisymmetrisierer a = Zp sgn(p)p
von S, sind wesentlich idempotent und primitiv.

Beweis: Ubungen.
Bemerkungen:

1. Fiir alle p € S,, gilt

spa = 86 = Z sgn(r)qr = Z sgn(q)z sgn(qr)qr = a Z sgn(q) =0.

Umordnungssatz: sp = s = a (Umordnungssatz)
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= s und a erzeugen nichtiquivalente irreduzible Darstellungen von S,, mit Basisvek-

toren {ps} und {pa} (p € S,).
2. Fiir alle ¢ € S, gilt:

qgps =s=ps und
gpa="Y_sgn(r)qpr = sgn(qp) > sgn(qpr)gpr = sgn(q) sgn(p)a = sgn(q)pa, .

s s
(. /
~~

=a

= Beide Darstellungen sind eindimensional, mit Matrixelementen 1 bzw. sgn(p).

Definition: (Assoziierte Darstellungen) o
Ist I'* eine Darstellung von S,, mit Dimension dy, so heifen I'* und I'* := I'*®I"® zueinander
assoziierte Darstellungen.

Bemerkungen:
1. dim(T™) = d,

2. TX ist irreduzibel < T ist irreduzibel, denn

Dp) =sen(®)p) = D_®IP=>_ X'®P

(= n! falls irreduzibel).
3. Falls x*(p) = 0 fiir alle ungeraden p, so sind I'* und T* #quivalent (denn dann sind

alle Charaktere gleich, vgl. Abschnitt 2.6), und I'* heiRt selbst-assoziiert. Ansonsten
sind sie nichtdquivalent.

4. T und I'"® sind zueinander assoziiert.

Der folgende Satz ist fiir Anwendungen auf Systeme von Bosonen und Fermionen wichtig.

Satz 16. Seien I'* und T'* irreduzible Darstellungen von S,. Dann gilt

(i) TA @ T* enthdlt T genau einmal (gar nicht),
falls T* und T* dquivalent (nichtiquivalent) sind.

(ii) T* @ T* enthdilt T® genau einmal (gar nicht),
falls T und T* assoziiert (nicht assoziiert) sind.

Beweis:
Zunidchst: Wir betrachten nur unitdre Darstellungen von S,
(alle anderen sind dquivalent, vgl. Satz 3)
= Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen sind reell, denn

p~!ist in derselben Konjugationsklasse wie p = x(p) = x(p~!) = X*(p)

Darst. ist unitér
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(i) ' sei in I'*** g, mal enthalten

1 1 falls T* und I'* aquwalent
>\®u N A " —
as ,Zx () =—> ') x"() = {0 sonst
(O k
(i) '™ sei in FA‘X‘“ a, mal enthalten
ay X (p sgn(p p
ol ZX o Zg_,_ ¥ (p)
_Sgn( ) X (p)=x*(p)*
_J1 falls I und T* &quivalent, d.h. falls T* und I'* assoziiert
10 sonst '

5.2 Young-Diagramme & Young-Tableaux

Definition: (Zerlegung)
Eine Zerlegung A\ = (A1, Ao, ..., A.) einer natiirlichen Zahl n ist eine Folge positiver ganzer
Zahlen, fiir die gilt

i=1
(i) Wir sagen zwei Zerlegungen A und g sind gleich, wenn \; = p; fiir alle 4.

(ii) Wir sagen A > u (A < p), wenn die erste nichtverschwindende Zahl in der Folge
i — j1; positiv (negativ) ist.

Eine Zerlegung wird graphisch durch ein sogenanntes Young-Diagramm dargestellt:

e n Felder, angeordnet in r Zeilen,
e dabei enthélt die i-te Zeile \; Felder.

Beispiele:
1. Fiir n = 3 gibt es 3 verschiedene Zerlegungen:
(3) (2,1) (1,1,1)

EEE @

2. Fiir n = 4 gibt es 5 verschiedene Zerlegungen:
(4) (3,1) (22) (211 (LL11)

TT T o u
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Jede Zerlegung von n entspricht einer Konjugationsklasse von S,, und umgekehrt:

e Jede Klasse entspricht, einer bestimmten Zykelstruktur (vgl. UA 25).
e Die i-te Zeile des Diagramms interpretieren wir als \;-Zykel.
e Jede der Zahlen 1,2,...,n kommt in genau einem der Zykel vor: > . \; = n.

= Die Anzahl der Young-Diagramme fiir n ist gleich der Anzahl der Konjugationsklassen
von S, und damit gleich der Anzahl der nichtdquivalenten irreduziblen Darstellungen
von S,,.

Beispiel: Fiir Sj ist
{I}: 3 1-Zykel, d.h. (1,1,1)
{(12),(13),(23)} : 1 2-Zykel, 1 1-Zykel, d.h. (2,1)
{(123),(132)} : 1 3-Zykel, d.h. (3)

Weitere Definitionen:

e Ein Young-Tableau ist ein Young-Diagramm, in dem in jedem der n Felder genau

eine der Zahlen 1,... n steht.
Beispiele:
g 41 oder g le
e In einem normalen Young-Tableau stehen die Zahlen 1,... n in aufsteigender Rei-
henfolge, erst von links nach rechts, dann von oben nach unten.
Beispiele:
i 2[3] oder il% Z

Fiir jedes Young-Diagramm gibt es genau ein normales Young-Tableau.

e In einem Standard-Young-Tableau stehen die Zahlen aufsteigend (aber nicht unbe-
dingt in Reihenfolge) in den Zeilen und Spalten.

Beispiele:

112]4] 13
3 oder 514

e Das normale Young-Tableau zur Zerlegung A bezeichnen wir mit ©,.

e Ein beliebiges Tableau erhilt man aus ©, durch eine Permutation p der n Zahlen in
den Feldern:
p_
T P _ QP
Damit gilt ¢©% = ©7}".
Bemerkung: Die Bezeichnungen sind in der Literatur uneinheitlich, z.B. Young Dia-
gramm, Young-Graph, Young-Tableau, Young-Schema oder Young-Rahmen.
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5.3 Symmetrisierer und Antisymmetrisierer von Young-Tableaux

Wir werden sehen, dass man fiir jedes Young-Tableau ein primitives Idempotent definieren
kann, das ein minimales Linksideal in A(S,) und damit eine irreduzible Darstellung von
S, erzeugt.

Definitionen: Sei ©% ein Young-Tableau.

Eine horizontale Permutation hY permutiert nur Zahlen in den Zeilen von ©%.
Eine vertikale Permutation v} permutiert nur Zahlen in den Spalten von ©%.
Weiter definieren wir

den Symmetrisierer sh = E I
e
den Antisymmetrisierer ay = E sgn(vy) v} und
{3}
den Young-Operator & — b — Z Z sen(o?) 12 o?
(oder irreduziblen Symmetrisierer) - -
{h>\} {U)\}

(Manche Biicher definieren e = as statt e = sa. Das ist zwar Konventionssache, liefert aber
in Rechnungen andere Zwischenergebnisse!)

Beipiel: Standard-Tableaux von S3
e O = t Allepsind h: sy =) p=s (Symmetrisierer von S3)

Nur [isteinov: a; =1
er =8l =s

e Oy = 1 2|: Die h sind I und (12) : sy = I + (12)

== Die v sind [ und (13) : as =1 — (13)
€9 = Sol9 = 1 + (12) — (13) - (132)

1]
° @gzz: nur [ istein h: s3=1

3] Allepsind v: az =} sgn(p)p = a (Antisymmetrisierer von S3)
es=1la=a

3] : Die h sind I und (13) : s =171+ (13)
— Die v sind I und (12) : aggg) =1-(12)
e = e = 1 — (12) + (13) — (123)

. 0P —

Beobachtungen: Dieses Beispiel enthilt bereits die meisten wichtigen Aspekte.
(p wird im folgenden weggelassen, um die Notation zu vereinfachen)

1. Fiir jedes Tableau ©, bilden die horizontalen und vertikalen Permutationen jeweils
eine Untergruppe von S,,.
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. sy und ay sind (totale) Symmetrisierer und Antisymmetrisierer der jeweiligen Unter-
gruppe, denn

syhy = hysy = sy und a)vy = vyay = sgn(vy)ay

. sy und ay sind wesentlich idempotent, aber i.A. nicht primitiv.
Die e, sind primitive Idempotente (Ubungen).

. e; = s und e3 = a erzeugen die beiden eindimensionalen irreduziblen Darstellungen
von Sz (vgl. Abschnitt 5.1)

ey erzeugt ein zweidimensionales Linksideal Ly von A(S3) (durch Rechtsmultiplika-
tion),

Tes = e,
(12)es = (12) + T — (132) — (13) = es,
(23)es = (23) + (132) — (123) — (12) =: 1,
(13)es = (13) + (123) — I — (23) = —eg — 1,
(123)ea = (123) + (13) — (23) — [ = —eg — 1o,
(132)ey = (132) + (23) — (12) — (123) = 14,

d.h. Ly = span(ey, 79). Da ey primitiv ist, ist L, minimal.
= Die Young-Operatoren der normalen Young-Tableaux erzeugen alle irreduziblen
Darstellungen von Sj.

23 o ) i
. eg ) erzeugt auch eine irreduzible Darstellung. Diese muss zu der von e; erzeugten

Darstellung dquivalent sein, da es nur eine zweidimensionale irreduzible Darstellung

ibt.
5 (23)

Das von ey erzeugte minimale Linksideal ist Lf?’)

= span(eg%), 7“523)) mit

r$ = (123) — (13) + (23) — (132).

Dieses ist orthogonal zu den anderen Linksidealen L; = span(e;), L3 = span(es) und
L,

. A(S;) ist die direkte Summe der vier minimalen Linksideale.
Die Identitat hat die Zerlegung

1 1 1o 1
[:6614—5624‘56% )+6€3

d.h., regulire Darstellung von S5 wird vollstindig reduziert durch die Young-Operatoren
der Standard-Young-Tableaux.

68



5.4 Irreduzible Darstellungen von S,

Die Beobachtungen, die wir in Abschnitt 5.3 {iber S3 gemacht haben gelten allgemein fiir
Sy, (Beweise z.T. in den Ubungen, z.T. ausgelassen — manche Verallgemeinerungen sind
offensichtlich, da sich das jeweilige S3-Argument direkt iibertrigt, andere erfordern etwas
Rechnerei, siehe z.B. Tung Kap. 5.4 & Appendix IIT oder Schensted Abschnitt 3.4)

Satz 17.

1. Fiir die Symmetrisierer eines Young-Tableaus ©), gilt

syray = ey fiir alle r € A(S,)

ei = nex
e
mit zwei Zahlen &,n undn #0 = 2 st ein primitives Idempotent.
Ui

2. Der Young-Operator ey erzeugt daher eine irreduzible Darstellung von S, auf A(S,).
3. Die von ey und €5 (mit p € S,,) erzeugten irreduziblen Darstellungen sind dquivalent.

4. Zwet Young-Operatoren ey und e, erzeugen nichtiquivalente irreduzible Darstellun-
gen, wenn die entsprechenden Young-Diagramme verschieden sind (d.h. X # p als
Zerlegungen,).

5. Die Young-Operatoren der normalen Young-Tableauz erzeugen alle nichtdquivalenten
irreduziblen Darstellungen von S,,. (D.h. wir kénnen die verschiedenen irreduziblen
Darstellungen mit den verschiedenen Young-Diagrammen identifizieren.)

6. (i) Die minimalen Linksideale, die von den Young-Operatoren der Standard-Tableauz
erzeugt werden, sind linear unabhdngig.
(ii) Die direkte Summe dieser Linksideale ergibt den Raum A(S,).

5.5 Berechnung von Charakteren mithilfe der Young-Diagramme

Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen von S,, (und mit d,, = x*(I) auch deren
Dimensionen) kénnen mit den Methoden aus Abschnitt 4.3.1 bestimmt werden. Dies kann
aber schnell aufwéindig werden.

Basis fiir die folgenden effizienteren Methoden ist die Frobenius-Charakter-Formel (oder
Frobenius-Weyl-Charakter-Formel) welche die Charaktere von Darstellungen von S, auf
Charaktere von S,, mit m < n zuriickfiihrt.

Hier zunédchst ohne Beweis. Eventuell konnen wir nach der Diskussion der Charaktere der
klassischen Lie-Gruppen noch den Weyl’schen Beweis studieren.

e Die Dimension der irreduziblen Darstellung I'*, die dem Young-Diagramm O, ent-
spricht, ist gleich der Anzahl der méglichen Standard-Tableaux’ von ©,. (Denn das
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ist die Multiplizitéit, mit der diese irreduzible Darstellung in A(S,) vorkommt.)
Zwei Formeln dafiir sind:

[Ligli —4) =l
IL & IL x hin

d>\: n!

mit
n! = Ordnung der Gruppe S,
i,j7=1,...,7 (r = Anzahl der Zeilen des Diagramms)
kE=1,..., A (A = Anzahl der Felder in Zeile 7)
éi = )\z +7r — 7
h;r. = “Hakenldnge” des Feldes i, k
= Anzahl der Felder entlang eines Hakens vom
Feld 7, k nach rechts und nach unten
Beispiele:

(i) [ |

hos =7

(ii) Young-Diagramm mit eingetragenen Hakenléngen:

412]1] ] 7
1 = AT 6.4.2-1-3-1-1

O, = 35

‘r—x@o@

e Daraus folgt, dass S,, nur zwei eindimnesionale irreduzible Darstellungen hat (I'® und
I'* aus Abschnitt 5.1):

|

™ n Felder

n Felder
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e Die zu einer irreduziblen Darstellung I'* assoziierte Darstellung I'* erhiilt man, indem
man O, transponiert, d.h. Zeilen und Spalten vertauscht:

0 = ) =

¢ Rekursive Berechnung der Charaktere der irreduziblen Darstellungen von .S,,:

— Rand eines Young-Diagramms := rechter und unterer Rand,
d.h. die Gesamtheit der Felder, deren rechte Seite oder untere Seite oder rechte
untere Ecke zum Rand des Diagramms gehort.
Beispiel: 1

2

6
7

— Reguldres Randstiick := Aufeinanderfolgende Randfelder, bei deren Wegnahme
ein Young-Diagramm zuriickbliebt.
In obigem Beispiel:: 1-2, 1-4, 1-5, 1-7, 2, 24, 2-5, 2-7, 4, 4-5,4-7, 7
= Alle Zeilenenden sind Beginn von regulidren Randstiicken,
alle Spaltenenden sind Ende von reguldren Randstiicken.

— Jeder Haken entspricht einem reguldren Randstiick und umgekehrt.
Die Hakenlénge ist dabei gleich der Liange des Randstiickes.
Beispiel: Das regulidre Randstiick 1-5 entspricht dem folgenden Haken:

w
(]

694
7

— Ein regulires Randstiick heiflt positiv (negativ), wenn die Anzahl der Vertikal-
schritte (= Anzahl der Zeilen —1) gerade (ungerade) ist.

— Sei ¢ eine Konjugationsklasse von S, mit Zykelstruktur ¢ = (ay, as, ..., a,)
Gesucht: Charakter x? dieser Klasse in der irreduziblen Darstellung I'.

x Wihle einen beliebigen Zykel von ¢ mit Linge a;.

* Bezeichne mit ¢ die Klasse von S,,_,,, die man durch Wegnahme des Zykels
a; von ¢ erhélt.
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* Starte mit dem Young-Diagramm O, von '}, bestimme alle reguliiren Rand-
stiicke der Lange a; und bezeichne das Young-Diagramm von S,,_,,, das nach
Wegnahme eines solchen Randstiickes iibrigbleibt, mit Oy, dann gilt

o= Ex
A

-+ fiir positive Randstiicke
— fiir negative Randstiicke

A

c

- Setze rekursiv fort, d.h. benutze denselben Algorithmus, um die y
bestimmen.

- Falls gar nichts iibrigbleibt, ist Xé\)zo = 1.
(Vorzeichen des zuletzt Wegenommenen Randstiicks nicht vergessen!)

zZu

* Falls es kein reguliires Randstiick der Linge a; gibt, ist x} = 0.

Damit diese Methode effizient ist, sollte man a; so wihlen, dass moglichst wenig
reguldre Randstiicke der Linge a; vorkommen.

Beispiele:

1. Si3, ¢=(7,4,2), T*=(6,3,3,1) =

— Es gibt nur einen Haken mit Léing 7,
dieser entspricht dem positiven Randstiick: s | [ | |

6,331) | _(221,1)
= X(raz) = TX(2)

— Nun gibt es nur einen Haken mit Lénge 4,
dieser entspricht dem positiven Randstiick:

|*|* *

(6,3,3,1) (

= (142) = +X(;; =1 (triviale Darstellung)

2. Nochmal Charaktere der zweidimensionalen Darstellung von Ss,
vgl. mit Abschnitt 2.4.1 und UA 27:

X%‘;) =—1 (vollkommen abgebaut, 1 Vertikalschritt)
X?;,l) =0 (kein reguléres Randstiick der Linge 2)

- _ .H _ _
Xa,1,1) = Xan + X?in =1+1=2



e Eine nicht-rekursive (aber weniger effiziente) Methode geht wie folgt:

— Bestimme alle Moglichkeiten p, das Young-Diagramm O, durch aufeinanderfol-
gende Wegnahme von reguldren Randstiicken der Léngen ay, as, . . ., a, (in dieser
Reihenfolge) komplett abzubauen.

— Die bei Moglichkeit p vorkommenden Randstiicken enthalten insgesamt £, Ver-
tikalschritte.

— Dann gilt
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6 Lie-Gruppen

Statt Gruppen mit nur endlich vielen Elementen, betrachten wir nun auch unendliche
Gruppen. Dabei ist es wichtig, sagen zu konnen, ob zwei Gruppenelemente nahe beiein-
ander liegen, woraus dann ein Stetigkeitsbegriff fiir Abbildungen folgt. Die schwiichste
Moglichkeit, dies zu formulieren, ist topologisch.

Ich werde nicht alle grundlegenden Definitionen wiederholen sondern die Begriffe bei den
Definitionen der jeweiligen Typen von Gruppen verwenden (siehe “Analysis II” oder “Ma-
thematik fiir Physik II1” fiir Begriffe wie: Topologischer Raum, Hausdorff-Raum, Metrischer
Raum, offen, abgeschlossen, stetig, kompakt, zusammenhéngend). Diejenigen Aspekte, die
wir stiarker nutzen, werden aber auch erklart.

Im néchsten Schritt sollen unsere Gruppen dann auch analytische Eigenschaften haben,
d.h. wir werden fordern, dass sie auch differenzierbare Mannigfaltigkeiten sind.

Fiir die topologischen wie die differentialgeometrischen Strukturen gilt: Die Félle, die uns
bald genauer interessieren, sind die klassischen Lie-Gruppen, Gruppen von Matizen, fiir
die Thnen diese Stukturen auch wieder expliziter vertraut sind.

6.1 Topologische Gruppen

Definition: (Topologische Gruppe)
Eine Menge G heifit topologische Gruppe, falls gilt:
(i) G ist eine Gruppe,
(ii) G ist ein topologischer Raum,
(iii) die Abbildung G > g — g~! € G ist stetig, und
(iv) die Abbildung G x G 3 (g, h) — gh € G ist stetig.
Beispiele:

1. Parametrisiere GL(n,R) = {A € R™" : det A # 0} durch die Matrixelemente A;; €
R, d.h. GL(n,R) C R™, und wihle auf GL(n,R) die induzierte Topologie von R™.
e Die Matrixelemente von C' = AB sind algebraische Funktionen der A;; und By,
d.h. (A, B) — AB ist stetig.
e Ebenso A — A~!, da die Matrixelemente von A~! rationale, nicht-singuliire
Funktionen der Aj; sind.
= So ist GL(n,R) eine topologische Gruppe.

2. Argumentiere genau gleich fiir O(n) oder SO(n) als Teilmengen von R™ und fiir
GL(n,C), U(n) oder SU(n) als Teilmengen von C™.

Definition: (isomomorph)
Zwei topologische Gruppen GG und H heifen isomorph zueinander, wenn es eine bijektive
Abbildung f : G — H gibt, die sowohl ein Gruppen-Isomorphismus als auch ein Homé&o-
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morphismus zwischen den Riumen ist (d.h. f ist stetig und f~! ist stetig!®).

Definition: (Homogener Raum)

Ein topologischer Raum X heifst homogen, falls es fiir jedes Paar z,y € X einen Homoo-
morphismus f: X — X gibt, so dass f(z) = y.

Bemerkung: Jede topologische Gruppe G ist homogen, denn fiir g;, go € G existiert ein
eindeutiges h € G, so dass go = hg, (h = gog; '). Damit ist f : g — hg ein Homdomorphis-
mus, da die Gruppenmultiplikation stetig ist.

Die Homogenitét erleichtert uns das Studium lokaler Eigenschaften enorm: Es geniigt dabei,
die Gruppe in der Néhe eines Elements zu untersuchen, z.B. in der Niahe der Identitét!

Wenn wir spater zusétzlich differenzieren kénnen, dann kénnen wir die lokeln Eigenschaften
durch Entwickeln um die Identitdt untersuchen. Dies wird uns dann von den Lie-Gruppen
zu den Lie-Algebren fiihren.

Wichtige globale Figenschaften sind Kompaktheit und die Frage, ob die Gruppe zusam-
menhdngend ist (ggf. einfach oder mehrfach zusammenhéngend).

Beispiele zur Kompaktheit:
1. Betrachte O(n) = {A € R"™" : ATA = 1}. Die Matrixelemente A;; von A € O(n)

erfiillen also . .

Z AzkA]k = 52‘]‘ = Z A?k =n,

k=1 ik=1
d.h. die Elemente von O(n) konnen als Punkte auf einer Sphire mit Radius /n in
R™ dargestellt werden. Die Vereinigung all dieser Punkte ist eine abgeschlossene und
beschrinkte Teilmenge des R” und damit kompakt = O(n) ist kompakt.

Analog fiir U(n).

2. Die Lorentz-Boosts A (Transformationen in ein gleichférmig mit Geschwindigkeit v
bewegtes Koordinatensystem)

v v
) To — 11 , T1 — ;%o . ) . . .
Ty = ——, A (c: Lichtgeschwindigkeit, x¢ = c-Zeit)
v2 v2
ez T2

bilden die Gruppe O(1, 1) und konnen (mit 5 = v/c) als Matrizen

1 1 _ﬁ X
v s ) e

parametrisiert werden. Mit § € (—1,1) ist der Parameterbereich zwar beschréinkt,
aber nicht abgeschlossen = Die Lorentzgruppe ist nicht kompakt.

In der Parametrisierung durch die Rapiditit ¢ mit 8 = tanht (vgl. UA 10) ist die
Nichtkompaktheit mit ¢ € R vielleicht noch augenscheinlicher.

5Kurz: f erhilt offene Mengen.
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3. GL(n,R) ist nicht kompakt, denn det : R™*" — R ist stetig, aber auf GL(n,R) nicht
beschriankt (denn | det(AA)| = |A|™ |det A], V A € R).

Definition: (Zusammenhangskomponente)
Die Zusammenhangskomponente von g € G ist die Vereinung aller zusammenhéngenden
Mengen, die g enthalten.

Bemerkungen:
1. Sei Gy C G die Zusammenhangskomponente der Identitat /.
2. Ist G zusammenhéngend, so ist Gy = G.

3. Ist Gy = {I}, so ist G total unzusammenhéngend, denn wegen der Homogenitét
enthalten auch alle anderen Zusammenhangskomponenten nur je ein Element.

4. Die Zusammenhangskomponente von g ist Gy = Gog, da g € gGy (und € Gog) und
da Links- und Rechtsmultiplikation Hom&omorphismen sind und damit zusammen-
hingende Mengen auf zusammenhingende Mengen abbilden.

5. Damit ist G eine invariante Untergruppe.

6. Die Faktorgruppe G /Gy ist total unzusammenhéngend, denn G/Gy = {gG, : g €
G}, d.h. fiir zwei verschiedene Elemente hiGy # hoGy kann hy nicht in der Zusam-
menhangskomponente von h; liegen (denn die ist ja gerade die Nebenklasse hyG).

Beispiele:

1. SU(2) ist zusammenhéngend (sogar einfach), denn mit der Parametrisierung aus
UA 19,

u —v*
sues o= (4 ).
ul> +[vP=1 < (Rew)® + (Imu)* + (Rev)? + (Imv)* =1,

ist SU(2) homdomorph zu S*, und Sphéren S™ mit n > 2 sind (einfach) zusammen-
hingend.

2. O(n) ist nicht zusammenhéngend, denn aus OTO = 1 folgt
1 = det(OOT) = (det O)? & det O = £1

d.h. O(n) hat zwei Zusammenhangskomponenten, SO(n) = {O € O(n) : det O = 1}
und {O € O(N) : det O = —1}.

Bevor wir nun Lie-Gruppen allgemein definieren, diskutieren wir ein Beispiel, welches die
Grundideen illustriert.

6.2 Beispiel: SO(2)
e SO(2) = Gruppe der Drehungen der Ebene R? um den Ursprung
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e Parametrisierung durch einen Parameter,
natiirliche Wahl: Drehwinkel ¢ mit 0 < ¢ < 27.
(Man konnte auch eine monotone Funktion von ¢ wihlen.)

e Definierende Darstellung: Wirkung von SO(2) auf einen zweidimensionalenm Vektor
in der Ebene (d.h. als orthogonale 2 x 2-Matrix)

. cos¢ —sin
T ZRjka:k mit  R(¢) = (sinz cosgb(b) ) (%)
k
e SO(2) ist abelsch, denn R(¢1)R(¢2) = R(¢1 + ¢2) = R(d2) R(¢n).
e Ableitung:
%@) _ [—sin¢g cos¢
dgp'"’ \ cos¢ sing
.. bei der Identitit 1 (¢ = 0)
dR 0 —1 . : 0 —i
d—¢<0)_<1 0)_.—1J mit J_(i O)'
(Das i ist Physiker-Konvention.)
J heifit Generator der Gruppe, denn. ..
e Suche eine Differentialgleichung vom Typ = AR:
dR, . [—sing cos¢ 1
= (T mw)mm R(6)
=R(—¢)

—sin¢g cos ¢ cos¢  sin¢
( cos¢  sin gb) (— sin¢ cos qb) R(9)
=G E)M@:—umw

Also 16st R(¢) das Anfangswertproblem 42 4 = "R, R(0) =1 = R(¢) = e 9,

o Mit J? =1 gilt

R(¢)
n=0
- = ( 2n+1 2n+1 2n+1
e
:0, , n=0 O s
:((2$)>!]l :71((2;1+)1>!J
= 1cos(¢p) —iJsing. v, vgl. (%)
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e Die definierende Darstellung ist reduzibel und kann durch Diagonalisierung von J
reduziert werden:

J = (? 61) hat Eigenwerte +1 mit Eigenvektoren e, = (ii)’ d.h.

Jey = e = R(p)es = eTi%e

Wir finden also zwei eindimensionale (und damit irreduzible) unitéire Darstellungen,
+io
e?.

e Betrachte nun einen Vektorraum V', dimV = n, und eine Darstellung von SO(2)

durch unitire Matrizen U(¢) auf V.

Wir konnen immer schreiben
U(g) =
mit einer hermiteschen n x n-Matrix J, denn damit gilt

U(d)U(¢pg) = e o1e71¢2 — o=1(¢14¢2)  ({a die Exponenten vertauschen)
= U(¢1 + ¢2) und
U(9)! = e = = U(=¢) = (o)™

Indem wir J diagonalisieren konnen wir U immer vollstindig reduzieren = Alle
unitiren irreduziblen Darstellungen sind eindimensional (gilt auch hier wieder, weil

SO(2) abelsch ist).

e Suche nun eindimensionale unitére Darstellungen, d.h. J € R. Wegen U(27) = U(0)
muss gelten .
e 2™ =1 & J=meZ

d.h. die unitiren irreduziblen Darstellungen U™ (¢) = e~™¢ sind durch ganze Zahlen
m charakterisiert:

(i) m = 0: R(¢) — U°¢) =1 (triviale Darstellung)
() m = 1: R(9) — U(0) =

Das ist ein Isomorphismus zwischen SO(2) und den komplexen Zahlen auf dem
Einheitskreis, d.h. SO(2) = U(1), und alles Gesagte gilt ebenso fiir U(1).

(iii) m = —1: R(¢) — U 1(¢) = €9,
wie (ii), aber der Einheitskreis wird entgegengesetzt durchlaufen.

(iv) m = £2: R(¢) — U*%(¢) = eT4?,
Homomorphismus SO(2) — U(1), wobei der Einheitskreis zweimal durchlaufen
wird.

Analog fiir hhere m.
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Nur die Darstellungen fiir m = £1 sind treu.

e Sei f:SO(2) — C (hinreichend hiibsch)
Parametrisiert man SO(2) durch den Drehwinkel ¢, so muss f eine 27-periodische
Funktion von ¢ sein. Dann ist

2
do
| reg
invariant unter ¢ — ¢ + « fiir jedes feste ov. Normierung so gewahlt, dass [SO(2)| =
f027r (21_7(]: — 1

Damit: Orthogonalitit der Darstellungsmatrizen bzw. Charaktere (vgl. Satz 6 und
Korollar zu Satz 6),

27
do _ [ im—nys 49

= 5mn )
21 Jo 2w

2
| mervie) g
0
und Vollstindigkeit (vgl. UA 16), d.h. die Fourier-Reihe von f,

Ze_iwcn = Z U"(¢) c

nez nez
1 , do¢’
mit ¢, = — e f(¢')dg' = / U™(¢ )¢
2

konvergiert gegen f (punktweise fiir stetige f, sonst z.B. im L?-Sinne),
Physiker-Kurzschreibweise:

nGZ

75(05 ¢')

(0-Funktion als Integralkern der Fourierentwicklung)

6.3 Lie-Gruppen

Definition: (Lie-Gruppe)
Eine Menge G heifst Lie-Gruppe, falls gilt:
(i) G ist eine Gruppe,
(ii) G ist eine analytische Mannigfaltigkeit,
(iii) die Abbildung G 3 g +— g~' € G ist analytisch, und
(iv) die Abbildung G x G 3 (g, h) — gh € G ist analytisch.
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Bemerkungen:

1. Eine n-dimensionale analytische Mannigfaltigkeit M ist ein Hausdorff-Raum mit
einem System von Karten (Uj;,¢;), d.h. U; € M offen und Homéomorphismen
w; : U; — ¢(U;) CR", mit

(i) M=U,U; und

(ii) @00, or(U; NUx) — ¢;(U; N Uy) analytisch V j, k
(d.h. in konvergente Potenzreihen entwickelbar).

2. Praktisch bedeutet das, wir konnen die Gruppenelemente lokal als analytische Funk-
tionen von n Parametern angeben, wobei n die Dimension von G (als Mannigfaltig-
keit) ist, genauer:

Betrachte die Karte (U, ) und g, h, gh € U. Bezeichne mit z; die Koordinaten von
g, und mit y; die Koordinaten von h, d.h.

(p(g) = (x17'r27---7xn> :SL’ERn
o(h) = (Y1, Y2, Yn) = ¥ -

Dann sind die Koordinaten z; von gh,
o(gh) = (z1,22,...,2n) = 2,
analytische Funktionen von x und y,
zj = fi(z,y).
Analog sind die Koordinaten von ¢! analytische Funktionen von .

3. Wihle nun ein U mit I € U mit ¢ so, dass ¢(I) = 0 € R”, und f wie oben. Dann

gilt

fj(l‘,O):l‘j, fj(oay):yj

: of; Jf;
und damit 8—:1:;(0’0) = a—yZ(0,0) =0k
. *f; _ 9 _

sowie 8xk8xl( 0= 50m (0,0)=0.

Entwickle f(z,y) um (0,0),
D*f;

f(z,y) :xj+yj+Zaxkayl(0,0)xkyl+...
ol

Ay

und definiere
o J J
Chy i= @y — Qs

genannt Strukturkonstanten der Lie-Gruppe (koordinatenabhingig). Es gilt:
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(i) Fiir abelsche Gruppen sind die ¢}, = 0, denn dann gilt f(x,y) = f(y, z).
(ii) o :'_Cl]k ' '
(ii1) D2, (ChiChm + ChiChuke + CoiChn) = 0
Letzteres folgt aus der Assoziativitit der Gruppenmultiplikation, wenn man in den
Koordinatenentwicklungen von g(hg) und (gh)g die Terme dritter Ordung vergleicht.

Beispiele: Matrixgruppen

1. Betrachte die Matrixelemente A;; € R eines Elements A € GL(n,R) als die Koordi-
naten. Die Abbildung
w:R"Q—ﬂR, Ar—det A

ist stetig, d.h. das Urbild ¢)~'(0) der abgeschlossenen Menge {0} ist abgeschlossen.
GL(n,R) ist das Komplement von ¢~1(0) und damit offen und eine analytische Un-
termannigfaltigkeit von R™.
e Die Matrixelemente von C' = AB sind algebraische Funktionen der A;; und By,
d.h. (A, B) — AB ist analytisch.
e Ebenso A — A~!, da die Matrixelemente von A~! rationale, nicht-singuliire
Funktionen der Aj; sind.
Damit ist GL(n,R) eine Lie-Gruppe.
2. Fiir GL(n, C) betrachte Real- und Imaginérteile der Matrixelemente als Koordinaten

und argumentiere wie oben (als Untermannigfaltigkeit von R2"2).

3. Fiir Gruppen wie O(n), U(n), SO(n) oder SU(n) stellt man zunéchst fest, dass sie
abgeschlossene Untergruppen von GL(n,R) oder GL(n, C) sind, fiir welche man wie-
derum zeigen kann, dass sie Lie-Gruppen sind. (Wir betrachten sie spiter expliziter.)

6.4 Lie-Algebren

Definition: Eine Lie-Algebra g ist ein Vektorraum iiber einem Koérper K (R oder C), mit
einer Verkniipfung

[]:axg—g
(X,Y) = [X,Y]
genannt Lie-Klammer, welche die folgenden Bedingungen erfiillt (V X,Y, Z € g):

(i) NX+pY, Z]=XNX,Z]+pulY,Z] VINpeK (Linearitét)
(i) [X,Y]=—[Y, X] (Antisymmetrie)
(i) [X, [V, Z]|+ [V, [Z, X]|+ [Z,[X,Y]] =0 (Jacobi-Tdentitét)

Bemerkungen:

1. Eine Lie-Algebra heift kommutativ, falls [X, Y] =0V X, Y € g.

2. Man kann zeigen, dass der Tangentialraum an eine Lie-Gruppe G in der Identitét eine
Lie-Algebra g ist.
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Dazu betrachtet man Kurven ¢(t) in G mit g(0) = I. Die Ableitung bei ¢t = 0 ist dann ein
Tangentialvektor.

Fiir Matrixgruppen konnen wir die Lie-Algebra-Elemente, genannt Generatoren, explizit

durch
dg

~ig(0) = —i=2(0) € g

als Matrizen definieren. Die Lie-Klammer ist dann der Matrix-Kommutator,'®
(X, Y]=XY -YX.

Man iiberzeugt sich leicht, dass der Kommutator die notwendigen Eigenschaften (i)—(iii)
erfiillt: Linearitdt und Antisymmetrie sind offensichtlich, die Jacobi-Identitéit rechnet man
explizit nach.

Bleibt zu zeigen, dass aus X,Y € g folgt, dass auch (—1)[X,Y] € g.

Betrachte dazu zwei Kurven mit

9(0) =iX,  h(0) =1V,
und entwickle
F(s,t) := h(s)"" g(t)"" h(s) g(t)
fiir kleine s und ¢. Offensichtlich gilt
F(s,0)=1= F(0,t)

oF oF 0*F O*F

(0,0)
d.h. (bis auf Terme kubischer und hoherer Ordnung)
2

O°F
F(S,t):[—Fm(0,0)St—F

Lese %(O, 0) ab, aus ts-Koeffizient von

h(s) L g(t) P h(s)gt) = (I +iVs+..) " (I+iXt+...)" ([+iVs+..)[[+iXt+...)

J/ J/

:(17?1;s+...) =(1:Xt+...) geom. Reihe
= .. 4 st((—iY)(—iX) + (1Y) (iX) + (-iX)(iY) + (1Y) (X)) + ...
= FstXY —YX)+...,

d.h.
F(s,t)=T+ist(—1)(XY =YX)+....

genauer: i mal der Kommutator, s.u.

82



Dies ist ebenfalls die Entwicklung eines Gruppenelements um I, d.h. (=i)[X,Y] € g.
Mit einer Basis {X;} von g gilt

X5, X =1) X
l

mit den Strukturkonstanten cé.k der Lie-Algebra (basisabhingig).

Diese sind gleich den Strukturkonstanten der Lie-Gruppe (siehe Abschnitt 6.3) — bei pas-
sender Basis- bzw. Koordinatenwahl: Als Basis {X,} von g wihle die Tangentialvektoren
an die Koordinatenlinien in einer Karte U > I, d.h. fiir Matrixgruppen in einer expliziten
Parametrisierung durch Ableiten nach den Parametern,

X;=—ig(0) mit g(t) = (0,...,0,2; =t,0,...,0),

-1
also X; = —ia((;icj (0).

In Abschnitt 6.3 haben wir gh — hg entwickelt, hier I — h™'g=thg. Die Eigenschaften
(ii) & (iii) der Strukturkonstanten aus Abschnitt 6.3 folgen nun aus den Lie-Klammer-
Eigenschaften (ii) & (iii) des Kommutators.

3. Es geniigt nun, Ein-Parameter-Untergruppen (nicht zwingend notwendig, vereinfacht
aber das Folgende) zu betrachten, d.h. Losungen von

g(t) =iXg(t), g(0)=1I.

mit X € g. Man schreibt ¢(t) = exp(iXt). Fiir Matrixgruppen ist diese Exponentialfunk-
tion durch die iiberall absolut und gleichméfig konvergente Reihe

o0 .t v
exp(itX) = Z (IV? X"
v=0 ’

gegeben (vgl. UA 30).

Fiir die speziellen Gruppen mit det g = 1 sind die Generatoren spurlos, denn
det g(t) = det(e™¥) = X =1 & tr X =0.

Fiir unitire Gruppen mit gg' = 1 sind die Generatoren hermitesch, denn
gt =gt) < e — ot o x = XT

(Vergleiche beide Male UA 30.)
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Beispiele:

1. G = S0(3), also Drehungen in 3 Dimensionen. Definierende Darstellung durch 3 x 3-
Matrizen R,
T +— RX,
z.B. Drehung um Winkel ¢ um die z-Achse:

cos¢ —sing 0
R.(¢)=|sing cos¢p O

0 0 1
Generator:
0 1 0
dR, ,
Jy = J, = —i dR 0)=1-1 0 0] eg=s0(3)

¢ 0 0O
(hermitesch und spurlos). Analog fiir Drehungen um - und y-Achse,
0 0 O 0 0 —i
Ji=J,={0 0 i md  Je=J,=[0 0 0
0 —i 0 i 0 0

Man rechnet explizit nach, dass [J,, J,]| = iJ, etc., also

J],Jk _1Z€]kl Jl

mit den Strukturkonstanten von SO(3) bzw. so(3):

1, 7, k, 1 zyklisch
girt = 4 0, mind. 2 Indizes gleich .
-1, sonst,

2. G = O4-Operatoren fiir Drehungen (betrachte wieder entweder als Gruppenelemente
einer Gruppe G isomorph zu SO(3) oder als Darstellung von SO(3)), wirken auf
Funktionen f : R3 — C (vgl. Abschnitt 2.4.1), durch

(Orf)(Z) = f(R') mit R € SO(3).
Wieder Drehung um Winkel ¢ um z-Achse:

T

Or.) )@y, 2) = f (Rz(qb)*l (Z)) = f(zcosd+ ysin ¢, —xsin @ + y cos ¢, z)

Generator (betrachte entweder als Element von g oder als Darstellung eines Elements

von 50(3)):
_ (g£< )y +g—£(f) (—:c)) (x%—y%)f(f)

69

_ld_(b(ORz f)(l’,y,Z)

¢=0
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In der Quantenmechanik nennt man L, = %(xa% —yZ2) die z-Komponente des Dreh-
impulsoperators L = Z X (2V) (hier A = 1). Kommutatoren und Strukturkonstanten

wie in Beispiel 1.

Bemerkung: In der Physik sind die Generatoren Operatoren, die physikalisch mefsbaren
Grofen (Observablen) entsprechen.

6.5 Mehr zu SO(3)

Wir machen uns einige globale Eigenschaften von SO(3) anschaulich anhand einer explizi-
ten Parametrisierung klar.

e SO(3) = Drehgruppe in 3 Dimensionen: 3 reelle Parameter
Betrachte z.B. eine orthogonale Matrix R € SO(3) als bestehend aus drei orthonor-
malen Spalten: 1. Spalte frei wihlbar ~~ zwei Parameter (Winkel — Punkt auf einer
2-Sphére), 2. Spalte senkrecht dazu, sonst beliebig ~» ein Parameter (Winkel).

e Wir konnen eine Drehung als Rz(1)) parametrisieren, mit dem Drehwinkel ¢ und der
Drehachse 71,

sin 6 cos ¢
n = | sinf@sin¢
cosf

o Intervalle der Parameter:

0<o<nrm

0<op<2r

0<y<m (Denn wir haben 7 und —7.)

e Drehungen um eine feste Achse bilden eine Untergruppe von SO(3).
Diese ist isomorph zu SO(2) (vgl. Abschnitt 6.2).

e Fiir eine beliebige Drehung R € SO(3) gilt (ggf. selbst beweisen)
RRz(Y)R™' = Ry(v) mit 7' = Rii.

Daraus folgt, dass alle Drehungen um denselben Winkel zur gleichen Konjugations-
klasse gehoren.
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e Eine Drehung entspricht einem Vektor 1; =Y.
Die Spitzen dieser Vektoren fiillen eine Kugel K mit Radius 7 aus:

Wihlen wir die kartesischen Komponenten von v als Parameter, so erhalten wir mit
—i10R/0; die Erzeuger aus Abschnitt 6.4.

Zuriick zu Parametrisierung durch 6, ¢, . ..
e Die Parametrisierung hat eine Redundanz,
R_z(m) = Ra(m).

Deshalb miissen Punkte, die sich auf der Oberfliche der Kugel K diametral gegen-
iiberliegen, miteinander identifiziert werden.

e Folglich gibt es in SO(3) zwei Arten von geschlossenen Kurven.

(a) Solche, die sich durch stetige Deformationen zu einem Punkt zusammenziehen
lassen.

(b) Solche, fiir die dies nicht moglich ist.

Auch Kurve b ist in SO(3) geschlossen!

Diese globalen Eigenschaften beeinflussen die mdéglichen Darstellungen der Gruppe
(spéter).
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Alternative Parametrisierung durch Euler-Winkel

e Jede Drehung kann auch durch Euler-Winkel ausgedriickt werden,

R = R3(a)R2(B)Rs(y)

mit
cos®y 0 siny
Ry(y) = Ry(¥) = o 1 0
—siny 0 cosvy
cosy —siny 0
R3(¢) = R,(¢)) = | sinyy  cosyp 0
0 0 1
e Intervalle der Parameter:
0<a,v<2r
0<pB<n

e Zusammenhang mit den Achse-Winkel Parametern:

¢=1@+a—w

2
tan tang
anf =
sin"‘Tij
cos = 2COS2§COS2 OZTH -1

6.6 Invariante Integration: Das Haar-Maf}

In der Darstellungstheorie endlicher Gruppen benutzten wir oft das Umordungstheorem in

der Form
STHe) =Y flhg) =3 flgh) YheG.

geG geqG geqG
Fiir kontinuierliche Gruppen mochten wir gerne 3 ., f(g) durch ein Integral, Jo f(g9)du(g),

ersetzen. Dazu benétigen wir ein invariantes Mak p.

Satz 18. (Haar-Maf)
Jede kompakte topologische Gruppe besitzt ein rechts- und links-invariantes Maf i, genannt
Haar-Mafs. Dieses ist bis auf Normierung eindeutig.

(ohne Beweis — aber fiir kompakte Lie-Gruppen geben wir gleich eine Kon-
struktionsvorschrift fiir p an)
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Bemerkungen:

1. Das heifst
u(gA) = n(Ag) = p(A)
YV g € G und alle Borel-Mengen A C G, bzw.

du(gh) = du(hg) = du(g) Vg, heG.

2. Normiere im Folgenden so, dass

6l = [ duto) = 1.

3. Es gilt also (z.B. fiir stetige Funktionen f)

/ f(hg) dp(y) = / £(g') du(h™! /G f(g)du(g)  und
/ F(gh) du(g / #(g') du(g'h ™ / £(g) du(g)

4. AuRerdem folgt ff - ff ) bzw. du(g~!) = du(g), denn

/f (67 dyg) /fhg ) dia(g //fhg ) du(h du()fdu(g)l/f()du(h)-

Iaf (h du(h)

5. Man kann unter noch allgemeineren Voraussetzungen invariante Mafse finden, z.B.
haben auch lokalkompakte Gruppen (wie GL(n,R) oder die Lorentz-Gruppe) bis auf
Normierung eindeutige linksinvariante und rechtsinvariante Mafe, diese sind aber
i.A. nicht gleich.

Viele Eigenschaften folgen nun bereits aus der Existenz eines Haar-Mafses — man muss es
nicht explizit kennen. Trotzdem zunéchst. . .

6.6.1 Berechnung des Haar-Maftes von Lie-Gruppen

Parametrisiere die Gruppenelemente durch n = dim G Parameter, d.h. g = g(x1,...,z,),
dann gilt (lokal)

du(g) = o(xy, ..., x,)d"x
mit einer geeigneten Dichte o(x) und dem Lebesgue-Maf d"z = dx; ...dx,. Konstruiere
nun o, so dass die Invarianz erfiillt ist.

Zuniéchst: Verhalten von p unter Umparametrisierung (Koordinatenwechsel) z = f(y):

dplg) = of) "z = ol f(y) jdet (%{j(y))J ay = oy) 'y

~
Jacobi-Det.
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Entwickle nun (—i)g(x)*l(%;(x) in eine Basis {X}} der Lie-Algebra,

Das geht, denn falls g(x) = I, dann ist der Ausdruck ein Generator, und sonst liegt 99 ()
T

im Tangentialraum an der Stelle g(x) und wird von ¢~!(x) in den Ta‘ng,ontmlmum an [
transportiert.

Oder berachte explizit h(z,y) := g(x) 'g(z + y) fiir festes z als Kurve in G. Dann gilt
h(z,0) = I und damit

Behauptung: Die Dichte o(z) := | det A(z)| definiert ein links-invariantes Mafs.
Beweis:

(i) Priife zunéchst das Verhalten unter Koordinatenwechseln x = f(y). Nenne dazu
g(f(y)) =: g(y). Es gilt

90 5 ) = 906D T LU W) 5w

= XA ) g; ) LI XAl

d.h. A(y) = A(f(y)) g—g(y) und damit

o(y) = | det A(y)] = |det AS(w)| '
o(f(y))

et 50 0)

wie gewiinscht.

(ii) Wihle nun die spezielle Parametrisierung von g := hg durch

g(x) =h-g(zx).
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Dann gilt o 5 o
9(0) g @) = (b g@) T () = (@) 5 (o)

d.h. g(x) = o(z) und damit folgt die geforderte Invarianz,

du(hg) = o(z) d"z = o(x) A"z = du(g) .

(iii) Eine beliebige andere Parametrisierung von hg erreichen wir durch einen weiteren
Koordinatenwechsel wie in (i).

O

Priife nun Rechtsinvarianz: Wéhle Parametrisierung von g := gh durch

Es folgt
1 99

g(z)™! o,

= (z) = h_lg(x)_l%(x) h=h""1) " XpA(z) h

Da h™'Xyh € g,'” konnen wir schreiben h™'X h = >, X;p(h);, mit einer Matrix ¢(h),

also
g9(x)” 8—35] —IZXW Ju Az —IZXI

d.h. A(x) = ¢(h)A(x) und damit
dp(gh) = 8(z) A"z = | det A(z)|d"z = | det p(h)| | det A(z)| d"x
= |detp(h)] o(z) d"z = | det p(h)[ dpu(g)

Der Faktor | det ¢(h)| heifst Modularfunktion von G. Falls |det p(h)] =1V h € G, so heift
G unimodular, und das linksinvariante Maf ist auch rechtsinvariant.

Betrachte nun

[ 1emaute) =, [ sa)autgn) = 1aetee ) [ ) ants)

und wiahle fiir kompaktes G die konstante Funktion f = 1. Dann gilt

[ ante) = deron7) [ auto)

d.h. kompakte Lie-Gruppen sind unimodular.

7Sei g(t) eine Kurve mit g(0) = I und g(0) = X = §(t) = hg(t)h~" ist Kurve mit §(0) = I und
—ig(0) = hXh~', d.h. hXh™' € gV h € G, vgl. auch UA 24 & 25.
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Triviales Beispiel: SO(2) (vgl. Abschnitt 6.2)

Parametrisierung
_ [cos¢p —sing
9(¢) = (sinqS cos ¢ ) ’
Generator 1
_ dg, v (0 i
X = 1d¢(0)_<—i 0) .
Es gilt

1dg, . [ cos¢ sing) (—sing —cos¢p) [0 -1\ .
9(¢) 1d_¢(¢)_(—sin¢ cosgb) (cosgb —sinng)_(l 0)_1X’

d.h. A(¢) = 1 und damit du(¢p) = d¢ (wie erwartet).

Nun zu dem, was wir bereits ohne explizite Kenntnis des Haar-Mafses schliefsen konnen. ..

6.7 Eigenschaften kompakter Lie-Gruppen

Die Sétze 3 und 6 (inkl. Korollar) fiir Darstellungen endlicher Gruppen gelten auch fiir
stetige Darstellungen kompakter Lie-Gruppen, wenn man in Sitzen und Beweisen

|—61;|Z durch /G---d/vb(g)

geG
ersetzt, d.h.:
(i) Jede endlichdimensionale Darstellung ist Aquivalent zu einer unitdren Darstellung.

(ii) Die Elemente der Darstellungsmatrizen unitéirer, irreduzibler Darstellungen I'*, I'
(nicht-dquivalnet fiir g # p) sind orthogonal, d.h.

1
/G (0#(9),6)" T () i) = 70003800
n

wobei d,, = dim I'*.

(iii) Ebenso die Charaktere x*(g) = trI"(g) = >, I"(9);;,

/G “(9)" X" (9) di(g) = b

Daraus folgt wieder:

I ist irreduzibel & / Ix(g)*du(g) =1 (wobei x(g) =trI'(g)),
G

sowie: Ist I" direkte Summe irreduzibler Darstellungen I'*, also I' = > a,I'*, so gilt

%Z/X“(g)*x(g) du(g) -
G
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Fiir endliche Gruppen galt aufterdem die Vollstéindigkeit der Elemente der Darstellungsma-
trizen (vgl. UA 16) bzw. die vollstindige Reduzierbarkeit der Gruppenalgebra A(G) und
der auf ihr operierenden regulidren Darstellung (vgl. Abschnitt 4.3). Daraus folgte, dass es
nur endlich viele nicht-dquivalente irreduzible Darstellungen gab (Abschnitt 2.7).

Ahnlich kann man fiir kompakte Lie-Gruppen G zeigen, dass sie abzihlbar viele nicht-
aquivalente irreduzible Darstellungen haben. Diese haben stets endliche Dimension. Au-
fserdem kann jede stetige Darstellung in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungen
zerlegt werden. Basis hierfiir ist das Peter- Weyl-Theorem.

Betrachte den Vektorraum C(G) stetiger Funktionen ¢ : G — C mit Skalarprodukt

(6l == /G 6(9)" ¥(9) dyu(g)

(vgl. die obigen Orthogonalititsbeziehungen fiir Matrixelemente und Charaktere irredu-
zibler Darstellungen). Die Rolle der regulidren Darstellung iibernimmt die Darstellung T,
definiert durch

(T(h)p)(g) =¢(h'g) Vhed.

Darstellung, da
(T(W)(T(h)¢)(g) = (T(h)¢) (W'~ g) = p(h™ W'~ g) = (T(K'h)¢)(9g) ,
wie bei den O 4-Operatoren, vgl. z.B. Abschnitt 2.4.1.

Satz 19. Peter-Weyl-Theorem

Set G eine kompakte Lie-Gruppe mit nicht-dquivalenten irreduziblen Darstellungen TH,
dimI'* = d,. Dann bilden die Matrizelemente \/dTLF“(g)jk, J.k=1,...,d,, ein vollstin-
diges Orthonormalsystem von C(Q).

(ohne Beweis)

Bemerkungen:
1. Wir kdnnen also jede Funktion f € C(G) entwicklen als
F(9) =D cupn T"(9)sn
13,k
wobei

Cujh = dy /G [*(9)x" f(9) du(g) -
Dies verallgemeinert die Fourierentwicklung (erhalten wir fiir SO(2) bzw. U(1), vgl.
Abschnitt 6.2).
2. Vollstandigkeit in Physiker-Schreibweise:
> du M9 T(g )" = 69— 9)
13,
wobei

/G 59— ¢) F(g) dulg) = f(g).
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6.8 Irreduzible Darstellungen von SO(3)

Fiir jedes g € SO(3) existiert ein X € s0(3), so dass g = €. Wihle z.B. folgende Basis
von §0(3),

00 O 0 0 1 0 -1 0
J=100 —1], Jo=110 0 0], Js=1[1 0 0],
01 0 -1 0 0 0 0 0

(Generatoren aus Abschnitt 6.4 mal (—1)) mit
[Jj, Jk] = iZa?jlil .
!

Dann gilt
Ri(¢) = e W7 wobei i = Zn]-Jj
j=1

(Drehung am Achse i und Winkel 1, vgl. Abschnitt 6.5), denn Z(t) := e "/ %(0) erfiillt

0 —nN3 No 1 —N3To + NaTs3
T = (—lﬁJ) = n3 0 —n ) = n3xriy — N1x3 =7 X f,
—Ty nq 0 T3 —NoT1 + nixs

d.h. Kreisbewegung / Drehung um Achse 7.

=\

Y

s

e Jede Darstellung einer Lie-Gruppe liefert (durch Ableiten) eine Darstellung der zu-
gehorigen Lie-Algebra (durch Matrizen).

e Eine Darstellung der Lie-Algebra so(3) liefert (durch Exponentieren) eine Darstellung
der Gruppe SO(3), wenn die globalen (topologischen) Eigenschaften erfiillt werden.
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Der Operator

vertauscht mit allen Generatoren (und damit mit jedem X € s0(3)):

EAPAED D VAPAES AN AERVPARS

J J
ik =€k Jj 1 gl =0

J? ist kein Lie-Algebra-Element, sondern als sog. Casimir-Operator ein Element der ein-
hiillenden Algebra (spéter). [, -] ist der Kommutator.

e Daraus folgt weiter [J2,g] = 0V g € SO(3), da g = ¢ mit X € s0(3).

e Fiir Darstellungen muss das alles auch fiir die Darstellungsmatrizen von g, X, und
J? gelten.

e Ist die Darstellung irreduzibel, so folgt aus dem 1. Schur’schen Lemma (Satz 4), dass
die Darstellungsmatrix von J? ein Vielfaches der Einheitsmatrix ist.

Sei nun eine Darstellung auf einen Vektorraum V gegeben (i.A. reduzibel).
Verkiirze Notation: Bezeichne die Darstellungsmatrizen von g, X, J? auch mit g, X, J2.

Konstruiere irreduzible Unterrdume (und damit irreduzible Darstellungen) wie folgt:

e Wihle einen geeigneten Startvektor.

e Erzeuge eine irreduzible Basis durch wiederholte Anwendung der Generatoren.

Geeigneter Startvektor: Gemeinsamer Eigenvektor von J? und Js (méglich, da [J2, J5] = 0),
in Dirac-Notation
J3|m) = m|jm)

(Eigenwert, von J? nicht expliziz angezeigt, da wir nun einen irreduziblen Unterraum kon-
struieren, d.h. in einem festen Eigenraum von J? bleiben.)

Definiere
Ji = Jl + 1J2 .

Dann gilt
[Ji, J3] = [Jl + iJ2, J3] = _1J2 + l(ljl) = :F(Jl + 1J2) = :Fji
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und damit
J3(Jxlm)) = (Jeds — [Jx, J3])|Im) = (Jem £ J1)|m) = (m + 1)(J<|m)),

d.h. entweder Jy|m) o |m =+ 1) oder Ji|m) = 0.

Da der invariante Unterraum endliche Dimension hat, muf die Serie oben und unten ab-
brechen, sagen wir oben bei m = j und unten bei m = ¢,

J317) = jli) J3|€) = (|¢)
J.1j) =0, J_|) =0.

Weiter gilt

S Jy = (N1 —iha)(Ji +idy) = J7 + J5 + iy, Jo]
= Ji+ J;—Js = JP=Ji+J Ji+Js

sowie

Jod_ = (Jy +idy)(Jy — i) = J2 + JZ —i[Jy, Js]
= J?+J5+ J3 = JP=J2+JJ —Js.

Daraus folgt

Jjy = (J5+ J3+ J_J)|5) = 50 + D)]j)
2|0y = (J5 = Ty + T J-)|0) = £(¢ = 1)|£)

Da alle Zustinde in einem irreduziblen Unterrraum denselben Eigenwert von J? haben,
folgt

Jj+1) =40-1).

Quadratische Gleichung, also 2 Losungen: / = —j und ¢ = j + 1, aber laut Annahme ist
j >4, dh.

{=—j und 7 =>0.
Da wir in ganzzahligen Schritten von ¢/ = —j zu j kommen, gilt
j—(=j)=2jeN
Also hat so(3) irreduzible Darstellungen mit j = 0, %, 1, %, 2,...

e Die Anzahl der Basisvektoren und damit die Dimension der Darstellung j ist 25 + 1.
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e Fiir die orthonormalen Basisvektoren, nun bezeichnet durch |jm) gilt
Tljm) = 3G + Dlgm)
Jslgm) = m|jm)
Jeljm) = [i(G +1) = m(m £ D]'2]j,m + 1)

Bezeichne mit IV(g) die potentiellen Darstellungen von SO(3) definiert durch
I (g)ljm) = gljm) ,

d.h. die Matrixelemente sind

L9 (g)mme = (jmlgljm’) .
speziell
17 (e_ltJS)mm’ — <jm|e—1tJ3|jm/> _ <jm|e—1tm |jm/> _ e_ltmémm’ ]
Es ist e72™% = [, aber [V (e 2™/3) = ¢=2™m§, . d.h. nur fiir
m € Ny = JE Ny
ist IY(e™?™%) = 15,1 und wir erhalten tatséichlich Darstellungen von SO(3).

Irreduzible Darstellungen von SU(2)
Die Pauli-Matrizen oy, 09, o3 (vgl. UA 33) bilden eine Basis der Lie-Algebra su(2) mit

0,04 = 212 Ek07
I

d.h. die 0y, /2 erfiillen dieselben Beziehungen wie die Jj, also gilt su(2) = so(3). Damit ken-
nen also auch alle irreduziblen Darstellungen von su(2). Da SU(2) = exp(isu(2)) (UA 34)
und weil SU(2) einfach zusammenhéngend ist, erhalten wir fiir alle j € Ny /2 irreduzible
Darstellungen von SU(2).

Den letzten Schritt nochmal explizit: Laut UA 35 gilt fiir den Homomorphismus

@ SU( 2) — SO(3) dass ¢(e™27"%) = Rj;(a), aber 71377 ist erst fiir @ = 47 die Identitit!
V(e 4™%") = 1,4, gilt aber auch fiir halbzahlige ;.

Charaktere
Da alle Drehungen um den gleichen Winkel in derselben Aquivalenzklasse sind, geniigt es,
Drehungen um €3 zu betrachten:

J J

VW) = 3 V(B @)mm = > ™ (SO(), j € No, v € [0,27))
Y () = Z V(e 1573) Z e”me  (SU(2), j € No/2, a € [0,4n))

Insbesondere fiir die definierenden (bzw. “fundamentalen”) Darstellungen

X a) =2cos(2),  x'(¥) =1+2cos.
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6.9 Bemerkung zu einigen klassischen Lie-Gruppen

Definition: (Adjungierte Darstellung)
Sei GG eine Lie-Gruppe mit zugehoriger Lie-Algebra g, und sei ¢ € G. Die Abbildung
Ad: g — Ad, mit
Ad,: g — ¢
X — gXg ' =:Ad,(X)
heift adjungierte Darstellung von G (auf g).
Bemerkungen:

1. Man definiert auch Ad,(h) := ghg™! fiir h € G.

2. Ad ist eine Darstellung, denn
(i) g ist ein Vektorraum,

(i) Ady(X) € g, denn h(t) := ge™'g~" ist eine Kurve in G mit h(0) = I und
h(0) = iAd,(X), d.h. insbesondere

gelXtgml — (iAdg(X)

)

(iii) Ady(Ady(X)) = Ady(hXh™') = ghXhtg™' = Adyn(X)
3. Fiir X € g definiert man weiter (vgl. UA 41) adx : g — g durch

1d 1d i —i
adx (V) = Y&Adem(y) =<3 (eXYe ™) =[X,Y].
t=0 t=0

Lemma 20. (Hauptachsentransformation (HAT) fiir unitire Matrizen)
Sei g € U(n). Dann ezistiert ein h € U(n), so dass high diagonal ist, d.h. insbesondere

elv1 0
g=h - hi

mit reellen ¢;.

Beweis: Fiihre zuriick auf HAT fiir hermitesche Matrizen.
Sei My :={g € U(n) : € ist kein Eigenwert von g}. Dann bildet

f¢ . M¢ — Cnxn

g i +g)(e? —g)!
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(verallgemeinerte Cayley- Transformation) unitire g auf hermitesche Matrizen A := f(g)
ab, denn

Al = (_j)(e—i¢ _ gT)—l(e—i¢ 4 gT)

(D) + 9)(e +9) " (7 — g") (e + )
= (—i)(e* + 9)(_31 — gl +e g — 1) (e + g7)
=i(e’ + g) (?g" — e g) (e + g")

/

v~

und
B(e —g) = (99" —e g) 1 (e7? + g") (e — g)
= (e?g" —eg) (1 + g —e g 1) =1,

d.h. AT = A. Damit existiert ein h € U(n), so dass h'Ah = D diagonal ist (HAT fiir
hermitesche Matrizen). Weiter ist f, bijektiv mit

A=i(e’ +g)(e? —g)"

< A(e? — g) = i(e + g)
& (A —1) = (A+1)g
& g=e?(A+i)H(A-i)=f1(A).

Zu gegebenem g € U(n) wihle nun ¢ so, dass g € M,, nenne A := f,(g), und wihle
h € U(n) so, dass hf Ah =: D diagonal ist. Dann diagonalisiert h auch g, denn

high = hie?(A +1)"'hh' (A —i)h = (D +1)"1(D —1).
O

Bemerkung: Gilt analog fiir ¢ € SU(n) C U(n), mit h € SU(n), denn falls det h # 1,
wiihle stattdessen i = (det k)~ w h.

Satz 21. Zu jedem g € U(n) existiert ein X € u(n), so dass g = ¢'X.

Beweis: Laut Lemma 20 existiert ein h € U(n), so dass

elv 0
g=nh ht = hel¥ Bl
0 elen
mit
¥1 0
Y = € u(n)
0 ©n



Weiter gilt
g = heiYhT — eiAdh(Y)

d.h. das gesuchte X € u(n) ist X = Ad,(Y). O
Bemerkungen:
1. Mit der Bemerkung nach Lemma 20 gilt auch: Zu jedem g € SU(n) existiert ein
X € su(n), so dass g = e'X.

2. Ahnliches gilt auch fiir ¢ € SO(2n): Man zeigt zunichst, dass ein h € SO(2n) exis-
tiert, so dass
Rl 0
g=h T
0 R,

mit R; € SO(2). Fiir SO(2n + 1) hat die Diagonalmatrix noch eine zusétzliche Zeile
mit einer 1. Damit lisst sich auch jedes g € SO(n) als € mit X € so(n) schreiben.

3. Fiir all diese Gruppen, kénnen wir also bei der Konstruktion irreduzibler Darstel-
lungen vorgehen wie in Abschnitt 6.8 fiir SO(3) bzw. SU(2): Konstruiere zunéchst
irreduzible Darstellungen fiir die Lie-Algebra und durch Exponentieren (potentielle)
Darstellungen der Gruppe.

4. Die auftretenden Diagonalmatrizen sind maximale abelsche Untergruppen (sogenann-
te mazimale Tori) der jeweiligen Gruppen.

6.10 Weitere Begriffe zu Lie-Algebren

Mit den Uberlegungen aus Abschnitt 20 wissen wir, wann wir von Darstellungen der Lie-
Algebra auf Darstellungen der Lie-Gruppe schliefsen konnen. Das war der letzte Schritt in
der Vorgehensweise aus Abschnitt 6.8. Zuvor hatten wir bei der Konstruktion von Dar-
stellungen der Lie-Algebra Eigenschaften von J? verwendet. Im folgenden diskutieren wir
nochmal allgemeiner, was in diesem ersten Schritt passiert ist, und erwiahnen dabei einige
Begriffe, auf die wir aber z.T. nicht ndher eingehen werden.

Definition: (Darstellungen von Lie-Algebren)

Sei g eine Lie-Algebra und V' ein Vektorraum. Eine Darstellung ¢ : g — GL(V) ordnet
jedem X € g eine lineare Abbildung ¢(X) : V — V zu, so dass

([X,Y]) =[p(X),6(Y)] VX Yeg.
—_ ——

Lie-Klammer Kommutator

Beispiele:

1. Durch ad : g 3 X — ady mit adx(Y) = [X,Y] wir eine Darstellung von g auf g
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definiert, denn

ady (ady (2)) — ady (adx (%)) = [X, [Y, Z]] - [V, [X, Z]]
=X [V Z]| + [V, [Z, X]]
= =2, [X,Y]]

Jacobl Id.
= [[X,Y], Z]
:ad[X,y}(Z) VZEQ

In einer Basis {X;} von g sind die Matrixelemente der Darstellungsmatrizen durch
die Strukturkonstanten gegeben:

ade(Xk) =: IZXl (ade)lk
l

= [X;, Xi] =1) dyp X,
!

2. Aus einer Darstellung I" einer Lie-Gruppe erhélt man (durch Ableiten) eine Darstel-
lung dI" der Lie-Algebra g, wobei

1d_, |
dl'(X) = B Er(e Xt

t=0
In diesem Abschnitt ist die Konvention mit dem i in der Exponentialabbildung weniger
geschickt. . .

Definition: (Einhiillende Algebra)
Sei g eine Lie-Algebra mit Basis {X,}. Die einhiillende Algebra E(g) besteht aus formalen
Polynomen in den Generatoren,

ZCL] IX —|— Z bjk IX ) le + ZC]M IX )<1Xk)(1Xl) , a;, bjk7 Cjkl c R,
J jk Kkl
wobei 1.X;iX}, und iX;iX; +1X; identifiziert werden, falls [iX;,1X}] = 1X;.
Bemerkungen:

1. Eine Darstellungen ¢ einer Lie-Agebra liefert dann auch eine Darstellung der ein-
hiillenden Algebra (nenne auch ¢), wobei die formalen Produkte und Summen zu
Matrix-Produkten und Matrix-Summen werden.

2. Eine Basis der einhiillenden Algebra bilden z.B. diejenigen Monome der Generatoren,
bei den die Indizes von links nach rechts aufsteigend angeordnet sind — alle anderen
lassen sich durch Aussnutzen der Lie-Klammer als Linearkombinationen darstellen.
Beispiele fiir SU(2):

0901 = 0109 — |01, 03] = 0109 — 2i03

010309 = 0'1(0'20'3 — [0‘2,0’3]) — 010903 — 2i0101
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Definition: (Casimir-Operator)
Ein C € E(g) heifst Casimir-Operator, falls C' mit allen Elementen der einhiillenden Algebra
vertauscht, d.h. falls

[C,A]=0 VAecE(g).

Beispiel: J? := J2 + J2 + J2 fiir SO(3) (vgl. Abschnitt 6.8).
Bemerkungen:
1. Ein Casimir-Operator vertauscht insbesondere mit allen X € g C E(g).
2. Damit folgt auch [C,e*] =0V X € g, d.h. fiir die Fille aus Abschnitt 6.8 und 6.9,
wo galt G = exp(ig), folgt sofort, dass [C,g| =0V g € G.

3. [C,g] =0V g € G gilt sogar allgemein, denn man kann zeigen:
e exp(ig) enthélt immer eine Umgebung der Identitit in G.
e Durch (endliche) Produkte eXeYelZ ... erreicht man alle g € Gy, der Zusam-
menhangskomponente der Identitét.
e Da G/Gy total unzusammenhéngend ist (Abschnitt 6.1), vertauscht auch jedes
h € G/Gy mit allen ¢ € G (UA 37) und damit mit allen X € g und allen
A€ E(g).

4. Fiir Darstellungen (der Lie-Gruppe, der Lie-Algebra und der einhiillenden Algebra)
gilt damit [d['(C),T'(g9)] =0V g € G, und mit dem 1. Schur’schen Lemma folgt fiir
irreduzible Darstellungen, dass dI'(C') ein Vielfaches von 1 ist.

Einen Casimir-Operator findet man wie folgt. ..

Definition: (Killing-Form)
Sei (G eine Lie-Gruppe mit zugehdriger Lie-Algebra g, und sei ad die adjungierte Darstellung
von g. Die symmetrische Bilinearform

K:gxg—R
(X,)Y)— K(X,Y) :=tr(adx o ady)
heift Killing-Form (vgl. UA 34).
Bemerkungen:
1. K ist bilininear da ad und tr linear sind.

2. K ist symmetrisch, da unter der Spur zyklisch vertauscht werden darf, z.B. gilt mit
einer Basis { X}

(adx o} ady)(Xj) = adX (Z Xk<ady)kj> = ZX[(&dx)lk(ady)kj

und damit

tr(ady o ady) = Z(adx)jk(ady)kj = tr(ady o ady) .
ik
Hier wurde nur die Linearitat von ady benutzt.
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3. Es gilt K(Ad,(X),Ad,(Y)) =K(X,Y)V X, Y €egund V g € G, denn mit

adaq,(x)(Z) = [9Xg ™, Z]
=9Xg'Z — ZgXg™
= g9(Xg'Zg—g ' ZgX)g™!
= g[X, 97" Zglg™!
= Adg e} adX 9] Adg—l

folgt

K(Adg<X), Adg(Y)) = tr(adAdg(X) e} adAdg(Y))
tr(Ad, oadx o Ad,-1 0o Ad, o ady o Ady-1)
—_——

tr(ady o ady)
K(X,Y)

(zyklisches Vertauschen unter der Spur).

. Fiir halbeinfache Lie-Gruppen (haben wir nicht definiert, aber die klassischen Grup-
pen SU(n) und SO(n) gehoren dazu)) ist K positiv definit, definiert also ein Skalar-
produkt. Wihle in diesem Fall eine Orthonormalbasis { X} beziiglich K, d.h.

K(Xj, Xx) = 0ji -

Behauptung: (Quadratischer Casimir-Operator)
Dann ist Cy := ZXij immer ein Casimir-Operator.
J
Beweis:
(i) Zunéchst: Cy ist unabhéngig von der Wahl der ON-Basis, denn sind {X;} und
{Y;} ON-Basen, so existiert ein S mit

Y=Y XiSi,
k
und es gilt
Ojk = ZK Xz, m) SijSmk = ZSlJSlk

& S;=(S"Na (& S ist orthogonal).

Damit folgt

Z ViV =) X XiSiSi = XaXiSi(S™ ) = Z X X = Z X5 X -

Jkl jkl
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(ii) Cy ist Casimir-Operator < [C, X] =0V X € g & Ad,(Cy) =Cy V g € G.
Berechne also

AdQ(CZ) = gZng_ngjg_l = ZAdg(X]) Adg(X]) = ZY;}/] = 02’
J J =:ij j

denn {Y; = Ad,(X;)} ist eine ON-Basis, da

K(Y}, Ye) = K(Ady(X;), Adg(Xi)) = K (X, Xy) = djic -
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7 Die Tensormethode zur Konstruktion irreduzibler Dar-
stellungen von GL(m) und Untergruppen

Kurzversion der Abschnitte 7.1 und 7.2
Sei V' im Folgenden stets ein Vektorraum iiber C mit dim V' = m.

Definiere den Tensorraum V¥ =V ®.-.--Q V.
————

n Faktoren

Bilde Tensorprodukte aus |v;) € V, j =1,...,n:
[01) ® |vg) @ -+ ® |v,) € VE.

Allgemeine |v) € V" sind Linearkombinationen solcher Tensorprodukte und heifen Ten-
soren n-ter Stufe.

e Darstellung von GL(m) auf V®": Definierende Darstellung auf jedem Faktor, g €
GL(m),

g(lv1) ® [v2) @ -+ ® [vn)) = (glv1)) ® (glv2)) @ -+ ® (glvm))
setze durch Linearitit auf ganz V" fort.
e Darstellung von S,, auf V®": p € S,,,
p([v1) @ [v2) @ -+ @ [vn)) = [vp-11)) ® [Up=12)) @ -+~ @ [vp-1m))

setze ebenfalls durch Linearitéit auf ganz V" fort.

Offensichtlich gilt:
gplv) = pglv) VpeS,, VgeGL(m)undV |v) € V&
(z.B. durch Hinschreiben fiir Tensorprodukte).

In einer Basis... Wibhle eine Basis von V: |j), j =1,...,m.
Bilde eine Produktbasis von V®":
7)) @ @ |Jn) =t [J1---Jn), Jgr=1....mk=1,...,n).

Allgemeines Element |z) € V&

m

|z) = Tjy.gulJ1 -+ - Jn) ? Tjr.jal -+ Jn) 5
J1 Jn=1

Summationskonvention

z.B. mit p € S,
plr) = x5 g ldp-101) - - - Jp-t(n))

= Lip(1)---p(n) |jl e ]N> :

In den folgenden beiden Abschnitten wird noch einiges explizit in Produktbasen gerechnet...
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7.1 Tensoren und Tensorriaume

e sei V,, ein m-dim. Vektorraum und {g} die Menge invertierbarer linearer Transfor-
mationen auf V,,

die Transformationen ¢ bilden eine Gruppe isomorph zu GL(m,C) (im folgenden
abgekiirzt GL(m))

e sei {|i);i=1,...,m} eine Basis von V,,
dann ist eine Matrixdarstellung von GL(m) gegeben durch

gli) = |7)g;e  (Summe iiber j)

mit det gj; # 0
das ist die sog. definierende oder fundamentale Darstellung von GL(m)
diese ist irreduzibel und wird im folgenden auch mit g bezeichnet

e der Produktraum V" =V,, ® --- ®@ V,,, (mit n Faktoren von V;,) heift
Tensorraum

e cine Basis fiir V®" ist gegeben durch
|len> = |21> R ® |Zn>
abgekiirzt: |i),,
e cin beliebiges Element z € V" kann geschrieben werden als
) = li1- - in) @iy,

abgekiirzt: |z) = [7), 2
die x(; heifen Tensorkomponenten von |z)

e die Elemente von GL(m) induzieren folgende Transformationen auf V®":
gli), = 17),D(9) 1y
mit - D(9) 1) = Gjiin** Giwin
die D(g) bilden eine m"-dimensionale Darstellung von GL(m), die Produktdarstel-
lung ¢ ® - -+ ® g, mit Tragerraum V&

e die |z) € V®" transformieren sich unter GL(m) wie folgt:

. 4 L.
|2%) = glz) = (9l0),) 1y = 10),D(9) gz = )27,
— z{y = D)yt
Objekte, die sich wie die |z) transformieren, heiffen Tensoren n-ter Stufe beziiglich
GL(m)
insbesondere sind Vektoren Tensoren erster Stufe

e wenn wir die Operatoren bzw. Matrizen g auf die Untergruppen U(m), SU(m) oder
O(m) einschrianken, koénnen wir Tensoren beziiglich dieser Gruppen definieren
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7.2 Wirkung der symmetrischen Gruppe auf dem Tensorraum

. . 1 2 -
e betrachte eine Permutation p = ( !

) € S,, und ordne ihr eine lineare
pPr P2 - Dn

Transformation auf V" zu:

mit xflln = xipf"%n

hier wirkt p nur auf die Tensorkomponenten x(;; und nicht auf die Basistensoren [i),

e andererseits kann man p auch auf die Basistensoren wirken lassen (und nicht auf die
Tensorkomponenten)
wegen

|2P) = [iy - in) 2y, iy, = |¢p1,1 .. 'ip;1>$z‘1~~in

ist die Wirkung von p auf die Basistensoren gegeben durch

. . . . p—1
pliy - in) = |2p;1 cedpm) =[P,

daher gilt
pliY, = 13), L)y
mit  T'(p)yy = 5]'1@'171,1 --'53‘”@'17;1 = 0j, i " Ojprin
e Bsp.m=2n=3,p=(123) und
) = |111) + 3|112) + 4]122) + 2|211) + 5[212) + 4]221)
d.h. wir haben

=1, T112=3, x121=0, wzn=4

Tonn =2, T2 =09, T =4, Tap=0

— Mogl. 1: Wirkung auf die Tensorkomponenten
(123) _
x =z d.h.

111213 121311 )

123 123 123 123
‘rgll):la ‘T§12):07 $§21):2> $§22):4

123 123 123 123
xén):?), $;12):4> $g21):5> $g22):

und damit

[2129) = |111) + 2|121) + 4]122) + 3211) + 4/212) + 5/221)
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— Mogl. 2: Wirkung auf die Basistensoren
pil = (321) — p|111223> = |Z'3i12.2>, d.h.
p|111) = |111) , p[112) =|211), p[121) =|112), p[122) =]212)
p|211) = [121), p|212) =|221), p|221) = |122), p|222) =|222)

und damit
2023y = [111) 4 3[211) + 4]212) + 2[121) + 5[221) + 4]122) v

e wichtiger Punkt Nr. 1 (s. Tung Lemma 5.1): die Darstellungsmatrizen D(g) und I'(p)
haben folgende Symmetrie:

. 1 2 -+ n . . : .
furq:(q1 oo qn)ESn und {7} = (ig, - - - ig,) gilt

Dyijyiy = Dyjaypiny

d.h. die Matrizen sind invariant, wenn dieselbe Permutation gleichzeitig auf die Indi-
zes von i und j angewandt wird (es dndert sich lediglich die Reihenfolge der Faktoren
von g in D(g) bzw. der Kroneckerdeltas in T'(p))

e wichtiger Punkt Nr. 2: die Matrizen D(g) (¢ € GL(m)) und I'(p) (p € S,) kommu-
tieren miteinander, d.h.

pgli, = gpli,
(Beweis in Ubungen)

e sowohl die Darstellung D(g) von GL(m) als auch die Darstellung I'(p) von S, auf
Ve ist i.A. reduzibel

— aus Kap. 5 wissen wir bereits, wie wir ['(p) in irred. Komponenten zerlegen
konnen, ndmlich durch Anwendung der irred. Symmetrisierer der Algebra A(.S,,)

— im Folgenden werden wir sehen, dass dieser Prozefl auch zur Reduzierung von
D(g) fiihrt

— der tiefe Grund dafiir ist, dass die GL(m) und S, Transformationen auf V"
miteinander kommutieren und dass dies die “mazimalen” Gruppen sind, die diese
FEigenschaft haben
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7.3 Zerlegung des Tensorraums in irreduzible Unterrdume beziig-
lich S,, bzw. GL(m)

7.3.1 Symmetrieklassen im Tensorraum

e Notation: Sei (wie in Kapitel 5)

— Of ein Young-Tableau
— ¢ der dazugehorige Young-Operator

— L) ={rey; r € A(S,)} das von e, erzeugte irred. Linksideal
(vgl. Abschnitt 5.4: e = ef. Die anderen € erzeugen auch minimale Linksideale,
und die entsprechenden irreduziblen Darstellungen fiir festes A sind dquivalent.)
e Ziel: Im Folgenden werden wir sehen:

— Ein Unterraum der Form

fiir festes |o) € V" und

span(r|o)) beliebiges r € Ly

ist invariant und irreduzibel unter S,,.

— Fin Unterraum der Form

span(e]a)) fiir festes e} und
DAL beliebiges |a) € V&

ist invariant und irreduzibel unter GL(m).

— Der Tensorraum V®" kann so zerlegt werden, dass die Basistensoren die Form
|\, @, a) haben, mit
A — Symmetrieklasse, gegeben durch das Young-Diagramm,
a = Index fiir die versch. irred. inv. Unterrdume bzgl. S,,,
a = Index fiir die versch. irred. inv. Unterrdume bzgl. GL(m).

e Fiir ein gegebenes Young-Tableau heifen die {ef|a) : |a) € V®"} Tensoren der
Symmetrie ©X.

e Fiir ein gegebenes Young-Diagramm heifen die {re,la) : r € A(S,), |a) € V©"}
Tensoren der Symmetrieklasse A.

e Betrachte zunéchst einen Unterraum T (a) = {rey|a) ; r € A(S,,)} fiir festes a.
Dann ist T)(«) entweder leer oder

(i) T\(«) ist invariant und irreduzibel unter S,, und

(ii) die Darstellung von S,, auf T)(«) ist gegeben durch die irreduzible Darstellung,
die von ey auf L, erzeugt wird.
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Bewelis:

(i) Sei |z) € Th(r), dann existiert ein r € A(S,,) so dass

) = rexla)
= plr)= pr e\Ja) e Th(a) VYpeESI,.
—
€A(SR)
= T\(«) ist invariant unter S,. (“irreduzibel” folgt gleich aus (ii))
(ii) Sei {r;ex} eine Basis von Ly = {r;e)|a)} ist eine Basis von T)(«).

a) Wirkung von S,, auf Ly: p € S,
priex = ;e (p) i
b) Wirkung von S,, auf T)(a): p € Sy,
priexla) = eI (p)jila) = rjeala)T(p)ji.

= Die Darstellungsmatrizen auf 7 («) sind dieselben wie auf Ly, und insbeson-
dere ist T)(«) irreduzibel.

7.3.2 Total symmetrische und total antisymmetrische Tensoren

e Sei O,_, = D:I:D, d.h. e, = s ist der totale Symmetrisierer von S,,,

L, ist eindimensional.

= Fiir gegebenes |a) ist Ts(«) eindimensional = span(es|a)).
Solche Tensoren sind total symmmetrisch (in allen Indizes).
Jedes Ty («) tragt die triviale Darstellung.

Beispiel: m =2, n=3 = e, =¢[I + (12)+ (13) 4 (23) + (123) + (132)]
Hier gibt es 4 verschiedene total symmmetrische Tensoren:

es|111) = [111) =:s,1,1)
es|112) = $(]112) + |121) + |211)) =:s,2,1)
es]122) = $(]122) + |212) + |221)) =:|s,3,1)
€,222) = |222) =:s,4,1)

Den Raum, der von den Tensoren der Symmetrieklasse s aufgespannt wird, nennen
wir T7.
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e Total antisymmetrische Tensoren (A = a) gibt es nur fiir n < m, also nur bis zur
Stufe m,

denn fiir n > m enthilt jeder Basisvektor mindestens

Oree = |, zwei gleiche Indizes, sagen wir ji, = j; in |j1 ... jn) =
durch Antisymmetrisieren ergibt sich Null.

Die Darstellung von S, auf T, («) ist sgn.
e Beispiel: Tensoren 2. Stufe (n = 2) in m Dimensionen
esit) = |is) i=1,...,m

68|1j>:§(|2j>+|j2>) i#jti=1,...,n, j=i+1,...,n)

= m + $(m? —m) = £(m® + m) total symmetrische Tensoren.

eqlit) =0 t=1,...,m
¢alig) = 5(li7) = 179) i#J
= 1(m? — m) total antisymmetrische Tensoren (einer fiir m = 2).

7.3.3 Tensoren mit gemischter Symmetrie

Betrachte wieder das Beispiel von Tensoren 3. Stufe (n = 3) in m = 2 Dimensionen und
speziell

O =1k 2 it en = [T+ (12)]1 — (13)]

(hier ist p = I, nicht mitgeschrieben, also ©, = ©1)
Aus Abschnitt 5.3 wissen wir: L, = span(e,, (23)e,)

e Wihle zunéchst |o) = [112)

ex|112) = [e + (12)][|112) — |211)]

= 2|112) — |211) — [121)  =: |, 1,1)
(23)e,|112) = (23)[2[112) — [211) — |121)]
= 2121) — |211) — [112)  =:|x,1,2)

Fiir alle r € A(S,,) ist re,|a) eine Linearkombination dieser beiden Tensoren.
= Diese beiden gemischten Tensoren bilden eine Basis fiir einen 2-dimensionalen.
Unterraum 7,,(1), der invariant und irreduzibel unter Ss ist (vgl. Abschnitt 5.3)
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e Wihle nun |o) = [221)
e.]221) = 2|221) — [122) — |212)] = |, 2, 1)
(23)e.|112) = 2|212) — [122) — [221)] =: |, 2,2)

Dies ist eine Basis fiir einen weiteren 2-dimensionalen, irreduziblen, invarianten Un-
terraum 7(2).

e |k, 1,1) und |k, 2, 1) sind Tensoren der Symmetrie O, und spannen den 2-dimensionalen
Unterraum 77(1) := {e.|a) : |a) € V®3} auf.

(i) T.(1) ist invariant unter GL(2), denn aus gp =pg V g € GL(2) und V p € S,
= gesla) =engla) € T((1).
~~
eves
Dieses Argument hat werder n = 3 noch m = 2 verwendet, gilt also allgemein.
(ii) T7(1) ist irreduzibel unter GL(2).
Beweis: Wir konstruieren explizit die Darstellungsmatrizen fiir g € GL(2).
gl 1,1) = g(2]112) — [211) — 121))
es war ¢|112) = |ijk)gi19j19k2 (Summe iiber i, j, k)
= 2[ijk)gingi1gr2 — |ijk)giagingr — lijk)gingjagm
3 X 8 = 24 Terme
= [112) (2911911922 — 912911921 — G11912921)

—2g1; det g
+ [211) (2921911912 — 922911911 — 921912911)1
— g1y det g
+ [121) (2911921912 — g12921911 — 911922911)1
—gidetg
+ |221) £2921921912 — §22921911 — 9219229112
——2go; det g
+[122) (2911921922 — G12921921 — G11922921)
=gzlvdetg
+1212) (2921911922 — 922911921 — 921912921)1
=gz:aetg

Die restliche Terme miissen Null ergeben, da T7.(1) invariant unter GL(m) ist.
= detg (|/<u', 1, 1>g11 —+ ‘K,, 2, 1><—g21))
Analog findet man
glk,2,1) = det g (|/§, 1, D) (=g12) + |5, 2, 1)922) ,
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d.h. die Darstellungsmatrizen,
K gin —ga1
D = det ,
(9) g (—912 922 )

sind selbst € GL(2) und jede GL(2)-Matrix tritt auch als D"(g) auf. Falls die
Darstellung reduzibel wére, miissten alle D(g) einen gemeinsamen Eigenvektor
haben — offensichtlich nicht der Fall, also ist die Darstellung irreduzibel. U

e Analog findet man: |k,1,2) und |k,2,2) sind Tensoren der Symmetrie oY und

spannen den 2-dimensionalen Raum 77.(2) := {e,(fg)|a) ;o) € VE3} auf.

T (2) ist auch invariant und irreduzibel unter GL(2) und trégt die gleiche Darstellung
von GL(2) wie T/(1).

e Die Rdume T)(a) (a = 1,2) enthalten alle Tensoren der Symmetrieklasse x = .
e Der 8-dimensionale Tensorraum V®? ist somit vollstindig reduziert:
VE =T @ T,(1) ©T.(2) = T, @ T,(1) ® T,(2)
N /! AN /!

inv. unter Ss inv. unter GL(2)

T trégt {ibrigens eine 4-dimensionale irreduzible Darstellung von GL(2) und zerfillt
unter S3 in eine direkte Summe aus 4 eindimensionalen Raumen, die jeweils die
triviale Darstellung tragen. Als Basistensoren von V®? kénnen wir withlen:

— Die 4 total symmetrischen Tensoren |s, a, 1) aus Abschnitt 7.3.2mita = 1,...,4
— Die 4 Tensoren |k, @, a) mit « = 1,2 und a = 1, 2.
7.3.4 Vollstandige Reduzierung des Tensorraums

Die Beobachtungen aus Abschnitt 7.3.3 verallgemeinern sich wie folgt:

e Zwei Unterrdaume des Tensorraums V", die invariant und irreduzibel unter S,, sind
und zur selben Symmetrieklasse A\ gehoren, sind entweder identisch oder disjunkt.

e Wenn die zwei irreduziblen, invarianten Unterrdume zu verschiedenen Symmetrie-
klassen gehoren, sind sie disjunkt.

e Der Tensorraum kann vollstindig zerlegt werden in irreduzible, invariante Unterriu-

me bzgl. S,
Ver=3"3"T\(a).
A ad

Dabei treten nur Young-Diagramme auf, die hochstens m Zeilen haben. (gleiches
Argument wie bei den vollstindig antisymmetrischen Tensoren in Abschnitt 7.3.2)
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e Eine Basis von T)(«) bilden die Tensoren |\, o, a) mit a = 1,..., dim(7)(«)).

e Die Basistensoren kénnen so gewahlt werden, dass die Darstellungsmatrizen fiir .S,
auf T\ («) identisch sind fiir alle «, die zur selben Symmetrieklasse A gehoren:

PN, a,a) = |\, o, )T (p)y, fiir alle p € S,
——

unabh. von «

e Die Zerlegung von V®" hzgl. der Symmetrieklassen von S, fithrt automatisch zu einer
Zerlegung von V®™" in irreduzible, invariante Unterrdume von GL(m):

— Die Unterrdume 75 (a), die von den |\, a, a) mit festem A und festem a aufge-
spannt werden, sind invariant (s.0.) und irreduzibel (ohne Beweis) unter GL(m).

— Die irreduzible Darstellung von GL(m) auf 75(a), ist unabhéngig von a, d.h.
zu gleichen Young-Diagrammen gehoren die gleichen irreduziblen Darstellungen
von GL(m).

Beweis: Sei |z) € T\(«) C T. Dann existiert ein r € A(S,,) mit
|x) = rey|a) .
Fiir jedes g € GL(m) gilt (wegen gp = pg Vp € S,)
g(rex)la) = (rex)gla) € Ti(ga) C T},

d.h. durch g wird die Symmetrieklasse nicht verdndert, also gilt

glx, @, a) = |\, B,5) D*(9) sb)(aa)

(Summe iiber das Indexpaar (b))

Das wussten wir natiirlich auch deshalb bereits, weil die 73 (a) invariant unter
GL(m) sind.

Zeige nun, dass D*(9)ap)(aa) diagonal in den Indizes (a, b) ist.

Sei wieder g € GL(m), p € Sy:

gpIN, a,a) = g|)\,a,c)1“)‘(p)ca = |)\,ﬁ,b>D’\(g)(gb)(ac)F’\(p)m

und

pg|)‘7057a> :p|)‘>ﬁ7c>D)\(g)(ﬁc)(aa) = |)\>67b>F>\(p)bcD)\(g)(ﬁc)(aa) .

Wegen gp = pg sind die rechten Seiten gleich. Statt der lateinischen Indizes
schreibe ein Matrixprodukt:

Dg)paI(p) = TN (p) D*(9) g -

Da giiltig V p € S, folgt mit dem Schur’schen Lemma (Satz 4), dass D*(g)sa
ein Vielfaches der Einheitsmatrix bzw. D/\(g)(ﬁc)(w) diagonal in den lateinischen
Indizes ist. O
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7.3.5 Dimensionen der GL(m)-Darstellungen

Im Prinzip klar, denn zu jedem Young-Diagramm O, gehort eine Darstellung I'* von
S, und eine Darstellung D* von GL(m). Fiir die S,-Darstellung kénnen wir Dimension
und Multiplizitit (wie oft sie in einer Produktdarstellung vorkommt) mit den Methoden
aus Abschnitt 4.3.1 und Kapitel 5 bestimmen. Geméf der Konstruktion in den Abschnit-
ten 7.3.1-7.3.4 ist die Muliplizitiit von I'* gleich der Dimension von D* und umgekehrt.
Die Bestimmung auf diesem Weg ist aber miihsam, daher. ..

Graphische Regel: Betrachte ein Young-Diagramm, z.B. EEP] (also S7), und das zuge-
horige normale Young-Tableau

2[3]4]
§) .

O, =

(<]

Wende den Young-Operator ey auf |iy...47) an. (i, € 1,2,....m, i.A. m # n, hier n =7)

Frage: Fiir welche Startvektoren entstehen linear unabhingige Ergebnisse?

Schreibe die is in das Young-Diagramm:

iy |ig]is]i4)
5|6 (%)

Es war ey, = syay (sieche Abschnitt 5.3). Daher gilt:
(i) exlir...in) = 0 falls zwei gleiche Zahlen in einer Spalte stehen.
(i) eyvy = sgn(vy)ey und damit sind eyvy|iy .. .i,) und eyliy .. .4,) linear abhéingig.

Es geniigt also, solche Startvektoren |i; ...4,) zu betrachten, bei denen die Zahlen in (x)
in jeder Spalte aufsteigend sind.

Wiéhle nun die is so, dass sie in den Zeilen nicht abfallen. (Hier sind gleiche Werte zuléssig!)
Man kann zeigen:

(i) Die so erhaltenen e,li; .. .14,) sind linear unabhéngig.

(i) exhyliy...i,) ist eine Linearkombination der bereits erhaltenen Tensoren.

Denn wegen hyey = ay sind die e, iy .. . 7,) symmetrisch in allen is, die in () in einer Zeile
stehen. Dies begrenzt die Anzahl der Basistensoren, die zu einer festen Menge {i1,...,i,}
von Indizes erzeugt werden kann.

Damit lésst die sich die Dimension der GL(m)-Darstellungen berechnen, z.B. gilt fiir m = 2
(vgl. Abschnitt 7.3.3)

dim DE = 2 und  dim D" =4,

114



denn die zuléssigen Mo6glichkeiten sind

1]1] 1]2]
5 und 5

bzw. [1]1]1], [1]1]2], [1]2]2] und [2]2]2].

Fiir E und m = 2 gibt es keine zulissige Verteilung der Zahlen 1 und 2. (Das ist konsistent
damit, dass es keine antisymmetrischen Tensoren mit n > m gibt, vgl. Abschnitt 7.3.2.)

Weiter folgt auch dim DV = 2 fiir GL(2), denn [1] und [2], und allgemein
dim D" =m fir GL(m).
Wir schreiben D fiir die definierende Darstellung, d.h.
ver=d®---®0.
S ——

n Faktoren

Damit konnen wir das Ergebnis von Abschnitt 7.3.3 ausdriicken als

e e - o e

2 -2 .2 = 4 + 2 + 2.
(Fiir GL(2)! In den Ubungen dann fiir m = 3.)

Weitere Formeln fiir die Dimensionen der GL(m)-Darstellungen (ohne Beweis):

dim(D?) = (H ;) det [()%, +m — i)m_j} N = (H %) H()‘i — A —i+7)

i,j=1,...m el ey
= 1<)

k_Alnza,h der Felder in Zeile i von Oy

B H m-+7—1 (Produkt iiber alle Felder von ©,
o hij i = Zeilenindex, j = Spaltenindex)

Hakenlénge des Feldes i, j (siehe Abschnitt 5.5)

Zuriick zum Beispiel V&3, m = 2:

mm@ﬂib—da<41>—4

0 1
_2H—12+%&2+&4_234_4
n 3 2 1 3 2
mMiﬁ:®%?D:2
241-1 242-1 2 -
—= + . i . +1 222.3.1:2
3 1 1 3

Bemerkung: Mit der Tensormethode kann man alle sogenannten ganzrationalen irredu-
ziblen Darstellungen von GL(m) konstruieren, d.h. die Elemente der Darstellungsmatrizen
sind homogene Polynome in den g,;. Es gibt aber noch andere Darstellungen.
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7.4

Irreduzible Darstellungen von U(m) und SU(m)

Die irreduziblen Darstellungen von GL(m) aus Abschnitt 7.3.4 induzieren auch Dar-
stellungen der Untergruppen von GL(m). Diese miissen i.A. nicht irreduzibel sein,
sind es aber fiir U(m) und SU(m), jedoch nicht fiir O(m). Weitere irreduzible Dar-
stellungen von U(m) und SU(m) gibt es nicht.

Wegen U(m) = (SU(m) x U(1))/Z, (direktes Produkt, siche Abschnitt 1.8) sind die
Darstellungen von U(m) gegeben durch

D{}(m) (9) = (det g)* D§U(m) (9) fiir g € U(m) und g € SU(m) mit einem k € Z.
Wir betrachten im Folgenden nur noch SU(m).

Fiir SU(m) sind die beiden irreduziblen Darstellungen, die zu den Young-Diagrammen
(A, .y Am) und (A 4k, ..., Ay, + k) gehoren, dquivalent — z.B. fir m =5 und k =1

und

Beweis in UA 45. (Die beiden Diagramme unterscheiden sich durch einen Faktor
(det g)*, und det g = 1 fiir g € SU(m))

Aus dem Beweis folgt auch, dass das Young-Diagramm @ (m Felder) der trivialen
Darstellung von SU(m) entspricht, d.h.

g—1 VgeSU(m).

Funktionen, die sich unter SU(m) in dieser Darstellung transformieren, heifen SU(m)-
Skalare oder SU(m)-Singuletts. Solche Funktionen transformieren sich aber in der
total antisymmetrischen Darstellung von S,,.

Irreduzible Darstellungen von SU(2):
— definierende / fundamentale Darstellung: 0 mit Dimension 2

— triviale Darstellung: H mit Dimension = 1

— m = 2 = die Young-Diagramme haben hochstens 2 Zeilen, d.h.
jede irreduzible Darstellung ist dquivalent

* entweder zu H,

zB. H ~ H ~ HH ~ HH

x oder zu einem Diagramm mit einer Zeile, das man durch Abschneiden aller
Spalten mit zwei Feldern erhilt,

zB. H1H ~ mm ~ Y ~ P
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= Wir miissen aufer H nur Diagramme mit einer Zeile betrachten.

— Dimension der Darstellung zum Diagramm mit einer Zeile und £ Feldern:

(L[], [l {1]2], [1]-]2]2], [2]-[2]2]
k + 1 Moglichkeiten

Alternativ mit Hakenldngen:

m-+j—i 2+7—-1 (k+1)!
=k+1
= IIww+1 il -

= Fiir SU(2) gibt es zu jedem k € Ny genau eine irreduzible Darstellung mit.
Dimension k + 1 (vgl. mit Abschnitt 6.8)

e Irreduzible Darstellungen von SU(3):

— fundamentale Darstellung: 0 mit Dimension 3
— triviale Darstellung: a mit Dimension 1

— m = 3 = die Young-Diagramme haben héchstens 3 Zeilen, d.h. alle Darstellun-

gen sind dquivalent entweder zu E oder zu einem Diagramm mit héchstens 2
Zeilen, d.h. (A1, A9, 0) mit

M+2)?2 M+2 1

1 1
mmwﬂzi@t(&+n2&+11 :;M+QQYHNM—&+D.
0 0o 1
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7.5

Reduzierung des Produktes zweier irreduzibler Darstellungen

Gegeben seien zwei irreduzible Darstellungen D* und D von GL(m), U(m) oder SU(m)
mit Young-Diagrammen ©) und O,.

Aufgabe: Reduziere die Produktdarstellung D* @ DV

Aus dem bisher Gelernten kann man dafiir eine einfache graphische Regel herleiten (ohne
Beweis):

1.
2.

4.
d.

Schreibe die Zahl i in alle Felder der Zeile ¢ von ©).

Betrachte alle Moglichkeiten, die Felder von Oy in der Reihenfolge “zuerst die Ein-
sen, dann die Zweien usw.” dem Young-Diagramm ©), hinzuzufiigen, nach folgenden
Regeln:

(a) In jedem Schritt muf das resultierende Young-Diagramm erlaubt sein und darf
nicht mehr als m Zeilen haben.
(b) Dieselbe Zahl darf nicht zweimal in einer Spalte auftreten.

(c) Wenn die Zahlen in der Reihenfolge “Zeilen von oben nach unten, jede Zeile von
rechts nach links’ gelesen werden, darf es in dieser Zahlenfolge nie mehr is als
1-1s geben.

. Wenn zwei so erzeugte Young-Diagramme dieselbe Form haben, werden sie nur als

verschieden gezahlt, wenn die 7s verschieden verteilt sind.
Fiir SU(m) konnen Spalten mit m Feldern gestrichen werden.

Als Konsistenztest immer die Dimensionen auf beiden Seiten vergleichen!

Beispiele:

1.

SU(2)

_ T1le | L [1]g L N er
1 11

_ HERR L [1] |
= [T [ [ TJel T[T [Je[ []]el]

o7 ) .3 o1
=8060402=(=5)00=5)00=500=3)

Das wurde iibrigens in UA 44 b) mit einer anderen Methode berechnet.
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2. SU(3)
Die Querbalken iiber manchen Zahlen diirfen momentan getrost irgnoriert werden —
Thre Bedeutung wird im néchsten Abschnitt erklart.

i |
3®3:H®: 1‘@:8@1

—
i H
oder3®3:D®:(EB>®: 5 1‘@:8@1
=
3®3:D®:@:6@3
; o e
3®3®3:(6@3)®3:(D:|@B>®:@1 ® ®| |
o
— 10083831
[T AT (T ‘
8®8—7 O = | - 1@T 5]
(T, [T e ) o
- . N
- 1] 1
[1]1] 1] 1]
= 211@_ = lé@ 1 o [2] o 1
2] 2] 1] 12

= | ‘@D:D@ ® o @@

=27Tp10p108P8P1

7.6 Komplexkonjugierte Darstellungen

Beobachtung: Gelegentlich gilt dim D* = dim D fiir A # X. In manchen Fillen ist das
“Zufall”, in anderen lisst es sich durch die folgende Konstruktion verstehen. Zunichst ein
Beispiel. . .

Beispiel: Betrachte H fiir m = 3.

Basistensoren: (antisymmetrische Tensoren 2. Stufe in 3 Dimensionen)

23) — [32),  [31)—|13),  |12) —|21).
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Wirkung von GL(3), z.B.

9([12) = 21)) = [i7) (901952 = 9i29j1)
= l23>(921932 — 922951) + [32) (931922 — g32921)

S

9o1 9
=(]23)—[32)) det(uféi ggg)

+ [31)(g31912 — g32911) + [13) (911932 — G12931)

-

=(|31)—[13)) (1) det(iﬁ Z;i )

+l12>(911922 - 912921) + |21>(921912 - 922911)17

911 9
=(112)—|21)) det (g1 912 )

analog fiir die anderen beiden. Damit gilt

det <g22 g23> (_1) det (921 g23> det (-921 g22)
g32 g33 gSl g33 gSl g32

D(g) = | (~1) det (912 913) det (911 913) (—1) det (911 912) = adj(g)” .

g32 933 g31 933 g31 932
det <912 ng) (_1) det (gll ng) det (gll g12)
g21 g23 g21 g23 921 g22
. ) . . .. 1 adj(g)
Mit der zu g adjunkten Matrix adj(g). Laut Cramerscher Regel gilt g~ = Tota d.h.
etg

D(g) =detg- (7).

Bemerkungen:

1. Dies zeigt man analog fiir beliebiges m und das Y()ung—DiagrammE (m — 1 Felder).

2. Vergleiche auch mit der zweidimensionalen Darstelllung aus Abschnitt 7.3.3.

Fiir SU(3) ist det g = 1 und g~ = g7, d.h. DH(g) = ¢g*. Wir schreiben H = [1* und setzen
einen Querbalken iiber die Dimension.

Fiir GL(m) ist die Situation tatsdchlich noch etwas komplizierter, als in den vorherigen
Abschnitten suggeriert wurde: Neben der definierenden Darstellung g sind auch (¢~1)%, ¢*
und ((¢~H7T)* m-dimensionale Darstellungen von GL(m). Diese sind i.A. nicht #quivalent
zu g. Das Young-Diagramm [ | steht dann manchmal fiir g, manchmal fiir eine der an-
deren Darstellungen, mit entsprechenden Komplikationen fiir andere Young-Diagramme.
Wir haben in den vorangegangen Abschnitten demonstriert, dass wir mithilfe der Young-
Diagramme Produktdarstellungen von GL(m) in irrreduzible Darstellungen zerlegen, und
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deren Dimensionen bestimmen kénnen — ob die Darstellungen, die den gleichen Young-
Diagrammen in verschiedenen Rechungen zugeornet sind, dquivalent sind, haben wir nicht
gezelgt.

Fiir SU(m) gilt wegen ¢g' = ¢g~1, dass
(g)'=g" wnd ((¢)) =y,

d.h. je zwei der vier Darstellungen sind dquivalent. Weiter erhélt man die zu einer Darstel-
lung komplexkonjugierte Darstellung, durch folgende graphische Regel, d.h. fiir SU(m) ist
die Zuordnung von Young-Diagrammen und zu irreduziblen Darstellungen eindeutig.

Komplexkonjugierte Darstellungen fiir SU(m)

1. Starte mit einem Young-Diagramm mit hochstens m—1 Zeilen. (Das einzige m-zeilige
Diagramm entspricht der trivialen Darstellung, die gleich ihrem Komplexkonjugierten
ist.)

2. Erginze das Diagramm zu einem Rechteck der H6he m und der Breite des urspriing-
lichen Diagramms.

3. Die hinzugefiigten Késten, um 180° gedreht, bilden das Young-Diagramm der kom-
plexkonjugierten Darstellung.

Beispiele:
1. SU(3)
D >
2. SU(4)
*
] . ]
- ko[ k| k| ok —

3. SU(2) allgemein

. *
. A4~ L=

Dies ist konsistent mit UA 43: Dort wurde gezeigt, dass fiir SU(2) jede Darstellung
aquivalent zu ihrem Komplexkonjugierten ist.

4. SU(3) allgemein
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8 Anwendungen in der Teilchenphysik

8.1 Arten von Elementarteilchen

e Im Standardmodell der Elementarteilchenphysik gibt es
4 Krifte/Wechselwirkungen (WW):

1. starke WW

2. elektromagnetische WW
3. schwache WW
4.

Gravitation

“Elementarteilchen” fallen in drei Klassen:

1. Leptonen (z.B. Elektron): Spin 1, unterliegen nicht der starken WW
2. Hadronen (z.B. Proton): unterliegen der starken WW
3. Teilchen, die die Krifte iibertragen: Spin ganzzahlig (z.B. Photon, Gluon)

Hadronen sind aus kleineren Bausteinen (Quarks mit Spin 1) zusammengesetzt und
fallen in zwei Klassen:

g oo

(a) Baryonen (~ gqq, z.B. Proton, Neutron): Spin = 1,
(b) Mesonen (~ g, z.B. Pionen): Spin =0,1,2,...

[\J[eV]

Leptonenzahl:

1 fiir Leptonen
L=< —1 fiir Antileptonen
0 sonst

e Baryonenzahl:

1 fiir Baryonen
B =< —1 fiir Antibaryonen
0 sonst

Quarks: B = %, Antiquarks: B = —%
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8.2 SU(2)-Isospin

e Experimentelle Beobachtung: Es gibt unter den Hadronen kleine Griippchen (“Mul-
tipletts”), die jeweils ungefihr dieselbe Masse (= Eigenwert von H) haben,
z.B. Proton p und Neutron n (Baryonen): m, =~ m, ~ 940 MeV oder
die drei Pionen (Mesonen): m,o &~ m,+ ~ m,- ~ 140 MeV.

e Theoretische Erklarung:

— Die starke WW bestimmt die Massen (hauptsichlich) und ist unabhéngig von
der elektrischen Ladung.

— Die (kleinen) Massendifferenzen kommen von der elektroschwachen WW.

e Wie gewohnt sollten sich die entarteten Zustidnde in irreduzible Darstellungen einer
“inneren” Symmetriegruppe transformieren. Diese ist zunichst unbekannt.
~» Finde eine Gruppe, die das beobachtete Teilchenspektrum erklart
(d.h. Grade der Entartung — Dimensionen der irreduziblen Darstellungen).

e Betrachte zundchst p und n und definiere ein Objekt mit 2 Komponenten, das Nu-

kleon,
N = (p) .
n

Dieses lebt in einem 2-dimemnsionalen Raum, dem “Isospin”-Raum.

Betrachte SU(2)-Transformationen in diesem Raum, mit Generatoren I, I, I3.

— p hat I3 = %, n hat I3 = —% (per Definition)

Der Hamilton-Operator der starken WW kommutiert mit allen 3 Generatoren,
d.h.

[H,I]=0.

Man sagt die starke WW ist invariant unter SU(2)1gospin-

— N transformiert sich in der 2-dimensionalen fundamentalen, bzw. Duplett-Darstellung
([ = %) von SU(Z)Isospin-

— Elektrische Ladung @ folgt dann aus Isospin zu ) = I3 + %

e Ahnlich transformieren sich andere Hadronen in anderen irreduziblen Darstellungen
von SU(Z)Isospin

nt il =1
z.B. bilden die Pionen ein Isospin-Triplett (I = 1) mit 7% : I3 =0
T [3 =-1.
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— Elektrische Ladung passt nicht mit obiger Formel ~~ postuliere Hyperladung Y
(spéter U(1)) mit

Das Nukleon (p und n) hat Y = 1, die 3 Pionen haben Y = 0.

e Verschiedene Isospin-Multipletts unterscheiden sich durch die anderen Quantenzahlen
der starken WW (B, Y, I, J = Spin, P = Paritét).
Fiir alle Teilchen innerhalb eines Multiplett sind diese Quantenzahlen gleich.

e Ein weitergehendes Klassifizierungsschema fiir die Hadronen folgt aus dem SU(3)-
Flavor Quarkmodell, sieche Abschnitt 8.4.

8.3 SU(2)-Flavor

..ist eigentlich immer noch SU(2)spin, aber auf der Ebene der Quarks.

e Hadronen sind aus Quarks zusammengesetzt, deren WW durch die QCD beschrieben
wird.

e In der Natur gibt es 6 Quark-“Flavors” (u, d, s, ¢, b, t).
Davon sind 2 sehr leicht (u, d), einer “leicht” (s), und 3 schwer (c, b, t).

e In Experimenten mit niedrigen Energien beobachtet man nur Teilchen, die aus u und
d bestehen.
~» Betrachte zunéchst nur Ny = 2, d.h. einen 2-dimensionalen Flavor-Raum.

e Der tiefere Grund fiir die Isospin-Invarianz der Hadronenmassen ist, dass fiir m, = my
die QCD-Lagrangedichte invariant unter SU(2)pjayor- Transformationen ist, d.h. die
innere Symmetriegruppe ist SU(2)pjavor-

e Die 2-dimensionale fundamentale Darstellung von SU(2)pja0r Operiert auf

_(u up-Quark ([3:%, yzé - Q:%)7
1= \d down-Quark (13:—%,}/:% = Q:_%)7
d.h. ¢ transformiert sich als Duplett unter SU(2)piavor (I =3, Y = 3)

(Zunéchst ist also Flavor gleich Isospin.)
e Im Quarkmodell haben die beiden Nukleonen den “Quark-Inhalt”

p ~ uud (L=3Y=1= Q=1)
n ~ udd (I3=—3Y=1= Q=0)

(~ bedeutet, dass wir uns zunéchst nicht um Permutationen der Quarks kiimmern),
d.h. wir haben zunéchst Produktzustidnde der Form [ ]® [ |® [ |. Dabei steht [ ] fiir

die zweidimensionale definierende Darstellung mit I = % und Y = %
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Da sich Teilchen eines Multipletts in irreduziblen Darstellungen transformieren, zer-
legen wir das Produkt:

D@D@Dz(ﬁ@@)@ﬂzm@ s HH=mme0e 0

bzw. in Dimensionen,
2:2:2=4+2+2

oder durch die Isospin-Quantenzahl I ausgedriickt,
1l ol l __3m1 1
2®3¥5=595:93
In Abschnitt 8.4 werden wir sehen:

— Das Duplett (z ) entspricht einer Linearkombination der beiden zweidimensio-

nalen irreduziblen Darstellungen (I = 1, Y = 1) auf der rechten Seite.
— Die 4-dimensionale irreduzible Darstellung (I = 2, Y = 1) entspricht den A-

29
Baryonen.

Mesonen bestehen im Quarkmodell aus einem Quark und einem Antiquark. Letztere
erhilt man durch Anwendung des Ladungsumkehr-Operators C' = AK. Dabei ist A
ein selbstadjungierter Operator und K der Operator der Komplexkonjugation:

Cu=:1 Cd=:d

Betrachte eine SU(2) Transformation des Quark-Dupletts:

()=o)

= C (Z,) =gC (Z) (A kommutiert mit g)

d.h. das “Anti-Duplett” (73) transformiert sich in 2

Da fiir SU(2) 2 dquivalent zu 2 ist, kénnen wir kénnen % und d auch so zu einem
Duplett zusammenfassen, dass dieses sich in 2 transformiert: Mit h = (9 ') € SU(2)
gilt (vgl. UA 43)



d.h. h (g) = <_ﬁd> transformiert sich wie <Z> in 2, also als Isospin-Duplett mit

u

<_(z> (13:%,Y2—§:>Q:§

(Hier wurde noch hineingesteckt, dass Y — —Y unter C.)
Zerlege nun also

D@D*zD@DzDﬂ@H

6 ()

bzw. 2.2 =3+1 (Dimensionen )

S

oder

®-=160 (Isospin).

N =
l\')IH

Konstruiere Multipletts wie am Ende von Abschnitt 7.3.2.
Dort war: Triplett = {|11), %(!12} +121)),]22)} und Singulett = %(!12} —[21)).

— Das Isospin-Triplett (I = 1, Y = 0) entspricht den Pionen:

I;=1": 7t = —ud

1 _
I;=0: 7= —(uu —dd
3 \/5( )
I3 =—-1: T =du

Diese Zustinde sind alle invariant unter u < —d, d < 4.

— Das Singulett ist die antisymmetrische Kombination von je einem Basisvektor
mit /3 = 5 und I3 = —1, d.h.

1 B _
= %(uu—l— dd) .

In Abschnitt 8.4 werden wir sehen, dass dies dem w-Meson entspricht.

C e e —d\ . ) . . o
Die Einfiihrung des Dupletts < L_L> ist nicht zwingend notwendig. Wir hétten auch

direkt mit den Young-Operatoren fiir die Zerlegung 2 ® 2 = 3@ 1 auf auf span(uu +
dd) und span(7*, 7%, 77) projizieren konnen. Die Wahl einer Eigenbasis von I3 im
dreidimensionalen Unterraum liefert dann die Pionen.
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8.4

SU(3)-Flavor und das Quarkmodell

Bei hoheren Energien tritt zusétzlich das strange-Quark auf.
~» Betrachte nun Ny = 3, d.h. einen 3-dimensionalen Flavor-Raum mit innerer Sym-
metriegruppe SU(3)pravor-

Zusétzliche Quantenzahl: Strangeness S, mit Y =S+ B

BI I, Y S Q
1 1 1 1 2
s 2 2z 3 0 3
1 1 1 1 1
s 2 2 3 0 —3
1 2 1

QCD-Prozesse lassen S (und damit Y') invariant.

Lqcp ist nur invariant unter SU(3)pravor, Wenn m,, = mg = ms. Da my, &= mg < ms,
ist diese Symmetrie nicht exakt, sondern gebrochen zu SU(2); x U(1)y.
= Keine perfekte Entartung, sondern “kleine” Unterschiede in den Hadronenmassen
innerhalb eines SU(3)-Multipletts.
(siehe UA 48: Gell-Mann-Okubo-Formel fiir das Baryonen-Dekuplett)

Die definierende Darstellung 3 von SU(3)pjayor Operiert auf

)
I
ST

Mesonen bestehen aus einem Quark und einem Antiquark (das sich in 3 transfor-
miert). Zerlege also

D®H:7 @@ brw. 3®3=8@1,

d.h. wir erwaretn Multipletts von anndhernd entarteten Mesonen finden, die aus 8
bzw. einem Teilchen bestehen.

Experimenteller Befund: Die leichtesten (d.h. Grundzustands-) Mesonen bilden in
der Tat ein Oktett und ein Singulett (zusammen auch Nonett genannt), mit Quan-
tenzahlen B = 0 und J¥ = 07..J ist hier der gewohnliche Spin.
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— Pseudoskalares Mesonen-Oktett (skalar wegen J = 0, pseudo wegen P = —1):
Ya

K° 1] Kv
(ds) (us) I =

(Massenunterschiede wegen Masse des strange Quarks)

— Pseudoskalares Mesonen-Singulett: ¢, mit [ =Y = 0.

e In Wirklichkeit ist es ein bifichen komplizierter:

— Betrachte die 3 Zustinde mit I3 =Y = O:
* 70 ist der I3 = 0 Zustand des Isospin-Tripletts, d.h. 7° = L (uz — dd).

V2
« 1y ist der SU(3)-Singulett Zustand, d.h. ¢y = %(uﬂ + dd + s3).
x 1bg ist der SU(3)-Oktett, Isospin-Singulett Zustand.

Dieser muf orthogonal sein zu 7° und 1y, d.h. ¥ = %(ua + dd — 253).

— 1)1 und 13 haben dieselben Quantenzahlen (I =0 und J¥¢ = 0=%).
x Wire SU(3)plavor exakt, dann wéren 1; und g physikalische Zustéande (also

Teilchen), da sie sich in verschiedenen irreduziblen Darstellungen von SU(3)
transformieren.

x SU(3) ist aber explizit gebrochen.
— Zusténde, die zu verschiedenen irreduziblen Darstellungen gehoren (aber
dieselben Quantenzahlen haben), konnen mischen:

n(548MeV') = 1hg cos§ — 1y sin @
7' (958 MeV') = 1)gsin 6 + 1), cos

Die physikalischen Teilchen sind 1 und 7'.
0 heifst Nonett-Mischungswinkel (experimentell § = —24.6°).
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e Zusitzlich gibt es angeregte ¢g-Zustédnde (Rotationen, Vibrationen, usw.)
Das erste “angeregte” Mesonen-Nonett hat Quantenzahlen B = 0 und J* = 1-.

— Vektor-Mesonen-Oktett: (Quarkinhalt wie oben)

YA

[ =4, m=2892MeV

I =1, m=776 MeV
1 =0, ms.u.

I =

. m = 892 MeV

1
2
— Vektor-Mesonen-Singulett: ¢ mit [ =Y = 0.
Wie oben mischen ] und ¢}, mit 6, = 36° (fast “ideale” Mischung):
(1020 MeV) = 9 cos Oy — ] sin Oy ~ s§

1
w(782 MeV) = 9 sin Oy + ) cos by ~ ﬁ(uﬂ + dd)

d.h.
M0 ptp= My < M0 goot o= g0 < me .
Vv Vv
kein s-Quark ein s-Quark zwei s-Quarks

e Baryonen bestehen aus 3 Quarks. Zerlege also

D@D@D:m@ﬁj@aj@@

bzw.
33®¥3=10680841.
T T 1
S Mg My A
mit S = Total symmetrische Tensoren unter S3, d.h. Vertauschungen der Quarks,

Mg = Tensoren mit gemischter Symmetrie (symmetrisch unter Austausch der
ersten beiden Quarks, ohne Beweis),
M, = Tensoren mit gemischter Symmetrie (antisymmetrisch unter Austausch
der ersten beiden Quarks, ohne Beweis),
A = total antisymmertische Tensoren.
Wir erwarten daher Multipletts von (ann&hernd) entarteten Baryonen, die aus 10, 8
oder einem Teilchen bestehen.
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e Experimenteller Befund: Die leichtesten (d.h. Grundzustands-) Baryonen bilden ein
Oktett und ein Dekuplett:

— Baryonen-Oktett (B =1, J7 = 17):
Yy

, m =939 MeV

I=1, m=1193 MeV
[=0, m=1116 MeV

[1]
~
I

e S 3, m = 1318 MeV

— Baryonen-Dekuplett (B =1, JF = %Jr):

A~ A° A+ At
=3, m=1232 MeV

, m = 1385 MeV

I=1 m=1530 MeV

=0, m=1672 MeV

e Wo sind das Singulett und das zweite Oktett?

— Baryonen sind Fermionen, und deren Wellenfunktionen miissen total antisym-
metrisch sein (in Raum, Spin, Flavor und Farbe).

— Baryonen sind Farb-Singuletts, d.h. sie transformieren sich unter SU(3)co1or in
der Darstellung H (triviale Darstellung von SU(3)color, antisymmetrische Dar-
stellung von S3).
= Der Farbanteil der Wellenfunktion ist total antisymmetrisch (unter Aus-
tausch der Quarks).

— Im Grundzustand ist der Bahndrehimpuls Null, d.h. der Raumanteil der Wel-
lenfunktion ist total symmetrisch.
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= der Spin-Flavor-Anteil muf total symmetrisch sein.

— Fiir die Spins der 3 Quarks im Baryon gilt (hier stehen die Young-Diagramme
fir SU(Q)Spin)

neoeu=(maeH) eu=constHeH=uoeusn
bzw.

2®2®2:?@%@% SU(Q)Spina

S Mg My

d.h. wir miissen kombinieren

(10 ©® 8 ©® 8 @ 1)Flavor und (4 D 2 D 2>Spiﬂ :
T [ [

S Mg M4 A S Mg Ma

— Dies ergibt folgende Mdoglichkeiten fiir (SU(3),SU(2)) Multipletts:

S:(10,4), (8,2),
Mg : (10,2), (8,4), (8,2), (1,2),
My = (10,2), (8,4), (8,2), (1,2),
A:(1,4), (8,2).

Dabei enspricht z.B. das total symmetrische Oktett der Linearkombination

1
(8’2)5 - E[(?a %) + (?7 %)]a

Mg Mg M Ma

u.a. fiir die anderen Kombinationen.

— Nur die total symmetrischen Spin-Flavor-Multipletts (10,4) und (8,2) fithren
zu einer total antisymmetrischen Wellenfunktion des Baryons.

= Im Grundzustand gibt es nur das Dekuplett und ein Oktett, aber kein Sin-

gulett und kein zweites Oktett. (In angeregten Zustinden gibt es diese aber.)

e Andere Moglichkeit der Herleitung:

— Betrachte die 3 Quarks als 6 Zustdnde mit 3 Flavors sowie 2 Spinzusténden je
Flavor.
~~ approximative SU(6) “Spin-Flavor”-Symmetrie

— Die Zerlegung in irreduzible Komponenten beziiglich SU(6) ist

6R6®6=>56g@ 70Ms D 70MA @ 204
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— Die 56-dimensionale irreduzible Darstellung von SU(6) induziert eine Darstel-
lung von SU(3)piayer- Diese ist reduzibel, und es ergibt sich

564 = 103 @ 87 .
/ N
dim =10-4 dim=8-2

Dies entspricht dem Baryonen-Dekuplett (Spin = %) und dem Baryonen-Oktett
(Spin = 3).

8.5 Gell-Mann-Okubo Formel

e Innerhalb eines SU(3)pjavor Multipletts sind die Massen der Teilchen im selben Isospin-
Multiplett fast gleich, aber fiir verschiedenes Y (bzw. S) gibt es grofere Massendif-
ferenzen.

Grund: m, = mg < mgs — SU(3)ppayor ist gebrochen zu SU(2); x U(1)y.

e Annahme: Der SU(3)-brechende Term ist eine kleine Stérung,
H=Hy+ H',

mit Hy invariant unter SU(3)pjavor
H’ nur invariant unter SU(2); x U(1)y

e In UA 48 zeigen wir in Stérungsrechnung:

— H' transformiert sich wie der ¢s-Zustand der Oktett-Darstellung von SU(3) (s.
Kap. 8.4).

— Fiir die Massen der Baryonen in einem Multiplett gilt die Gell-Mann-Okubo
Formel

m=a+0bY +c(I(I+1)—1Y?)

mit a, b, ¢ — konstant innerhalb eines Multipletts. (In UA beschriinken wir uns
auf rechteckige Young-Diagramme, insbesondere das Dekuplett. Dann gibt es
kein c.)

e Die Formel sagte fiir das (zu jener Zeit unbekannte) 2~ -Teilchen die Masse 1680 MeV
voraus. Das )~ wurde daraufthin gefunden, mit Masse 1672 MeV.
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9 Darstellungen der Lorentz- und Poincaré-Gruppe

Siehe auch Abschnitt 1.9 sowie UA 10 & 11.

9.1 Relativistische Kinematik / Notation

e Raumzeitpunkt: Zeit t, Ort 7 = (2!, 22, 2%).

e Vierervektoren z:

— kontravariante Komponenten (obere Indizes) (z#) = (2° = ct, ¥) und

— kovariante Komponenten (untere Indizes) (x,) = (z¢ = ct, =),
d.h. 2y = 2°, z; = —17, wobeli stets

griechische Indizes: 0...3

lateinische Indizes:

e Lorentz-Metrik:

l]|* = atay, = (%) =2 = '’ = g" w0,
mit
1 0
-1 »
(910) = L=,
0 -1

invariant unter Lorentz-Transformationen, d.h. fiir 2/ = A*,z¥ mit A € O(3,1) gilt
[']* = ll]1?, also

||xl||2 = x/uguux/y
|
= AN, 2Pg, N 27 = aPg,,0° = |||
(AT),H
bzw. in Matrixschreibweise:

ATgh =g (“A lisst g invariant”)

s gANg=A""! (vgl. mit orthogonalen Transformationen).
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e Die Raum-Zeit zerfillt in 3 disjunkte Regionen,

— den Zukunftskegel ||z||*> > 0 und 2° > 0,
— den Vergangenheitskegel: ||z|*> > 0 und 2° < 0, und
— den Raumkegel: ||z]|*> < 0,

voneinander durch den Lichtkegel (||z||* = 0) getrennt.

raumartig raumartig

artig
senheit)

9.2 Generatoren und Lie-Algebra der Lorentzgruppe

e Betrachte zunéchst eigentliche (det A = 1), orthochrone (Agy > 0) Lorentz-Transformationen,
d.h. die Gruppe L°.

e Generatoren als 4 x 4-Matrizen (so wie Generatoren von SO(3) in Abschnitten 6.4
und 6.8): Drei fiir die Drehungen,

000 0 00 00 00 0 0
000 0 0 0 0 i 00 —i 0
Jl_()oo_i"]?_oooo’J3—0100’
00 i 0 0 —i 0 0 00 0 0

und drei fiir die Boosts (vgl. UA 10)
0 —i 0 0 0 0 —i 0 0 00 —i
i 0 00 0 0 0 0 0 00 0
Kl_OOOO’KZ_—iOOO’Kg_OOOO
0 0 0 0 00 0 0 00 0



e Uber Matrix-Kommutatoren finden wir die Lie-Klammern

[Jj, Jk] = igjm i,
[Jj,Kk] = iEjlel und
[Kj, Kk] = —iéjlil.

(Reine Boosts alleine bilden also keine Gruppe.) Es gilt z.B.

[Jl :l: iKl, J2 :l: IKQ] - [Jl, JQ] :l: i[Jl, KQ] :l: i[Kl, J2] - [KL KQ]
= iJy +i(iK3) +i(iK3) — (—iJs)
= 2i(Js +iK3),

d.h. mit den Definitionen
M;=1(J;+iK;) und  N;=L(J; —iK;)
folgt

[M;, M) = ie M,
[Nj,Nk] = iejklNl
[ijNk‘] =0

= Die Lorentz-Gruppe L° hat dieselbe Lie-Algebra wie SU(2) x SU(2) (direktes
Produkt, siehe Abschnitt 1.8).

9.3 Endlichdimensionale Darstellungen der Lorentz-Gruppe

Lemma 22. Seien I'C und T'® irreduzible Darstellungen der kompakten Lie-Gruppen G
und H. Dann istT :=TOQI'® (vgl. Abschnitt 2.8) eine irreduzible Darstellung von G x H.

Beweis: Seien g,¢' € G und h,h' € H (und damit (g,h),(¢’, 1) € G x H):
(g, h)I(g', W) = [[¥(g) @ TO(M][T®(g) @ T ()]
= [[(9)IO(g")] @ [O ()T (R)]
=1%(gg') @ TO(hh)
=T(gg', hl),

also Darstellung. Sei p das Haar-Maf von G und v das von H, betrachte Integral iiber
|Charakter|? (vgl. Abschnitt 6.7):

/ 6T (g, W) dulg) du(h) = / e T(g)P dulg) - / e TR du(h) = 1,
GxH S——~—— G H
=t TOg)2 [T @)z 7S g

Vv Vv
=1, da irred. =1, da irred.

also irreduzibel. O
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Die Lie-Algebra von L° (eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformation) war gleich der
Lie-Algebra von SU(2) x SU(2) (vgl. auch mit dem Homomorphismus SL(2, C) — L°). Wir
reden hier nur von der Lie-Algebra — die beiden Gruppen, die wir dann durch exponentieren
erhalten sind sehr unterschiedlich, z.B. ist SU(2) x SU(2) kompakt, L° aber nicht!

Darstellungen von L°: Stelle zuniichst die Lie-Algebra dar. Exponentieren liefert dann tat-
séichlich Darstellungen'® der Gruppe (ohne Beweis). Darstellungen der Lie-Algebra erhal-
ten wir aus Paaren von irreduziblen Darstellungen von su(2). Kennzeichne durch (ji, j2)
mit jo = 0,3,1,2,.... Dabei sind (2j; + 1) und zwei (2j, 4+ 1) die Dimensionen der
(hermiteschen) Darstellungsmatrizen von M; und N;, d.h. wir erhalten (2j; + 1)(272 + 1)-
dimensionale Darstellungen von L° . Mit

Jj:Mj+Nj und Kj:—i(Mj—Nj)

sind die Generatoren der Boosts nicht hermitesch dargestellt. Daher erhalten wir keine
unitiren Darstellungen von LY (bis auf die triviale).

Liste einige Darstellungen, und wo diese in der Physik auftauchen:
e Triviale Darstellung: (0,0)

e Spinor- oder Weyl-Darstellung: (0, 1) mit Dimension 2, realisiert durch SL(2,C)-
Matrizen A (siche Abschnitt 1.9). Die zweidimensionalen Objekte, die sich in (0, 1)
transformieren, heifsen Spinoren .

e Konjugierte Spinor-Darstellung: (1,0), Dimension 2, realisiert durch A*. In (3,0)

29
transformiert sich ein anderer Spinor-Typ 7.

e Unter Parititstransformationen (nicht € L°, aber in O(3, 1)) transformieren sich diese
beiden Spinor-Typen ineinander: £ < 7). Ein Dirac-Spinor enthélt beiden Typen von
Spinoren: 9 = (75,) und transformiert sich in der (0, %) D (%,O). Durch Anwenden
von Lorentz-Boosts auf einen Dirac-Spinor kann die Dirac-Gleichung “hergeleitet”
werden.

e Vierervektoren transformieren sich in der Darstellung (3, 1).

e Antisymmetrische Tensoren 2. Stufe (6 Komponenten) transformieren sich in der
Darstellung (1,0) @ (0, 1). Beispiel: Elektromagnetischer Feldstérketensor F),,.

e Symmetrische Tensoren 2. Stufe (10 Komponenten) kénnen zerlegt werden in die Spur
(diese transformiert sich in (0,0)) und den spurlosen Anteil (9 Komponenten, diese
transformieren sich in (1, 1)). Beispiel: Energie-Impuls Tensor 7),, (750 — Energie, Tj,
= Impuls, T;; = Druck, T;; (i # j) = Scherspannung).

Physikalische Zustinde (“Teilchen”) miissen sich aber in unitiren Darstellungen transfor-
mieren, da Symmetrieoperationen durch unitire Transformationen realisiert sind (sonst

Boenauer: projektive Darstellungen (Strahldarstellungen), d.h. Darstellungen bis auf eine Phase,
['(g)T'(h) = €¢@MT(gh), mit einer reellwertigen Funktion ¢, vgl. Abschnitt 6.8: Die Darstellung von
$0(3) mit halbzahligem j sind zwar keine Darstellungen von SO(3) aber projektive Parstellungen.
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sind die Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen Zustinden nicht erhalten). ~» Konstru-
iere die unitéren, irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe. Diese haben unendliche
Dimension. Das hingt damit zusammen, dass die Poincaré-Gruppe nichtkompakt ist, und
nur fiir kompakte Gruppen garantiert das Peter-Weyl-Theorem die endliche Dimension
aller unitéren, irreduziblen Darstellungen.

9.4 Die Poincaré-Gruppe

Lorentz-Transformationen lassen ||z||? invariant. ||z||* ist auch invariant unter (R?*, +),
Translationen in Raum und Zeit,

RY*sat: ot 2" =2t + at.

Die Poincaré-Gruppe (auch inhomogene Lorentz-Gruppe) ist die Gruppe aller Lorentz-
Transformationen und Raum-Zeit-Translationen, A € O(3,1), a € R?,

(Aya): ot 2™ = A", 2" + a*,

kurz: (A, a)r = Az + a.
Uberpriife, dass das eine Gruppe ist:
e Abgeschlossenheit:
(N, d) (A a)z = (N,d) Az +a)= NA 2+ Na+d = (NN Na+d)x.

€0(3,1) cR4

Wir lesen ab: (A, a) = (1,a)(A,0).
e Identitit: (1,0).
e Inverses:

1

(A7 a)il = ((17 a’)(A7 0))7 = <A7 0)71@17 a)il = (A717 0)(17 _a’) = <A717 _Aila) :
Eine derartige Gruppenmultiplikation auf dem euklidischen Produkt zweier Gruppen, hier
O(3,1) und R*, nennt man ein semi-direktes Produkt, Symbol x, d.h. die Poincaré-Gruppe
ist R* % O(3,1).1 Dabei operiert O(3,1) auf R* und zwar derart, dass es die Gruppenstruk-

tur von R* erhilt. Im semi-direkten Produkt H G ist stets H eine invariante Untergruppe,
hier also R* — explizit:

(A a) (1,B)(A,a) " = (A, Ab+a)(A~", —A"a)
~——
RS = (1,A(=A"'a) + Ab +a)

= (1,Ab) € R* V (A,a) € R* x O(3,1).

Y Das ist die iibliche Notation, ich notiere in den Elementen trotzdem die Lorentztransformation vorne.
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Die Poincaré-Gruppe ist die Symmetriegruppe der Raumzeit (der speziellen Relativitéts-
theorie) ~» Physikalische Zustéinde (“Teilchen”) transformieren sich in unitéren irreduziblen
Darstellungen von R*xO(3,1). (Die Wellengleichungen sind invariant unter Lorentz-Trafos
und Translationen ~» Losungen lassen sich nach unitéren irreduziblen Darstellungen klas-
sifizieren.)

Fiir die Physik ist das Folgende ein Grundpfeiler der relativistischen Quantenfeldtheorie.
In der Mathematik erdffnet es das Gebiet der induzierten Darstellungen. Beides wurde
initiiert durch E. P. Wigner, On unitary representations of the inhomogeneous Lorentz
group, Ann. Math. 40 (1939) 149-204.

9.5 Generatoren und Lie-Algebra der Poincaré-Gruppe

Die Poincaré-Gruppe hat 10 Generatoren, 4 fiir die Translationen und 6 fiir die Lorentz-
Transformationen. Die Generatoren der Translationen kénnen wir nicht wie die anderen in
Abschnitt 9.2 als 4 x 4-Matrizen darstellen — arbeite stattdessen mit den O4-Operatoren
(wie am Ende von Abschnitt 6.4),

(Owa¥) (@) = ¥((A,a)"'z) = (A 'z — A'a)

Generator einer Translation in p-Richtung:

. 0 .0
—1 %(O(Lau)ip)(fﬁ) o = —1 % (ZL' — (I) o = 1@ (ZL')
=P,

Die Generatoren der Drehungen haben wir bereits am Ende von Abschnitt 6.4 bestimmt,
z.B.

J, =— :cg — y2 fiir Drehungen um die z-Achse.
dy ox

Analog bestimmt man die der Boosts, z.B. (¢ = 1)

K, (t3 + SL’Q> fiir Boosts in z-Richtung.

Ox 0
Zusammengefasst in kovarianter Schreibweise:
.0
PM = 1@

J :i<xi_$i> = {JOi:_iOZKi
m “oxv TV Oxm Jij = —Jji = €iu i
Daraus folgt die Lie-Algebra
[P, P]ZO (;L,V:(),...,S),
[P Jpol = 1(guo Lo — 9o Fp)
[J,w, J o] = (gup wr = Gupvo + GuoJup = GuoIup) -
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Aufgeschliisselt nach Rotationen und Boosts:

[Py, Ji] = (1=1,...,3),
[Pov ]

P, J;] = 157jkPk,

(P, K| =16, % ,

(i, J;] = i€ijudi
(K, K] = —ieiidk

(K, Jj] = igiji K, -

= Die Translationen bilden eine (abelsche) Untergruppe.
Die Rotationen bilden eine Untergruppe.
Die reinen Boosts bilden keine Untergruppe.
Rotationen plus Boosts bilden die Lorentz-Gruppe L° (eigentliche, orthochrone Lorentz-
Transformationen).

9.6 Unitare irreduzible Darstellungen der Poincaré-Gruppe

Wie Abschnitt 9.5 vorbereitet, gehen wir den Umweg iiber die Generatoren, d.h. wir kon-
struieren unitére, irreduzible Darstellungen fiir R* x L (eigentliche, orthochrone Lorentz-
transformationen und Raum-Zeit-Translationen) — Paritit und Zeitumkehr miissten dann
noch gesondert betrachtet werden (z.B. wie in Tung Kap. 11 & 12).

Im Folgenden betrachten wir die Wirkung der Poincaré-Gruppe auf einem Hilbertraum.
Wir werden sehen:

e Die unitaren irreduziblen Darstellungen sind durch zwei Parameter gekennzeichnet.
Physikalisch haben diese die Bedeutung von Masse und Spin (bzw. Helizitdt), d.h.
sie kennzeichnen den beschriebenen Teilchentyp.

e Die Basiszustinde der irreduziblen Darstellungen entsprechen fiir einen gegebenen
Teilchentyp den moglichen Zusténden (gekennzeichnet durch Viererimpuls und Spin-
projektion).

9.6.1 Erster Casimir-Operator und Wirkungen von a und A

In einer irreduziblen Darstellung wird ein Casimir-Operator als Vielfaches der Eins dar-
gestellt (vgl. Abschnitt 6.10 — folgt aus dem Schur’schen Lemma). Kennzeichne daher
irreduzible Darstellungen durch Eigenwerte von Casimir-Operatoren.

Innerhalb einer irreduziblen Darstellung kann man die Zustdnde durch die Eigenwerte
kommutierender Generatoren kennzeichnen. Wegen [P#, P¥] = 0 fithren wir Basisvektoren
|p, o) mit

P!lp,o) = p"|p, o)
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ein. Dabei steht o fiir alle anderen Parameter, die notig sind, um einen Zustand eindeutig
zu kennzeichnen. Physikalisch hat p* die Bedeutung des Viererimpulses.

Ein Casimir-Operator der Poincaré-Gruppe ist C; = P*P,, denn [P*P,, P, = 0 und
[P“Puv Jpo] = g””[P,,P#, Jpo]
= QWPV[P;M Jpa] + g™ [P, Jpa]PM
= guypui(guppa - g;pr) + gwji(guppa - gVOPp)PM
= P"i(9,pPs — 9uo ) +1(90p P — GuoLp) P
=i(P,P, - P,P,+ P,P,— P,P,)=0.
Es gilt nun

Cilp, o) = p"pulp. o) = ((°)? = 191°) Ip, o) = (E* — |p*)|p, o) = m®|p, o) .

(Hier wurde wie die Lichtgeschwindigkeit ¢ = 1 gesetzt.) Physikalisch ist m die Ruhemasse
(des beschriebenen Teilchens). Irreduzible Darstellungen von R* x L° konnen also (u.a.)
durch m gekennzeichnet werden.

Seien

T(a) = e " und U(A)

unitire Darstellungen (auf dem durch die |p, o) aufgespannten Raum — reduzibel), dann
gilt
T(a)lp,o) = 7™ |p,0) = ™ |p, 0)

(eindimensionale unitire Darstellung, da R* abelsch).

Wirkung reiner Lorentz-Transformationen? Wenn wir die kennen, dann konnen wir auch
Poincaré-Transformationen zusammensetzen, da (A, a) = (1,a)(A,0), vgl. Abschnitt 9.4.

Betrachte T'(a)U(A)|p, o). Wegen
(A, 0)(1,b)(A™",0) = (1, Ab)

(siche Abschnitt 9.4) gilt mit b = A~ la

d.h.
T(@U(A)lp, o) = UNT (A a)lp, o) = U(A)e 470" p,g) = e D" U (A)|p, o)
und lese ab
PrU(A)[p, o) = (Ap)*U(A)|p, o) ,
d.h. U(A)|p, o) ist eine Linearkombination von Zusténden mit Viererimpuls p’ = Ap,

U(A)|p7 0> = Z |Ap7 OJ> D(Aap)O'O . (*)

0./
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Damit definiert D(A,p)s» (noch genauer zu bestimmen!) eine unitire Darstellung der
Poincaré-Gruppe. (Zunichst reduzibel, da noch “zu viele” verschiedene p vorkommen.)

Idee:
e Starte mit einem p.
e Wende beliebige U(A) an. Welche p kommen noch vor?
e Sammle alle auftretenden |p, o). Diese spannen einen irreduziblen Unterraum auf.

In Abschnitt 6.8 sind wir dhnlich verfahren, nur haben wir dort nicht die Wirkung der
Gruppenelemente sondern der Generatoren betrachtet.

9.6.2 Kleine Gruppe und induzierte Darstellungen

Viererimpulse p* fallen in folgende Kategorien:
(Die Bedeutung der Spalten 2 und 3 wird gleich erklirt)

Kategorie Standardvektor (k") | Kleine Gruppe
L. pup*=m?>0,p">0 massive Teilchen (m,0,0,0) SO(3)
2. ppt=m*>>0,p"<0 (—m,0,0,0) SO(3)
3. pupt=0,p">0 masselose Teilchen (w,0,0,w) SE(2)
4. ppt=0,p"<0 (—w,0,0,w) SE(2)
5. pupt <0 Tachyonen (0,0,0,w) SO(2,1)
6. pt=0 Vakuum (0,0,0,0) Lo

Die Félle 2, 4 und 5 kommen in der Natur vermutlich nicht vor.

e Innerhalb einer Kategorie kann man fiir festes p,p* ein beliebiges (p*) durch eine
Lorentz-Transformation L aus einem gemeinsamen “Standardvektor” (k*) erhalten:
(Andere nicht, denn eigentliche, orthochrone Lorentz-Transformtionen lassen p,p#
und das Vorzeichen von p” invariant.)

p' = L(p)* k" oder kurz p= L(p)k.
Die Zustidnde mit Viererimpuls (p*) werden nun definiert durch
p,0) == U(L(p))|k, o).

(Die Operatoren U sind immer noch unbekannt.)

e Die Menge aller Lorentz-Transformationen A, die ein gegebenes (p#) invariant lassen,
d.h.

At p” =p' oder kurz Ap=p

ist eine Untergruppe der Lorentz-Gruppe L° (und damit der Poincaré-Gruppe), die
sogenannte kleine Gruppe von (pt). (Standgruppe von (p*) der Wirkung von LY auf
der Raumzeit, vgl. Abschnitt 1.5.)
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e Kleine Gruppe fiir die Standardvektoren: Tabelle (SE(2) diskutieren wir in Ab-
schnitt 9.6.5.)
Innerhalb einer Kategorie sind die kleinen Gruppen fiir verschiedene (p*) zueinander
konjugiert, also insbesondere isomorph, denn mit p = L(p)k gilt

Ak=k &  L(p)AL(p)~" L(p)k = L(p)k .
—— N —
=p =p
Betrachte nun die Wirkung einer beliebigen Lorentz-Transformationen A (mit p’ = Ap) auf
p, o),

U(A) |p, o) = UM U(L(p)) [k, 0)
= U(AL(p)) |k, o)
=U(L(p) U(L(p)) " U(AL(p)) |k, )
= U(L(p) U(L(P)"AL(p)) |k, o) .

L(p")*AL(p) 1aRt k invariant,

L)Y ANL(p)k=Lp)™ Ap =L)"Y =k,
() (p) (p) Ap () p
=p =p

d.h. A(A,p) :== L(Ap)"'AL(p) ist ein Element der kleinen Gruppe von k, und damit gilt
=> |k, o) D(A

Jede unitére irreduzible Darstellung der kleinen Gruppe induziert nun einen unitére irre-
duzible Darstellung der Poincaré-Gruppe durch

U(A) Ip, o) = U(L(p') U(A) |k, 0)
—ZUL ! |k5 U> (A)O"O'

= Z|p7a D (Aup))o/ou

d.h. U(A) ist bekannt, sobald man die Darstellung der kleinen Gruppe festgelegt hat.
Vergleiche dazu mit (x) in Kap. 9.6.1.

Bemerkung:

1. Im Allgemeinen induzieren irreduzible Darstellungen einer Untergruppe reduzible
Darstellungen der Gruppe. Die von irreduziblen Darstellungen der kleinen Gruppe
induzierten Darstellungen der Poincaré-Gruppe sind aber wieder irreduzibel, denn
man geht von einem einzigen Startvektor k aus und erzeugt alle Basiszustédnde einer
irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe durch Anwendung der Gruppenope-
ratoren.
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2. Wir sehen bereits hier, dass die irreduziblen Darstellungen der Kategorie 1, (physi-
kalisch: massive Teilchen) durch die zwei Parameter m (physikalisch: Masse) und s
(physikalisch: Spin) gekennzeichnet werden kénnen, wobei 2s + 1 die Dimension der
unitéiren irreduziblen Darstellung?® der kleinen Gruppe SO(3) ist.

9.6.3 Zweiter Casimir-Operator und Lie-Algebra der kleinen Gruppe
Ein zweiter Casimir-Operator der Poincaré-Gruppe ist
Cy =W, W+
mit dem Pauli-Lubanski-(Pseudo-)Vektor
W = Lewr ], P,

(mit der total Antisymmetrischen Einheit ¢).
Eigenschaften:
(i) WP, =0
(i) W, P,] =0
(iil) Wy, Joo) = 1(9Wo — GuoW))
(iv) [W,, W,] = ie"P°W,P,
Beweise: Nachrechnen.

W, W ist ein Casimir-Operator, denn (a) W,W* kommutiert mit P, wegen (ii) und (b)
W,W*# ist ein Lorentz-Skalar, kommutiert also mit .J,,.

Angewandt auf [p, o) kénnen wir P, durch p, ersetzen: Die W), sind dann € so0(3,1) (of-
fensichtlich, da Linearkombinationen der J,,) und erzeugen Elemente der kleinen Gruppe,
denn einerseits
Pue—iGMW”|p 0> _ PVe—%E”aﬁquaﬁP~/|p 0> _ pv e—%a“aﬁ“feulfaﬁp»y |p 0>
Y Y N ; Y
=U(A)
= (Ap)"U(A)|p, o) (vgl. Abschnitt 9.6.1)

— (Ap)u 71€‘LW”|p7 >

und andererseits

PYe —i0, WH |p’ > (u) IGHW Pl/lp7 0_) IGH p |p7 > pVe_iGHWHII% CT>

also p = Ap.

20genauer: projektive Darstellung bzw. Strahldarstellung, vgl. Abschnitt 9.3.
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9.6.4 Massive Teilchen

e Fall 1 aus Abschnitt 9.6.2
e Standardvektor (k*) = (m,0,0,0).
o WHk, o) =2 ], |k o), dh.
Wok,o) =0 und Wk, 0) = e ulk,0) = mJ |k, o)
Hier sieht man explizit die Lie-Algebra so0(3) bzw. su(2) der kleinen Gruppe. Weiter
gilt
Colk, o) = (WO)2 = W2 |k, 0) = —m> 2|k, 0) = —m?s(s + 1)|k,0) .

Diese irreduziblen unitiren Darstellungen der Poincaré-Gruppe sind gekennzeichnet
durch zwei Parameter: Masse m und Spin s (welche sich aus den Eigenwerten m?
und —m?s(s + 1) der Casimir-Operatoren ergeben).

e Betrachte nun ein beliebiges zeitartiges (p*). Es gilt
WO = Loy, P, = Le® P =J' P =—JP,

und weiter WO|p, o) = —J7|p, o). Kennzeichne die Zustiinde innerhalb eines irredu-
ziblen Unterraums (aufer Ruhesystem) durch den Eigenwert p' von P (Impuls) und

=

den Eigenwert von L\%I? (Helizitat). (Abgeleitet aus den Eigenwerten der kommutieren-

den Operatoren Pund J ﬁ) Die Helizitét ist die Spin-Projektion in Bewegungsrich-
tung und nimmt die Werte —s, ..., s an.

9.6.5 Masselose Teilchen

e Fall 3 aus Abschnitt 9.6.2
e Standardvektor (k) = (w,0,0,w).

e Die Generatoren der kleinen Gruppe ergeben sich wieder aus dem Pauli-Lubanski-
Vektor:

WOk, o) = ws|k, o)

W3k, o) = wJslk, o) =4
W1|/{7, O'> = w(J23 + J20)|k7 0> =
Walk,0) = w(Jsy — Jio)|k, o) =
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Casimir-Operator: Cy = W, W# = —w(A? + B?). Die Lie-Algebra,
[AvB]:Oa [AaJ?)]:_lBa [B7J3]:1A7

ist die der SE(2), der euklidischen Gruppe in zwei Dimensionen (Translationen er-
zeugt durch A und B und Drehungen erzeugt durch J3). SE(2) = R? x SO(2) ist
selbst ein semi-direktes Produkt, dessen unitdre, irreduzible Darstellungen mit der
Methode der induzierten Darstellungen konstruiert werden konnen. Man findet:

(i) Unendlichdimensionale Darstellungen falls der Eigenwert von Cy # 0 (wohl nicht
in der Natur realisiert).

(ii) Eindimensionale Darstellungen (falls der Eigenwert von Cy = 0), gekennzeich-
net durch den Eigenwert A € R von J3.2' (Wieder Helizitit, denn mit (k") =

(w,0,0,w) ist Jk/|k| = J5.)

e Kennzeichne im Fall (ii) die unitéren, irreduziblen Darstellungen der Poincaré-Gruppe
durch m und A, die Zusténde durch § (Das o brauchen wir nicht mehr, da die Dar-
stellungen eindimensional sind — dafiir wird das A\ gerne mit in das | ) geschrieben.)
In der Natur realisiert durch Neutrinos (A = —3) und Anti-Neutrinos (A = 1) - nur

2
fiir masselose Neutrinos!

e Unter Paritit werden Zustinde mit Helizitdt A\ auf Zustinde mit Helizitdt —\ ab-
gebildet. Masselose Teilchen, die an parititserhaltenden Wechselwirkungen beteiligt
sind (alle aufer schwacher WW), miissen sich dann in der direkten Summe von Dar-
stellungen mit Helizitdt +\ transformieren.

In der Natur realisiert durch das Photon mit Helizitdt £1 (und hypothetisch durch
das Graviton mit Helizitat £2).

Zlgenauer: Fiir Darstellungen von SO(2) wiire A € Z, siehe Abschnitt 6.2, aber fiir Strahldarstellungen
gibt es zunéchst keine solche Einschrinkung. Warum dann in der Natur nur A € Z/2 auftritt ist etwas
komplizierter. . .
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