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1 Einführung1.1 Warum Gruppentheorie?Warum �mit Anwendungen in der Physik�?In der Physik verwendet man Methoden der Gruppen- und Darstellungstheorie zur Be-s
hreibung von Symmetrien und deren Konsequenzen. Dabei kann man viel über ein phy-sikalis
hes System lernen, ohne die Dynamik, d.h. die Bewegungsglei
hungen, im der Detailzu kennen oder gar zu lösen.Wir werden mit grundlegenden De�nitionen und Eigens
haften beginnen, vieles am Beispielendli
her Gruppen, und uns in der zweiten Hälfte, v.a. bei den Lie-Gruppen, häu�ger auf dieAspekte konzentrieren, die in bekannten physikalis
hen Anwendungen eine Rolle spielen.Beispiele für Symmetrien in der Physik:1. Stetige Raum-Zeit Symmetrien(a) Homogenität des Raumes = Invarianz unter räumli
hen Vers
hiebungen,
~x 7→ ~x+ ~a  Impulserhaltung(b) Homogenität der Zeit = Invarianz unter zeitli
hen Vers
hiebungen,
t 7→ t+ t0  Energieerhaltung(
) Isotropie des Raumes = Invarianz unter Rotationen,
~x 7→ R~x  Drehimpulserhaltung(d) Raum-Zeit Symmetrie = Invarianz unter Galilei- oder Lorentz- bzw. Poin
aré-Transformationen (ni
ht-relativistis
h oder relativistis
h),
(~x, t) 7→ Λ(~x, t)+(~a, t0)  Klassi�zierung von Elementarteil
henna
h Spin und Masse2. Diskrete Raum-Zeit Symmetrien:(a) Spiegelungen im Raum (Parität), ~x 7→ −~x(b) Zeitumkehr, t 7→ −t(
) Diskrete Translationen auf einem Gitter(d) Diskrete Rotationssymmetrien eines Gitters (Punktgruppen)3. Permutationssymmetrie (Systeme von mehreren identis
hen Teil
hen)4. Ei
hinvarianz der Elektrodynamik (klassis
h und QED)  Ladungserhaltung5. Interne Symmetrien in Kern- und Teil
henphysik (Spin, Isospin, Farbe, et
.)

 Teil
henspektrum (z.B. Entartungen im Spektrum)
4



1.2 Grundlegende De�nitionenDe�nition: (Gruppe)Sei G 6= ∅ eine Menge und ◦ eine Verknüpfung ◦ : G×G→ G.
(G, ◦) heiÿt Gruppe, falls gilt:(G1) a, b ∈ G ⇒ a ◦ b ∈ G (Abges
hlossenheit)(natürli
h bereits implizit in ◦ : G×G→ G)(G2) (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) ∀ a, b, c ∈ G (Assoziativität)(G3) ∃ I ∈ G mit a ◦ I = a = I ◦ a ∀ a ∈ G (Identität / neutrales Element)(G4) für jedes a ∈ G ∃ a−1 ∈ G mit a ◦ a−1 = I = a−1 ◦ a (Inverses)Wenn klar ist, wel
he Verknüpfung gemeint ist (oder wenn es gerade keine besondere Rollespielt), werde i
h statt (G, ◦) au
h oft einfa
h G s
hreiben.De�nition: (abels
he Gruppe)Eine Gruppe (G, ◦) heiÿt kommutativ oder abels
h, falls zusätzli
h gilt:(G5) a ◦ b = b ◦ a ∀ a, b ∈ G (Kommutativität)Bemerkungen:1. Das neutrale Element I ist eindeutig bestimmt.2. Zu jedem a ∈ G ist das inverse Element eindeutig bestimmt.3. Oft nennen wir die Verknüpfung Multiplikation und s
hreiben

a · b oder einfa
h ab statt a ◦ b.4. Ist die Anzahl der Gruppenelemente endli
h, so spre
hen wir von einer endli
henGruppe und nennen die Anzahl der Gruppenelemente die Ordnung |G| der Gruppe(ansonsten: unendli
he Gruppe).5. Eine endli
he Gruppe (Ordnung n) ist dur
h ihre Multiplikationstafel (mit n2 Ele-menten) vollständig bestimmt:
I a b c · · ·

I I a b c · · ·
a a a2 ab ac · · ·
b b ba b2 bc · · ·
c c ca cb c2 · · ·... ... ... ... ... . . .Es gilt: Alle Elemente in einer Zeile (oder Spalte) der Multiplikationstafel müssenunters
hiedli
h sein. (Beweis in den Übungen)Daraus folgt das Umordnungstheorem: Multipliziert man alle Elemente einer Gruppe

{I, a, b, c, . . .} mit einem der Elemente, so erhält man wieder alle Gruppenelemente,i.A. aber in einer anderen Reihenfolge.5



Beispiele:1. (Z,+): I = 0, a−1 = −a für a ∈ Z (abels
h); analog (R,+) oder (C,+)2. (R \ {0}, ·): I = 1, x−1 = 1
x
für x ∈ R (abels
h); analog (Q \ {0}, ·) oder (C \ {0}, ·)3. G: Menge aller Symmetrieoperationen (Drehungen, Spiegelungen et
.), die ein be-stimmtes Objekt (Atom, Molekül, geometris
hes Objekt2. . . ) invariant lassen.

◦: Na
heinanderausführen der Operationen.
G kann endli
h sein (z.B. für einen Würfel) oder unendli
h (z.B. für eine Kugel) �i.A. ni
ht abels
h.De�nition: (Untergruppe)Sei (G, ◦) eine Gruppe. Eine Teilmenge H ⊆ G, die (G1)�(G4) erfüllt (mit der glei
henVerknüpfung ◦), heiÿt Untergruppe von G.Bemerkungen:1. Jede Gruppe hat zwei triviale Unterguppen: {I} und G.Alle anderen Unterguppen heiÿen ni
httrivial.2. |G| (falls endli
h) ist dur
h |H| teilbar. (Beweis später)De�nition: (Homomorphismus)Seinen (G, ◦) und (G′, •) Gruppen. Eine Abbildung f : G → G′ heiÿt Homomorphismus,falls gilt

f(a ◦ b) = f(a) • f(b) ∀ a, b ∈ G .Bemerkungen:1. Ein Homomorphismus f bildet die Identität auf die Identität und Inverse auf Inverseab, genauer f(IG) = IG′ und f(a−1) = f(a)−1 ∀ a ∈ G.2. Das Bild des Homomorphismus f : G→ G′ ist
Bild(f) = f(G) = {f(g) : g ∈ G} ,der Kern von f das Urbild der Identität von G′ ,
Kern(f) = {g ∈ G : f(g) = IG′} .De�nition: (Isomorphismus)Ein bijektiver Homomorphismus f : G → G′ heiÿt Isomorphismus. Man sagt dann G und

G′ sind isomorph zueinander und s
hreibt G ∼= G′.Bemerkungen:1. Isomorphe Gruppen haben dieselbe Multiplikationstafel, d.h. sie sind bis auf die Be-zei
hnung der Gruppenelemente glei
h. (sinngemäÿ au
h für unendli
he Gruppen)2Für eine Matratze, d.h. für ein Re
hte
k, erhalten wir die Kleins
he Vierergruppe, vgl. https://forum.zdv.uni-tuebingen.de/viewtopi
.php?f=51&t=434.6



1.3 Beispiele, weitere Eigens
haften & Ausbli
k1. Eine Gruppe mit der Struktur {I, a, a2, . . . , an−1}, wobei an = I, heiÿtzyklis
he Gruppe Cn.Die kleinste ni
htzyklis
he Gruppe hat Ordnung 4.Die kleinste ni
htabels
he Gruppe hat Ordnung 6.2. Gruppe mit 2 Elementen: Z2 = {I, A}Es gilt: I2 = I, IA = A und AI = A.Bleibt: A2 =? (A oder I)Multiplikationstafel:
I A

I I A
A A I. . . einzige Mögli
hkeit, da keine zwei glei
hen Elemente in einer Zeile/Spalte (s.o.)

⇒ Alle Gruppen der Ordnung 2 sind isomorph zu Z2.3. Beispiele für zu Z2 isomorphe Gruppen:(a) Betra
hte die folgenden beiden Abbildungen Rn → Rn,
I : ~x 7→ ~x ,

P : ~x 7→ −~x (Spiegelung, Parität) .Multiplikation de�niert als aufeinanderfolgende Transformationen
⇒ I2 = I, IP = P , PI = P , P 2 = I, also isomorph zu Z2.(b) Statt der beiden räumli
hen Transformationen betra
hten wir nunOperatoren, die auf reell- oder komplexwertige Funktionen von ~x wirken:

(OIf)(~x) = f(~x)

(OPf)(~x) = f(−~x)
⇒ O2

I = OI , OIOP = OP , OPOI = OP , O2
P = OI , also isomorph zu Z2.Bemerkung: Die Operatoren OI und OP sind linear, d.h.

O(αf + βg) = αO(f) + βO(g) .(
) Betra
hte Operatoren, die auf die komplexwertige Funktionen von zwei Varia-blen wirken (Physik: Wellenfunktion zweier Teil
hen)
(OEψ)(~x1, ~x2) = ψ(~x1, ~x2)

(OSψ)(~x1, ~x2) = ψ(~x2, ~x1)

O2
E = OE. . . ⇒ {OE, OS} ∼= Z2(andere Namen für die Operatoren als in Beispiel 3b um die unters
heidli
henRealisierungen zu betonen) 7



Wenn wir die Begri�e Wirkung und Darstellung kennengelernt haben, können wir dieseBeispiele au
h no
h anders interpretieren als nur unter dem Gesi
htspunkt Isomorphie.
Z2 sieht auf den ersten Bli
k trivial aus, aber viele Konzepte, die wir im Folgenden behan-deln mö
hten, können wir bereits exemplaris
h für Z2 betra
hten.4. Betra
hte nun das Beispiel 3b und zwei Funktionen fe und fo, für die gilt

(OPfe)(~x) = fe(~x) (fe hat �gerade Parität� � �even�)
(OPfo)(~x) = −fo(~x) (fo hat �ungerade Parität� � �odd�)(z.B. ~x ∈ R3 fe = x2 + yz, fo = xy sin(z))

fe und fo haben spezielle Eigens
haften unter Anwendung der Gruppe {OI , OP}:
• fe ist invariant unter OP

• fo we
hselt unter OP ledigli
h das Vorzei
henGruppentheoretis
he Anwendungen in der Physik (v.a. Quantentheorie) nutzen aus, dassbestimmte Objekte (Atome, Moleküle, Elementarteil
hen) bestimmte Symmetrieeigens
haf-ten haben � Symmetrieoperationen bilden Symmetriegruppe. . . ) (i.A. viel komplizierter alsin diesem einfa
hen Beispiel)5. Die Beziehung
∫

Rd

f ∗
e (~x) fo(~x) ddx = 0ist ein Beispiel für eine �Orthogonalitätsrelation� zwis
hen Objekten mit speziellenSymmetrieeigens
haften (in der QM au
h �Auswahlregel� genannt; später mehr).6. Eine beliebige Funktion kann als Summe einer geraden und einer ungeraden Funktionges
hrieben werden:

f = fe + fo mit fe =
1

2
[f(x, y, z) + f(−x,−y,−z)]

fo =
1

2
[f(x, y, z)− f(−x,−y,−z)] .Dies ist ein Beispiel für ein �Entwi
klungstheorem�:Objekte ohne spezielle Symmetrieeigens
haften können als Linearkombinationen derObjekte mit speziellen Symmetrieeigens
haften ausgedrü
kt werden (d.h. in diesenentwi
kelt werden).1.4 Die symmetris
he (oder Permutations-) GruppeDe�nition: (Symmetris
he Gruppe)Die symmetris
he Gruppe Sn ist die Gruppe der Permutationen von n Objekten, d.h. derbijektiven Abbildungen von {1, 2, . . . , n} auf si
h selbst. Die Verknüpfung ist die Verket-tung. 8



Bemerkungen:1. |Sn| = n!2. Die Notation
Sn ∋ p =

(
1 2 3 · · · n
p1 p2 p3 · · · pn

)bedeutet: �Bringe das erste Element in Position p1, das zweite Element in Position
p2, et
.�, z.B. für n = 6:

(
1 2 3 4 5 6
6 4 1 2 5 3

) angewandt auf [a, b, c, d, e, f ] = [c, d, f, b, e, a]3. Eine Permutation kann in disjunkte Zykel zerlegt werden, z.B.
(

1 2 3 4 5 6
6 4 1 2 5 3

)
= (163)(24)(5) 3-Zykel, 2-Zykel, 1-Zykel

• Der 3-Zykel bedeutet �1 geht na
h 6, 6 geht na
h 3, 3 geht na
h 1�.
• Innerhalb eines Zykels können die Zahlen zyklis
h vertaus
ht werden, z.B.

(163) = (631) = (316) aber 6= (136) .

• Disjunkte Zykel vertaus
hen, z.B. (163)(24) = (24)(163).
• Die 1-Zykel werden meist weggelassen.
• Jeder ℓ-Zykel (ℓ > 2) kann als Produkt von 2-Zykeln (Transpositionen) ges
hrie-ben werden, z.B.

(163) = (13)(16) .Der Zykel auf der re
hten Seite wird zuerst angewandt.Beispiele1. S2 = {I, (12)} ∼= Z22. S3 = {I, (12), (13), (23), (123), (132)}
• Multiplikationstafel: Übungen.
• S3 ist eine ni
htabels
he Gruppe (die kleinste), wie alle Sn mit n ≥ 3, denn z.B.

(12)(13) = (132) 6= (13)(12) = (123) .

• Untergruppen: {I} und S3 (trivial)
{I, (12)}, {I, (13)}, {I, (23)}, alle ∼= Z2

{I, (123), (321)} ∼= C39



Satz 1. (Satz von Cayley)Jede Gruppe der Ordnung n ist isomorph zu einer Untergruppe von SnBeweis:S
hreibe Beweis etwas unorthodox unter Verwendung der Eigens
haften der Multiplikati-onstafel, um ÜA 1 ni
ht zu entwerten.Sei (G, ·) eine endli
he Gruppe, |G| = n. Für h ∈ G de�niere
ϕh : G→ G

g 7→ ϕh(g) = h · g

ϕh permutiert die n Elemente von G (liefert nämli
h eine Zeile der Multiplikationstafel von
G). Weiter ist

f : g 7→ ϕg

G→ G′ := {ϕg : g ∈ G}ein Homomorphismus, denn
(ϕa ◦ ϕb) (g) = ϕa (ϕb(g)) = ϕa(b · g) = a · b · g = ϕa·b(g) ,und f ist injektiv (sonst zwei glei
he Zeilen in der Multiplikationstafel von G), d.h. G ∼= G′.Andererseits enthält G′ nur Permutationen der n Elemente von G, d.h. G′ ist isomorph zueiner Untergruppe von Sn. �1.5 WirkungenDe�nition: (Wirkung)Sei G eine Gruppe und M eine Menge. Eine Wirkung von G auf M ist eine Abbildung

G×M →M

(g,m) 7→ gm ,für die gilt
Im = m ∀ m ∈M und

g(hm) = (gh)m ∀ g, h ∈ G und ∀ m ∈M .Bemerkung:1. Damit ist M → M , m 7→ gm, bijektiv für jedes g ∈ G, denn
gm1 = gm2 ⇒ g−1gm1 = g−1gm2 ⇔ m1 = m2 (injektiv) und
m ∈M ⇒ gm′ = m mit m′ = g−1m (surjektiv).10



De�nition: (Bahn / Orbit)Der Orbit (oder die Bahn) eines Punktes m ∈M unter einer Wirkung von G auf M ist
Gm := {gm : g ∈ G}Bemerkungen:1. Der Orbit �typis
her� Punkte hat n = |G| Elemente.2. Der Orbit �spezieller� Punkte hat weniger als n = |G| Elemente.Beispiel:Betra
hte D3, die Symmetriegruppe eines glei
hseitigen Dreie
ks (�D� für Diedergruppe).

D3
∼= S3, den Permutationen der E
kpunkte des Dreie
ks.Gruppenelemente: • Identität

• 2 Drehungen (um 120◦ und 240◦)
• 3 Spiegelungen (A
hsen jeweils dur
h einen der E
kpunkte)

D3 operiert (wirkt) in natürli
her Weise auf M , der Ebene mit dem Mittelpunkt des Drei-e
ks als Ursprung.
◦

• × • × •
×
•

×
•

×
•

×

spezieller Punkt(Orbit hat 1 Element) typis
her Punkt(Orbit hat 6 Elemente)spezielle Punkte(Orbit hat 3 Elemente)De�nition: (Isotropiegruppe)Sei G ×M → M , (g,m) 7→ gm eine Wirkung von G auf M . Die Menge der Gruppenele-mente, die ein m ∈M auf si
h selbst abbilden, also
Gm = {g ∈ G : gm = m} ,heiÿt Isotropiegruppe oder Standgruppe3 von m.Bemerkung: Gm ist eine Gruppe (Beweis in den Übungen).Im obigen Beispiel:

• die Isotropiegruppe von × ist {I}
• die Isotropiegruppe von ◦ ist D3

• die Isotropiegruppe von • ist {I, σ} ∼= Z2, wobei σ die Spiegelung um die A
hse ist,die dur
h • gehtWir beoba
hten, dass in allen Fällen |Gm| · |Gm| = G. Dies gilt au
h allgemein für endli
heGruppen (Bahnformel, Beweis in den Übungen).3au
h Stabilisator, Fixgruppe oder kleine Gruppe11



1.6 Konjugationsklassen und invariante UntergruppenDe�nition: (Konjugation)Sei G eine Gruppe. x ∈ G heiÿt konjugiert zu y ∈ G ⇐⇒Def. ∃ g ∈ G : y = gxg−1.Wir s
hreiben dann x ∼ y.Bemerkung:
∼ de�niert eine Äquivalenzrelation, denn1. x ∼ x ∀ x ∈ G (Re�exivität).2. x ∼ y ⇔ y ∼ x (Symmetrie)3. x ∼ y und y ∼ z ⇒ x ∼ z (Transitivität)Beispiele:1. G = S3: (13) ∼ (12), da (23)(12) (23)−1

︸ ︷︷ ︸
=(23)

= (13)2. G = SO(3), Drehgruppe in 3 Dimensionen:
• R~n(φ) = Rotation um A
hse ~n und Winkel φ
• Für beliebiges R ∈ SO(3) gilt RR~n(φ)R−1 = R~n′(φ) mit ~n′ = R~n,d.h. Rotationen um denselben Winkel, aber vers
hiedene A
hsen, sind kojugiert zu-einander.De�nition: (Konjugationsklasse)Sei G eine Gruppe, x ∈ G. Wir nennen {gxg−1 : g ∈ G} die Konjugationsklasse von x.Bemerkungen:1. Die Identität bildet allein eine Klasse, da gIg−1 = I ∀ g.2. Im Allgemeinen bilden die Elemente einer Klasse keine Gruppe (s.u.).3. Bei abels
hen Gruppen, bildet jedes Element allein eine Klasse, da gxg−1 = x ∀ g.4. Jedes Element von G gehört zu genau einer Klasse (wegen Transitivität, s.o.).5. Die Ordnung der Gruppe ist dur
h die Anzahl der Elemente in einer Klasse teilbar(Bahnformel, vgl. Übungen).6. Später: Die Anzahl der Klassen ist glei
h der Anzahl ni
htäquivalenter irreduziblerDarstellungen der Gruppe.

12



Beispiel: S3Die erste Klasse ist {I}.Nun konjugiere (12) mit allen Elementen von S3,
I(12)I = (12)

(12)(12)(12) = (12)

(13)(12)(13) = (1)(23) = (23)

(23)(12)(23) = (13)

(123)(12)(321) = (1)(23) = (23)

(321)(12)(123) = (13)d.h. (12), (13) und (23) bilden eine Klasse.Für die restli
hen beiden Elemente gilt
I(123)I = (123)

(12)(123)(12) = (132)d.h. (123) und (132) sind äquivalent und daher in derselben Klasse.Es gibt also 3 Klassen:
C1 = {I} , C2 = {(12), (13), (23)} , C3 = {(123), (321)} .Wir beoba
hten: Zwei Elemente von S3 sind zueinander konjugiert, wenn sie dieselbe Zy-kelstruktur haben; gilt au
h allgemein für Sn (später).Für D3

∼= S3: C2 = 3 Spiegelungen, C3 = Drehungen um 120◦ und 240◦.De�nition: (Konjugierte Untergruppe, Normalteiler)(i) Eine Untergruppe K ⊆ G heiÿt konjugiert zu einer Unterguppe H ⊆ G, wenn ein
g ∈ G existiert, so dass

K = gHg−1 = {ghg−1 : h ∈ H} .(ii) Falls ghg−1 ∈ H für alle h ∈ H und alle g ∈ G, dann ist H eine invariante Unter-gruppe bzw. ein Normalteiler4 von G.Beispiele:1. Die UntergruppeK = {I, (13)} ⊂ S3 ist konjugiert zuH = {I, (12)}, da (23)I(23)−1 =
I und (23)(12)(23)−1 = (13).2. Jede Gruppe G hat zwei triviale invariante Untergruppen: {I} und G.3. Die einzige ni
httriviale invariante Unterguppe von S3 ist {I, (123), (132)}.Bemerkung: Eine endli
he Gruppe heiÿt einfa
h, wenn sie keine ni
httriviale invarianteUnterguppe hat und halbeinfa
h, wenn sie keine abels
he invariante Unterguppe hat.Damit ist S3 ist weder einfa
h no
h halbeinfa
h.4au
h normale oder selbstkonjugierte Untergruppe13



1.7 Nebenklassen und FaktorgruppenDe�nition: (Nebenklassen)Sei G eine Gruppe und H ⊆ G eine Untergruppe. Für g ∈ G heiÿt die Menge
gH := {gh : | h ∈ H}Linksnebenklasse (left 
oset) von H in G. Analog heiÿt
Hg := {hg : | h ∈ H}Re
htsnebenklasse (right 
oset) von H in G.Bemerkungen:1. gH,Hg ⊆ G.2. Falls g ∈ H ⇒ gH = Hg = H (Umordnungstheorem, vgl. ÜA 1).3. Die Anzahl der Elemente einer Nebenklasse ist glei
h der Ordnung von H ,kurz |gH| = |H|.4. Betra
hte im Folgenden meist nur Linksnebenklassen.5. Zwei Nebenklassen g1H and g2H sind entweder identis
h (⇔ g−1

1 g2 ∈ H)oder disjunkt.Beweis: Annahme: Sie haben ein gemeinsames Element, d.h.
∃ h1, h2 ∈ H : g1h1 = g2h2

⇔ g2 = g1h1h
−1
2

⇒ g2H = g1h1h
−1
2 H = g1H �6. Da jedes g ∈ G zu genau einer Nebenklasse gehört, und da |gH| = |H|, ist H Teilervon |G| (vgl. 1.2).5Beispiel:Für S3: Sei H1 = {I, (12)} (ni
ht invariant) und H2 = {I, (123), (132)} (invariant).

• Links- und Re
htsnebenklassen von H1:
IH1 = {I, (12)} H1I = {I, (12)}

(12)H1 = {(12), I} H1(12) = {(12), I}
(13)H1 = {(13), (123)} H1(13) = {(13), (132)}

(123)H1 = {(123), (13)} H1(132) = {(132), (13)}
(23)H1 = {(23), (132)} H1(23) = {(23), (123)}

(132)H1 = {(132), (23)} H1(123) = {(123), (23)}Die Links- und Re
htsnebenklassen sind vers
hieden, und (z.B.)
S3 = H1 ∪ (13)H1 ∪ (23)H1 .5Alternativ hätten wir au
h dur
h die Linksmultiplikation eine Wirkung von G auf G de�nieren undwieder mit der Bahnformel argumentieren können. 14



• Nebenklassen von H2:
IH2 = {I, (123), (132)} H2I = {I, (123), (132)}

(123)H2 = {(123), (132), I} H2(123) = {(123), (132), I}
(132)H2 = {(132), I, (123)} H2(132) = {(132), I, (123)}
(12)H2 = {(12), (23), (13)} H2(12) = {(12), (13), (23)}
(13)H2 = {(13), (12), (23)} H2(13) = {(13), (23), (12)}
(23)H2 = {(23), (13), (12)} H2(23) = {(23), (12), (13)}Die Links- und Re
htsnebenklassen sind identis
h, und (z.B.)

S3 = H2 ∪ (12)H2Allgemein gilt: Ist H eine invariante Untergruppe von G, so sind die Links- und Re
hts-nebenklassen glei
h, denn
gHg−1 = H ⇔ gH = Hg .In diesem Fall ist die Partitionierung von G in Nebenklassen eindeutig.Ist H invariant, so bilden die Nebenklassen eine neue Gruppe. . .De�nition: (Faktorgruppe)Sei H eine invariante Untergruppe von G. Die Menge der Nebenklassen
G/H := {gH : g ∈ G}(spri
h �G modulo H�) , bildet mit der Multiplikationsregel

(g1H) · (g2H) = (g1g2)Heine Gruppe, genannt Faktorgruppe, wobei |G/H| = |G|
|H| .Bemerkungen:1. (G/H, ·) ist tatsä
hli
h eine Gruppe, denn(G1) da g1, g2 ∈ G ⇒ (g1g2)H ∈ G/H ,(G2) die Assoziativität von G überträgt si
h auf G/H ,(G3) IG/H = H , denn gH ·H = gH = H · gH und(G4) das Inverse gH ist g−1H , denn gH · g−1H = H = g−1H · gH .2. Wo wurde die Invarianz von H (d.h. gHg−1 = H ∀ g ∈ G) benötigt? Ohne dieseEigens
haft ist die Verknüpfung · i.A. gar keine wohlde�nierte Abbildung G/H ×

G/H → G/H . Ersetzung von H dur
h hH mit h ∈ H darf das Ergebnis ni
htändern, aber
(g1hH) · (g2H) = (g1hg2)H 6=i.A. (g1g2)H

= (g1g2 g
−1
2 hg2)HAber falls H invariant: g−1

2 hg2 ∈ H und damit (g1g2 g
−1
2 hg2)H = (g1g2)H .15



Beispiele:
• H2 = {I, (123), (132)} ⊂ S3 ist invariant. Die Faktorgruppe S3/H2 hat die Elemente:

{I, (123), (132)} und {(12), (13), (23)}und ist isomorph zu Z2.
• H1 = {I, (12)} ⊂ S3 ist ni
ht invariant, da z.B. (123)(12)(123)−1 = (23) /∈ H1, unddeshalb ist · ni
ht wohlde�niert, denn z.B.

(IH1)((13)H1) = (13)H1 = {(13), (123)}
6= ((12)H1) · ((13)H1) = (12)(13)H1 = (132)H1 = {(132), (23)}1.8 Direktes Produkt zweier GruppenDe�nition: (Direktes Produkt)Seien (A, ◦) und (B, •) Gruppen. Ihr direktes Produkt ist das kartesis
he Produkt A× Bmit der Multiplikationsregel

(a1, b1) · (a2, b2) = (a1 ◦ a2, b1 • b2) .Bemerkungen:1. (A× B, ·) ist eine Gruppe mit IA×B = (IA, IB) und (a, b)−1 = (a−1, b−1).2. Für endli
he Gruppen gilt |A×B| = |A||B|.3. G := A× B hat eine zu A isomorphe invariante Untergruppe, nämli
h
(A, IB) := {g ∈ G : g = (a, IB) mit a ∈ A} .Invarianz: a1 ∈ A, (a2, b2) ∈ G,

g(a1, IB)g−1 = (a2, b2)(a1, IB)(a−1
2 , b−1

2 ) = (a2a1a
−1
2 , b2IBb

−1
2 ) = ( a2a1a

−1
2︸ ︷︷ ︸

∈A

, IB) .(ebenso für B)Weiter ist A isomorph zu G/B (und umgekehrt):6
G/B = {(a, b)B : (a, b) ∈ G} = {(a,B) : a ∈ A} (Umordnungstheorem)Vorsi
ht: Die Umkehrung gilt ni
ht: Wenn H eine invariante Untergruppe von Gist, dann ist i.A. G 6= H × (G/H) (denn i.A. ist G/H keine invariante Untergruppevon G).Beispiel: S3 hat Untergruppen H1 = {I, (12)} und H2 = {I, (123), (132)}

H2 ist invariant
S3/H2

∼= Z2
∼= H1, aber S3 6= H1×H2, da H1 keine invariante Untergruppeist, bzw. weil die Elemente von H1 und H2 ni
ht kommutieren6S
hreibe jetzt kurz B anstatt (IA, B). 16



1.9 Beispiel:Homomorphismus zwis
hen SL(2, C) und der Lorentz-Gruppe
• Sei M der Minkowski-Raum, d.h. M = R4 mit Lorentz-Metrik7

‖x‖2 = x2
0 − x2

1 − x2
2 − x2

3 ;

x = (x0, x1, x2, x3) heiÿt Vierervektor.
• Eine homogene Lorentz-Transformation Λ ist eine lineare Abbildung M → M , diedie Lorentz-Metrik erhält, d.h.

‖Λx‖2 = ‖x‖2 ∀ x ∈M .

• Die Lorentz-Gruppe L = O(3, 1) ist die Gruppe aller homogenen Lorentz-Transformationen.
• Identi�ziere nun jedes x ∈M mit einer hermites
hen 2× 2 Matrix:8

X := f(x) := x0I + x1σ1 + x2σ2 + x3σ3 mit
I =

(
1 0
0 1

)
, σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
,d.h. X =

(
x0 + x3 x1 − ix2

x1 + ix2 x0 − x3

)Die σj heiÿen Pauli-Matrizen. Es folgt
detX = x2

0 − x2
1 − x2

2 − x2
3 = ‖x‖2 .

• Sei nun A ∈ GL(2,C) := {B ∈ C2×2 : detB 6= 0} (mit Matrixmultiplikation eineGruppe). De�niere eine Wirkung von GL(2,C) auf C2×2 dur
h
C2×2 ∋ X 7→ AXA†und bezei
hne die dadur
h induzierte Wirkung auf M mit

M ∋ x 7→ φ(A)x := f−1(Af(x)A†) .

• Es gilt (AXA†)† = AXA†, d.h. AXA† ist hermites
h und damit φ(A)x wieder einreeller Vierervektor. Weiter ist
‖φ(A)x‖2 = det(AXA†) = | detA|2 detX = | detA|2‖x‖2 .

• Mit A ∈ SL(2,C) := {B ∈ C2×2 : detB = 1} gilt
‖φ(A)x‖2 = ‖x‖2 ,d.h. φ(A) entspri
ht einer Lorentz-Transformation.7eigentli
h ‖x‖2 = d(x, x) mit der Pseudo-Riemanns
hen Metrik d(x, y) = x0y0 − x1y1 − x2y2 − x3y38Die hermites
hen 2 × 2-Matrizen bilden einen reellen 4-dimensionalen Vektorraum. Eine Basis diesesRaumes ist gegeben dur
h I und die drei Pauli-Matrizen.17



• Auÿerdem gilt
φ(A)φ(B)x = φ(A)f−1(Bf(x)B†) = f−1(ABf(x)B†A†) = φ(AB)x ,d.h. φ : SL(2,C)→ O(3, 1) ist ein Homomorphismus.

• φ ist aber kein Isomorphismus, denn φ(−A) = φ(A), d.h. die Matrizen A und −Awerden auf dieselbe Lorentz-Transformation abgebildet.
• Beispiele (siehe Übungen):1. Für die Matrix

Uθ =

(
e−iθ 0
0 eiθ

)ist φ(Uθ) eine Drehung um den Winkel 2θ um die x3-A
hse.2. Für die Matrix
Vα =

(
cosα − sinα
sinα cosα

)ist φ(Vα) eine Drehung um den Winkel 2α um die x2-A
hse.3. Für die Matrix
Mr =

(
r 0
0 1

r

)ist φ(Mr) ein Lorentz-Boost in x3-Ri
htung mit Parameter 2 ln(r).Übrigens: Die Boosts alleine bilden keine Gruppe.Der Homomorphismus φ : SL(2,C)→ O(3, 1) ist ni
ht surjektiv:
• Alle A ∈ SL(2,C) sind stetig mit I verbunden (ohne Beweis).
• Für Lorentz-Transformation gibt es folgende Mögli
hkeiten:� eigentli
he Lorentz-Transformation: det Λ = +1uneigentli
he Lorentz-Transformation: det Λ = −1� ortho
hrone Lorentz-Transformation: Λ00 ≥ 1ni
htortho
hrone Lorentz-Transformation: Λ00 ≤ −1� nur die eigentli
hen, ortho
hronen Lorentz-Transformation sind stetig mit I ver-bunden. Diese bilden die Untergruppe L0.
• Es gilt gilt: Bild(φ) = L0 (vgl. Übungen).18



Homomorphismus von SU(2) na
h O(3)
• SU(2) ist die Gruppe der unitären 2×2 Matrizen mit Determinante 1, d.h. SU(2) :=
{A ∈ C2×2 : AA† = I und detA = 1} ⊂ SL(2,C).
• Wie wirkt A ∈ SU(2) ⊂ SL(2,C) auf e0 = (1, 0, 0, 0)?
E0 = f(e0) = I und damit

E0 → AE0A
† = AIA† = I = E0 d.h. φ(A)e0 = e0.

• O(3) := {R ∈ R3×3 : RRT = I} ist die Gruppe der orthogonalen 3× 3-Matrizen.
• Für Lorentz-Transformation der Form

Λ =

(
1 0
0 R

) mit R ∈ O(3)gilt Λe0 = e0 und umgekehrt, d.h. diese Transformationen bilden eine zu O(3) iso-morphe Untergruppe von O(3, 1).9Damit ist φ au
h ein Homomorphismus SU(2)→ O(3).� Die Abbildung ist wieder 2-zu-1, denn φ(A) = φ(−A).� Ähnli
h wie oben wird ein A ∈ SU(2) nur auf sol
he Elemente von O(3) ab-gebildet, die stetig mit I verbunden sind, d.h. sol
he mit Determinante 1, d.h.
φ(SU(2)) = SO(3).

9Man sagt au
h oft kurz: O(3) ist eine Untergruppe von O(3, 1).19



2 Darstellungen We will rarely, if ever, �x an expli
it basis,but thinking this way makes it easier tomanipulate tensorial obje
ts.Predrag Cvitanovi¢2.1 De�nitionenDe�nition: (Darstellung)Sei G eine Gruppe und V ein Vektorraum. Eine Darstellung Γ ist ein Homomorphismus von
G na
h GL(V ), d.h. in die invertierbaren linearen Abbildungen V → V , d.h. insbesondere

Γ(g)Γ(h) = Γ(gh) ∀ g, h ∈ Gund Γ(I) = 1 (Einsoperator bzw. Einheitsmatrix). Man nennt dim V die Dimension derDarstellung.Bemerkungen1. Eine Darstellung ist eine Wirkung von G auf V (zusätzli
h linear).2. Wir betra
hten im Folgenden Vektorräume über C (oder R),z.B. Cn oder L2(Rd),wenn nötig mit Skalarprodukt 〈·|·〉 : V × V → C mit ∀ v, w ∈ V und ∀ α ∈ C:(i) 〈v|w〉 = 〈w|v〉∗(ii) 〈v|αw〉 = α〈v|w〉(iii) 〈v|v〉 ≥ 0 und = 0 nur für den Nullvektor v = 03. Wählen wir in V eine Basis {vj : j = 1, . . . , λ = dimV }, so entspri
ht jedem Γ(g)eine λ× λ-Matrix mit Matrixelementen
Γ(g)jk = 〈vj|Γ(g)|vk〉 ,und wir spre
hen von einer Matrixdarstellung.Man sagt dann: Die vi transformieren si
h unter G in der Darstellung Γ.4. Falls V endli
hdimensionaler Vektorraum über C: V ∼= CdimV und dimV = trΓ(I).De�nition: (treu)Eine Darstellung heiÿt treu, wenn der Homomorphismus Γ : G→ GL(V ) injektiv ist, d.h.unters
hiedli
he Gruppenelemente werden dur
h unters
hiedli
he Matrizen dargestellt.Bemerkungen:1. Jede Gruppe hat die triviale Darstellung, in der Γ(g) = 1 ∀ g ∈ G. Diese ist ni
httreu. i.A. ;-)2. Wenn eine Gruppe G eine ni
httriviale invariante Untergruppe H hat, dann ist eineDarstellung der Faktorgruppe G/H au
h eine Darstellung von G. Diese Darstellung20



ist ni
ht treu. (vgl. ÜA 9)Idee: Γ̃(g) := Γ(gH) ⇒ (i) Γ̃(g)Γ̃(h) = Γ(gH)Γ(hH) = Γ(ghH) = Γ̃(gh),(ii) Γ(h) = 1 ∀ h ∈ H .Umkehrung: Ist Γ(G) eine ni
httreue Darstellung von G, dann hat G mindestenseine invariante Untergruppe H , so dass Γ eine treue Darstellung der Faktorgruppe
G/H de�niert.De�nition: (Unitäre Darstellung)Eine Darstellung Γ : G → GL(V ) heiÿt unitär, falls Γ(g) ∀ g ∈ G unitär ist, d.h.

〈Γ(g)v|Γ(g)w〉 = 〈v|w〉 ∀ v, w ∈ V .Bemerkung:1. Ist V endli
hdimensional und wählen wir eine Basis, so bedeutet dies eine Darstellungdur
h unitäre Matrizen.2. Unitäre Darstellungen sind in physikalis
hen Anwendungen wi
htig, da auf diese Wei-se Symmetrien in der Quantenme
hanik oder Quantenfeldtheorie realisiert werden.2.2 Äquivalente DarstellungenDe�nition: (Äquivalente Darstellungen)Seien Γ : G→ GL(V ) und Γ̃ : G→ GL(W ) Darstellungen derselben Gruppe. Man sagt Γund Γ̃ sind äquivalent, wenn es eine invertierbare lineare Abbildung S : V → W gibt, sodass
Γ(g) = S−1 Γ̃(g)S ∀ g ∈ G .Bemerkung:1. Ist die lineare Abbildung sogar unitär, d.h. U : V →W invertierbar mit 〈Uφ|Uψ〉W =

〈φ|ψ〉V so spri
ht man von unitär äquivalenten Darstellungen.Für endli
hdimensionale Darstellungen gilt V ∼= W ∼= CdimV , und bei Wahl vonBasen wird U zu einer unitären Matrix.2. Für endli
he Gruppen kann man zeigen, dass jede Darstellung äquivalent zu einerunitären Darstellung ist. (später)2.3 Beispiele und Invariante UnterräumeWir führen einige wi
htige Konzepte zusammen mit einigen Spre
hweisen aus der physika-lis
hen Literatur anhand eines einfa
hen Beispiels ein.
• Betra
hte wieder {I, P} ∼= Z2,

I : Rd ∋ ~x 7→ ~x , P : Rd ∋ ~x 7→ −~x21



sowie {OI , OP} ∼= Z2 (vgl. Beispiel 3b aus Abs
hnitt 1.3).10
(OIf)(~x) = f(~x) , (OPf)(~x) = f(−~x) .Wähle eine Funktion f1 ohne spezielle Symmetrieeigens
haften unter {OI , OP} undde�niere

f2(~x) := (OPf1)(~x) = f1(−~x) .Weiter sei
S := span(f1, f2) ,

dimS = 2 (Das war mit �ohne spezielle Symmetrieeigens
haften� gemeint.)
• Man sagt S ist invariant unter {OI , OP}, d.h.

f ∈ S ⇒ OIf, OPf ∈ S .Klar, da
OPf = OP (α1f1 + α2f2) = α1OPf1 + α2OPf2 = α2f1 + α1f2 ∈ S .Dies de�niert eine 2-dimensionale Darstellung von Z2 (oder irgendeiner zu Z2 iso-morphen Gruppe) auf S. In der Basis {f1, f2} gilt

Γ 3©(I) =

(
1 0
0 1

)
, Γ 3©(P ) =

(
0 1
1 0

)
.

• De�niere nun eine neue Basis,
f̄1 := f1 + f2 , f̄2 := f1 − f2 , S = span(f̄1, f̄2) .

⇒ OP f̄1 = f̄1 (gerade) , OP f̄2 = −f̄2 (ungerade) .Man sagt f̄1 und f̄2 haben feste Parität.Darstellung von Z2 auf S in der neuen Basis:
Γ 4©(I) =

(
1 0
0 1

)
, Γ 4©(P ) =

(
1 0
0 −1

)

Γ 4© ist äquivalent zu Γ 3©, sogar unitär äquivalent, denn
Γ 4© = U †Γ 3©U mit U =

1√
2

(
1 1
1 −1

)(Hier klar, denn gerade dur
h diesen Basiswe
hsel hatten wir Γ 4© ja erhalten � inanderen Fällen weiÿ man das aber viellei
ht gerade ni
ht!)10{OI , OP } ist au
h eine Darstellung von Z2 auf einem geeigneten Funktionen-Raum � jetzt wollen wiraber auf etwas anderes hinaus. . . 22



• S hat jedo
h no
h kleinere invariante Unterräume, es gilt nämli
h
S = S̄1 ⊕ S̄2 , (direkte Summe)wobei die S̄j := span(f̄j) einzeln invariant unter {OI , OP} sind,

OP (αf̄1) = αf̄1 ∈ S̄1

OP (αf̄2) = −αf̄2 ∈ S̄2Man sagt S ist reduzibel (bzgl. {OI , OP}).
S̄1 und S̄2 sind irreduzibel, d.h. sie können ni
ht in kleinere invariante Räume zerlegtwerden (hier weil sie 1-dimensional sind).
• Auf den invarianten Unterräumen sind jeweils eindimensionale Darstellungen de�-niert:

Γ 1©(I) = 1 , Γ 1©(P ) = 1 , auf S̄1 und
Γ 2©(I) = 1 , Γ 2©(P ) = −1, auf S̄2 .Jede Funktion mit gerader (ungerader) Parität transformiert si
h unter {OI , OP} inder Darstellung Γ 1© (Γ 2©).

• Wie S (s.o.) heiÿt nun au
h die Darstellung Γ 3© reduzibel11 und man s
hreibt
Γ 3© = Γ 1© ⊕ Γ 2© .

• Weiteres Beispiel: Betra
hte
h1(~x) := x2 + y + z , h2(~x) := (OPh1)(~x) = x2 − y − z , Sh := span(h1, h2) ,

g1(~x) := e−xyz , g2(~x) := (OPg1)(~x) = exyz , Sg := span(g1, g2) .Das Tensor-Produkt Sh ⊗Sg wird dur
h die vier Produkte h1g1, h1g2, h2g1, h2g2 auf-gespannt und ist invariant unter {OI , OP}, denn f ∈ Sh ⊗ Sg ⇒
OPf = OP (ah1g1 + bh1g2 + ch2g1 + dh2g2)

= dh1g1 + ch1g2 + bh2g1 + ah2g2 ∈ Sh ⊗ SgDies de�niert eine 4-dimensionale Darstellung von Z2 auf Sh ⊗ Sg:
Γ 5©(I) = 1 , Γ 5©(P ) =





0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0



11wird später no
h ri
htig de�niert 23



• Invariante Unterräume:
h1g1 und h2g2 = OP (h1g1) spannen einen invarianten Unterraum Sω auf,analog Sδ := span(h1g2, h2g1). O�ensi
htli
h:

Sh ⊗ Sg = Sω ⊕ Sδjeweils mit einer Darstellung äquivalent zu Γ 3©. Reduziere Sω und Sδ jeweils weiterdur
h Einführen von Basisfunktionen gerader und ungerader Parität. Für die Dar-stellungen gilt dann
Γ 5© = Γ 3© ⊗ Γ 3© = Γ 1© ⊕ Γ 1© ⊕ Γ 2© ⊕ Γ 2©Man s
hreibt au
h (Dimensionen)

2⊗ 2 = 1⊕ 1⊕ 1⊕ 1Sieht etwas lustig aus und ist hier natürli
h ni
ht besonders tiefsinnig � aber wennwir ähnli
he Re
hungen später z.B. für Darstellungen von SU(n) dur
hführen können,haben wir einiges gelernt. . .2.4 Irreduzible DarstellungenThis basis way of thinking about X ⊗ Y is useful;the abstra
t de�nition is useful in showing thatthe 
onstru
tion is not basis dependent.Barry SimonZur Erinnerung: (Direkte Summe & Tensorprodukt)Sind V und W Vektorräume, dimV = n, dimW = m, mit Basen {v1, . . . , vn} und
{w1, . . . , wm}, so ist(i) {v1, . . . , vn, w1, . . . , wm} eine Basis der direkten Summe V ⊕Wmit dimV ⊕W = dimV + dimW und(ii) {vj ⊗ wk}j=1,...,n,k=1,...,m eine Basis des Tensorprodukts V ⊗Wmit dimV ⊗W = dimV · dimW .Bemerkungen:1. Sind A : V → V und B : W → W lineare Abbildungen, so ist A ⊕ B die lineareAbbildung

A⊕ B : V ⊕W → V ⊕W
(v, w) 7→ (Av,Bw) ,in Matrixs
hreibweise (

A 0
0 B

)(
v
w

)
=

(
Av
Bw

)
.24



2. Sind Γ : G → GL(V ) und Γ̃ : G → GL(W ) Darstellungen, so ist au
h Γ ⊕ Γ̃ : G →
GL(V ⊕W ), de�niert dur
h (Γ ⊕ Γ̃)(g) = Γ(g) ⊕ Γ̃(g), eine Darstellung. (DirekteSumme von Darstellungen)Jetzt fragen wir uns umgekehrt, ob eine Darstellung die direkte Summe �kleinerer� Dar-stellungen ist. . .De�nition: (Invarianter Unterraum)Sei Γ : G→ GL(V ) eine Darstellung, und U ⊆ V ein Unterraum von V . U heiÿt invarianterUnterraum (bezügli
h Γ(G)), falls Γ(g)v ∈ U ∀ v ∈ U und ∀ g ∈ G.Bemerkungen: Jeder Darstellungsraum hat zwei triviale invariante Unterräume, V und

{0}. Alle anderen heiÿen (ggf.) ni
httrivial.De�nition: (Irreduzible Darstellung & vollständige Reduzibilität)Eine Darstellung Γ : G→ GL(V ) heiÿt(i) irreduzibel, wenn V keinen ni
httrivialen invarianten Unterraum besitzt. Ebensoheiÿt V dann irreduzibel bezügli
h Γ(G).(ii) reduzibel, falls V einen ni
httrivialen invarianten Unterraum U besitzt. Ist in diesemFall au
h das orthogonale Komplement,
U⊥ = {v ∈ V : 〈u|v〉 = 0 ∀ u ∈ U}ein invarianter Unterraum, so heiÿt Γ(G) vollständig reduzibel.Abkürzung für �Irreduzible Darstellung�: Irrep (von engl. �irredu
ible representation�).Beispiele:In Abs
hnitt 2.3 waren Γ 3©, Γ 4© und Γ 5© reduzibel, Γ 1© und Γ 2© dagegen irreduzibel.Satz 2. Sei Γ : G → GL(V ) eine unitäre Darstellung und U ⊆ V ein invarianter Unter-raum. Dann gilt:(i) U⊥ ist ebenfalls invariant,(ii) Die Eins
hränkungen Γ|U und Γ|U⊥ de�nieren Darstellungen Γ 1© und Γ 2©, und(iii) Γ ist äquivalent zu Γ 1© ⊕ Γ 2©. Man s
hreibt oft kurz Γ = Γ 1© ⊕ Γ 2©.Bemerkung: Damit kann jede unitäre Darstellung als direkte Summe ni
httrivialer (d.h.ni
ht nulldimensionaler) irreduzibler Darstellungen ges
hrieben werden.In Matrixs
hreibweise heiÿt dies, wir können eine Basis von V �nden, so dass

Γ(g) =





Γ 1©(g) 0
Γ 2©(g)

Γ 3©(g)

0
. . . ,wobei allen Γ j©(G) irreduzibel sind (nj × nj-Blö
ke mit nj = dim Γ i©(G)).25



Dabei kann eine irreduzible Darstellung mehr als einmal vorkommen,
Γ(G) = Γ1(G)⊕ · · · ⊕ Γ1(G)︸ ︷︷ ︸

a1 mal ⊕ Γ2(G)⊕ · · · ⊕ Γ2(G)︸ ︷︷ ︸
a2 mal ⊕ · · · =

∑

i⊕
aiΓ

i(G) ,d.h. die Darstellung Γ enthält die irreduzible Darstellung Γi ai mal.Beispiele: In Abs
hnitt 2.3 lag die reduzible Darstellung Γ 4© bereits in reduzierter Form(d.h. blo
kdiagonal) vor, Γ 3© und Γ 5© können dur
h einen Basiswe
hsel in diese Form ge-bra
ht werden. In Γ 5© kamen die Irreps Γ 1© und Γ 2© je zweimal vor.Beweis: Ents
heidend ist (i), denn (ii) und (iii) folgen dann unmittelbar.(i) Sei v ∈ U⊥, u ∈ U und g ∈ G. Dann gilt
〈Γ(g)v|u〉 = 〈v|Γ(g)†u〉 = 〈v|Γ(g)−1u〉 = 〈v|Γ(g−1)u〉 = 0 .(ii) Γ 1© := Γ|U , u ∈ U ⇒

Γ 1©(g)Γ 1©(h)u = Γ 1©(g)Γ(h)u = Γ(g)Γ(h)u = Γ(gh)u = Γ 1©(gh)u

�Satz 3. Sei G eine endli
he Gruppe, Γ : G → GL(V ) eine Darstellung und 〈 | 〉 einSkalarprodukt auf V . Dann ist Γ äquivalent zu einer unitären Darstellung.Beweis:
(v, w) :=

∑

g∈G
〈Γ(g)v|Γ(g)w〉 (∗)ist ebenfalls ein Skalarprodukt, denn(i) (v, w) =

∑
g∈G
〈Γ(g)v|Γ(g)w〉 =

∑
g∈G
〈Γ(g)w|Γ(g)v〉∗ =

(
∑
g∈G
〈Γ(g)w|Γ(g)v〉

)∗

= (v, w)∗,(ii) (v, αw) =
∑
g∈G
〈Γ(g)v|Γ(g)αw〉 = α

∑
g∈G
〈Γ(g)v|Γ(g)w〉 = α(v, w),(iii) (v, v) =

∑
g∈G
〈Γ(g)v|Γ(g)v〉︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 〈Γ(I)v|Γ(I)v〉 = 〈v|v〉 ≥ 0 , = 0 nur, falls v = 0.Sei {vj} eine Orthonormal(ON)-Basis bezügli
h 〈 | 〉 und {wj} eine ON-Basis bezügli
h
( , ). Dann existiert ein S : V → V invertierbar mit Swj = vj (Basiswe
hsel). Damit gilt

(v, w) = 〈Sv|Sw〉 , (+)26



denn mit v =
∑
j

αjwj und w =
∑
j

βjwj folgt
〈Sv|Sw〉 = 〈S∑

j

αjwj |S
∑
k

βkwk〉 =
∑
j,k

α∗
jβk 〈vj |vk〉︸ ︷︷ ︸

=(wj ,wk)

= (
∑
j

αjwj,
∑
k

βkwk) = (v, w) .Dann ist
Γ̃(g) := SΓ(g)S−1äquivalent zu Γ und unitär, denn

〈Γ̃(g)v|Γ̃(g)w〉 = 〈SΓ(g)S−1v|SΓ(g)S−1w〉
=

(+,∗)

∑

g′∈G
〈Γ(g′)Γ(g)︸ ︷︷ ︸

Γ(g′g)

S−1v|Γ(g′)Γ(g)S−1w〉 , g′g =: h

=
∑

h∈G
〈Γ(h)S−1v|Γ(h)S−1w〉 (Umordnungstheorem, vgl. ÜA 1)

=
(∗)

(S−1v, S−1w)

=
(+)
〈v|w〉

�Die Endli
hkeit von G haben wir benötigt, um∑g∈G de�nieren zu können. Später werdenwir sehen, dass wir für man
he unendli
hen Gruppen (nämli
h kompakte, z.B. SO(n) oder
U(n)) die Summe dur
h ein geeignetes Integral ersetzen können. Für stetige Darstellungengilt der Satz dann immer no
h.2.4.1 OA Operatoren am Beispiel der Gruppe D3

• D3 = Symmetriegruppe eines glei
hseitigen Dreie
ks ∼= S3

• •

•

L1

L2 L3

x

y

~x1 = (x1, y1)

~x2 = (x2, y2)~x3 = (x3, y3)

• Gruppenelemente:
I = Identität 27



C = Drehung um 120◦ im Uhrzeigersinn um den Mittelpunkt =̂ (123)
C̄ = Drehung um 120◦ gegen den Uhrzeigersinn um den Mittelpunkt =̂ (132)
σ1, σ2, σ3 = Spiegelungen an L1, L2, L3 =̂ (23), (13), (12)Multiplikationstafel vgl. ÜA 5.
• Betra
hte nun invertierbare lineare Abbildungen A : R2 → R2, ~x 7→ A~x. (Die 6Elemente von D3 sind Beispiele für sol
he Abbildungen A.)
• Für jede Abbildung A de�niere einen Operator OA, der auf beliebige Funktionen
f : R2 → C (oder R) wirkt, dur
h

(OAf)(~x) = f(A−1~x) .

• Die 6 Operatoren OA, A ∈ D3, bilden eine zu D3 isomorphe Gruppe, D̄3, denn
((OAOB)f)(~x) = (OA(OBf))(~x) = (OBf)(A−1~x) = f(B−1A−1~x)

= f((AB)−1~x) = (OABf)(~x) .

• Wir betra
hten nun die Wirkung dieser 6 Operatoren auf bestimmte Funktionen underzeugen damit Darstellungen von D3
∼= S3Zunä
hst

φ1(~x) := e−|~x−~x1|2 = e−(x−x1)2−(y−y1)2 .Was ist OCφ1?
φ2(~x) := (OCφ1)(~x) = φ1(C

−1~x)

= exp(−|C−1~x− ~x1|2)
= exp(−|C−1(~x− C~x1)|2)
= exp(−|~x− C~x1|2) (denn Rotationen erhalten den Abstand)
= exp(−|~x− ~x2|2)Analog:

φ3(~x) := (OC̄φ1)(~x) = e−|~x−~x3|2Für die Spiegelungen gilt
(Oσ1φ1)(~x) = φ1(σ

−1
1 ~x)

= exp(−|σ−1
1 ~x− ~x1|2)

= exp(−|σ−1
1 (~x− σ1~x1)|2)

= exp(−|~x− σ1~x1|2) (denn Spiegelungen erhalten den Abstand)
= exp(−|~x− ~x1|2) (denn ~x1 ist auf der L1-A
hse)
= φ1(~x) , 28



und analog
(Oσ2φ1)(~x) = φ1(σ

−1
2 ~x) = exp(−|~x− σ2~x1|2) = exp(−|~x− ~x3|2)

= φ3(~x)

(Oσ3φ1)(~x) = φ1(σ
−1
3 ~x) = exp(−|~x− σ3~x1|2) = exp(−|~x− ~x2|2)

= φ2(~x) .Ebenso �ndet man die Wirkung der Operatoren auf φ2 und φ3 und erhält
φ1 φ2 φ3

OI φ1 φ2 φ3

OC φ2 φ3 φ1

OC̄ φ3 φ1 φ2

Oσ1 φ1 φ3 φ2

Oσ2 φ3 φ2 φ1

Oσ3 φ2 φ1 φ3

,

d.h. der S = span(φ1, φ2, φ3) ist invariant unter D̄3, und die Funktionen φ1, φ2, φ3transformieren si
h unter einer 3-dimensionalen Darstellung der Gruppe (D̄3
∼= D3

∼=
S3), nämli
h

Γ 1©(I) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1



 Γ 1©(C) =




0 0 1
1 0 0
0 1 0



 Γ 1©(C̄) =




0 1 0
0 0 1
1 0 0





Γ 1©(σ1) =




1 0 0
0 0 1
0 1 0



 Γ 1©(σ2) =




0 0 1
0 1 0
1 0 0



 Γ 1©(σ3) =




0 1 0
1 0 0
0 0 1





• Ist diese Darstellung reduzibel?Ja, denn S ist reduzibel, d.h. es gibt eine Basistransformation, dur
h die S in kleinereinvariante Unterräume zerlegt werden kann:
φ̄1 = φ1 + φ2 + φ3

φ̄2 =
√

3(φ2 − φ3)

φ̄3 = 2φ1 − φ2 − φ3(Wie man auf diese Basistransformation kommt, lernen wir später.)
• φ̄1 ist invariant unter D̄3, denn die Operatoren OA vertaus
hen nur die Terme inder Summe, d.h. insbesondere span(φ̄1) ist invariant und φ̄1 transformiert si
h in dertrivialen Darstellung Γ 2©(g) = 1 ∀g ∈ D3.29



• Für φ̄2 und φ̄3 erhält man
φ̄2 φ̄3

OI φ̄2 φ̄3

OC −1
2
φ̄2 −

√
3

2
φ̄3

√
3

2
φ̄2 − 1

2
φ̄3

OC̄ −1
2
φ̄2 +

√
3

2
φ̄3 −

√
3

2
φ̄2 − 1

2
φ̄3

Oσ1 −φ̄2 φ̄3

Oσ2

1
2
φ̄2 −

√
3

2
φ̄3 −

√
3

2
φ̄2 − 1

2
φ̄3

Oσ3

1
2
φ̄2 +

√
3

2
φ̄3

√
3

2
φ̄2 − 1

2
φ̄3

,

d.h. span(φ̄2, φ̄3) ist invariant, und φ̄2, φ̄3 transformieren si
h in der 2-dimensionalenDarstellung
Γ 3©(I) =

(
1 0
0 1

)
Γ 3©(C) =

(
−1

2

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

)
Γ 3©(C̄) =

(
−1

2
−

√
3

2√
3

2
−1

2

)

Γ 3©(σ1) =

(
−1 0
0 1

)
Γ 3©(σ2) =

(
1
2
−

√
3

2

−
√

3
2
−1

2

)
Γ 3©(σ3) =

(
1
2

√
3

2√
3

2
−1

2

)

• φ̄1, φ̄2, φ̄3 transformieren si
h also unter D̄ in der Darstellung
Γ 4©(g) =




1 0 0
0
0

Γ 3©(g)



 ∀ g ∈ D3 ,d.h. Γ 4© = Γ 2©⊕Γ 3©. Auÿerdem s
hreibt man au
h Γ 1© = Γ 2©⊕Γ 3©, da Γ 1© äquivalentzu Γ 4© ist,
Γ 4©(g) = S−1Γ 1©(g)S mit S =




1 0 2

1
√

3 −1

1 −
√

3 −1



 ∀g ∈ D3 .

Γ 4© liegt bereits in reduzierter Form vor, Γ 1© jedo
h ni
ht.
• Bleibt die Frage: Ist die 2-dimensionale Darstellung Γ 3© reduzibel?2.5 S
hur's
he Lemmata und Orthogonalität irreduzibler Darstel-lungenSatz 4. (1. S
hur's
hes Lemma)Sei G eine Gruppe, Γ : G→ GL(V ) eine endli
hdimensionale, irreduzible Darstellung und

A : V → V eine lineare Abbildung. Falls A mit Γ(G) kommutiert, d.h. AΓ(g) = Γ(g)A
∀ g ∈ G, dann ist A = c1 für ein c ∈ C. 30



Beweis:Sei λ ein Eigenwert von A, d.h. ∃ v ∈ V, v 6= 0 : (A− λ)v = 0, dann gilt
(A− λ)Γ(g)v = Γ(g)(A− λ)v = 0 ∀ g ∈ G ,und damit ist U := {v ∈ V : (A− λ)v = 0} ein invarianter Unterraum. Da U 6= {0} (undda Γ irreduzibel ist) folgt U = V und damit A = λ1. �Korollar zu Satz 4: Ist G abels
h, so ist hat jede unitäre Irrep Dimension 1.(Beweis in ÜA 13)Satz 5. (2. S
hur's
hes Lemma)Sei G eine Gruppe, Γ : G → GL(V ) und Γ̃ : G → GL(W ) zwei endli
hdimensionale,unitäre, irreduzible Darstellung und A : V → W eine lineare Abbildung. Falls

AΓ(g) = Γ̃(g)A ∀ g ∈ G ,dann ist entweder A = 0 oder Γ und Γ̃ sind unitär äquivalent.Beweis: Ersetze g dur
h g−1 und bilde das hermites
h Konjugierte, so gilt au
h
Γ(g)A† = A†Γ̃(g) ∀ g ∈ G .Dies liefert

A†AΓ(g) = A†Γ̃(g)A = Γ(g)A†A ∀ g ∈ G ,und analogAA†Γ̃(g) = Γ̃(g)AA†. Aus dem ersten S
hur's
hen Lemma folgt damitA†A = c1und AA† = c1, d.h. entweder c = 0 und damit A = 0 oder U = 1√
c
A ist unitär mit

Γ̃(G) = UΓ(G)U †. �Bemerkung: Sind die Darstellungen ni
ht unitär, aber G endli
h, so folgt wegen Satz 3:
∃ S und T , so dass Γ′(G) = SΓ(G)S−1 und Γ̃′(G) = TΓ(G)T−1 unitär. Für A′ := TAS−1gilt

A′Γ′(G) = TAS−1SΓ(G)S−1 = T Γ̃(G)AS−1 = Γ̃′(G)A′ ,d.h. entweder A′ = 0 und damit A = 0 oder ∃ U unitär, so dass
Γ̃′(G) = UΓ′(G)U−1

⇔ T Γ̃(G)T−1 = USΓ(G)S−1U−1

⇔ Γ̃(G) = T−1USΓ(G)S−1U−1T ,d.h. Γ und Γ̃ sind äquivalent.Satz 6. Sei G eine endli
he Gruppe, und seien Γj(G), j = 1, 2, . . ., ni
ht-äquivalente,unitäre, irreduzible Darstellungen mit dim Γj = dj. Dann erfüllen die Matrixelemente dieOrthogonalitätsbeziehung
1

|G|
∑

g∈G
(Γj(g)µν)

∗ Γk(g)µ′ν′ =
1

dj
δjkδµµ′δνν′

∀ µ, ν = 1, . . . , dj und ∀ µ′, ν ′ = 1, . . . , dk. 31



Beweis: Sei Vj der Darstellungsraum von Γj, und sei A : Vj → Vk linear (sonst beliebig).De�niere
Ã :=

1

|G|
∑

g∈G
Γk(g)AΓj(g)−1 . (∗)Es gilt (∀ h ∈ G)

Γk(h)Ã =
1

|G|
∑

g∈G
Γk(h)Γk(g)AΓj(g)−1

=
1

|G|
∑

g∈G
Γk(hg)AΓj(g)−1

=
1

|G|
∑

g′∈G
Γk(g′)AΓj(h−1g′)−1

=
1

|G|
∑

g′∈G
Γk(g′)AΓj(g′)−1 Γj(h−1)−1

= ÃΓj(h) ,d.h. aus dem 2. S
hur's
hen Lemma folgt, dass Ã = 0, falls j 6= k, und sonst Ã = c1, wobei
c =

1

dj
tr Ã =

1

dj
trA ,kurz

Ã =
1

dj
trAδjk1 . (+)Wähle nun Aαβ = δαν′δβν (also nur ein Element 6= 0) ⇒ trA = δνν′ . Damit erhalten wir

Ãµ′µ =
(+)

1

dj
δνν′δjkδµµ′

=
(∗)

1

|G|
∑

g∈G

∑

α,β

Γk(g)µ′αAαβ(Γ
j(g)−1)βµ

=
1

|G|
∑

g∈G
Γk(g)µ′ν′ (Γj(g)−1)νµ︸ ︷︷ ︸

= (Γj(g)†)νµ = (Γj(g)µν)
∗

�Konsequenzen aus Satz 6
• Für festes j, µ, ν können wir die |G| Zahlen Γj(g)µν , g ∈ G bis Γi(An)µν zu einemVektor v(jµν) ∈ C|G| zusammenfassen.
• Für jede Darstellung Γj gibt es d2

j sol
her Vektoren (denn µ, ν = 1, . . . , dj).32



• Satz 6 besagt, dass v(jµν) ⊥ v(kµ′ν′), wenn j 6= k oder µ 6= µ′ oder ν 6= ν ′.
• In C|G| gibt es aber hö
hstens |G| zueinander orthogonale Vektoren

⇒
∑

j

d2
j ≤ |G| .In Abs
hnitt 2.7 zeigen wir, dass sogar

∑

j

d2
j = |G| .Summiert wird über alle ni
ht-äquivalenten irreduziblen Darstellungen, d.h. für ei-ne endli
he Gruppe gibt es nur endli
h viele endli
hdimensionale ni
ht-äquivalenteirreduzible Darstellungen.2.6 Charaktere von DarstellungenDe�nition: (Charakter)Ist Γ : G→ GL(V ) eine endli
hdimensionale Darstellung, so heiÿt χ : G→ C mit

χ(g) = tr Γ(g)Charakter der Darstellung.Bemerkungen:1. Ausgedrü
kt dur
h Matrixelemente gilt
χ(g) =

dimV∑

µ=1

Γ(g)µµ .2. Sind Γ und Γ̃ äquivalent, so gilt
χ̃(g) = tr Γ̃(g) = tr(SΓ(g)S−1) = tr(S−1SΓ(g)) = tr Γ(g) = χ(g) .3. Alle Elemente einer Konjugationsklasse haben denselben Charakter, denn

χ(hgh−1) = tr Γ(hgh−1) = tr
(
Γ(h)Γ(g)Γ(h−1)

)
= tr

(
Γ(h−1)Γ(h)Γ(g)

)

= tr
(
Γ(h−1h)Γ(g)

)
= tr Γ(g) = χ(g) .Korollar zu Satz 6. Sei G eine endli
he Gruppe und seien Γj(G), j = 1, 2, . . ., ni
ht-äquivalente, irreduzible Darstellungen mit dim Γj = dj. Dann erfüllen die Charaktere χj =

trΓj die Orthogonalitätsbeziehung
1

|G|
∑

g∈G
(χj(g))∗ χk(g) = δjk .33



Beweis: O.B.d.A. Γj unitär, sonst Ähnli
hkeitstrafo (Satz 3). Setze in
1

|G|
∑

g∈G
(Γj(g)µν)

∗ Γk(g)µ′ν′ =
1

dj
δjkδµµ′δνν′

ν = µ und ν ′ = µ′ und summiere über µ und µ′. �Bemerkungen:1. Da die Charaktere nur von der Konjugationsklasse abhängen, können wir die Ortho-gonalitätsbeziehung au
h s
hreiben als
1

|G|
∑

c

nc (χ
j
c)

∗ χkc = δjk .Dabei nummeriert c die Klassen, und nc ist die Anzahl der Elemente in Klasse c.2. Sei m die Anzahl der vers
hiedenen Konjugationsklassen von G und p die Anzahl derni
ht äquivalenten irreduziblen Darstellungen.Für festes j können wir die χjc zu einem Vektor vj ∈ Cm zusammenfassen. Die pVektoren für vers
hiedene j sind wieder orthogonal zueinander
⇒ p ≤ m.Tatsä
hli
h gilt das Glei
hheitszei
hen, d.h. die Anzahl der ni
ht äquivalenten irre-duziblen Darstellungen ist glei
h der Anzahl der Konjugationsklassen. (Beweis in denÜbungen)Die m×m Matrix mit Einträgen χic, i, c = 1, . . . , m, heiÿt Charaktertafel der Gruppe.3. Für eine (i.A. reduzible) Darstellung der Form

Γ =
∑

j⊕
ajΓ

j (Γj irreduzibel)gilt
χ(g) =

∑

j

ajχ
j(g) .Daraus folgt

1

|G|
∑

g∈G
|χ(g)|2 =

1

|G|
∑

j,k

ajak
∑

g∈G
(χj(g))∗ χk(g)

︸ ︷︷ ︸
=|G|δik

=
∑

j

a2
j

34



Ist Γ(G) irreduzibel, so ist eines der ai = 1 und alle anderen = 0, und damit
1

|G|
∑

g∈G
|χ(g)|2 = 1 .Ist Γ(G) reduzibel, so ist eines der ai > 1 oder mehrere der ai 6= 0, und damit

1

|G|
∑

g∈G
|χ(g)|2 > 1 .Damit haben wir ein Kriterium für die Reduzibilität einer gegeben Darstellung.Beispiel: Darstellungen von D3

∼= S3 aus Abs
hnitt 2.4.1
• Konjugationsklassen: {I}, {C, C̄}, {σ1, σ2, σ3}
• Für die zweidimensionale Darstellung Γ 3© gilt

1

|G|
(
|χ 3©(I)|2 + |χ 3©(C)|2 · 2 + |χ 3©(σ1)|2 · 3

)
=

22 + (−1)2 · 2 + 0

6
= 1 ,d.h. Γ 3© ist irreduzibel. (War in 2.4.1 no
h o�ene Frage.)

• Für S3 haben damit bereits 2 irreduzible Darstellungen gefunden:Die triviale Darstellung Γ1 := Γ 2© mit d1 = 1 sowie Γ3 := Γ 3© mit d3 = 2. Aus
∑

j

d2
j = |G| (Wir wissen bereits ≤, in Abs
hnitt 2.7 zeigen wir =.)folgt, dass es no
h eine weitere irreduzible Darstellung mit Dimension d2 = 1 gibt(und sonst keine weiteren). Diese ist

Γ2(I) = Γ2(C) = Γ2(C̄) = 1 ,

Γ2(σ1) = Γ2(σ2) = Γ2(σ3) = −1(sign der entspre
henden Permutationen).
• Damit können wir die Charaktertafel von D3 ≃ S3 aufstellen:

{I} {C, C̄} {σ1, σ2, σ3}
χ1 1 1 1
χ2 1 1 −1
χ3 2 −1 0Bemerkung: Kennt man die Charaktere aller irreduziblen Darstellungen einer Gruppe, sokann man für eine gegebene (i.A. reduzible) Darstellung ausre
hnen, wie oft die einzelnen35



irreduziblen Darstellungen in ihr vorkommen:
χ(g)

↑i.A. reduzible Darstellung=
∑

j

aj
↑unbekannt χj(g)

↑bekannt
1

|G|
∑

g∈G
(χk(g))∗ χ(g) =

1

|G|
∑

j

aj
∑

g∈G
(χk(g))∗ χj(g)

︸ ︷︷ ︸
=|G|δjk

= akbzw. ak =
1

|G|
∑

c

nc(χ
k
c )

∗ χcWir nennen ak die Multiplizität von Γk in Γ.Beispiel: Reduzible Darstellung Γ 1© von D3:
χ(I) = 3 , χ(C) = χ(C̄) = 0 , χ(σ1) = χ(σ2) = χ(σ3) = 1 ,

a1 =
1

6
[1 · 1 · 3 + 2 · 1 · 0 + 3 · 1 · 1] = 1 ,

a2 =
1

6
[1 · 1 · 3 + 2 · 1 · 0 + 3 · (−1) · 1] = 0 ,

a3 =
1

6
[1 · 2 · 3 + 2 · (−1) · 0 + 3 · 0 · 1] = 1 ,

Charaktertafel
ncalso Γ 1© = Γ1 ⊕ Γ3 (wie s
hon zuvor bestimmt).2.7 Die reguläre DarstellungDe�nition: (Gruppenalgebra)Für eine endli
he Gruppe G, |G| = n, de�niert man die Gruppenalgebra A(G) als denVektorraum, der dur
h die Gruppenelemente aufgespannt wird, d.h. wir bilden formaleLinearkombinationen,12

A(G) ∋ r =
n∑

j=1

rjgj , rj ∈ C ,mit der Multiplikationsregel
(

n∑

j=1

rjgj

)(
n∑

k=1

qkgk

)

=

n∑

j=1

n∑

k=1

rjqk gjgk .

12mit der o�ensi
htli
hen Addition n∑
j=1

rjgj +
n∑

j=1

qjgj =
n∑

j=1

(rj + qj)gj36



Bemerkungen:1. Wegen gjgk ∈ G ist das Produkt wieder ein Element von A(G).2. Eine Matrixdarstellung von G ist au
h eine �Darstellung� von A(G), wobei + diekomponentenweise Addition der Matrizen ist.133. dimA(G) = |G| (als Vektorraum)4. Die Multiplikationsregel gjgk = gl kann man s
hreiben als
gjgk =

n∑

m=1

gm (∆j)mkmit (∆j)mk = 1 für m = l und (∆j)mk = 0 für m 6= l (und j, k fest).5. Die n× n Matrizen ∆j , (j = 1, . . . , n) mit Elementen
(∆j)mk (m, k = 1, . . . , n)bilden eine Darstellung von G, die sogenannte reguläre Darstellung.(∆j ist die Darstellungmatrix von gj.)Beweis: Seien ga, gb, gc ∈ G mit gagb = gc ⇒

gagbgj =
∑

m

gagm (∆b)mj =
∑

k,m

gk (∆a)km (∆b)mj

gcgj =
∑

k

gk (∆c)kjDie linken Seiten sind glei
h, damit au
h die re
hten � verglei
he die Koe�zientenvon gk:
(∆c)kj =

∑

m

(∆a)km(∆b)mj = (∆a∆b)kj

⇔ ∆c = ∆a∆b

�

13In Anführungszei
hen, da wir nur für Gruppen de�niert haben, was eine Darstellung ist.37



Satz 7. (mit obigen De�nitionen) Die reguläre Darstellung enthält alle irreduziblen Dar-stellungen von G. Dabei ist die Multiplizität einer irreduziblen Darstellung Γk glei
h ihrerDimension dk,
∆j =

p∑

k=1⊕
dk Γk(gj)

(
p = Anzahl der ni
ht äquivalentenirreduziblen Darstellungen )

, (∗)d.h. ∃ S regulär, so dass
S−1 ∆j S =





1
Γ2 . . .

Γ2 . . .
Γm . . .

Γm





.

︸ ︷︷ ︸
d2 Blö
ke . . . ︸ ︷︷ ︸

dm Blö
keBeweis: Die Charaktere der regulären Darstellung sind
χR(gj) =

∑

k

(∆j)kkFür die Identität gilt (natürli
h!)
Igj =

n∑

m=1

gm(∆I)mj ⇒ (∆I)mj = δmj ⇒ χR(I) = n .Für gk 6= I gilt
gkgj =

∑

m

gm(∆k)mj 6= gj ⇒ (∆k)jj = 0 ⇒ χR(gj) = 0 .Mit der Formel aus Abs
hnitt 2.6 (Multiplizität der k-ten irreduziblen Darstellung) folgt
ak =

1

n

∑

j

(χk(gj))
∗ χR(gj) =

1

n
(χk(I))∗ n = dk

�Korollar zu Satz 7. Es gilt ∑

k

d2
k = n .38



Dabei war dk die Dimensionen der k-ten irreduziblen Darstellung und n = |G|.In Abs
hnitt 2.5 hatten wir nur ≤ gezeigt.Beweis: Setze gj = I in (∗),
∆I =

∑

k⊕
dk Γk(I) ,und bilde die Spur,

χR(I) = tr∆I = n =
∑

k

d2
k .

�2.8 Produktdarstellungen und Clebs
h-Gordan-Koe�zientenIn physikalis
hen Anwendungen hat man oft Vektorräume zu betra
hten, die Tensorpro-dukte sind, wobei auf jedem Faktor eine Darstellung derselben Gruppe operiert.Beispiel: Kopplung von Drehimpulsen, z.B. Bahndrehimpuls und Spin eines Elektronsoder Spins mehrerer Teil
hen, � auf jedem Faktor ist eine Darstellung von SU(2) de�niert.Seien U und V Vektorräume mit Basen {ui} und {vj} und W = U ⊗ V mit Basis {wk},wobei wk = ui ⊗ vj (vgl. Abs
hnitt 2.4), und seinen A : U → U und B : V → V lineareAbbildungen. Dann ist D := A⊗ B die lineare Abbildung, mit
Dwk = Aui ⊗ Bvj , wobei k = (i, j) ,und dur
h Linearität fortgesetzt für beliebige w ∈W , d.h. für w =

∑
k αkwk dur
h,

Dw =
∑

i,j

αij Aui ⊗ Bvj .In Matrixkomponenten:
Aui =

∑

i′

ui′Ai′i , Bvj =
∑

j′

vj′Bj′j und
Dwk =

∑

k′

wk′Dk′k =
∑

i′j′

(ui′ ⊗ vj)Ai′iBj′j ,d.h. Dk′k ≡ Di′j′ij = Ai′iBj′j . Falls alles endli
hdimensional, so gilt
trD =

∑

k

Dkk =
∑

i,j

AiiBjj = trA · trB = tr(A⊗ B) .Sind auf U und V Skalarprodukte de�niert, so de�niert
〈wk|wk′〉 := 〈ui|ui′〉U 〈vj |vj′〉V39



ein Skalarprodukt auf U ⊗ V , das wieder dur
h (Anti-)Linearität fortgesetzt wird.Sind {ui} und {vj} ON-Basen bezügli
h 〈 | 〉U und 〈 | 〉V , so au
h {wk},
〈wk|wk′〉 = δii′δjj′ = δkk′De�nition: (Produktdarstellung)Sind Γµ : G → GL(U) und Γν : G → GL(V )) Darstellungen der Gruppe G, so ist ihreProduktdarstellung Γµ⊗ν : G→ GL(U ⊗ V ) de�niert dur
h

Γµ⊗ν(g) = Γµ(g)⊗ Γν(g) ∀ g ∈ G .Bemerkungen:1. Γµ⊗ν ist eine Darstellung, denn
Γµ⊗ν(gh)wk = Γµ(gh)ui ⊗ Γν(gh)vj

= Γµ(g)Γµ(h)ui ⊗ Γν(g)Γν(h)vj

= Γµ⊗ν(g)
(
Γµ(h)ui ⊗ Γν(h)vj

)

= Γµ⊗ν(g)Γµ⊗ν(h) (ui ⊗ vj)︸ ︷︷ ︸
=wk2. Für die Charaktere gilt

χµ⊗ν(g) = tr Γµ⊗ν(g) = tr
(
Γµ(g)⊗ Γν(g)

)
= tr Γµ(g) tr Γν(g) = χµ(g)χν(g) .3. Au
h für irreduzible Γµ und Γν ist die Produktdarstellung i.A. reduzibel,

Γµ ⊗ Γν =
∑

λ⊕
aλΓ

λ mit ∑

λ

aλdλ = dµdν ,wobei dλ die Dimension von Γλ ist, und die aλ folgen aus Abs
hnitt 2.6 zu
aλ =

1

|G|
∑

c

ncχ
λ
c

∗
χµcχ

ν
c ,Für das Beispiel aus Abs
hnitt 2.3:Irreduzible Darstellungen von Z2:

Γ1(I) = 1 = Γ1(P ) und Γ2(I) = 1 , Γ2(P ) = −1 .Dort hatten wir au
h
Γ 3©(I) =

(
1 0
0 1

)
, Γ 3©(P ) =

(
0 1
1 0

)und Γ 5© = Γ 3© ⊗ Γ 3© ⇒ χ 5©(I) = 22 = 4, χ 5©(P ) = 0. Damit folgt (|Z2| = 2)
a1 =

1

2
(4 · 1 + 0 · 1) = 2 und

a1 =
1

2
(4 · 1 + 0 · (−1)) = 2 ,d.h. Γ 3© ⊗ Γ 3© = 2Γ1 ⊕ 2Γ2 (wie dort explizit bestimmt).40



4. Allgemein kann also W = U ⊗ V in eine direkte Summe von (unter G) invarianten,irreduziblen Unterräumen W λ
α zerlegt werden, mit dim(W λ

α ) = dλ. Der Index α =
1, . . . , aλ unters
heidet die vers
hiedenen Unterräume, die zur selben irreduziblenDarstellung gehören, d.h. ∃ U , so dass

U−1 Γµ⊗ν U =





Γ1 . . .
Γ1 . . .

Γλ . . .
Γλ . . .





.

︸ ︷︷ ︸
a1 Blö
ke . . . ︸ ︷︷ ︸

aλ Blö
ke
U ist also eine Basistransformation von der Produktbasis {wk} zu einer neuen Basis
{wλαℓ}, in der die Darstellungsmatrizen blo
kdiagonal sind. Dabei nummeriert ℓ =
1, . . . , dλ die Basisvektoren von W λ

α dur
h.Wählen wir auf beiden Seiten ON-Basen, so ist U unitär.Jetzt kommt nur no
h viel evt. verwirrende aber nützli
he Notation.Mit k = (i, j) und in Dira
-Notation, s
hreibt man
|wλαℓ〉 =

∑

ij

|wij〉 〈i, j(µ, ν)α, λ, ℓ〉︸ ︷︷ ︸Clebs
h-Gordan-Koe�zienten. (∗)Die Clebs
h-Gordan-Koe�zienten sind die Matrixelemente von U , mit
• (i, j) = Zeilenindex (alte Basis),
• (α, λ, ℓ) = Spaltenindex (neue Basis),
• (µ, ν) = fest. (Damit man weiÿ, wel
hes Produkt zerlegt wurde.)Die Umkehrung von (∗) ist

|wij〉 =
∑

αλℓ

|wλαℓ〉〈α, λ, ℓ(µ, ν)i, j〉 ,(das de�niert 〈α, λ, ℓ(µ, ν)i, j〉)und da U unitär ist, gilt 〈α, λ, ℓ(µ, ν)i, j〉 = 〈i, j(µ, ν)α, λ, ℓ〉∗41



• Die CG-Koe�zienten erfüllen die Orthonormalitäts- und Vollständigkeitsbeziehungen
∑

αλℓ

〈i′, j′(µ, ν)α, λ, ℓ〉〈α, λ, ℓ(µ, ν)i, j〉 = δi′iδj′j und
∑

ij

〈α′, λ′, ℓ′(µ, ν)i, j〉〈i, j(µ, ν)α, λ, ℓ〉 = δα′αδλ′λδℓ′ℓ ,in Matrixs
hreibweise U †U = 1 = UU †.
• Weitere Vereinfa
hung der Notation:� |i, j〉 := |wij〉 und |α, λ, ℓ〉 := |wλαℓ〉� Einsteins
he Summenkonvention (Summation über wiederholte Indizes)� 〈i, j(µ, ν)α, λ, ℓ〉 = 〈i, j|α, λ, ℓ〉
• Damit gilt

Γµ⊗ν(g)|i, j〉 = |i′, j′〉Γµ(g)i′iΓν(g)j′j und
Γµ⊗ν(g)|α, λ, ℓ〉 = |α, λ, ℓ′〉Γλ(g)ℓ′ℓ .Es folgt

〈α′, λ′, ℓ′|Γµ⊗ν(g)|α, λ, ℓ〉 = 〈α′, λ′, ℓ′|α, λ, ℓ′′〉Γλ(g)ℓ′ℓ′′ = δα′αδλ′λδl′l′′Γ
λ(g)ℓ′ℓ′′

= δα′αδλ′λΓ
λ(g)ℓ′ℓ

=
(∗)
〈α′, λ′, ℓ′|Γµ⊗ν(g)|i, j〉〈i, j|α, λ, ℓ〉

= 〈α′, λ′, ℓ′|i′, j′〉Γµ(g)i′iΓν(g)j′j〈i, j|α, λ, ℓ〉als Beziehung zwis
hen den Elementen der Darstellungsmatrizen in der alten undneuen Basis.Beispiel:In der Quantenme
hanik wird ein Spin-1
2
-Teil
hen dur
h einen Vektor in C2 bes
hrie-ben. Die Basisvektoren

|↑〉 :=

(
1
0

) und |↓〉 :=

(
0
1

)transformieren si
h unter einer zweidimensionalen Darstellung von SU(2), nämli
h
Γ2(g) = g ∀ g ∈ SU(2). Betra
hte 2 Spin-1

2
-Teil
hen: C2 ⊗ C2 ∼= C4, aufgespanntdur
h die Produktbasis

|↑↑〉 := |↑〉 ⊗ |↑〉 , |↑↓〉 := |↑〉 ⊗ |↓〉 , |↓↑〉 := |↓〉 ⊗ |↑〉 , |↓↓〉 := |↓〉 ⊗ |↓〉 ,transformiert si
h unter Γ2⊗2. De�niere eine neue Basis dur
h
|0, 0〉 :=

|↑↓〉 − |↓↑〉√
2

, |1, 1〉 := |↑↑〉 , |1, 0〉 :=
|↑↓〉+ |↓↑〉√

2
, |1,−1〉 := |↓↓〉 .In den Übungen zeigen wir: 42



� |0, 0〉 transformiert si
h unter der Spin-0-Darstellung von SU(2) (eindimensional� triviale Darstellung), und� die |1, m〉, m = −1, 0, 1, transformieren si
h unter der Spin-1-Darstellung (drei-dimensional) von SU(2).Clebs
h-Gordan-Koe�zienten:
|↑↑〉 |↑↓〉 |↓↑〉 |↓↓〉

〈0, 0| 0 1√
2
− 1√

2
0

〈1, 1| 1 0 0 0

〈1, 0| 0 1√
2

1√
2

0

〈1,−1| 0 0 0 1d.h. z.B. 〈1, 0|↑↓〉 = 1√
2
.Allgemein nummeriert man die unitären irreduziblen Darstellungen von SU(2) in derQuantenme
hanik dur
h die Spinquantenzahl s ∈ 1

2
N0 � die zugehörige Darstellunghat dann Dimension 2s+ 1.

43



3 Anwendungen in der Quantenme
hanikIm Folgenden zeigen wir, wel
he Konsequenzen die Orthogonalitätsbeziehungen für irredu-zible Darstellungen für die Entartungen quantenme
hanis
her Energie-Niveaus haben.3.1 Entwi
klung in irreduzible BasisfunktionenIn der Quantenme
hanik (QM) betra
htet man Vektorräume (Hilberträume) der Art V =
L2(Rd) ⊗ Cn, d.h. Cn-wertige quadratintegrable Funktionen in d Variablen, z.B. d = 3und n = 2s + 1 für ein Teil
hen mit Spin s, das si
h im dreidimensionalen Raum bewegt(~x ∈ R3: Position des Teil
hens).Skalarprodukt: ψ, ϕ ∈ L2(Rd)⊗ Cn,

〈ψ|ϕ〉 =

n∑

m=1

∫

Rd

ψm(x)∗ ϕm(x) ddx .Ein Operator A : V → V heiÿt unitär, wenn er Skalarprodukte invariant lässt, d.h.
〈Aψ|Aϕ〉 = 〈ψ|ϕ〉 ∀ ψ, ϕ ∈ V .Lemma 8. Sei G eine Gruppe linearer, unitärer Operatoren, A ∈ G,14 und seien ψν1 , . . . , ψνdνFunktionen, die si
h in der unitären, irreduziblen Darstellung Γν(G) transformieren (mit

dim(Γν) = dν), d.h.
Aψνα =

dν∑

β=1

ψνβ Γν(A)βα (∗)Analog sollen si
h die Funktionen ϕν
′

1 , . . . , ϕ
ν′

dν′
in der unitären, irreduziblen Darstellung

Γν
′

(G) transformieren. (Die ψνα und ϕν′α′ haben also spezielle Symmetrieeigens
haften be-zügli
h der Gruppe. Falls ν 6= ν ′, haben ψνα und ϕν′α′ vers
hiedene Symmetrieeigens
haften.)Dann gilt
〈ψνα|ϕν

′

α′〉 = C δνν′ δαα′ , (+)wobei C ni
ht von α abhängt (aber i.A. von ν). Insbesondere sind Funktionen mit vers
hie-denen Symmetrieeigens
haften orthogonal zueinander.14Alternativ: Betra
hte die Operatoren A als unitäre Darstellung einer Gruppe G auf V .
44



Beweis:
〈ψνα|ϕν

′

α′〉 =
1

|G|
∑

A∈G
〈Aψνα|Aϕν

′

α′〉

=
(∗)

1

|G|
∑

A∈G

〈 dν∑

β=1

ψνβ Γν(A)βα

∣∣∣∣
dν′∑

β′=1

ϕν
′

β′ Γν
′

(A)β′α′

〉

=
∑

β,β′

1

|G|
∑

A∈G
(Γν(A)βα)

∗ Γν
′

(A)β′α′

︸ ︷︷ ︸
= 1

dν
δνν′δββ′δαα′(Satz 6) 〈ψνβ|ϕν

′

β′〉

= δνν′δαα′

1

dν

∑

β

〈ψνβ |ϕνβ〉
︸ ︷︷ ︸
=C (unabhängig von α)

�Bemerkungen:1. Damit kann nun eine beliebige Funktion ψ ∈ V als Linearkombination der Funktionenmit speziellen Symmetrieeigens
haften (= invariante Basisfunktionen) ges
hriebenwerden, denn(i) Betra
hte den invarianten Unterraum U ⊂ V , der dur
h die Bilder von ψ unterAnwendung aller A ∈ G aufgespannt wird, d.h.
U = span({ϕ | ∃A ∈ G : ϕ = Aψ}) .

U ist o�ensi
htli
h invariant unter G, und ψ ∈ U .(ii) Zerlege nun U in invariante Unterräume (diese tragen irreduzible Darstellungenvon G), und entwi
kle ψ in Basen der invarianten Unterräume.Wel
he irreduziblen Darstellungen und damit wel
he Basisfunktionen dabei auftretenhängt von ψ ab.2. Beziehungen wie (+) werden au
h Auswahlregeln genannt. Eine Auswahlregel legtfest, wel
he Übergänge ni
ht statt�nden können, da das Übergangsmatrixelementbereits aus Symmetriegründen vers
hwindet.3.2 Invarianz des Hamilton-Operators und EntartungenEine besondere Rolle spielt der Hamilton-OperatorH : V → V eines quantenme
hanis
henSystems, z.B. sind seine Eigenwerte die mögli
hen Energieniveaus, in denen si
h das Systembe�nden kann.
• SeiH der Hamilton-Operator eines quantenme
hanis
hen Systems und A ein unitärerOperator. Falls

AH = HA ,45



so sagen wir A vertaus
ht mit dem Hamiltonoperator bzw. A lässt H invariant.
• Die Menge aller Symmetrieoperationen (realisiert dur
h unitäre Operatoren Aj) die
H invariant lassen (d.h. AH = HA), bildet eine Gruppe G, die Symmetriegruppe von
H , denn

A1H = HA1 , A2H = HA2

⇒ (A1A2)H = A1A2H = A1HA2 = HA1A2 = H(A1A2) .

• Nun sei A ∈ G und |ψ〉 ein Eigenzustand von H mit Energie E
H|ψ〉 = E|ψ〉

⇒ H(A|ψ〉) = AH|ψ〉 = E(A|ψ〉) (∗)d.h. A|ψ〉 ist au
h ein Eigenzustand von H mit Energie E.
• Falls E ni
ht entartet ist, so ist A|ψ〉 ∝ |ψ〉.Ist E m-fa
h entartet, so ist A|ψ〉 eine Linearkombination der Zustände |ψ1〉, . . . , |ψm〉mit Energie E.In beiden Fällen ist der Raum S = span(|ψ1〉, . . . , |ψm〉) invariant unter der Symme-triegruppe von H .
⇒ Die entarteten Zustände |ψ1〉, . . . , |ψm〉 transformieren si
h unter einer Darstellungvon G,

A|ψj〉 =

m∑

k=1

Γ(A)kj|ψk〉 , j = 1, . . . , m , A ∈ G . (+)Diese Darstellung kann im Prinzip reduzibel oder irreduzibel sein, ist aber im typi-s
herweise irreduzibel:(i) Alle Zustände, die si
h in derselben irreduziblen Darstellung von G transformie-ren, müssen dieselbe Energie haben, denn
H|ψj〉 = Ej |ψj〉

⇒
(∗)

H(A|ψj〉) = Ej(A|ψj〉)

⇒
(+)

H(A|ψj〉) =
∑

k

Γ(A)kjH|ψk〉︸ ︷︷ ︸
=Ek|ψk〉

=
∑

k

Γ(A)kjEj|ψk〉= Ej(A|ψj〉)(mit Γ irreduzibel)
⇒ Γ(A)kjEk = Γ(A)kjEj (keine Summen über j oder k)Nun de�niere eine m×m Diagonalmatrix E = diag(E1, . . . , Em)

[Γ(A)E]kj = Γ(A)kℓEℓj = Γ(A)kjEj

[EΓ(A)]kj = EkℓΓ(A)ℓj = EkΓ(A)kj = Γ(A)kjEk

⇒ Γ(A)E = EΓ(A) ∀ j ,46



d.h. laut 1. S
hurs
hem Lemma (Satz 4) ist E proportional zu 1m ⇒ alle Ejsind glei
h.(ii) Falls Γ reduzibel ist und |ψj〉 und |ψk〉 si
h in vers
hiedenen irreduziblen Dar-stellungen transformieren,




( )
0

0

( )




← j

← kso ist Γ(A)ki = 0 für alle A und wir können ni
ht Ek = Ej s
hluÿfolgern, d.h. esgibt keinen Grund, warum |ψj〉 und |ψk〉 entartet sein sollten!(iii) Falls Zustände, die zu vers
hiedenen irred. Darstellungen gehören, trotzdemdieselbe Energie haben, spri
ht man von �zufälliger Entartung�. Diese kann zweiGründe haben:1. ��ne-tuning� eines Parameters in H (hö
hst unwahrs
heinli
h).2. Man hat die volle Symmetriegruppe no
h ni
ht gefunden (also das Problemno
h ni
ht vollständig verstanden).
• Wir lernen daraus:� Die entarteten Zustände zu einer bestimmten Energie transformieren si
h ineiner irreduziblen Darstellung der Symmetriegruppe von H (können also mitHilfe der irreduziblen Darstellungen klassi�ziert werden).� Anzahl der entarteten Zustände = Dimension der irreduziblen DarstellungBeispiel: Wassersto�-AtomZunä
hst Elektron-Spin verna
hlässigt (d.h. ohne Spin-Bahn Kopplung), V = L2(R3),

H = − ~2

2m
∆− e2

r
,wobei r = |~x|, ~x ∈ R3.

• Die Eigenzustände sind 
harakterisiert dur
h Quantenzahlen (QZ)� n = 1, 2, . . . (Haupt-QZ),� ℓ = 0, . . . , n− 1 (Drehimpuls-QZ) und� m = −ℓ, . . . , ℓ (Ri
htungs-QZ / z-Komponente des Drehimpulses),
ψ(~x) = Rnℓ(r)Yℓm(θ, φ) .47



• Der Hamilton-Operator für ein Zentralkraftproblem, also V (~x) = f(|~x|) in 3 Dimen-sionen ist invariant unter O(3). Die zustände für festes ℓ (und n) transformieren si
hunter einer (2ℓ+ 1)-dim. irreduziblen Darstellung von O(3) (klassi�zieren wir späterno
h), d.h. die Energie hängt ni
ht von m ab ⇒ (2ℓ+ 1)-fa
he Entartung.
• Beoba
htung: Die Energie hängt aber au
h ni
ht von ℓ ab (�zufällige Entartung�)
⇒ n2-fa
he Entartung, denn n−1∑

ℓ=0

(2ℓ+ 1) = n2.Erklärung: Die Symmetriegruppe ist gröÿer als bisher angenommen: Für f(r) ∝
1
r
(Coulomb-Potential) ist H sogar invariant unter O(4) (H kommutiert mit demRunge-Lenz Vektor) ⇒ Energie hängt ni
ht von ℓ ab, und die n2-fa
he Entartung,entspri
ht den Dimensionen der irreduziblen Darstellungen von O(4).3.3 Störungstheorie und Aufhebung der Entartung

• Typis
hes Problem:
H = H0 +H ′ ,mit H0 �lösbar� und H ′ �kleine Störung�

• Die Symmetriegruppe von H0 sei G. Dann gibt es zwei Fälle:1. H ′ ist au
h invariant unter G.2. H ′ ist nur invariant unter einer Untergruppe B ⊂ G.
• Im Fall 1 führt die Störung H ′ ni
ht zu einer Auspaltung der entarteten Zuständevon H0.
• Fall 2. führt zu einer Aufspaltung:� Die exakten Zustände von H transformieren si
h in irreduziblen Darstellungenvon B.� Die entarteten Zustände von H0 transformieren si
h in irreduziblen Darstellun-gen von G.� Dabei bilden die Matrizen, die den Elementen von B entspre
hen, eine Darstel-lung Γ(B) von B, diese ist i.A. reduzibel, d.h.

Γ(B) =
r∑

j⊕=1

ajΓ
i(B) mit dim(Γj) = dj .� Zustände, die si
h unter einer irreduziblen Darstellung von B transformieren,sind weiterhin entartet. Zustände, die si
h unter unters
hiedli
hen irreduziblen48



Darstellungen von B transformieren, gehören i.A. zu unters
hiedli
hen Energi-en, d.h. die bisher entarteten Niveaus spalten auf:
⇒ ∑

i ai neue Energieniveaus
a1 davon sind jeweils d1-fa
h entartet,
a2 davon sind jeweils d2-fa
h entartet, usw.Beispiele:1. Wassersto�-Atom wie in Abs
hnitt 3.2Fügt man ein kleines radialsymmetris
hes Potential V (r) (aber ni
ht 1

r
) hinzu, sowird die O(4)-Symmetrie zu O(3) gebro
hen und jedes Energieniveau in n Niveausmit vers
hiedenen Werten von ℓ aufgespalten.

n = 1
1n = 2
4n = 3
9

1
ℓ = 0

1
ℓ = 0

3
ℓ = 1

1
ℓ = 0

3
ℓ = 1

5
ℓ = 2

Jedes der neuen Niveaus ist (2ℓ+1)-fa
h entartet, da H ′ immer no
h O(3) Symmetriehat.2. Feinstruktur im Wassersto�-Atom
• Berü
ksi
htige den Spin des Elektrons: Statt L2(R3). betra
hte nun L2(R3)⊗C2

• Zwis
hens
hritt: Betra
hte den glei
hen Hamiltonoperator wie oben (genauer
H → H ⊗ 12). Zustände, die si
h bisher unter Γ2l+1(O(3)) transformiert haben,transformieren si
h nun unter Γ2l+1 ⊗ Γ2.
• Addiere nun die Störung H ′, die u.a. aus Spin-abhängigen Termen (Spin-Bahn-Kopplung) besteht, aber immer no
h invariant unter O(3) ist. Mit

Γ2l+1 ⊗ Γ2 = Γ2l ⊕ Γ2l+2liefert dies Zustände, die si
h unter einem der beiden Summanden transformie-ren. Man nennt j = l ± 1
2
die Gesamtdrehimpuls-QZ,

2j + 1 = 2(l ± 1
2
) + 1 =

{
2l + 2

2l
.49



Zum Beispiel für n = 2, l = 0, 1:
Γ1 ⊗ Γ2

︸ ︷︷ ︸s-Orbital, l=0

⊕ Γ3 ⊗ Γ2

︸ ︷︷ ︸p-Orbital, l=1

= Γ2 ⊕ Γ2

︸ ︷︷ ︸immer no
h zufällig entartet,Symmetriegruppe immer no
hgröÿer als O(3)

⊕ Γ4

n = 2; ℓ = 0, 1; s = 1
2

2S1/2,
2P1/2,

2P3/2 2P3/2

2S1/2,
2P1/2Feinstruktur(Spin-Bahn-Kopplung u.a)
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4 Entwi
klung in irreduzible Basisvektoren4.1 Projektionsoperatoren auf irreduzible BasenWir greifen Bemerkung 1 na
h Lemma 8 auf: Sei U(G) eine Darstellung (z.B. dur
h uni-täre Operatoren) auf V und seien eν1, . . . , e
ν
dν
∈ V Funktionen, die si
h in der unitären,irreduziblen Darstellung Γν(G) transformieren (mit dim(Γν) = dν). Gemäÿ Bemerkung 1na
h Lemma 8 können wir jedes ψ ∈ V in sol
he Basisvektoren entwi
keln, d.h.

ψ =
∑

µ

dµ∑

β=1

cµβ e
µ
β ,mit Entwi
klungskoe�zienten cµβ ∈ C. Es gilt also

U(g)ψ =
∑

µ

∑

α,β

cµβ e
µ
α Γµ(g)αβ ,und mit Satz 6 folgt

dµ′

|G|
∑

g∈G
(Γµ

′

(g)α′β′)∗ U(g)ψ =
∑

µ

∑

α,β

cµβ e
µ
α

dµ′

|G|
∑

g∈G
(Γµ

′

(g)α′β′)∗ Γµ(g)αβ

︸ ︷︷ ︸
=δµµ′δαα′δββ′

= cµ
′

β′e
µ′

α′Halte µ′ und β ′ fest und wende na
heinander
dµ′

|G|
∑

g∈G
(Γµ

′

(g)α′β′)∗ U(g) , α′ = 1, . . . , dµ′ ,auf ψ an: Liefert entweder immer Null (falls cµ′β′ = 0) oder na
heinander dµ′ Basisfunktionen,die si
h unter Γµ
′

(G) transformieren (falls cµ′β′ 6= 0).Dies motiviert die folgende De�nition.De�nition: (Verallgemeinerte Projektionsoperatoren)SeiG eine Gruppe, U(G) eine Darstellung, Γµ(G) eine irreduzible Darstellung, dim Γµ = dµ.Wir nennen
P µ
jk :=

dµ
|G|

∑

g∈G
[Γµ(g)−1]jk U(g)verallgemeinerte Projektionsoperatoren.Bemerkung: Im Folgenden sei Γ stets unitär, d.h.

[Γµ(g)−1]jk = [Γµ(g)†]jk = (Γµ(g)kj)
∗ (vgl. mit oben).51



Satz 9. (Eigens
haften der P
µ
jk) Mit obigen De�nitionen gilt:(i) Für festes ψ ∈ V sowie feste µ und j sind die dµ Vektoren P µ

jkψ, k = 1, . . . , dµ,entweder alle Null, oder sie transformieren si
h in der irreduziblen Darstellung Γµ.Kurz: U(g)P µ
jk =

∑

ℓ

P µ
jℓ Γ

ν(g)ℓk.(ii) P µ
jiP

ν
ℓk = δµνδjkP

µ
ℓi(iii) P µ

j := P µ
jj ist Projektionsoperator auf span(eµj ).(iv) P µ :=
∑

j

P µ
j ist Projektionsoperator auf den invarianten Unterraum Uµ(aufgespannt dur
h die eµj , j = 1, . . . , dµ).(v) ∑

µ

P µ = 1 falls V vollständig reduzibel (nehmen wir hier immer an)(vi) U(g) =
∑

µ

∑

j,k

Γµ(g)kjP
µ
jk (Umkehrung der De�nition)Beweis:(i) s.o.(ii) Zunä
hst: Wirkung verallgemeinerter Projektionsoperatoren auf irreduzible Basis,

P µ
ji e

ν
k =

dµ
|G|

∑

g∈G
(Γµ(g)ij)

∗ U(g) eνk =
∑

ℓ

dµ
|G|

∑

g∈G
(Γµ(g)ij)

∗ Γν(g)ℓk

︸ ︷︷ ︸
=δµνδiℓδjk

eνℓ

= δµνδjk e
µ
i . (∗)Mit ψ ∈ V beliebig gilt wegen (i): Die ϕνk := P ν

ℓkψ transformieren si
h unter Γν ,
⇒ P µ

jiP
ν
ℓkψ = P µ

ji ϕ
ν
k =

(∗)
δµνδjk ϕ

µ
i = δµνδjk ϕ

µ
i = δµνδjk P

ν
ℓiψ(iii)

P µ
j P

ν
k = P µ

jjP
ν
kk =

(ii)
δµνδjk P

µ
jj = δµνδjk P

µ
j(iv)

P µP ν =
∑

j,k

P µ
j P

ν
k =

(iii)

∑

j,k

δµνδjk P
µ
j = δµν

∑

j

P µ
j = δµν P

µ(v) ∑

µ

P µ eνk =
∑

µ

∑

j

P µ
jj e

ν
k =

∑

µ

∑

j

δµνδjk e
µ
j = eνkfür beliebige ν und k ⇒ ∑

µ P
µ = 1 52



(vi) Mit ψ ∈ V beliebig gilt wegen (i): Die ϕµk := P µ
jkψ transformieren si
h unter Γµ,

⇒
∑

µ

∑

j,k

Γµ(g)kjP
µ
jk ψ =

∑

µ

∑

j,k

Γµ(g)kj ϕ
µ
k =

∑

µ

∑

j

U(g)ϕµj

= U(g)
∑

µ

∑

j

P µ
jj ψ = U(g)ψ

�Beispiele:1. Reduzierung des Raumes S = span(φ1, φ2, φ3) aus Abs
hnitt 2.4.1(invariant unter D3
∼= S3)

• S3 hat zwei 1-dim. und eine 2-dim. irreduzible Darstellung (Γ1,Γ2,Γ3).
• Die verallgemeinerten Projektionsoperatoren sind

P 1
11 =

1

6
(OI +OC +OC̄ +Oσ1 +Oσ2 +Oσ3) ,

P 2
11 =

1

6
(OI +OC +OC̄ − Oσ1 −Oσ2 − Oσ3) ,

P 3
11 =

1

3

(
OI −

1

2
OC −

1

2
OC̄ − Oσ1 +

1

2
Oσ2 +

1

2
Oσ3

)
,

P 3
12 =

1

3

(
−
√

3

2
OC +

√
3

2
OC̄ −

√
3

2
Oσ2 +

√
3

2
Oσ3

)
,

P 3
21 =

1

3

(√
3

2
OC −

√
3

2
OC̄ −

√
3

2
Oσ2 +

√
3

2
Oσ3

) und
P 3

22 =
1

3

(
OI −

1

2
OC −

1

2
OC̄ +Oσ1 −

1

2
Oσ2 −

1

2
Oσ3

)
.

• Angewandt auf einen Vektor in S, z.B. φ1 (siehe Abs
hnitt 2.4.1 für die Wirkungder OA-Operatoren auf φ1):� µ = 1 :

P 1
11φ1 =

1

6
(φ1 + φ2 + φ3 + φ1 + φ3 + φ2) =

1

3
(φ1 + φ2 + φ3) ,invariant unter D3 und transformiert si
h in der trivialen Darstellung Γ1.� µ = 2 :

P 2
11φ1 =

1

6
(φ1 + φ2 + φ3 − φ1 − φ3 − φ2) = 0 ,musste Null sein, denn Γ2 ist in der 3-dim. Darstellung Γ 1© ni
ht enthalten.53



� µ = 3 : zunä
hst j = 1,
P 3

11φ1 =
1

3

(
φ1 −

1

2
φ2 −

1

2
φ3 − φ1 +

1

2
φ3 +

1

2
φ2

)
= 0 ,

P 3
12φ1 =

√
3

6
(−φ2 + φ3 − φ3 + φ2) = 0 (ist eine Null, so au
h die andere)nun j = 2,

P 3
21φ1 =

√
3

6
(φ2 − φ3 − φ3 + φ2) ∝ φ2 − φ3 ,

P 3
22φ1 =

1

3

(
φ1 −

1

2
φ2 −

1

2
φ3 + φ1 −

1

2
φ3 −

1

2
φ2

)
∝ 2φ1 − φ2 − φ3 .Die letzten beiden Funktionen transformieren si
h unter Γ3.Dies war die Basistransformation aus Abs
hnitt 2.4.1.2. Reduzierung einer Produktdarstellung

• Sei Γµ⊗ν eine Produktdarstellung von G auf Vµ ⊗ Vν , i.A. ist Γµ⊗ν =
∑
λ⊕
aλΓ

λ.Wie �ndet man die irreduziblen Unterräume von Vµ ⊗ Vν?
• Beginne mit einer Produktbasis |k, ℓ〉 = |eµk〉 ⊗ |eνℓ 〉 und wende die verallgemei-nerten Projektionsoperatoren P λ

ji auf diese an.
• Für festes λ, j, k, ℓ sind die dλ Vektoren

P λ
ji|k, ℓ〉 , i = 1, . . . , dλ ,entweder alle Null, oder sie spannen einen irreduziblen Unterraum auf.

• Indem man λ, j, k, ℓ variiert, kann man alle irreduziblen Unterräume �nden.
• Übungen: Reduzierung von Γ3⊗3(S3) (dim Γ3 = 2).Zusammenfassung:

• Zerlege den Raum V in irreduzible Unterräume, V =
∑

µ,α⊕
V µ
α( µ bezei
hnet die irreduzible Darstellung,

α zählt dur
h, wie oft die Darstellung µ vorkommt).
• Wähle in V die Basis |α, µ, i〉, jeweils i = 1, . . . , dµ.Dann gilt

P µ|α, ν, k〉 = |α, µ, k〉δµν ,
P µ
i |α, ν, k〉 = |α, µ, i〉δµνδik und
P µ
ij|α, ν, k〉 = |α, µ, i〉δµνδjk .54



4.2 Irreduzible Operatoren und das Wigner-E
kart-TheoremDe�nition: (Irreduzible Operatoren)Sei G eine Gruppe, U(G) eine Darstellung und Γµ(G) eine unitäre, irreduzible Darstellung,
dim Γµ = dµ. Eine Menge linearer Operatoren {Oµ

i : i = 1, . . . , dµ}, die si
h unter G wiefolgt transformieren,
U(g)Oµ

i U(g)−1 =

dµ∑

j=1

Oµ
j Γ

µ(g)ji ,heiÿen irreduzible Operatoren zur Darstellung µ (au
h irreduzible Tensoren oder Tensor-operatoren).Bemerkungen:1. Die De�nition ist sinnvoll, denn
U(gh)Oµ

i U(gh)−1 = U(g)U(h)Oµ
i U(h)−1U(g)−1 = U(g)

∑

j

Oµ
j Γ

µ(h)jiU(g)−1

=
∑

j,k

Oµ
kΓ

µ(g)kjΓ
µ(h)ji =

∑

k

Oµ
kΓ

µ(gh)ki .2. Spezialfall: Ist Γµ die triviale Darstellung, so vertaus
hen die Operaratoren Oµ
i mit

U(g), vgl. Abs
hnitt 3.2.3. Sind Oµ
i , i = 1, . . . , dµ, irreduzible Operatoren und |eνj 〉, j = 1, . . . , dν , irreduzibleBasisvektoren, so transformieren si
h die Vektoren Oµ

i |eνj 〉 in der Produktdarstellung
Γµ⊗ν , denn

U(g)Oµ
i |eνj 〉 = U(g)Oµ

i U(g)−1U(g)|eνj 〉
=
∑

k,ℓ

Oµ
k |eνℓ 〉Γµ(g)kiΓν(g)ℓj .Diese Produktdarstellung können wir reduzieren (vgl. Abs
hnitt 2.8) und die Vekto-ren Oµ

i |eνj 〉 in die irreduzible Basis {|wλαℓ〉} entwi
keln,
Oµ
i |eνj 〉 =

∑

αλℓ

|wλαℓ〉〈α, λ, ℓ(µ, ν)i, j〉Daraus folgt. . .Satz 10. (Wigner-E
kart-Theorem)Seien Oµ
i irreduzible Operatoren und |eνj 〉 irreduzible Vektoren (s.o.), dann gilt

〈eλℓ |Oµ
i |eνj 〉 =

∑

α

〈α, λ, ℓ(µ, ν)i, j〉 〈λ||Oµ||ν〉αmit dem reduzierten Matrixelement (eigentli
h gar kein Matrixelement)
〈λ||Oµ||ν〉α :=

1

dλ

∑

k

〈eλk|wλαk〉 .55



Beweis:
〈eλℓ |Oµ

i |eνj 〉 =
(∗)

∑

α,ρ,m

〈eλℓ |wραm〉 〈α, ρ,m(µ, ν)i, j〉Aus dem Beweis von Lemma 8 (Abs
hnitt 3.1) wissen wir
〈eλℓ |wραm〉 = δρλδmℓ

1

dλ

∑

k

〈eλk|wλαk〉 ,und damit folgt
〈eλℓ |Oµ

i |eνj 〉 =
∑

α

1

dλ

∑

k

〈eλk|wλαk〉
︸ ︷︷ ︸

=〈λ||Oµ||ν〉α

〈α, λ, ℓ(µ, ν)i, j〉 .

�Bemerkungen1. Das reduzierte Matrixelement hängt ni
ht von i, j oder ℓ ab. Es s
heint so, also ob esau
h ni
ht von den Operatoren O, und den Darstellungen µ und ν abhängen würde,aber die wλαk hängen von O, µ und ν ab, denn
span({wλαk}) = span({Oµ

i e
ν
j})2. In der Praxis sehr wi
htig, da die vielen Matrixelemente (ME) links dur
h sehr we-nige reduzierte ME re
hts bere
hnet werden können. In letzteren ste
ken die phy-sikalis
hen Details des Problems. Alles anderere (CG-Koe�zienten) wird dur
h dieDarstellungstheorie bestimmt, ist also dur
h die Symmetrien des Problems bereitsfestgelegt.3. Bestimmung der reduzierten ME in der Praxis: Bere
hne so viele (geeignete) MEauf der linken Seite, wie es reduzierte ME gibt (oft nur eins!) und betra
hte dasWigner-E
kart-Theorem als lineares Glei
hungssystem für die reduzierten ME.Beispiel: Zeitabhängige Störungstheorie

• Betra
hte ein Atom im Zustand ψ mit Energie Eψ unter der (zeitabhängigen) Störung
O (z.B. elektromagnetis
he Welle). Die Wahrs
heinli
hkeit für einen Übergang in denZustand ϕ (mit Energie Eψ) ist proportional zu

|〈ϕ|O|ψ〉|2 .Dabei wird Strahlung der Frequenz |Eψ −Eφ|/h absorbiert oder emittiert experi-mentell beoba
htbar: Intensität dieser Strahlung, proportional zu |〈ϕ|O|ψ〉|2.
• Ungestörtes Problem rotationsinvariant: ψ und φ sind jeweils Teil einer Basis, diesi
h unter einer irreduziblen Darstellung von SO(3) transformiert: Γ2l+1, Γ2l′+1.56



• Störung ebenfalls rotationsinvariant: O ist Element einer Menge irreduzibler Opera-toren, transformiert si
h z.B. unter Γ3 (Drehimpuls 1, Dipolstrahlung).
• Betra
hte also 〈l′, m′|O3

m′′|l,m〉 (weitere QZ ni
ht angegeben),
m = −l, . . . , l, m′ = −l′, . . . , l′, m′′ = −1, 0, 1.
• Es gilt (später): Γ3⊗(2l+1) = Γ2l−1 ⊕ Γ2l+1 ⊕ Γ2l+3, d.h. keine α-Summe, nur ein redu-ziertes ME,

〈l′, m′|O3
m′′|l,m〉 = 〈l′, m′(3, 2l + 1)m′′, m〉 〈l′||O3||l〉 .Für festes l, l′ sind damit die relativen Intensitäten der (2l + 1)(2l′ + 1) theoretis
hmögli
hen Übergänge bereits dur
h die CG-Koe�zienten festgelegt (man
he sindsogar Null  Auswahlregel).(Problem hier etwas vereinfa
ht, vgl. Wu-Ki Tung, Group Theory and Physi
s, WorldS
ienti�
, 1985, Abs
hnitte 4.3, 8.7 & 11.4.)4.3 Linksideale und IdempotenteMithilfe der verallgemeinerten Projektionsoperatoren können wir eine reduzible Darstellungin irreduzible Darstellungen zerlegen. Dazu muss man aber die irreduziblen Darstellungenbereits kennen. Bleibt die Frage: Wie kann man die irreduziblen Darstellungen konstruie-ren?Reduziere die reguläre Darstellung (siehe Abs
hnitt 2.7), denn diese enthält alle irredu-ziblen Darstellungen Γµ (mit Multiplizitäten dµ = dim(Γµ)).Zur Erinnerung:

• Darstellungsraum ist die Gruppenalgebra (oder Frobenius-Algebra)
A(G) = span(g1, . . . , gn), n = |G| (Gruppenelemente wieder dur
hnummeriert).
• A(G) ∋ r =

∑
i rigi analog q ∈ A(G):

rq =
∑

i,j

riqj gigj =
∑

i,j,k

ri gk(∆i)kjqj .De�nition: (Linksideal)Ein Unterraum L ⊆ A(G), der invariant unter Linksmultiplikation ist, heiÿt Linksideal,d.h.
qr ∈ L ∀ q ∈ A(G) und ∀ r ∈ L .Ein Linksideal L heiÿt minimal, wenn es kein ni
httriviales Linksideal K ⊂ L enthält.Bemerkungen:1. Analog de�niert man Re
htsideale und beidseitige Ideale (benötigen wir hier aberni
ht). 57



2. L ist Linksideal ⇔ L ist invarianter Unterraum, denn�⇒� klar, denn G ⊂ A(G)�⇐� mit r ∈ L und q =
∑

j qjgj ∈ A(G) gilt
qr =

∑

j

qj gjr︸︷︷︸
∈L (da inv. Unterraum) ∈ L (da Linearkombination von Elementen aus L).3. Ebenso: L ist minimales Linksideal ⇔ L irreduzibler UnterraumIdee: Finde die minimalen Linksideale und konstruiere daraus die irreduziblen Darstellun-gen (dur
h Anwendung der Gruppenelemente auf die Basisvektoren der Linksideale).Bezei
hne in Folgenden den Projektionsoperator auf das minimale Linksideal Lµα mit P µ

α ,d.h. P µ
αA(G) = Lµα. (Wie immer nummeriert µ die ni
ht äquivalenten Darstellungen, und

α = 1, . . . , dµ.)Eigens
haften von P µ
α
:(i) P µ

α r ∈ Lµα ∀ r ∈ A(G)(ii) wenn q ∈ Lµα, dann P µ
α q = q(iii) P µ

αP
ν
β = δµνδαβP

µ
α ,und es folgt(iv) P µ

α q = qP µ
α ∀ q ∈ A(G)Beweis: Sei r ∈ A(G) beliebig. Zerlege als r =

∑
ν,β

rνβ mit rνβ ∈ Lνβ , dann gilt:
qP µ

α r = qP µ
α

∑

ν,β

rνβ = qrµα und
P µ
α qr = P µ

α q
∑

ν,β

rνβ = P µ
α

∑

ν,β

qrνβ︸︷︷︸
∈Lν

β

= qrµα . �De�niere weiter Lµ :=
∑
α⊕
Lµα und konstruiere zunä
hst den Projektionsoperator P µ auf Lµ:Für jedes q ∈ A(G) existiert eine eindeutige Zerlegung

q =
∑

µ

qµ mit qµ ∈ Lµ ,insbesondere für die Identität,
I =

∑

µ

eµ , eµ ∈ Lµ .Damit gilt,
q = qI = q

∑

µ

eµ =
∑

µ

qeµ︸︷︷︸
∈Lµ (da eµ ∈ Lµ),d.h. qµ = qeµ, und wir erhalten: 58



Lemma 11.
P µ ist gegeben dur
h die Re
htsmultiplikation mit eµ, d.h. P µq = qeµ ∀ q ∈ A(G).Bemerkungen:1. P µ ist o�ensi
htli
h ein linearer Operator.2. Aus

eµ︸︷︷︸
∈Lµ

= eµI = eµ
∑

ν

eν =
∑

ν

eµeν︸︷︷︸
∈Lνfolgt eµeν = δµνeµ � vgl. Eigens
haft (iii).3. Mit I =

∑
µ,α

eµα funktioniert diese Herleitung ebenso Projektoren auf minimale Links-ideale, de�niert dur
h
P µ
α q := qeµα .De�nition: (Idempotente)Elemente eµ der Gruppenalgebra A(G), für die

eµeν = δµνeµgilt, heiÿen Idempotente. Tritt re
hts no
h ein Faktor 6= 1 auf, so heiÿen sie wesentli
hidempotent.Bemerkungen:1. Man sagt au
h das Idempotent eµ erzeugt das Linksideal Lµ, d.h.
Lµ = {qeµ : q ∈ A(G)} .2. Ein Idempotent heiÿt primitiv, wenn es ein minimales Linksideal erzeugt. Ansonstenkann es als Summe e1 + e2 zweier Idempotente 0 6= e1 6= e2 6= 0 ges
hrieben werden.Satz 12.Ein Idempotent e ist primitiv ⇔ Für jedes q ∈ A(G) ∃ λq ∈ C: eqe = λqe.Beweis:�⇒�: Sei L das von e erzeugte Linksideal.Zu q ∈ A(G) de�niere die lineare Abbildung Q : A(G)→ A(G) dur
h
Qr = reqe für r ∈ A(G) .Dann gilt Qsr = sreqe = sQr ∀s, r ∈ A(G), und insbesondere ∀r ∈ L und ∀s ∈ G,d.h. Q vertaus
ht mit der Darstellung von G auf L.Ist e primitiv, so ist L minimal und na
h dem 1. S
hur's
hen Lemma (Satz 4) ist Qein Vielfa
hes der Identität auf L. Diese ist aber dur
h Re
htsmultiplikation mit egegeben, d.h. ∃ λq ∈ C: eqe = λqe. 59



�⇐�: Sei e = e1 + e2 mit Idempotenten 0 6= e1 6= e2 6= 0. Dann gilt einerseits
ee1e = (e1 + e2)e1(e1 + e2) = e1 ,und andererseits ∃λ:

ee1e = λeDas heiÿt
λe = e1 = e21 = λ2e2 = λ2e ⇔ λ2 = λ ,aber λ = 0 	 zu e1 6= 0 und λ = 1⇒ e = e1 ⇒ e2 = 0 	 zu e2 6= 0.

�Satz 13.Die von zwei primitiven Idempotenten e1 und e2 erzeugten Linksideale L1 und L2 tragenäquivalente irreduzible Darstellungen Γ1 und Γ2 genau dann, wenn e1qe2 6= 0 für mindestensein q ∈ A(G).Beweis:�⇐�: Sei e1qe2 = s 6= 0 für ein q ∈ A(G)De�niere die lineare Abbildung S : A(G)→ A(G) dur
h Sr = rs.O�ensi
htli
h gilt S : L1 → L2, und da Se1 = s 6= 0 ist S|L1 6= 0.Wieder folgt Srp = rps = rSp ∀r, p ∈ A(G), also insbesondere ∀r ∈ G und ∀p ∈ L1,d.h. SΓ1(r) = Γ2(r)S, und na
h dem 2. S
hur's
hen Lemma sind Γ1 und Γ2 äquivalent.�⇒�: Sind Γ1 und Γ2 äquivalent, so existiert eine lineare Abbildung S : L1 → L2 mit
SΓ1(r) = Γ2(r)S ∀r ∈ G, bzw. Srp = rSp ∀r ∈ G und ∀p ∈ L1, und dur
h Linearitätau
h ∀r ∈ A(G).De�niere s := Se1 ∈ L2 ⇒ s = se2.Andererseits gilt s = Se1 = Se1e1 = e1Se1 = e1s = e1se2.

�Bemerkung:Das primitive Idempotent
e1 =

1

|G|

|G|∑

i=1

gierzeugt das eindimensionale Linksideal L1, dessen Elemente invariant unter der Gruppesind, d.h. L1 trägt die triviale Darstellung.Beweis: L1 = {re1 : r ∈ A(G)} mit
re1 =

(∑

j

rjgj

)( 1

|G|
∑

i

gi

)
=
∑

j

rj
1

|G|
∑

i

gjgi

=
∑

j

rj
1

|G|
∑

k

gk (Umordnungstheorem)
= c e1 mit c =

∑
j
rj ,60



d.h. L1 = span(e1), dimL1 = 1, und damit minimal. Weiter gilt
g · c e1 =

c

|G|
∑

i

ggi =
c

n

∑

k

gk = c e1d.h. L1 trägt die triviale Darstellung. �Zusammenfassung:
• Die Gruppenalgebra A(G) kann in Linksideale Lµ zerlegt werden (µ entspi
ht denni
htäquivalenten irreduziblen Darstellungen der Gruppe).
• Die Lµ werden dur
h Re
htsmultiplikation mit den Idempotenten eµ erzeugt, wobei

eµeν = δµνeµ und ∑

µ

eµ = e .

• Jedes Lµ kann in dµ minimale Linksideale Lµα (mit α = 1, . . . , nµ) zerlegt werden.
• Sie Lµα werden dur
h Re
htsmultiplikation mit den primitiven Idempotenten eµα er-zeugt.
• Wenn man alle primitiven Idempotente gefunden hat, kann man daraus lei
ht alleirred. Darstellungen einer Gruppe konstruieren.
• Übungen: Reduzierung der regulären Darstellung von C3.
• Im nä
hsten Kapitel benutzen wir diese Te
hniken, um alle irreduziblen Darstellungenvon Sn zu �nden.4.3.1 Dimensionen und Charaktere der irreduziblen DarstellungenSatz 14. Sei G eine Gruppe mit Gruppenalgebra A(G), und sei

eµ =
∑

g∈G
ag g (ag ∈ C , Linearkombinationder Gruppenelemente)ein primitives Idempotent mit zugehörigem minimalem Linksideal Lµ = A(G)eµ, das dieirreduzible Darstellung Γµ trägt (dim Γµ = dµ). Dann gilt für h ∈ G

χµ(h) = tr Γµ(h) =
|G|
nc

∑

g∈c
ag

∗Dabei ist c die Konjugationsklasse von h mit nc Elementen.Bemerkung: dµ = χµ(I) = |G|aI∗.Beweis:De�niere die lineare Abbildung
Ah : A(G) ∋ r 7→ h−1reµ .61



(i) Die Spur von Ah ist der Charakter von h−1:Wähle eine Basis {r1, . . . , r|G|} von A wobei {r1, . . . , rdµ} eine Basis von Lµ sei. Dannenthält
Ahrj = h−1rjeµkeine Anteile proportional zu rk mit k ≥ dµ, d.h. jetzt j ≤ dµ,

Ahrj = h−1rjeµ = h−1rj =

dµ∑

k=1

rkΓ
µ(h−1)kjund damit

trAh = χµ(h−1) = χ(h)∗(wähle o.B.d.A. Γµ unitär, alle anderen äquivalent).(ii) Wähle nun die Gruppenelemente g ∈ G als Basis für A(G). Dann gilt
Ahg = h−1geµ =

∑

g′∈G
ag′ h

−1gg′︸ ︷︷ ︸
?
=g ⇔ g′=g−1hg

= ag−1hg g + Terme ni
ht proportional zu g ,und damit
trAh =

∑

g∈G
ag−1hg =

∑

g′∈c
ag′ |Gg′| =

|G|
nc

∑

g′∈c
ag′ ,wobei Gg′ die Standgruppe von g′ ist und laut Bahnformel (ÜA 6) gilt nc · |Gg′| = |G|.Aus (i) und (ii) folgt die Behauptung. �
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5 Darstellungen der symmetris
hen Gruppe undYoung-DiagrammeDie Darstellungstheorie von Sn ist die Grundlage für die Analyse vieler anderer Gruppen:
• Endli
he Gruppen der Ordnung n sind isomorph zu Untergruppen von Sn (Satz 1).
• Die primitiven Idempotente von Sn werden zur Konstruktion der irreduziblen Dar-stellungen der klassis
hen Lie-Gruppen, wie z.B. U(m), O(m) oder SU(m), benutzt.
• Betra
htet man Systeme identis
her Teil
hen, so ist Sn immer ein Faktor der Symme-triegruppe des Hamiltonoperators H , d.h. die Eigenzustände von H transformierensi
h in irreduziblen Darstellungen von Sn.5.1 Eindimensionale und assoziierte Darstellungen von SnDie alternierende Gruppe An ist Gruppe der geraden Permutationen von n Objekten (d.h.Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen). An ist eine invariante Untergruppevon Sn, mit Faktorgruppe Sn/An ∼= Z2.

⇒ Sn hat zwei eindimensionale Darstellungen, die von den Darstellungen von Z2 induziertwerden (vgl. ÜA 9 & 17):
Γs(p) = 1 ∀ p ∈ Sn (triviale Darstellung) und
Γa(p) = sgn(p) :=

{
1 für gerade p
−1 für ungerade p .

sgn(p) heiÿt Vorzei
hen oder Parität der Permutation p.Später: Weitere eindimensionale Darstellungen gibt es ni
ht (siehe Abs
hnitt 5.5)Alternative Herleitung von Γs und Γa dur
h:Lemma 15. Der Symmetrisierer s =
∑

p p und der Antisymmetrisierer a =
∑

p sgn(p)pvon Sn sind wesentli
h idempotent und primitiv.Beweis: Übungen.Bemerkungen:1. Für alle p ∈ Sn gilt
spa =

↑Umordnungssatz: sp = s

sa =
∑

q,r

sgn(r)qr =
∑

q

sgn(q)
∑

r

sgn(qr)qr

︸ ︷︷ ︸
= a (Umordnungssatz)= a

∑

q

sgn(q) = 0 .
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⇒ s und a erzeugen ni
htäquivalente irreduzible Darstellungen von Sn mit Basisvek-toren {ps} und {pa} (p ∈ Sn).2. Für alle q ∈ Sn gilt:
q ps = s = ps und
q pa =

∑

r

sgn(r)qpr = sgn(qp)
∑

r

sgn(qpr)qpr

︸ ︷︷ ︸
=a

= sgn(q) sgn(p)a = sgn(q)pa, .

⇒ Beide Darstellungen sind eindimensional, mit Matrixelementen 1 bzw. sgn(p).De�nition: (Assoziierte Darstellungen)Ist Γλ eine Darstellung von Sn mit Dimension dλ, so heiÿen Γλ und Γλ := Γλ⊗Γa zueinanderassoziierte Darstellungen.Bemerkungen:1. dim( Γλ ) = dλ2. Γλ ist irreduzibel ⇔ Γλ ist irreduzibel, denn
Γλ(p) = sgn(p)Γλ(p) ⇒

∑

p

|χλ(p)|2 =
∑

p

|χλ(p)|2(= n! falls irreduzibel).3. Falls χλ(p) = 0 für alle ungeraden p, so sind Γλ und Γλ äquivalent (denn dann sindalle Charaktere glei
h, vgl. Abs
hnitt 2.6), und Γλ heiÿt selbst-assoziiert. Ansonstensind sie ni
htäquivalent.4. Γs und Γa sind zueinander assoziiert.Der folgende Satz ist für Anwendungen auf Systeme von Bosonen und Fermionen wi
htig.Satz 16. Seien Γλ und Γµ irreduzible Darstellungen von Sn. Dann gilt(i) Γλ ⊗ Γµ enthält Γs genau einmal (gar ni
ht),falls Γλ und Γµ äquivalent (ni
htäquivalent) sind.(ii) Γλ ⊗ Γµ enthält Γa genau einmal (gar ni
ht),falls Γλ und Γµ assoziiert (ni
ht assoziiert) sind.Beweis:Zunä
hst: Wir betra
hten nur unitäre Darstellungen von Sn(alle anderen sind äquivalent, vgl. Satz 3)
⇒ Die Charaktere der irreduziblen Darstellungen sind reell, denn

p−1 ist in derselben Konjugationsklasse wie p ⇒ χ(p) = χ(p−1) =
↑Darst. ist unitärχ∗(p)

.
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(i) Γs sei in Γλ⊗µ as mal enthalten
as =

1

n!

∑

p

χs(p)∗︸ ︷︷ ︸
=1

χλ⊗µ(p) =
1

n!

∑

p

χλ(p)︸ ︷︷ ︸
=χλ(p)∗

χµ(p) =

{
1 falls Γλ und Γµ äquivalent
0 sonst .(ii) Γa sei in Γλ⊗µ aa mal enthalten

aa =
1

n!

∑

p

χa(p)∗︸ ︷︷ ︸
=sgn(p)

χλ⊗µ(p) =
1

n!

∑

p

sgn(p)χλ(p)︸ ︷︷ ︸
=χλ(p)=χλ(p)∗

χµ(p)

=

{
1 falls Γλ und Γµ äquivalent, d.h. falls Γλ und Γµ assoziiert
0 sonst .

�5.2 Young-Diagramme & Young-TableauxDe�nition: (Zerlegung)Eine Zerlegung λ = (λ1, λ2, . . . , λr) einer natürli
hen Zahl n ist eine Folge positiver ganzerZahlen, für die gilt
r∑

i=1

λi = n mit λi ≥ λi+1 .(i) Wir sagen zwei Zerlegungen λ und µ sind glei
h, wenn λi = µi für alle i.(ii) Wir sagen λ > µ (λ < µ), wenn die erste ni
htvers
hwindende Zahl in der Folge
λi − µi positiv (negativ) ist.Eine Zerlegung wird graphis
h dur
h ein sogenanntes Young-Diagramm dargestellt:
• n Felder, angeordnet in r Zeilen,
• dabei enthält die i-te Zeile λi Felder.Beispiele:1. Für n = 3 gibt es 3 vers
hiedene Zerlegungen:

(3) (2, 1) (1, 1, 1)2. Für n = 4 gibt es 5 vers
hiedene Zerlegungen:
(4) (3, 1) (2, 2) (2, 1, 1) (1, 1, 1, 1)
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Jede Zerlegung von n entspri
ht einer Konjugationsklasse von Sn und umgekehrt:
• Jede Klasse entspri
ht einer bestimmten Zykelstruktur (vgl. ÜA 25).
• Die i-te Zeile des Diagramms interpretieren wir als λi-Zykel.
• Jede der Zahlen 1, 2, . . . , n kommt in genau einem der Zykel vor: ∑i λi = n.

⇒ Die Anzahl der Young-Diagramme für n ist glei
h der Anzahl der Konjugationsklassenvon Sn, und damit glei
h der Anzahl der ni
htäquivalenten irreduziblen Darstellungenvon Sn.Beispiel: Für S3 ist
{I} : 3 1-Zykel, d.h. (1, 1, 1)

{(12), (13), (23)} : 1 2-Zykel, 1 1-Zykel, d.h. (2, 1)

{(123), (132)} : 1 3-Zykel, d.h. (3)Weitere De�nitionen:
• Ein Young-Tableau ist ein Young-Diagramm, in dem in jedem der n Felder genaueine der Zahlen 1, . . . , n steht.Beispiele:

3 4 1
2

oder 2 4
3 1

• In einem normalen Young-Tableau stehen die Zahlen 1, . . . , n in aufsteigender Rei-henfolge, erst von links na
h re
hts, dann von oben na
h unten.Beispiele:
1 2 3
4

oder 1 2
3 4Für jedes Young-Diagramm gibt es genau ein normales Young-Tableau.

• In einem Standard-Young-Tableau stehen die Zahlen aufsteigend (aber ni
ht unbe-dingt in Reihenfolge) in den Zeilen und Spalten.Beispiele:
1 2 4
3

oder 1 3
2 4

• Das normale Young-Tableau zur Zerlegung λ bezei
hnen wir mit Θλ.
• Ein beliebiges Tableau erhält man aus Θλ dur
h eine Permutation p der n Zahlen inden Feldern:

Θp
λ = pΘλ .Damit gilt qΘp

λ = Θqp
λ .Bemerkung: Die Bezei
hnungen sind in der Literatur uneinheitli
h, z.B. Young Dia-gramm, Young-Graph, Young-Tableau, Young-S
hema oder Young-Rahmen.66



5.3 Symmetrisierer und Antisymmetrisierer von Young-TableauxWir werden sehen, dass man für jedes Young-Tableau ein primitives Idempotent de�nierenkann, das ein minimales Linksideal in A(Sn) und damit eine irreduzible Darstellung von
Sn erzeugt.De�nitionen: Sei Θp

λ ein Young-Tableau.Eine horizontale Permutation hpλ permutiert nur Zahlen in den Zeilen von Θp
λ.Eine vertikale Permutation vpλ permutiert nur Zahlen in den Spalten von Θp

λ.Weiter de�nieren wirden Symmetrisierer spλ =
∑

{hp
λ}

hpλ ,den Antisymmetrisierer apλ =
∑

{vp
λ
}

sgn(vpλ) v
p
λ undden Young-Operator(oder irreduziblen Symmetrisierer) epλ = spλ a

p
λ =

∑

{hp
λ}

∑

{vp
λ}

sgn(vpλ) h
p
λ v

p
λ .(Man
he Bü
her de�nieren e = as statt e = sa. Das ist zwar Konventionssa
he, liefert aberin Re
hnungen andere Zwis
henergebnisse!)Beipiel: Standard-Tableaux von S3

• Θ1 = 1 2 3 : Alle p sind h : s1 =
∑

p p = s (Symmetrisierer von S3)Nur I ist ein v : a1 = I
e1 = sI = s

• Θ2 = 1 2
3

: Die h sind I und (12) : s2 = I + (12)Die v sind I und (13) : a2 = I − (13)
e2 = s2a2 = I + (12)− (13)− (132)

• Θ3 =
1
2
3

: nur I ist ein h : s3 = IAlle p sind v : a3 =
∑

p sgn(p)p = a (Antisymmetrisierer von S3)
e3 = Ia = a

• Θ
(23)
2 = 1 3

2
: Die h sind I und (13) : s

(23)
2 = I + (13)Die v sind I und (12) : a
(23)
2 = I − (12)

e
(23)
2 = s

(23)
2 a

(23)
2 = I − (12) + (13)− (123)Beoba
htungen: Dieses Beispiel enthält bereits die meisten wi
htigen Aspekte.(p wird im folgenden weggelassen, um die Notation zu vereinfa
hen)1. Für jedes Tableau Θλ bilden die horizontalen und vertikalen Permutationen jeweilseine Untergruppe von Sn. 67



2. sλ und aλ sind (totale) Symmetrisierer und Antisymmetrisierer der jeweiligen Unter-gruppe, denn
sλhλ = hλsλ = sλ und aλvλ = vλaλ = sgn(vλ)aλ3. sλ und aλ sind wesentli
h idempotent, aber i.A. ni
ht primitiv.Die eλ sind primitive Idempotente (Übungen).4. e1 = s und e3 = a erzeugen die beiden eindimensionalen irreduziblen Darstellungenvon S3 (vgl. Abs
hnitt 5.1)

e2 erzeugt ein zweidimensionales Linksideal L2 von A(S3) (dur
h Re
htsmultiplika-tion),
Ie2 = e2 ,

(12)e2 = (12) + I − (132)− (13) = e2 ,

(23)e2 = (23) + (132)− (123)− (12) =: r2 ,

(13)e2 = (13) + (123)− I − (23) = −e2 − r2 ,
(123)e2 = (123) + (13)− (23)− I = −e2 − r2 ,
(132)e2 = (132) + (23)− (12)− (123) = r2 ,d.h. L2 = span(e2, r2). Da e2 primitiv ist, ist L2 minimal.

⇒ Die Young-Operatoren der normalen Young-Tableaux erzeugen alle irreduziblenDarstellungen von S3.5. e(23)2 erzeugt au
h eine irreduzible Darstellung. Diese muss zu der von e2 erzeugtenDarstellung äquivalent sein, da es nur eine zweidimensionale irreduzible Darstellunggibt.Das von e(23)2 erzeugte minimale Linksideal ist L(23)
2 = span(e

(23)
2 , r

(23)
2 ) mit

r
(23)
2 = (123)− (13) + (23)− (132) .Dieses ist orthogonal zu den anderen Linksidealen L1 = span(e1), L3 = span(e3) und

L26. A(S3) ist die direkte Summe der vier minimalen Linksideale.Die Identität hat die Zerlegung
I =

1

6
e1 +

1

3
e2 +

1

3
e
(23)
2 +

1

6
e3d.h., reguläre Darstellung von S3 wird vollständig reduziert dur
h die Young-Operatorender Standard-Young-Tableaux.
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5.4 Irreduzible Darstellungen von SnDie Beoba
htungen, die wir in Abs
hnitt 5.3 über S3 gema
ht haben gelten allgemein für
Sn. (Beweise z.T. in den Übungen, z.T. ausgelassen � man
he Verallgemeinerungen sindo�ensi
htli
h, da si
h das jeweilige S3-Argument direkt überträgt, andere erfordern etwasRe
hnerei, siehe z.B. Tung Kap. 5.4 & Appendix III oder S
hensted Abs
hnitt 3.4)Satz 17.1. Für die Symmetrisierer eines Young-Tableaus Θλ gilt

sλraλ = ξeλ für alle r ∈ A(Sn)

e2λ = ηeλmit zwei Zahlen ξ, η und η 6= 0 ⇒ eλ
η

ist ein primitives Idempotent.2. Der Young-Operator eλ erzeugt daher eine irreduzible Darstellung von Sn auf A(Sn).3. Die von eλ und epλ (mit p ∈ Sn) erzeugten irreduziblen Darstellungen sind äquivalent.4. Zwei Young-Operatoren eλ und eµ erzeugen ni
htäquivalente irreduzible Darstellun-gen, wenn die entspre
henden Young-Diagramme vers
hieden sind (d.h. λ 6= µ alsZerlegungen).5. Die Young-Operatoren der normalen Young-Tableaux erzeugen alle ni
htäquivalentenirreduziblen Darstellungen von Sn. (D.h. wir können die vers
hiedenen irreduziblenDarstellungen mit den vers
hiedenen Young-Diagrammen identi�zieren.)6. (i) Die minimalen Linksideale, die von den Young-Operatoren der Standard-Tableauxerzeugt werden, sind linear unabhängig.(ii) Die direkte Summe dieser Linksideale ergibt den Raum A(Sn).5.5 Bere
hnung von Charakteren mithilfe der Young-DiagrammeDie Charaktere der irreduziblen Darstellungen von Sn (und mit dµ = χµ(I) au
h derenDimensionen) können mit den Methoden aus Abs
hnitt 4.3.1 bestimmt werden. Dies kannaber s
hnell aufwändig werden.Basis für die folgenden e�zienteren Methoden ist die Frobenius-Charakter-Formel (oderFrobenius-Weyl-Charakter-Formel) wel
he die Charaktere von Darstellungen von Sn aufCharaktere von Sm mit m < n zurü
kführt.Hier zunä
hst ohne Beweis. Eventuell können wir na
h der Diskussion der Charaktere derklassis
hen Lie-Gruppen no
h den Weyl's
hen Beweis studieren.
• Die Dimension der irreduziblen Darstellung Γλ, die dem Young-Diagramm Θλ ent-spri
ht, ist glei
h der Anzahl der mögli
hen Standard-Tableaux' von Θλ. (Denn das69



ist die Multiplizität, mit der diese irreduzible Darstellung in A(Sn) vorkommt.)Zwei Formeln dafür sind:
dλ= n!

∏
i<j(ℓi − ℓj)∏

i ℓi!
=

n!∏
i,k hikmit

n! = Ordnung der Gruppe Sn
i, j = 1, . . . , r (r = Anzahl der Zeilen des Diagramms)
k = 1, . . . , λi (λi = Anzahl der Felder in Zeile i)
ℓi = λi + r − i
hik = �Hakenlänge� des Feldes i, k

= Anzahl der Felder entlang eines Hakens vomFeld i, k na
h re
hts und na
h untenBeispiele:(i)
h23 = 7(ii) Young-Diagramm mit eingetragenen Hakenlängen:

Θλ =
6 4 2 1
3 1
1

⇒ dλ =
7!

6 · 4 · 2 · 1 · 3 · 1 · 1 = 35

• Daraus folgt, dass Sn nur zwei eindimnesionale irreduzible Darstellungen hat (Γs und
Γa aus Abs
hnitt 5.1):

Γs = ··︸ ︷︷ ︸
n Felder Γa = :





n Felder
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• Die zu einer irreduziblen Darstellung Γλ assoziierte Darstellung Γλ erhält man, indemman Θλ transponiert, d.h. Zeilen und Spalten vertaus
ht:
Θλ = Θλ =

• Rekursive Bere
hnung der Charaktere der irreduziblen Darstellungen von Sn:� Rand eines Young-Diagramms := re
hter und unterer Rand,d.h. die Gesamtheit der Felder, deren re
hte Seite oder untere Seite oder re
hteuntere E
ke zum Rand des Diagramms gehört.Beispiel:
1

3 2
6 5 4
7� Reguläres Randstü
k := Aufeinanderfolgende Randfelder, bei deren Wegnahmeein Young-Diagramm zurü
kbliebt.In obigem Beispiel:: 1�2, 1�4, 1�5, 1�7, 2, 2�4, 2�5, 2�7, 4, 4�5, 4�7, 7

⇒ Alle Zeilenenden sind Beginn von regulären Randstü
ken,alle Spaltenenden sind Ende von regulären Randstü
ken.� Jeder Haken entspri
ht einem regulären Randstü
k und umgekehrt.Die Hakenlänge ist dabei glei
h der Länge des Randstü
kes.Beispiel: Das reguläre Randstü
k 1�5 entspri
ht dem folgenden Haken:
1

3 2
6 5 4
7� Ein reguläres Randstü
k heiÿt positiv (negativ), wenn die Anzahl der Vertikal-s
hritte (= Anzahl der Zeilen −1) gerade (ungerade) ist.� Sei c eine Konjugationsklasse von Sn mit Zykelstruktur c = (a1, a2, . . . , aq)Gesu
ht: Charakter χλc dieser Klasse in der irreduziblen Darstellung Γλ.

∗ Wähle einen beliebigen Zykel von c mit Länge ai.
∗ Bezei
hne mit c̄ die Klasse von Sn−ai

, die man dur
h Wegnahme des Zykels
ai von c erhält. 71



∗ Starte mit dem Young-DiagrammΘλ von Γλ, bestimme alle regulären Rand-stü
ke der Länge ai und bezei
hne das Young-Diagramm von Sn−ai
, das na
hWegnahme eines sol
hen Randstü
kes übrigbleibt, mit Θλ̄, dann gilt

χλc =
∑

λ̄

±χλ̄c̄

· + für positive Randstü
ke
− für negative Randstü
ke
· Setze rekursiv fort, d.h. benutze denselben Algorithmus, um die χλ̄c̄ zubestimmen.
· Falls gar ni
hts übrigbleibt, ist χλ̄=0

( ) = 1.(Vorzei
hen des zuletzt Wegenommenen Randstü
ks ni
ht vergessen!)
∗ Falls es kein reguläres Randstü
k der Länge ai gibt, ist χλc = 0.Damit diese Methode e�zient ist, sollte man ai so wählen, dass mögli
hst wenigreguläre Randstü
ke der Länge ai vorkommen.Beispiele:1. S13, c = (7, 4, 2), Γλ = (6, 3, 3, 1) =� Es gibt nur einen Haken mit Länge 7,dieser entspri
ht dem positiven Randstü
k: ∗ ∗ ∗ ∗

∗
∗ ∗

⇒ χ
(6,3,3,1)
(7,4,2) = +χ

(2,2,1,1)
(4,2)� Nun gibt es nur einen Haken mit Länge 4,dieser entspri
ht dem positiven Randstü
k:
∗ ∗
∗
∗

⇒ χ
(6,3,3,1)
(7,4,2) = +χ

(2)
(2) = 1 (triviale Darstellung)2. No
hmal Charaktere der zweidimensionalen Darstellung von S3,vgl. mit Abs
hnitt 2.4.1 und ÜA 27:

χ(3) = −1 (vollkommen abgebaut, 1 Vertikals
hritt)
χ(2,1) = 0 (kein reguläres Randstü
k der Länge 2)
χ(1,1,1) = χ(1,1) + χ(1,1) = 1 + 1 = 272



• Eine ni
ht-rekursive (aber weniger e�ziente) Methode geht wie folgt:� Bestimme alle Mögli
hkeiten ρ, das Young-Diagramm Θλ dur
h aufeinanderfol-gende Wegnahme von regulären Randstü
ken der Längen a1, a2, . . . , aq (in dieserReihenfolge) komplett abzubauen.� Die bei Mögli
hkeit ρ vorkommenden Randstü
ken enthalten insgesamt kρ Ver-tikals
hritte.� Dann gilt
χλc =

∑

ρ

(−1)kρ .
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6 Lie-GruppenStatt Gruppen mit nur endli
h vielen Elementen, betra
hten wir nun au
h unendli
heGruppen. Dabei ist es wi
htig, sagen zu können, ob zwei Gruppenelemente nahe beiein-ander liegen, woraus dann ein Stetigkeitsbegri� für Abbildungen folgt. Die s
hwä
hsteMögli
hkeit, dies zu formulieren, ist topologis
h.I
h werde ni
ht alle grundlegenden De�nitionen wiederholen sondern die Begri�e bei denDe�nitionen der jeweiligen Typen von Gruppen verwenden (siehe �Analysis II� oder �Ma-thematik für Physik III� für Begri�e wie: Topologis
her Raum, Hausdor�-Raum, Metris
herRaum, o�en, abges
hlossen, stetig, kompakt, zusammenhängend). Diejenigen Aspekte, diewir stärker nutzen, werden aber au
h erklärt.Im nä
hsten S
hritt sollen unsere Gruppen dann au
h analytis
he Eigens
haften haben,d.h. wir werden fordern, dass sie au
h di�erenzierbare Mannigfaltigkeiten sind.Für die topologis
hen wie die di�erentialgeometris
hen Strukturen gilt: Die Fälle, die unsbald genauer interessieren, sind die klassis
hen Lie-Gruppen, Gruppen von Matizen, fürdie Ihnen diese Stukturen au
h wieder expliziter vertraut sind.6.1 Topologis
he GruppenDe�nition: (Topologis
he Gruppe)Eine Menge G heiÿt topologis
he Gruppe, falls gilt:(i) G ist eine Gruppe,(ii) G ist ein topologis
her Raum,(iii) die Abbildung G ∋ g 7→ g−1 ∈ G ist stetig, und(iv) die Abbildung G×G ∋ (g, h) 7→ gh ∈ G ist stetig.Beispiele:1. Parametrisiere GL(n,R) = {A ∈ Rn×n : detA 6= 0} dur
h die Matrixelemente Aij ∈
R, d.h. GL(n,R) ⊂ Rn2, und wähle auf GL(n,R) die induzierte Topologie von Rn2 .
• Die Matrixelemente von C = AB sind algebrais
he Funktionen der Aij und Bkl,d.h. (A,B) 7→ AB ist stetig.
• Ebenso A 7→ A−1, da die Matrixelemente von A−1 rationale, ni
ht-singuläreFunktionen der Ajk sind.

⇒ So ist GL(n,R) eine topologis
he Gruppe.2. Argumentiere genau glei
h für O(n) oder SO(n) als Teilmengen von Rn2 und für
GL(n,C), U(n) oder SU(n) als Teilmengen von Cn2 .De�nition: (isomomorph)Zwei topologis
he Gruppen G und H heiÿen isomorph zueinander, wenn es eine bijektiveAbbildung f : G → H gibt, die sowohl ein Gruppen-Isomorphismus als au
h ein Homöo-74



morphismus zwis
hen den Räumen ist (d.h. f ist stetig und f−1 ist stetig15).De�nition: (Homogener Raum)Ein topologis
her Raum X heiÿt homogen, falls es für jedes Paar x, y ∈ X einen Homöo-morphismus f : X → X gibt, so dass f(x) = y.Bemerkung: Jede topologis
he Gruppe G ist homogen, denn für g1, g2 ∈ G existiert eineindeutiges h ∈ G, so dass g2 = hg1 (h = g2g
−1
1 ). Damit ist f : g 7→ hg ein Homöomorphis-mus, da die Gruppenmultiplikation stetig ist.Die Homogenität erlei
htert uns das Studium lokaler Eigens
haften enorm: Es genügt dabei,die Gruppe in der Nähe eines Elements zu untersu
hen, z.B. in der Nähe der Identität!Wenn wir später zusätzli
h di�erenzieren können, dann können wir die lokeln Eigens
haftendur
h Entwi
keln um die Identität untersu
hen. Dies wird uns dann von den Lie-Gruppenzu den Lie-Algebren führen.Wi
htige globale Eigens
haften sind Kompaktheit und die Frage, ob die Gruppe zusam-menhängend ist (ggf. einfa
h oder mehrfa
h zusammenhängend).Beispiele zur Kompaktheit:1. Betra
hte O(n) = {A ∈ Rn×n : ATA = 1}. Die Matrixelemente Aij von A ∈ O(n)erfüllen also

n∑

k=1

AikAjk = δij ⇒
n∑

i,k=1

A2
ik = n ,d.h. die Elemente von O(n) können als Punkte auf einer Sphäre mit Radius √n in

Rn2 dargestellt werden. Die Vereinigung all dieser Punkte ist eine abges
hlossene undbes
hränkte Teilmenge des Rn2 und damit kompakt ⇒ O(n) ist kompakt.Analog für U(n).2. Die Lorentz-Boosts Λ (Transformationen in ein glei
hförmig mit Ges
hwindigkeit vbewegtes Koordinatensystem)
x′0 =

x0 − v
c
x1√

1− v2

c2

, x′1 =
x1 − v

c
x0√

1− v2

c2

, (c: Li
htges
hwindigkeit, x0 = c·Zeit)bilden die Gruppe O(1, 1) und können (mit β = v/c) als Matrizen
Λ =

1√
1− β2

(
1 −β
−β 1

)
∈ R2×2parametrisiert werden. Mit β ∈ (−1, 1) ist der Parameterberei
h zwar bes
hränkt,aber ni
ht abges
hlossen ⇒ Die Lorentzgruppe ist ni
ht kompakt.In der Parametrisierung dur
h die Rapidität t mit β = tanh t (vgl. ÜA 10) ist dieNi
htkompaktheit mit t ∈ R viellei
ht no
h augens
heinli
her.15Kurz: f erhält o�ene Mengen. 75



3. GL(n,R) ist ni
ht kompakt, denn det : Rn×n → R ist stetig, aber auf GL(n,R) ni
htbes
hränkt (denn | det(λA)| = |λ|n |detA|, ∀ λ ∈ R).De�nition: (Zusammenhangskomponente)Die Zusammenhangskomponente von g ∈ G ist die Vereinung aller zusammenhängendenMengen, die g enthalten.Bemerkungen:1. Sei G0 ⊆ G die Zusammenhangskomponente der Identität I.2. Ist G zusammenhängend, so ist G0 = G.3. Ist G0 = {I}, so ist G total unzusammenhängend, denn wegen der Homogenitätenthalten au
h alle anderen Zusammenhangskomponenten nur je ein Element.4. Die Zusammenhangskomponente von g ist gG0 = G0g, da g ∈ gG0 (und ∈ G0g) undda Links- und Re
htsmultiplikation Homöomorphismen sind und damit zusammen-hängende Mengen auf zusammenhängende Mengen abbilden.5. Damit ist G0 eine invariante Untergruppe.6. Die Faktorgruppe G/G0 ist total unzusammenhängend, denn G/G0
∼= {gG0 : g ∈

G}, d.h. für zwei vers
hiedene Elemente h1G0 6= h2G0 kann h2 ni
ht in der Zusam-menhangskomponente von h1 liegen (denn die ist ja gerade die Nebenklasse h1G0).Beispiele:1. SU(2) ist zusammenhängend (sogar einfa
h), denn mit der Parametrisierung ausÜA 19,
SU(2) ∋ g =

(
u −v∗
v u∗

)
,

|u|2 + |v|2 = 1 ⇔ (Reu)2 + (Im u)2 + (Re v)2 + (Im v)2 = 1 ,ist SU(2) homöomorph zu S3, und Sphären Sn mit n ≥ 2 sind (einfa
h) zusammen-hängend.2. O(n) ist ni
ht zusammenhängend, denn aus OTO = 1 folgt
1 = det(OOT ) = (detO)2 ⇔ detO = ±1d.h. O(n) hat zwei Zusammenhangskomponenten, SO(n) = {O ∈ O(n) : detO = 1}und {O ∈ O(N) : detO = −1}.Bevor wir nun Lie-Gruppen allgemein de�nieren, diskutieren wir ein Beispiel, wel
hes dieGrundideen illustriert.6.2 Beispiel: SO(2)

• SO(2) = Gruppe der Drehungen der Ebene R2 um den Ursprung76



• Parametrisierung dur
h einen Parameter,natürli
he Wahl: Drehwinkel φ mit 0 ≤ φ < 2π.(Man könnte au
h eine monotone Funktion von φ wählen.)
• De�nierende Darstellung: Wirkung von SO(2) auf einen zweidimensionalenm Vektorin der Ebene (d.h. als orthogonale 2× 2-Matrix)

xj 7→
∑

k

Rjkxk mit R(φ) =

(
cosφ − sin φ
sinφ cosφ

)
. (∗)

• SO(2) ist abels
h, denn R(φ1)R(φ2) = R(φ1 + φ2) = R(φ2)R(φ1).
• Ableitung:

dR

dφ
(φ) =

(
− sin φ cosφ
cosφ sinφ

). . . bei der Identität 1 (φ = 0)
dR

dφ
(0) =

(
0 −1
1 0

)
=: −iJ mit J =

(
0 −i
i 0

)
.(Das i ist Physiker-Konvention.)

J heiÿt Generator der Gruppe, denn. . .
• Su
he eine Di�erentialglei
hung vom Typ dR

dφ
= AR:

dR

dφ
(φ) =

(
− sinφ cosφ
cosφ sinφ

)
R(φ)−1

︸ ︷︷ ︸
=R(−φ)

R(φ)

=

(
− sinφ cosφ
cosφ sinφ

)(
cosφ sinφ
− sin φ cosφ

)
R(φ)

=

(
0 −1
1 0

)
R(φ) = −iJR(φ)Also löst R(φ) das Anfangswertproblem dR

dφ
= −iJR, R(0) = 1 ⇒ R(φ) = e−iJφ.

• Mit J2 = 1 gilt
R(φ) = e−iJφ =

∞∑

n=0

(−i)n

n!
Jnφn

=
∞∑

n=0

(−i)2n

(2n)!
J2n

︸ ︷︷ ︸
=

(−1)n

(2n)!
1 φ2n +

∞∑

n=0

(−i)2n+1

(2n+ 1)!
J2n+1

︸ ︷︷ ︸
=−i

(−1)n

(2n+1)!
J

φ2n+1

= 1 cos(φ)− iJ sinφ . X, vgl. (∗)77



• Die de�nierende Darstellung ist reduzibel und kann dur
h Diagonalisierung von Jreduziert werden:
J =

(
0 −i
i 0

) hat Eigenwerte ±1 mit Eigenvektoren e± =

(
1
±i

), d.h.
Je± = ±e± ⇒ R(φ)e± = e∓iφe±Wir �nden also zwei eindimensionale (und damit irreduzible) unitäre Darstellungen,

e±iφ.
• Betra
hte nun einen Vektorraum V , dimV = n, und eine Darstellung von SO(2)dur
h unitäre Matrizen U(φ) auf V .Wir können immer s
hreiben

U(φ) = e−iJφmit einer hermites
hen n× n-Matrix J , denn damit gilt
U(φ1)U(φ2) = e−iJφ1e−iJφ2 = e−iJ(φ1+φ2) (da die Exponenten vertaus
hen)

= U(φ1 + φ2) und
U(φ)† = eiJ†φ = eiJφ = U(−φ) = U(φ)−1Indem wir J diagonalisieren können wir U immer vollständig reduzieren ⇒ Alleunitären irreduziblen Darstellungen sind eindimensional (gilt au
h hier wieder, weil

SO(2) abels
h ist).
• Su
he nun eindimensionale unitäre Darstellungen, d.h. J ∈ R. Wegen U(2π) = U(0)muss gelten

e−2πiJ = 1 ⇔ J = m ∈ Zd.h. die unitären irreduziblen Darstellungen Um(φ) = e−imφ sind dur
h ganze Zahlen
m 
harakterisiert:(i) m = 0: R(φ)→ U0(φ) = 1 (triviale Darstellung)(ii) m = 1: R(φ)→ U1(φ) = e−iφDas ist ein Isomorphismus zwis
hen SO(2) und den komplexen Zahlen auf demEinheitskreis, d.h. SO(2) ∼= U(1), und alles Gesagte gilt ebenso für U(1).(iii) m = −1: R(φ)→ U−1(φ) = eiφ,wie (ii), aber der Einheitskreis wird entgegengesetzt dur
hlaufen.(iv) m = ±2: R(φ)→ U±2(φ) = e∓2iφ.Homomorphismus SO(2)→ U(1), wobei der Einheitskreis zweimal dur
hlaufenwird.Analog für höhere m. 78



Nur die Darstellungen für m = ±1 sind treu.
• Sei f : SO(2)→ C (hinrei
hend hübs
h)Parametrisiert man SO(2) dur
h den Drehwinkel φ, so muss f eine 2π-periodis
heFunktion von φ sein. Dann ist ∫ 2π

0

f(φ)
dφ

2πinvariant unter φ 7→ φ+ α für jedes feste α. Normierung so gewählt, dass |SO(2)| =∫ 2π

0
dφ
2π

= 1.Damit: Orthogonalität der Darstellungsmatrizen bzw. Charaktere (vgl. Satz 6 undKorollar zu Satz 6),
∫ 2π

0

Um(φ)∗Un(φ)
dφ

2π
=

∫ 2π

0

ei(m−n)φ dφ

2π
= δmn ,und Vollständigkeit (vgl. ÜA 16), d.h. die Fourier-Reihe von f ,

∑

n∈Z

e−inφ cn =
∑

n∈Z

Un(φ) cnmit cn =
1

2π

∫ 2π

0

einφ′f(φ′) dφ′ =

∫ 2π

0

Un(φ′)∗f(φ′)
dφ′

2π
,konvergiert gegen f (punktweise für stetige f , sonst z.B. im L2-Sinne),Physiker-Kurzs
hreibweise:

f(φ) =

∫ 2π

0

1

2π

∑

n∈Z

Un(φ)Un(φ′)∗

︸ ︷︷ ︸
=δ(φ−φ′)

f(φ′) dφ′ .(δ-Funktion als Integralkern der Fourierentwi
klung)6.3 Lie-GruppenDe�nition: (Lie-Gruppe)Eine Menge G heiÿt Lie-Gruppe, falls gilt:(i) G ist eine Gruppe,(ii) G ist eine analytis
he Mannigfaltigkeit,(iii) die Abbildung G ∋ g 7→ g−1 ∈ G ist analytis
h, und(iv) die Abbildung G×G ∋ (g, h) 7→ gh ∈ G ist analytis
h.
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Bemerkungen:1. Eine n-dimensionale analytis
he Mannigfaltigkeit M ist ein Hausdor�-Raum miteinem System von Karten (Uj , ϕj), d.h. Uj ⊆ M o�en und Homöomorphismen
ϕj : Uj → ϕ(Uj) ⊆ Rn, mit(i) M =

⋃
j Uj und(ii) ϕj ◦ ϕ−1

k : ϕk(Uj ∩ Uk)→ ϕj(Uj ∩ Uk) analytis
h ∀ j, k(d.h. in konvergente Potenzreihen entwi
kelbar).2. Praktis
h bedeutet das, wir können die Gruppenelemente lokal als analytis
he Funk-tionen von n Parametern angeben, wobei n die Dimension von G (als Mannigfaltig-keit) ist, genauer:Betra
hte die Karte (U, ϕ) und g, h, gh ∈ U . Bezei
hne mit xj die Koordinaten von
g, und mit yj die Koordinaten von h, d.h.

ϕ(g) = (x1, x2, . . . , xn) = x ∈ Rn

ϕ(h) = (y1, y2, . . . , yn) = y .Dann sind die Koordinaten zj von gh,
ϕ(gh) = (z1, z2, . . . , zn) = z ,analytis
he Funktionen von x und y,

zj = fj(x, y) .Analog sind die Koordinaten von g−1 analytis
he Funktionen von x.3. Wähle nun ein U mit I ∈ U mit ϕ so, dass ϕ(I) = 0 ∈ Rn, und f wie oben. Danngilt
fj(x, 0) = xj , fj(0, y) = yjund damit ∂fj

∂xk
(0, 0) =

∂fj
∂yk

(0, 0) = δjksowie ∂2fj
∂xk∂xl

(0, 0) =
∂fj

∂yk∂yl
(0, 0) = 0 .Entwi
kle f(x, y) um (0, 0),

f(x, y) = xj + yj +
∑

k,l

∂2fj
∂xk∂yl

(0, 0)

︸ ︷︷ ︸
=:aj

kl

xkyl + . . .und de�niere
cjkl := ajkl − ajlk ,genannt Strukturkonstanten der Lie-Gruppe (koordinatenabhängig). Es gilt:80



(i) Für abels
he Gruppen sind die cjkl = 0, denn dann gilt f(x, y) = f(y, x).(ii) cjkl = −cjlk(iii) ∑l(c
j
klc

l
nm + cjnlc

l
mk + cjmlc

l
kn) = 0Letzteres folgt aus der Assoziativität der Gruppenmultiplikation, wenn man in denKoordinatenentwi
klungen von g(hg̃) und (gh)g̃ die Terme dritter Ordung verglei
ht.Beispiele: Matrixgruppen1. Betra
hte die Matrixelemente Aij ∈ R eines Elements A ∈ GL(n,R) als die Koordi-naten. Die Abbildung
ψ : Rn2 → R , A 7→ detAist stetig, d.h. das Urbild ψ−1(0) der abges
hlossenen Menge {0} ist abges
hlossen.

GL(n,R) ist das Komplement von ψ−1(0) und damit o�en und eine analytis
he Un-termannigfaltigkeit von Rn2.
• Die Matrixelemente von C = AB sind algebrais
he Funktionen der Aij und Bkl,d.h. (A,B) 7→ AB ist analytis
h.
• Ebenso A 7→ A−1, da die Matrixelemente von A−1 rationale, ni
ht-singuläreFunktionen der Ajk sind.Damit ist GL(n,R) eine Lie-Gruppe.2. Für GL(n,C) betra
hte Real- und Imaginärteile der Matrixelemente als Koordinatenund argumentiere wie oben (als Untermannigfaltigkeit von R2n2).3. Für Gruppen wie O(n), U(n), SO(n) oder SU(n) stellt man zunä
hst fest, dass sieabges
hlossene Untergruppen von GL(n,R) oder GL(n,C) sind, für wel
he man wie-derum zeigen kann, dass sie Lie-Gruppen sind. (Wir betra
hten sie später expliziter.)6.4 Lie-AlgebrenDe�nition: Eine Lie-Algebra g ist ein Vektorraum über einem Körper K (R oder C), miteiner Verknüpfung

[·, ·] : g× g→ g

(X, Y ) 7→ [X, Y ]genannt Lie-Klammer, wel
he die folgenden Bedingungen erfüllt (∀ X, Y, Z ∈ g):(i) [λX + µY, Z] = λ[X,Z] + µ[Y, Z] ∀ λ, µ ∈ K (Linearität)(ii) [X, Y ] = −[Y,X] (Antisymmetrie)(iii) [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]] + [Z, [X, Y ]] = 0 (Ja
obi-Identität)Bemerkungen:1. Eine Lie-Algebra heiÿt kommutativ, falls [X, Y ] = 0 ∀ X, Y ∈ g.2. Man kann zeigen, dass der Tangentialraum an eine Lie-Gruppe G in der Identität eineLie-Algebra g ist. 81



Dazu betra
htet man Kurven g(t) in G mit g(0) = I. Die Ableitung bei t = 0 ist dann einTangentialvektor.Für Matrixgruppen können wir die Lie-Algebra-Elemente, genannt Generatoren, explizitdur
h
−iġ(0) := −i

dg

dt
(0) ∈ gals Matrizen de�nieren. Die Lie-Klammer ist dann der Matrix-Kommutator,16

[X, Y ] = XY − Y X .Man überzeugt si
h lei
ht, dass der Kommutator die notwendigen Eigens
haften (i)�(iii)erfüllt: Linearität und Antisymmetrie sind o�ensi
htli
h, die Ja
obi-Identität re
hnet manexplizit na
h.Bleibt zu zeigen, dass aus X, Y ∈ g folgt, dass au
h (−i)[X, Y ] ∈ g.Betra
hte dazu zwei Kurven mit
g(0) = I = h(0) und
ġ(0) = iX , ḣ(0) = iY ,und entwi
kle

F (s, t) := h(s)−1 g(t)−1 h(s) g(t)für kleine s und t. O�ensi
htli
h gilt
F (s, 0) = I = F (0, t)

⇒ ∂F

∂t
(0, 0) = 0 =

∂F

∂s
(0, 0) ,

∂2F

∂t2
(0, 0) = 0 =

∂2F

∂s2
(0, 0)d.h. (bis auf Terme kubis
her und höherer Ordnung)

F (s, t) = I +
∂2F

∂s∂t
(0, 0) st+ . . .Lese ∂2F

∂s∂t
(0, 0) ab, aus ts-Koe�zient von

h(s)−1 g(t)−1 h(s) g(t) = (I + iY s+ . . .)−1

︸ ︷︷ ︸
=(1−iY s+...)

(I + iXt+ . . .)−1

︸ ︷︷ ︸
=(1−iXt+...) geom. Reihe(I + iY s+ . . .) (I + iXt+ . . .)

= . . .+ st
(
(−iY )(−iX) + (−iY )(iX) + (−iX)(iY ) + (iY )(iX)

)
+ . . .

= . . .+ st(XY − Y X) + . . . ,d.h.
F (s, t) = I + i st (−i)(XY − Y X) + . . . .16genauer: i mal der Kommutator, s.u. 82



Dies ist ebenfalls die Entwi
klung eines Gruppenelements um I, d.h. (−i)[X, Y ] ∈ g.Mit einer Basis {Xj} von g gilt
[Xj , Xk] = i

∑

l

cljkXlmit den Strukturkonstanten cljk der Lie-Algebra (basisabhängig).Diese sind glei
h den Strukturkonstanten der Lie-Gruppe (siehe Abs
hnitt 6.3) � bei pas-sender Basis- bzw. Koordinatenwahl: Als Basis {Xj} von g wähle die Tangentialvektorenan die Koordinatenlinien in einer Karte U ∋ I, d.h. für Matrixgruppen in einer explizitenParametrisierung dur
h Ableiten na
h den Parametern,
Xj = −iġ(0) mit g(t) = ϕ−1(0, . . . , 0, xj = t, 0, . . . , 0) ,also Xj = −i

∂ϕ−1

∂xj
(0) .In Abs
hnitt 6.3 haben wir gh − hg entwi
kelt, hier I − h−1g−1hg. Die Eigens
haften(ii) & (iii) der Strukturkonstanten aus Abs
hnitt 6.3 folgen nun aus den Lie-Klammer-Eigens
haften (ii) & (iii) des Kommutators.3. Es genügt nun, Ein-Parameter-Untergruppen (ni
ht zwingend notwendig, vereinfa
htaber das Folgende) zu betra
hten, d.h. Lösungen von

ġ(t) = iXg(t) , g(0) = I .mit X ∈ g. Man s
hreibt g(t) = exp(iXt). Für Matrixgruppen ist diese Exponentialfunk-tion dur
h die überall absolut und glei
hmäÿig konvergente Reihe
exp(itX) =

∞∑

ν=0

(it)ν

ν!
Xνgegeben (vgl. ÜA 30).Für die speziellen Gruppen mit det g = 1 sind die Generatoren spurlos, denn

det g(t) = det(eitX) = eit trX !
= 1 ⇔ trX = 0 .Für unitäre Gruppen mit gg† = 1 sind die Generatoren hermites
h, denn

g(t)† = g(t)−1 ⇔ e−itX†

= e−itX ⇔ X = X† .(Verglei
he beide Male ÜA 30.)
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Beispiele:1. G = SO(3), also Drehungen in 3 Dimensionen. De�nierende Darstellung dur
h 3×3-Matrizen R,
~x 7→ R~x ,z.B. Drehung um Winkel φ um die z-A
hse:

Rz(φ) =




cosφ − sinφ 0
sin φ cos φ 0

0 0 1



 .Generator:
J3 := Jz := −i

dRz

dφ
(0) =




0 i 0
−i 0 0
0 0 0



 ∈ g = so(3)(hermites
h und spurlos). Analog für Drehungen um x- und y-A
hse,
J1 := Jx =




0 0 0
0 0 i
0 −i 0



 und J2 := Jy =




0 0 −i
0 0 0
i 0 0



 .Man re
hnet explizit na
h, dass [Jx, Jy] = iJz et
., also
[Jj , Jk] = −i

3∑

l=1

εjkl Jlmit den Strukturkonstanten von SO(3) bzw. so(3):
εjkl =






1 , j, k, l zyklis
h
0 , mind. 2 Indizes glei
h
−1 , sonst .2. G = OA-Operatoren für Drehungen (betra
hte wieder entweder als Gruppenelementeeiner Gruppe G isomorph zu SO(3) oder als Darstellung von SO(3)), wirken aufFunktionen f : R3 → C (vgl. Abs
hnitt 2.4.1), dur
h

(ORf)(~x) = f(R−1~x) mit R ∈ SO(3) .Wieder Drehung um Winkel φ um z-A
hse:
(ORz(φ)f)(x, y, z) = f

(
Rz(φ)−1

(
x
y
z

))
= f(x cosφ+ y sin φ,−x sinφ+ y cosφ, z)Generator (betra
hte entweder als Element von g oder als Darstellung eines Elementsvon so(3)):

−i
d

dφ
(ORz(φ)f)(x, y, z)

∣∣∣∣
φ=0

= −i

(
∂f

∂x
(~x) y +

∂f

∂y
(~x) (−x)

)
= i

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

)

︸ ︷︷ ︸
∈g

f(~x)84



In der Quantenme
hanik nennt man Lz = 1
i
(x ∂

∂y
− y ∂

∂x
) die z-Komponente des Dreh-impulsoperators ~L = ~x× (~

i
∇) (hier ~ = 1). Kommutatoren und Strukturkonstantenwie in Beispiel 1.Bemerkung: In der Physik sind die Generatoren Operatoren, die physikalis
h meÿbarenGröÿen (Observablen) entspre
hen.6.5 Mehr zu SO(3)Wir ma
hen uns einige globale Eigens
haften von SO(3) ans
hauli
h anhand einer explizi-ten Parametrisierung klar.

• SO(3) = Drehgruppe in 3 Dimensionen: 3 reelle ParameterBetra
hte z.B. eine orthogonale Matrix R ∈ SO(3) als bestehend aus drei orthonor-malen Spalten: 1. Spalte frei wählbar  zwei Parameter (Winkel � Punkt auf einer2-Sphäre), 2. Spalte senkre
ht dazu, sonst beliebig  ein Parameter (Winkel).
• Wir können eine Drehung als R~n(ψ) parametrisieren, mit dem Drehwinkel ψ und derDreha
hse ~n,

~n =




sin θ cos φ
sin θ sinφ

cos θ



 .
x

y

z
~n

θ

φ

• Intervalle der Parameter:
0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ φ < 2π

0 ≤ ψ ≤ π (Denn wir haben ~n und −~n.)
• Drehungen um eine feste A
hse bilden eine Untergruppe von SO(3).Diese ist isomorph zu SO(2) (vgl. Abs
hnitt 6.2).
• Für eine beliebige Drehung R ∈ SO(3) gilt (ggf. selbst beweisen)

RR~n(ψ)R−1 = R~n′(ψ) mit ~n′ = R~n .Daraus folgt, dass alle Drehungen um denselben Winkel zur glei
hen Konjugations-klasse gehören. 85



• Eine Drehung entspri
ht einem Vektor ~ψ = ψ~n.Die Spitzen dieser Vektoren füllen eine Kugel K mit Radius π aus:
x

y

z

~ψ
θ

φ π

Wählen wir die kartesis
hen Komponenten von ~ψ als Parameter, so erhalten wir mit
−i ∂R/∂ψj die Erzeuger aus Abs
hnitt 6.4.Zurü
k zu Parametrisierung dur
h θ, φ, ψ. . .
• Die Parametrisierung hat eine Redundanz,

R−~n(π) = R~n(π) .Deshalb müssen Punkte, die si
h auf der Ober�ä
he der Kugel K diametral gegen-überliegen, miteinander identi�ziert werden.
• Folgli
h gibt es in SO(3) zwei Arten von ges
hlossenen Kurven.(a) Sol
he, die si
h dur
h stetige Deformationen zu einem Punkt zusammenziehenlassen.(b) Sol
he, für die dies ni
ht mögli
h ist.

P

P

b

a

Au
h Kurve b ist in SO(3) ges
hlossen!Diese globalen Eigens
haften beein�ussen die mögli
hen Darstellungen der Gruppe(später). 86



Alternative Parametrisierung dur
h Euler-Winkel
• Jede Drehung kann au
h dur
h Euler-Winkel ausgedrü
kt werden,

R = R3(α)R2(β)R3(γ)mit
R2(ψ) = Ry(ψ) =




cosψ 0 sinψ

0 1 0
− sinψ 0 cosψ





R3(ψ) = Rz(ψ) =




cosψ − sinψ 0
sinψ cosψ 0

0 0 1





• Intervalle der Parameter:
0 ≤ α, γ < 2π

0 ≤ β ≤ π

• Zusammenhang mit den A
hse-Winkel Parametern:
φ =

1

2
(π + α− γ)

tan θ =
tan β

2

sin α+γ
2

cosψ = 2 cos2 β

2
cos2 α + γ

2
− 16.6 Invariante Integration: Das Haar-MaÿIn der Darstellungstheorie endli
her Gruppen benutzten wir oft das Umordungstheorem inder Form ∑

g∈G
f(g) =

∑

g∈G
f(hg) =

∑

g∈G
f(gh) ∀ h ∈ G .Für kontinuierli
he Gruppen mö
hten wir gerne∑g∈G f(g) dur
h ein Integral, ∫

G
f(g)dµ(g),ersetzen. Dazu benötigen wir ein invariantes Maÿ µ.Satz 18. (Haar-Maÿ)Jede kompakte topologis
he Gruppe besitzt ein re
hts- und links-invariantes Maÿ µ, genanntHaar-Maÿ. Dieses ist bis auf Normierung eindeutig.(ohne Beweis � aber für kompakte Lie-Gruppen geben wir glei
h eine Kon-struktionsvors
hrift für µ an) 87



Bemerkungen:1. Das heiÿt
µ(gA) = µ(Ag) = µ(A)

∀ g ∈ G und alle Borel-Mengen A ⊂ G, bzw.
dµ(gh) = dµ(hg) = dµ(g) ∀ g, h ∈ G .2. Normiere im Folgenden so, dass

|G| =
∫

G

dµ(g) = 1 .3. Es gilt also (z.B. für stetige Funktionen f)
∫

G

f(hg) dµ(g) =
g′=hg

∫

G

f(g′) dµ(h−1g′) =

∫

G

f(g′) dµ(g′) und
∫

G

f(gh) dµ(g) =
g′=gh

∫

G

f(g′) dµ(g′h−1) =

∫

G

f(g′) dµ(g′) .4. Auÿerdem folgt ∫
G

f(g−1) dµ(g) =
∫

G

f(g) dµ(g) bzw. dµ(g−1) = dµ(g), denn
∫

G

f(g−1) dµ(g) =

∫

G

f(hg−1) dµ(g) =

∫

G

∫

G

f(hg−1) dµ(h)

︸ ︷︷ ︸
R

G
f(h) dµ(h)

dµ(g) =
R

G

dµ(g)=1

∫

G

f(h) dµ(h) .5. Man kann unter no
h allgemeineren Voraussetzungen invariante Maÿe �nden, z.B.haben au
h lokalkompakte Gruppen (wie GL(n,R) oder die Lorentz-Gruppe) bis aufNormierung eindeutige linksinvariante und re
htsinvariante Maÿe, diese sind aberi.A. ni
ht glei
h.Viele Eigens
haften folgen nun bereits aus der Existenz eines Haar-Maÿes � man muss esni
ht explizit kennen. Trotzdem zunä
hst. . .6.6.1 Bere
hnung des Haar-Maÿes von Lie-GruppenParametrisiere die Gruppenelemente dur
h n = dimG Parameter, d.h. g = g(x1, . . . , xn),dann gilt (lokal)
dµ(g) = ̺(x1, . . . , xn) dnxmit einer geeigneten Di
hte ̺(x) und dem Lebesgue-Maÿ dnx = dx1 . . .dxn. Konstruierenun ̺, so dass die Invarianz erfüllt ist.Zunä
hst: Verhalten von ̺ unter Umparametrisierung (Koordinatenwe
hsel) x = f(y):

dµ(g) = ̺(x) dnx = ̺(f(y))

∣∣∣∣det

(
∂f

∂y
(y)

)∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸Ja
obi-Det. dny =: ˜̺(y) dny88



Entwi
kle nun (−i)g(x)−1 ∂g
∂xj

(x) in eine Basis {Xk} der Lie-Algebra,
g(x)−1 ∂g

∂xj
(x) = i

∑

k

XkA(x)kjDas geht, denn falls g(x) = I, dann ist der Ausdru
k ein Generator, und sonst liegt ∂g
∂xj

(x)im Tangentialraum an der Stelle g(x) und wird von g−1(x) in den Tangentialraum an Itransportiert.Oder bera
hte explizit h(x, y) := g(x)−1g(x + y) für festes x als Kurve in G. Dann gilt
h(x, 0) = I und damit

∂h

∂yj
(x, 0) = g(x)−1∂g

xj
(x) ∈ g .Behauptung: Die Di
hte ̺(x) := | detA(x)| de�niert ein links-invariantes Maÿ.Beweis:(i) Prüfe zunä
hst das Verhalten unter Koordinatenwe
hseln x = f(y). Nenne dazu

g(f(y)) =: g̃(y). Es gilt
g̃(y)−1 ∂g̃

∂yj
(y) = g(f(y))−1

∑

l

∂g

∂xl
(f(y))

∂fl
∂yj

(y)

= i
∑

l,k

XkA(f(y))kl
∂fl
∂yj

(y)
!
= i
∑

k

XkÃ(y)kj ,d.h. Ã(y) = A(f(y)) ∂f
∂y

(y) und damit
˜̺(y) = | det Ã(y)| = | detA(f(y))|︸ ︷︷ ︸

̺(f(y))

∣∣∣∣det
∂f

∂y
(y)

∣∣∣∣wie gewüns
ht.(ii) Wähle nun die spezielle Parametrisierung von g̃ := hg dur
h
g̃(x) = h · g(x) .
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Dann gilt
g̃(x)−1 ∂g̃

∂xj
(x) = (h · g(x))−1h

∂g

∂xj
(x) = g(x)−1 ∂g

∂xj
(x)d.h. ˜̺(x) = ̺(x) und damit folgt die geforderte Invarianz,

dµ(hg) = ˜̺(x) dnx = ̺(x) dnx = dµ(g) .(iii) Eine beliebige andere Parametrisierung von hg errei
hen wir dur
h einen weiterenKoordinatenwe
hsel wie in (i).
�Prüfe nun Re
htsinvarianz: Wähle Parametrisierung von g̃ := gh dur
h

g̃(x) = g(x) · h .Es folgt
g̃(x)−1 ∂g̃

∂xj
(x) = h−1g(x)−1 ∂g

∂xj
(x) h = h−1 i

∑

k

XkA(x)kj h .Da h−1Xkh ∈ g,17 können wir s
hreiben h−1Xkh =
∑

lXlϕ(h)lk mit einer Matrix ϕ(h),also
g̃(x)−1 ∂g̃

∂xj
(x) = i

∑

kl

Xlϕ(h)lkA(x)kj =: i
∑

l

XlÃ(x)ljd.h. Ã(x) = ϕ(h)A(x) und damit
dµ(gh) = ˜̺(x) dnx = | det Ã(x)| dnx = | detϕ(h)| | detA(x)| dnx

= | detϕ(h)| ̺(x) dnx = | detϕ(h)| dµ(g)Der Faktor | detϕ(h)| heiÿt Modularfunktion von G. Falls | detϕ(h)| = 1 ∀ h ∈ G, so heiÿt
G unimodular, und das linksinvariante Maÿ ist au
h re
htsinvariant.Betra
hte nun

∫

G

f(gh) dµ(g) =
g′=gh

∫

G

f(g′) dµ(g′h−1) = | detϕ(h−1)|
∫

G

f(g′) dµ(g′)und wähle für kompaktes G die konstante Funktion f ≡ 1. Dann gilt
∫

G

dµ(g) = | detϕ(h−1)|
∫

G

dµ(g)d.h. kompakte Lie-Gruppen sind unimodular.17Sei g(t) eine Kurve mit g(0) = I und ġ(0) = X ⇒ g̃(t) = hg(t)h−1 ist Kurve mit g̃(0) = I und
−i ˙̃g(0) = hXh−1, d.h. hXh−1 ∈ g ∀ h ∈ G, vgl. au
h ÜA 24 & 25.90



Triviales Beispiel: SO(2) (vgl. Abs
hnitt 6.2)Parametrisierung
g(φ) =

(
cosφ − sinφ
sin φ cos φ

)
,Generator

X = −i
dg

dφ
(0) =

(
0 i
−i 0

)
.Es gilt

g(φ)−1 dg

dφ
(φ) =

(
cos φ sin φ
− sinφ cosφ

)(
− sin φ − cos φ
cosφ − sinφ

)
=

(
0 −1
1 0

)
= iX ,d.h. A(φ) = 1 und damit dµ(φ) = dφ (wie erwartet).Nun zu dem, was wir bereits ohne explizite Kenntnis des Haar-Maÿes s
hlieÿen können. . .6.7 Eigens
haften kompakter Lie-GruppenDie Sätze 3 und 6 (inkl. Korollar) für Darstellungen endli
her Gruppen gelten au
h fürstetige Darstellungen kompakter Lie-Gruppen, wenn man in Sätzen und Beweisen

1

|G|
∑

g∈G
. . . dur
h ∫

G

. . . dµ(g)ersetzt, d.h.:(i) Jede endli
hdimensionale Darstellung ist äquivalent zu einer unitären Darstellung.(ii) Die Elemente der Darstellungsmatrizen unitärer, irreduzibler Darstellungen Γµ, Γν(ni
ht-äquivalnet für µ 6= µ) sind orthogonal, d.h.
∫

G

(Γµ(g)jk)
∗ Γν(g)j′k′ dµ(g) =

1

dµ
δµνδjj′δkk′wobei dµ = dim Γµ.(iii) Ebenso die Charaktere χµ(g) = tr Γµ(g) =

∑
j Γµ(g)jj,

∫

G

χµ(g)∗ χν(g) dµ(g) = δµν .Daraus folgt wieder:
Γ ist irreduzibel ⇔

∫

G

|χ(g)|2 dµ(g) = 1 (wobei χ(g) = tr Γ(g)) ,sowie: Ist Γ direkte Summe irreduzibler Darstellungen Γµ, also Γ =
∑
µ⊕
aµΓ

µ, so gilt
aµ =

∫

G

χµ(g)∗ χ(g) dµ(g) .91



Für endli
he Gruppen galt auÿerdem die Vollständigkeit der Elemente der Darstellungsma-trizen (vgl. ÜA 16) bzw. die vollständige Reduzierbarkeit der Gruppenalgebra A(G) undder auf ihr operierenden regulären Darstellung (vgl. Abs
hnitt 4.3). Daraus folgte, dass esnur endli
h viele ni
ht-äquivalente irreduzible Darstellungen gab (Abs
hnitt 2.7).Ähnli
h kann man für kompakte Lie-Gruppen G zeigen, dass sie abzählbar viele ni
ht-äquivalente irreduzible Darstellungen haben. Diese haben stets endli
he Dimension. Au-ÿerdem kann jede stetige Darstellung in eine direkte Summe irreduzibler Darstellungenzerlegt werden. Basis hierfür ist das Peter-Weyl-Theorem.Betra
hte den Vektorraum C(G) stetiger Funktionen φ : G→ C mit Skalarprodukt
〈φ|ψ〉 :=

∫

G

φ(g)∗ ψ(g) dµ(g)(vgl. die obigen Orthogonalitätsbeziehungen für Matrixelemente und Charaktere irredu-zibler Darstellungen). Die Rolle der regulären Darstellung übernimmt die Darstellung Γ,de�niert dur
h
(Γ(h)φ)(g) = φ(h−1g) ∀ h ∈ G .Darstellung, da

(Γ(h′)(Γ(h)φ))(g) = (Γ(h)φ)(h′−1g) = φ(h−1h′−1g) = (Γ(h′h)φ)(g) ,wie bei den OA-Operatoren, vgl. z.B. Abs
hnitt 2.4.1.Satz 19. Peter-Weyl-TheoremSei G eine kompakte Lie-Gruppe mit ni
ht-äquivalenten irreduziblen Darstellungen Γµ,
dim Γµ = dµ. Dann bilden die Matrixelemente √dµ Γµ(g)jk, j, k = 1, . . . , dµ, ein vollstän-diges Orthonormalsystem von C(G).(ohne Beweis)Bemerkungen:1. Wir können also jede Funktion f ∈ C(G) entwi
klen als

f(g) =
∑

µ,j,k

cµjk Γµ(g)jkwobei
cµjk = dµ

∫

G

Γµ(g)jk
∗ f(g) dµ(g) .Dies verallgemeinert die Fourierentwi
klung (erhalten wir für SO(2) bzw. U(1), vgl.Abs
hnitt 6.2).2. Vollständigkeit in Physiker-S
hreibweise:

∑

µ,j,k

dµ Γµ(g)jk Γµ(g′)jk
∗

= δ(g − g′)wobei ∫

G

δ(g − g′) f(g) dµ(g) = f(g) .92



6.8 Irreduzible Darstellungen von SO(3)Für jedes g ∈ SO(3) existiert ein X ∈ so(3), so dass g = eiX . Wähle z.B. folgende Basisvon so(3),
J1 =




0 0 0
0 0 −i
0 i 0



 , J2 =




0 0 i
0 0 0
−i 0 0



 , J3 =




0 −i 0
i 0 0
0 0 0



 ,(Generatoren aus Abs
hnitt 6.4 mal (−1)) mit
[Jj , Jk] = i

∑

l

εjklJl .Dann gilt
R~n(ψ) = e−iψ~n ~J wobei ~n ~J =

n∑

j=1

njJj(Drehung am A
hse ~n und Winkel ψ, vgl. Abs
hnitt 6.5), denn ~x(t) := e−it~n ~J~x(0) erfüllt
~̇x = (−i~n ~J) ~x =




0 −n3 n2

n3 0 −n1

−n2 n1 0








x1

x2

x3



 =




−n3x2 + n2x3

n3x1 − n1x3

−n2x1 + n1x3



 = ~n× ~x ,d.h. Kreisbewegung / Drehung um A
hse ~n.

• Jede Darstellung einer Lie-Gruppe liefert (dur
h Ableiten) eine Darstellung der zu-gehörigen Lie-Algebra (dur
h Matrizen).
• Eine Darstellung der Lie-Algebra so(3) liefert (dur
h Exponentieren) eine Darstellungder Gruppe SO(3), wenn die globalen (topologis
hen) Eigens
haften erfüllt werden.93



Der Operator
J2 :=

3∑

j=1

J2
jvertaus
ht mit allen Generatoren (und damit mit jedem X ∈ so(3)):

[J2, Jk] =
∑

j

[J2
j , Jk] =

∑

j

(Jj [Jj, Jk] + [Jj, Jk]Jk)

= i
∑

j,l

(JjεjklJl + εjklJlJj︸ ︷︷ ︸
=εlkjJjJl

) = i
∑

j,l

(εjkl + εjlk)︸ ︷︷ ︸
=0

JjJl = 0 .

J2 ist kein Lie-Algebra-Element, sondern als sog. Casimir-Operator ein Element der ein-hüllenden Algebra (später). [·, ·] ist der Kommutator.
• Daraus folgt weiter [J2, g] = 0 ∀ g ∈ SO(3), da g = eiX mit X ∈ so(3).
• Für Darstellungen muss das alles au
h für die Darstellungsmatrizen von g, X, und
J2 gelten.
• Ist die Darstellung irreduzibel, so folgt aus dem 1. S
hur's
hen Lemma (Satz 4), dassdie Darstellungsmatrix von J2 ein Vielfa
hes der Einheitsmatrix ist.Sei nun eine Darstellung auf einen Vektorraum V gegeben (i.A. reduzibel).Verkürze Notation: Bezei
hne die Darstellungsmatrizen von g,X, J2 au
h mit g,X, J2.Konstruiere irreduzible Unterräume (und damit irreduzible Darstellungen) wie folgt:
• Wähle einen geeigneten Startvektor.
• Erzeuge eine irreduzible Basis dur
h wiederholte Anwendung der Generatoren.Geeigneter Startvektor: Gemeinsamer Eigenvektor von J2 und J3 (mögli
h, da [J2, J3] = 0),in Dira
-Notation

J3|m〉 = m|jm〉(Eigenwert von J2 ni
ht expliziz angezeigt, da wir nun einen irreduziblen Unterraum kon-struieren, d.h. in einem festen Eigenraum von J2 bleiben.)De�niere
J± := J1 ± iJ2 .Dann gilt

[J±, J3] = [J1 ± iJ2, J3] = −iJ2 ± i(iJ1) = ∓(J1 ± iJ2) = ∓J±94



und damit
J3(J±|m〉) = (J±J3 − [J±, J3])|m〉 = (J±m± J±)|m〉 = (m+ 1)(J±|m〉) ,d.h. entweder J±|m〉 ∝ |m± 1〉 oder J±|m〉 = 0.Da der invariante Unterraum endli
he Dimension hat, muÿ die Serie oben und unten ab-bre
hen, sagen wir oben bei m = j und unten bei m = ℓ,

J3|j〉 = j|j〉 , J3|ℓ〉 = ℓ|ℓ〉 ,
J+|j〉 = 0 , J−|ℓ〉 = 0 .Weiter gilt

J−J+ = (J1 − iJ2)(J1 + iJ2) = J2
1 + J2

2 + i[J1, J2]

= J2
1 + J2

2 − J3 ⇒ J2 = J2
3 + J−J+ + J3sowie

J+J− = (J1 + iJ2)(J1 − iJ2) = J2
1 + J2

2 − i[J1, J2]

= J2
1 + J2

2 + J3 ⇒ J2 = J2
3 + J+J− − J3 .Daraus folgt

J2|j〉 = (J2
3 + J3 + J−J+)|j〉 = j(j + 1)|j〉

J2|ℓ〉 = (J2
3 − J3 + J+J−)|ℓ〉 = ℓ(ℓ− 1)|ℓ〉Da alle Zustände in einem irreduziblen Unterrraum denselben Eigenwert von J2 haben,folgt
j(j + 1) = ℓ(ℓ− 1) .Quadratis
he Glei
hung, also 2 Lösungen: ℓ = −j und ℓ = j + 1, aber laut Annahme ist

j ≥ ℓ, d.h.
ℓ = −j und j ≥ 0 .Da wir in ganzzahligen S
hritten von ℓ = −j zu j kommen, gilt
j − (−j) = 2j ∈ NAlso hat so(3) irreduzible Darstellungen mit j = 0, 1

2
, 1, 3

2
, 2, . . .

• Die Anzahl der Basisvektoren und damit die Dimension der Darstellung j ist 2j + 1.95



• Für die orthonormalen Basisvektoren, nun bezei
hnet dur
h |jm〉 gilt
J2|jm〉 = j(j + 1)|jm〉
J3|jm〉 = m|jm〉
J±|jm〉 = [j(j + 1)−m(m± 1)]1/2|j,m± 1〉Bezei
hne mit Γj(g) die potentiellen Darstellungen von SO(3) de�niert dur
h

Γj(g)|jm〉 = g|jm〉 ,d.h. die Matrixelemente sind
Γj(g)mm′ = 〈jm|g|jm′〉 .speziell

Γj(e−itJ3)mm′ = 〈jm|e−itJ3 |jm′〉 = 〈jm|e−itm′ |jm′〉 = e−itmδmm′ .Es ist e−2πiJ3 = I, aber Γj(e−2πiJ3) = e−2πimδmm′ , d.h. nur für
m ∈ N0 ⇔ j ∈ N0ist Γj(e−2πiJ3) = 12j+1 und wir erhalten tatsä
hli
h Darstellungen von SO(3).Irreduzible Darstellungen von SU(2)Die Pauli-Matrizen σ1, σ2, σ3 (vgl. ÜA 33) bilden eine Basis der Lie-Algebra su(2) mit

[σj , σk] = 2i
∑

l

εjklσl ,d.h. die σk/2 erfüllen dieselben Beziehungen wie die Jk, also gilt su(2) ∼= so(3). Damit ken-nen also au
h alle irreduziblen Darstellungen von su(2). Da SU(2) = exp(isu(2)) (ÜA 34)und weil SU(2) einfa
h zusammenhängend ist, erhalten wir für alle j ∈ N0/2 irreduzibleDarstellungen von SU(2).Den letzten S
hritt no
hmal explizit: Laut ÜA 35 gilt für den Homomorphismus
ϕ : SU(2)→ SO(3) dass ϕ(e−i α

2
~n~σ) = R~n(α), aber e−i α

2
~n~σ ist erst für α = 4π die Identität!

Γj(e−4πi
σ3
2 ) = 12j+1 gilt aber au
h für halbzahlige j.CharaktereDa alle Drehungen um den glei
hen Winkel in derselben Äquivalenzklasse sind, genügt es,Drehungen um ~e3 zu betra
hten:

χj(ψ) =

j∑

m=−j
Γj(R~e3(ψ))mm =

j∑

m=−j
e−imψ

(
SO(3), j ∈ N0, ψ ∈ [0, 2π)

)

χj(α) =

j∑

m=−j
Γj(e−i α

2
σ3)mm =

j∑

m=−j
e−imα

(
SU(2), j ∈ N0/2, α ∈ [0, 4π)

)Insbesondere für die de�nierenden (bzw. �fundamentalen�) Darstellungen
χ1/2(α) = 2 cos(α

2
) , χ1(ψ) = 1 + 2 cosψ .96



6.9 Bemerkung zu einigen klassis
hen Lie-GruppenDe�nition: (Adjungierte Darstellung)Sei G eine Lie-Gruppe mit zugehöriger Lie-Algebra g, und sei g ∈ G. Die Abbildung
Ad : g 7→ Adg mit

Adg : g → g

X 7→ gXg−1 =: Adg(X)heiÿt adjungierte Darstellung von G (auf g).Bemerkungen:1. Man de�niert au
h Adg(h) := ghg−1 für h ∈ G.2. Ad ist eine Darstellung, denn(i) g ist ein Vektorraum,(ii) Adg(X) ∈ g, denn h(t) := geiXtg−1 ist eine Kurve in G mit h(0) = I und
ḣ(0) = iAdg(X), d.h. insbesondere

geiXtg−1 = eiAdg(X) ,(iii) Adg(Adh(X)) = Adg(hXh
−1) = ghXh−1g−1 = Adgh(X)3. Für X ∈ g de�niert man weiter (vgl. ÜA 41) adX : g→ g dur
h

adX(Y ) =
1

i

d

dt
AdeiXt(Y )

∣∣∣∣
t=0

=
1

i

d

dt

(
eiXtY e−iXt

)∣∣∣∣
t=0

= [X, Y ] .Lemma 20. (Haupta
hsentransformation (HAT) für unitäre Matrizen)Sei g ∈ U(n). Dann existiert ein h ∈ U(n), so dass h†gh diagonal ist, d.h. insbesondere
g = h




eiϕ1 0. . .
0 eiϕn



h†mit reellen ϕj.Beweis: Führe zurü
k auf HAT für hermites
he Matrizen.Sei Mφ := {g ∈ U(n) : eiφ ist kein Eigenwert von g}. Dann bildet
fφ : Mφ → Cn×n

g 7→ i(eiφ + g)(eiφ − g)−1
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(verallgemeinerte Cayley-Transformation) unitäre g auf hermites
he Matrizen A := f(g)ab, denn
A† = (−i)(e−iφ − g†)−1(e−iφ + g†)

= (−i)(eiφ + g)(eiφ + g)−1

︸ ︷︷ ︸
=1 (e−iφ − g†)−1(e−iφ + g†)

= (−i)(eiφ + g)(1− eiφg† + e−iφg − 1)−1(e−iφ + g†)

= i(eiφ + g) (eiφg† − e−iφg)−1(e−iφ + g†)︸ ︷︷ ︸
=:Bund

B(eiφ − g) = (eiφg† − e−iφg)−1(e−iφ + g†)(eiφ − g)
= (eiφg† − e−iφg)−1(1 + eiφg† − e−iφg−1) = 1 ,d.h. A† = A. Damit existiert ein h ∈ U(n), so dass h†Ah = D diagonal ist (HAT fürhermites
he Matrizen). Weiter ist fφ bijektiv mit

A = i(eiφ + g)(eiφ − g)−1

⇔ A(eiφ − g) = i(eiφ + g)

⇔ eiφ(A− i) = (A + i)g

⇔ g = eiφ(A + i)−1(A− i)= f−1(A) .Zu gegebenem g ∈ U(n) wähle nun φ so, dass g ∈ Mφ, nenne A := fφ(g), und wähle
h ∈ U(n) so, dass h†Ah =: D diagonal ist. Dann diagonalisiert h au
h g, denn

h†gh = h†eiφ(A+ i)−1hh†(A− i)h = eiφ(D + i)−1(D − i) .

�Bemerkung: Gilt analog für g ∈ SU(n) ⊂ U(n), mit h ∈ SU(n), denn falls det h 6= 1,wähle stattdessen h̃ = (det h)−
1
n h.Satz 21. Zu jedem g ∈ U(n) existiert ein X ∈ u(n), so dass g = eiX .Beweis: Laut Lemma 20 existiert ein h ∈ U(n), so dass

g = h




eiϕ1 0. . .
0 eiϕn



h† = heiY h†mit
Y =




ϕ1 0. . .
0 ϕn



 ∈ u(n) .98



Weiter gilt
g = heiY h† = eiAdh(Y )d.h. das gesu
hte X ∈ u(n) ist X = Adh(Y ). �Bemerkungen:1. Mit der Bemerkung na
h Lemma 20 gilt au
h: Zu jedem g ∈ SU(n) existiert ein

X ∈ su(n), so dass g = eiX .2. Ähnli
hes gilt au
h für g ∈ SO(2n): Man zeigt zunä
hst, dass ein h ∈ SO(2n) exis-tiert, so dass
g = h




R1 0. . .
0 Rn



hTmit Rj ∈ SO(2). Für SO(2n+ 1) hat die Diagonalmatrix no
h eine zusätzli
he Zeilemit einer 1. Damit lässt si
h au
h jedes g ∈ SO(n) als eiX mit X ∈ so(n) s
hreiben.3. Für all diese Gruppen, können wir also bei der Konstruktion irreduzibler Darstel-lungen vorgehen wie in Abs
hnitt 6.8 für SO(3) bzw. SU(2): Konstruiere zunä
hstirreduzible Darstellungen für die Lie-Algebra und dur
h Exponentieren (potentielle)Darstellungen der Gruppe.4. Die auftretenden Diagonalmatrizen sind maximale abels
he Untergruppen (sogenann-te maximale Tori) der jeweiligen Gruppen.6.10 Weitere Begri�e zu Lie-AlgebrenMit den Überlegungen aus Abs
hnitt 20 wissen wir, wann wir von Darstellungen der Lie-Algebra auf Darstellungen der Lie-Gruppe s
hlieÿen können. Das war der letzte S
hritt inder Vorgehensweise aus Abs
hnitt 6.8. Zuvor hatten wir bei der Konstruktion von Dar-stellungen der Lie-Algebra Eigens
haften von J2 verwendet. Im folgenden diskutieren wirno
hmal allgemeiner, was in diesem ersten S
hritt passiert ist, und erwähnen dabei einigeBegri�e, auf die wir aber z.T. ni
ht näher eingehen werden.De�nition: (Darstellungen von Lie-Algebren)Sei g eine Lie-Algebra und V ein Vektorraum. Eine Darstellung φ : g → GL(V ) ordnetjedem X ∈ g eine lineare Abbildung φ(X) : V → V zu, so dass
φ( [X, Y ]︸ ︷︷ ︸Lie-Klammer) = [φ(X), φ(Y )]︸ ︷︷ ︸Kommutator ∀ X, Y ∈ g .Beispiele:1. Dur
h ad : g ∋ X 7→ adX mit adX(Y ) = [X, Y ] wir eine Darstellung von g auf g99



de�niert, denn
adX(adY (Z))− adY (adX(Z)) = [X, [Y, Z]]− [Y, [X,Z]]

= [X, [Y, Z]] + [Y, [Z,X]]

=Ja
obi-Id.−[Z, [X, Y ]]

= [[X, Y ], Z]

= ad[X,Y ](Z) ∀ Z ∈ g .In einer Basis {Xj} von g sind die Matrixelemente der Darstellungsmatrizen dur
hdie Strukturkonstanten gegeben:
adXj

(Xk) =: i
∑

l

Xl (adXj
)lk

= [Xj , Xk] = i
∑

l

cljkXl .2. Aus einer Darstellung Γ einer Lie-Gruppe erhält man (dur
h Ableiten) eine Darstel-lung dΓ der Lie-Algebra g, wobei
dΓ(X) =

1

i

d

dt
Γ(eiXt)

∣∣∣∣
t=0

.In diesem Abs
hnitt ist die Konvention mit dem i in der Exponentialabbildung wenigerges
hi
kt. . .De�nition: (Einhüllende Algebra)Sei g eine Lie-Algebra mit Basis {Xj}. Die einhüllende Algebra E(g) besteht aus formalenPolynomen in den Generatoren,
∑

j

aj(iXj) +
∑

jk

bjk(iXj)(iXk) +
∑

jkl

cjkl(iXj)(iXk)(iXl) + . . . , aj, bjk, cjkl ∈ R ,wobei iXj iXk und iXkiXj + iXl identi�ziert werden, falls [iXj, iXk] = iXl.Bemerkungen:1. Eine Darstellungen φ einer Lie-Agebra liefert dann au
h eine Darstellung der ein-hüllenden Algebra (nenne au
h φ), wobei die formalen Produkte und Summen zuMatrix-Produkten und Matrix-Summen werden.2. Eine Basis der einhüllenden Algebra bilden z.B. diejenigen Monome der Generatoren,bei den die Indizes von links na
h re
hts aufsteigend angeordnet sind � alle anderenlassen si
h dur
h Aussnutzen der Lie-Klammer als Linearkombinationen darstellen.Beispiele für SU(2):
σ2σ1 = σ1σ2 − [σ1, σ2] = σ1σ2 − 2iσ3

σ1σ3σ2 = σ1(σ2σ3 − [σ2, σ3]) = σ1σ2σ3 − 2iσ1σ1100



De�nition: (Casimir-Operator)Ein C ∈ E(g) heiÿt Casimir-Operator, fallsC mit allen Elementen der einhüllenden Algebravertaus
ht, d.h. falls
[C,A] = 0 ∀ A ∈ E(g) .Beispiel: J2 := J2

1 + J2
2 + J2

3 für SO(3) (vgl. Abs
hnitt 6.8).Bemerkungen:1. Ein Casimir-Operator vertaus
ht insbesondere mit allen X ∈ g ⊆ E(g).2. Damit folgt au
h [C, eiX ] = 0 ∀ X ∈ g, d.h. für die Fälle aus Abs
hnitt 6.8 und 6.9,wo galt G = exp(ig), folgt sofort, dass [C, g] = 0 ∀ g ∈ G.3. [C, g] = 0 ∀ g ∈ G gilt sogar allgemein, denn man kann zeigen:
• exp(ig) enthält immer eine Umgebung der Identität in G.
• Dur
h (endli
he) Produkte eiXeiY eiZ . . . errei
ht man alle g ∈ G0, der Zusam-menhangskomponente der Identität.
• Da G/G0 total unzusammenhängend ist (Abs
hnitt 6.1), vertaus
ht au
h jedes
h ∈ G/G0 mit allen g ∈ G (ÜA 37) und damit mit allen X ∈ g und allen
A ∈ E(g).4. Für Darstellungen (der Lie-Gruppe, der Lie-Algebra und der einhüllenden Algebra)gilt damit [dΓ(C),Γ(g)] = 0 ∀ g ∈ G, und mit dem 1. S
hur's
hen Lemma folgt fürirreduzible Darstellungen, dass dΓ(C) ein Vielfa
hes von 1 ist.Einen Casimir-Operator �ndet man wie folgt. . .De�nition: (Killing-Form)SeiG eine Lie-Gruppe mit zugehöriger Lie-Algebra g, und sei ad die adjungierte Darstellungvon g. Die symmetris
he Bilinearform

K : g× g→ R

(X, Y ) 7→ K(X, Y ) := tr(adX ◦ adY )heiÿt Killing-Form (vgl. ÜA 34).Bemerkungen:1. K ist bilininear da ad und tr linear sind.2. K ist symmetris
h, da unter der Spur zyklis
h vertaus
ht werden darf, z.B. gilt miteiner Basis {Xj}

(adX ◦ adY )(Xj) = adX

(
∑

k

Xk(adY )kj

)
=
∑

kl

Xl(adX)lk(adY )kjund damit
tr(adX ◦ adY ) =

∑

jk

(adX)jk(adY )kj = tr(adX ◦ adY ) .Hier wurde nur die Linearität von adX benutzt.101



3. Es gilt K(Adg(X),Adg(Y )) = K(X, Y ) ∀ X, Y ∈ g und ∀ g ∈ G, denn mit
adAdg(X)(Z) = [gXg−1, Z]

= gXg−1Z − ZgXg−1

= g(Xg−1Zg − g−1ZgX)g−1

= g[X, g−1Zg]g−1

= Adg ◦ adX ◦ Adg−1folgt
K(Adg(X),Adg(Y )) = tr(adAdg(X) ◦ adAdg(Y ))

= tr(Adg ◦ adX ◦ Adg−1 ◦ Adg︸ ︷︷ ︸◦ adY ◦ Adg−1)

= tr(adX ◦ adY )

= K(X, Y )(zyklis
hes Vertaus
hen unter der Spur).4. Für halbeinfa
he Lie-Gruppen (haben wir ni
ht de�niert, aber die klassis
hen Grup-pen SU(n) und SO(n) gehören dazu)) ist K positiv de�nit, de�niert also ein Skalar-produkt. Wähle in diesem Fall eine Orthonormalbasis {Xj} bezügli
h K, d.h.
K(Xj , Xk) = δjk .Behauptung: (Quadratis
her Casimir-Operator)Dann ist C2 :=

∑

j

XjXj immer ein Casimir-Operator.Beweis:(i) Zunä
hst: C2 ist unabhängig von der Wahl der ON-Basis, denn sind {Xj} und
{Yj} ON-Basen, so existiert ein S mit

Yj =
∑

k

XkSkj ,und es gilt
δjk = K(Yj, Yk) =

∑

lm

K(Xl, Xm)︸ ︷︷ ︸
δlm

SljSmk =
∑

l

SljSlk

⇔ Slj = (S−1)jl (⇔ S ist orthogonal) .Damit folgt
∑

j

YjYj =
∑

jkl

XkXlSkjSlj =
∑

jkl

XkXlSkj(S
−1)jl =

∑

kl

XkXlδkl =
∑

k

XkXk .102



(ii) C2 ist Casimir-Operator ⇔ [C2, X] = 0 ∀ X ∈ g ⇔ Adg(C2) = C2 ∀ g ∈ G.Bere
hne also
Adg(C2) = g

∑

j

Xjg
−1gXjg

−1 =
∑

j

Adg(Xj) Adg(Xj)︸ ︷︷ ︸
=:Yj

=
∑

j

YjYj = C2 ,denn {Yj = Adg(Xj)} ist eine ON-Basis, da
K(Yj , Yk) = K(Adg(Xj),Adg(Xk)) = K(Xj , Xk) = δjk .

�
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7 Die Tensormethode zur Konstruktion irreduzibler Dar-stellungen von GL(m) und UntergruppenKurzversion der Abs
hnitte 7.1 und 7.2Sei V im Folgenden stets ein Vektorraum über C mit dimV = m.De�niere den Tensorraum V ⊗n = V ⊗ · · · ⊗ V︸ ︷︷ ︸
n Faktoren .Bilde Tensorprodukte aus |vj〉 ∈ V , j = 1, . . . , n:

|v1〉 ⊗ |v2〉 ⊗ · · · ⊗ |vn〉 ∈ V ⊗n .Allgemeine |v〉 ∈ V ⊗n sind Linearkombinationen sol
her Tensorprodukte und heiÿen Ten-soren n-ter Stufe.
• Darstellung von GL(m) auf V ⊗n: De�nierende Darstellung auf jedem Faktor, g ∈

GL(m),
g
(
|v1〉 ⊗ |v2〉 ⊗ · · · ⊗ |vn〉

)
= (g|v1〉)⊗ (g|v2〉)⊗ · · · ⊗ (g|vn〉) ,setze dur
h Linearität auf ganz V ⊗n fort.

• Darstellung von Sn auf V ⊗n: p ∈ Sn,
p
(
|v1〉 ⊗ |v2〉 ⊗ · · · ⊗ |vn〉

)
= |vp−1(1)〉 ⊗ |vp−1(2)〉 ⊗ · · · ⊗ |vp−1(n)〉 ,setze ebenfalls dur
h Linearität auf ganz V ⊗n fort.O�ensi
htli
h gilt:

gp|v〉 = pg|v〉 ∀ p ∈ Sn , ∀ g ∈ GL(m) und ∀ |v〉 ∈ V ⊗n(z.B. dur
h Hins
hreiben für Tensorprodukte).In einer Basis. . . Wähle eine Basis von V : |j〉, j = 1, . . . , m.Bilde eine Produktbasis von V ⊗n:
|j1〉 ⊗ · · · ⊗ |jn〉 =: |j1 . . . jn〉 , jk = 1, . . . , m (k = 1, . . . , n) .Allgemeines Element |x〉 ∈ V ⊗n:

|x〉 =
m∑

j1,...,jn=1

xj1...jn|j1 . . . jn〉 =
↑Summationskonventionxj1...jn|j1 . . . jn〉 ,z.B. mit p ∈ Sn

p|x〉 = xj1...jn|jp−1(1) . . . jp−1(n)〉
= xjp(1)...jp(n)

|j1 . . . jn〉 .In den folgenden beiden Abs
hnitten wird no
h einiges explizit in Produktbasen gere
hnet...104



7.1 Tensoren und Tensorräume
• sei Vm ein m-dim. Vektorraum und {g} die Menge invertierbarer linearer Transfor-mationen auf Vmdie Transformationen g bilden eine Gruppe isomorph zu GL(m,C) (im folgendenabgekürzt GL(m))
• sei {|i〉; i = 1, . . . , m} eine Basis von Vmdann ist eine Matrixdarstellung von GL(m) gegeben dur
h

g|i〉 = |j〉gji (Summe über j)mit det gji 6= 0das ist die sog. de�nierende oder fundamentale Darstellung von GL(m)diese ist irreduzibel und wird im folgenden au
h mit g bezei
hnet
• der Produktraum V ⊗n ≡ Vm ⊗ · · · ⊗ Vm (mit n Faktoren von Vm) heiÿtTensorraum
• eine Basis für V ⊗n ist gegeben dur
h

|i1 · · · in〉 ≡ |i1〉 ⊗ · · · ⊗ |in〉abgekürzt: |i〉n
• ein beliebiges Element x ∈ V ⊗n kann ges
hrieben werden als

|x〉 = |i1 · · · in〉xi1···inabgekürzt: |x〉 = |i〉nx{i}die x{i} heiÿen Tensorkomponenten von |x〉
• die Elemente von GL(m) induzieren folgende Transformationen auf V ⊗n:

g|i〉n = |j〉nD(g){j}{i}mit D(g){j}{i} = gj1i1 · · · gjnindie D(g) bilden eine mn-dimensionale Darstellung von GL(m), die Produktdarstel-lung g ⊗ · · · ⊗ g, mit Trägerraum V ⊗n

• die |x〉 ∈ V ⊗n transformieren si
h unter GL(m) wie folgt:
|xg〉 ≡ g|x〉 = (g|i〉n)x{i} = |j〉nD(g){j}{i}x{i}

!
= |j〉nx

g
{j}

→ xg{j} = D(g){j}{i}x{i}Objekte, die si
h wie die |x〉 transformieren, heiÿen Tensoren n-ter Stufe bezügli
hGL(m)insbesondere sind Vektoren Tensoren erster Stufe
• wenn wir die Operatoren bzw. Matrizen g auf die Untergruppen U(m), SU(m) oderO(m) eins
hränken, können wir Tensoren bezügli
h dieser Gruppen de�nieren105



7.2 Wirkung der symmetris
hen Gruppe auf dem Tensorraum
• betra
hte eine Permutation p =

(
1 2 · · · n
p1 p2 · · · pn

)
∈ Sn und ordne ihr eine lineareTransformation auf V ⊗n zu:

|xp〉 ≡ p|x〉 = |i1 · · · in〉xpi1···inmit xpi1···in ≡ xip1 ···ipnhier wirkt p nur auf die Tensorkomponenten x{i} und ni
ht auf die Basistensoren |i〉n
• andererseits kann man p au
h auf die Basistensoren wirken lassen (und ni
ht auf dieTensorkomponenten)wegen

|xp〉 = |i1 · · · in〉xip1 ···ipn
= |ip−1

1
· · · ip−1

n
〉xi1···inist die Wirkung von p auf die Basistensoren gegeben dur
h

p|i1 · · · in〉 = |ip−1
1
· · · ip−1

n
〉 = |ip−1〉ndaher gilt

p|i〉n = |j〉nΓ(p){j}{i}mit Γ(p){j}{i} = δj1i
p
−1
1

· · · δjni
p
−1
n

= δjp1 i1
· · · δjpn in

• Bsp.: m = 2, n = 3, p = (123) und
|x〉 = |111〉+ 3|112〉+ 4|122〉+ 2|211〉+ 5|212〉+ 4|221〉d.h. wir haben

x111 = 1 , x112 = 3 , x121 = 0 , x122 = 4

x211 = 2 , x212 = 5 , x221 = 4 , x222 = 0� Mögl. 1: Wirkung auf die Tensorkomponenten
x

(123)
i1i2i3

= xi2i3i1 , d.h.
x

(123)
111 = 1 , x

(123)
112 = 0 , x

(123)
121 = 2 , x

(123)
122 = 4

x
(123)
211 = 3 , x

(123)
212 = 4 , x

(123)
221 = 5 , x

(123)
222 = 0und damit

|x(123)〉 = |111〉+ 2|121〉+ 4|122〉+ 3|211〉+ 4|212〉+ 5|221〉106



� Mögl. 2: Wirkung auf die Basistensoren
p−1 = (321) → p|i1i2i3〉 = |i3i1i2〉, d.h.

p|111〉 = |111〉 , p|112〉 = |211〉 , p|121〉 = |112〉 , p|122〉 = |212〉
p|211〉 = |121〉 , p|212〉 = |221〉 , p|221〉 = |122〉 , p|222〉 = |222〉und damit
|x(123)〉 = |111〉+ 3|211〉+ 4|212〉+ 2|121〉+ 5|221〉+ 4|122〉 X

• wi
htiger Punkt Nr. 1 (s. Tung Lemma 5.1 ): die DarstellungsmatrizenD(g) und Γ(p)haben folgende Symmetrie:für q =

(
1 2 · · · n
q1 q2 · · · qn

)
∈ Sn und {iq} = (iq1 · · · iqn) gilt

D{j}{i} = D{jq}{iq}d.h. die Matrizen sind invariant, wenn dieselbe Permutation glei
hzeitig auf die Indi-zes von i und j angewandt wird (es ändert si
h ledigli
h die Reihenfolge der Faktorenvon g in D(g) bzw. der Krone
kerdeltas in Γ(p))
• wi
htiger Punkt Nr. 2: die Matrizen D(g) (g ∈ GL(m)) und Γ(p) (p ∈ Sn) kommu-tieren miteinander, d.h.

pg|i〉n = gp|i〉n(Beweis in Übungen)
• sowohl die Darstellung D(g) von GL(m) als au
h die Darstellung Γ(p) von Sn auf
V ⊗n ist i.A. reduzibel� aus Kap. 5 wissen wir bereits, wie wir Γ(p) in irred. Komponenten zerlegenkönnen, nämli
h dur
h Anwendung der irred. Symmetrisierer der Algebra A(Sn)� im Folgenden werden wir sehen, dass dieser Prozeÿ au
h zur Reduzierung von

D(g) führt� der tiefe Grund dafür ist, dass die GL(m) und Sn Transformationen auf V ⊗nmiteinander kommutieren und dass dies die �maximalen� Gruppen sind, die dieseEigens
haft haben
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7.3 Zerlegung des Tensorraums in irreduzible Unterräume bezüg-li
h Sn bzw. GL(m)7.3.1 Symmetrieklassen im Tensorraum
• Notation: Sei (wie in Kapitel 5)� Θp

λ ein Young-Tableau� epλ der dazugehörige Young-Operator� Lλ = {reλ ; r ∈ A(Sn)} das von eλ erzeugte irred. Linksideal(vgl. Abs
hnitt 5.4: eλ = eIλ. Die anderen epλ erzeugen au
h minimale Linksideale,und die entspre
henden irreduziblen Darstellungen für festes λ sind äquivalent.)
• Ziel: Im Folgenden werden wir sehen:� Ein Unterraum der Form

span(r|α〉) für festes |α〉 ∈ V ⊗n undbeliebiges r ∈ Lλist invariant und irreduzibel unter Sn.� Ein Unterraum der Form
span(epλ|α〉)

für festes epλ undbeliebiges |α〉 ∈ V ⊗nist invariant und irreduzibel unter GL(m).� Der Tensorraum V ⊗n kann so zerlegt werden, dass die Basistensoren die Form
|λ, α, a〉 haben, mit
λ = Symmetrieklasse, gegeben dur
h das Young-Diagramm,
α = Index für die vers
h. irred. inv. Unterräume bzgl. Sn,
a = Index für die vers
h. irred. inv. Unterräume bzgl. GL(m).

• Für ein gegebenes Young-Tableau heiÿen die {epλ|α〉 : |α〉 ∈ V ⊗n} Tensoren derSymmetrie Θp
λ.

• Für ein gegebenes Young-Diagramm heiÿen die {reλ|α〉 : r ∈ A(Sn) , |α〉 ∈ V ⊗n}Tensoren der Symmetrieklasse λ.
• Betra
hte zunä
hst einen Unterraum Tλ(α) = {reλ|α〉 ; r ∈ A(Sn)} für festes α.Dann ist Tλ(α) entweder leer oder(i) Tλ(α) ist invariant und irreduzibel unter Sn und(ii) die Darstellung von Sn auf Tλ(α) ist gegeben dur
h die irreduzible Darstellung,die von eλ auf Lλ erzeugt wird. 108



Beweis:(i) Sei |x〉 ∈ Tλ(α), dann existiert ein r ∈ A(Sn) so dass
|x〉 = reλ|α〉

⇒ p|x〉 = pr︸︷︷︸
∈A(Sn)

eλ|α〉 ∈ Tλ(α) ∀ p ∈ Sn .

⇒ Tλ(α) ist invariant unter Sn. (�irreduzibel� folgt glei
h aus (ii))(ii) Sei {rieλ} eine Basis von Lλ ⇒ {rieλ|α〉} ist eine Basis von Tλ(α).a) Wirkung von Sn auf Lλ: p ∈ Sn,
prieλ = rjeλΓ

λ(p)ji .b) Wirkung von Sn auf Tλ(α): p ∈ Sn,
prieλ|α〉 = rjeλΓ

λ(p)ji|α〉 = rjeλ|α〉Γλ(p)ji .

⇒ Die Darstellungsmatrizen auf Tλ(α) sind dieselben wie auf Lλ, und insbeson-dere ist Tλ(α) irreduzibel.7.3.2 Total symmetris
he und total antisymmetris
he Tensoren
• Sei Θλ=s = · · · , d.h. es = s ist der totale Symmetrisierer von Sn,
Ls ist eindimensional.
⇒ Für gegebenes |α〉 ist Ts(α) eindimensional = span(es|α〉).Sol
he Tensoren sind total symmmetris
h (in allen Indizes).Jedes Tλ(α) trägt die triviale Darstellung.Beispiel: m = 2, n = 3 ⇒ es = 1

6
[I + (12) + (13) + (23) + (123) + (132)]Hier gibt es 4 vers
hiedene total symmmetris
he Tensoren:

es|111〉 = |111〉 =: |s, 1, 1〉
es|112〉 = 1

3
(|112〉+ |121〉+ |211〉) =: |s, 2, 1〉

es|122〉 = 1
3
(|122〉+ |212〉+ |221〉) =: |s, 3, 1〉

es|222〉 = |222〉 =: |s, 4, 1〉Den Raum, der von den Tensoren der Symmetrieklasse s aufgespannt wird, nennenwir T ′
s.

109



• Total antisymmetris
he Tensoren (λ = a) gibt es nur für n ≤ m, also nur bis zurStufe m,
Θλ=a = ... , denn für n > m enthält jeder Basisvektor mindestenszwei glei
he Indizes, sagen wir jk = jl in |j1 . . . jn〉 ⇒dur
h Antisymmetrisieren ergibt si
h Null.Die Darstellung von Sn auf Ta(α) ist sgn.

• Beispiel: Tensoren 2. Stufe (n = 2) in m Dimensionen
es|ii〉 = |ii〉 i = 1, . . . , m

es|ij〉 =
1

2
(|ij〉+ |ji〉) i 6= j (i = 1, . . . , n, j = i+ 1, . . . , n)

⇒ m+ 1
2
(m2 −m) = 1

2
(m2 +m) total symmetris
he Tensoren.

ea|ii〉 = 0 i = 1, . . . , m

ea|ij〉 =
1

2
(|ij〉 − |ji〉) i 6= j

⇒ 1
2
(m2 −m) total antisymmetris
he Tensoren (einer für m = 2).7.3.3 Tensoren mit gemis
hter SymmetrieBetra
hte wieder das Beispiel von Tensoren 3. Stufe (n = 3) in m = 2 Dimensionen undspeziell

Θλ=κ = 1 2
3

mit eκ = [I + (12)][I − (13)](hier ist p = I, ni
ht mitges
hrieben, also Θκ = ΘI
κ)Aus Abs
hnitt 5.3 wissen wir: Lκ = span(eκ, (23)eκ)

• Wähle zunä
hst |α〉 = |112〉

eκ|112〉 = [e+ (12)][|112〉 − |211〉]
= 2|112〉 − |211〉 − |121〉 =: |κ, 1, 1〉

(23)eκ|112〉 = (23)[2|112〉 − |211〉 − |121〉]
= 2|121〉 − |211〉 − |112〉 =: |κ, 1, 2〉Für alle r ∈ A(Sn) ist reκ|α〉 eine Linearkombination dieser beiden Tensoren.

⇒ Diese beiden gemis
hten Tensoren bilden eine Basis für einen 2-dimensionalenUnterraum Tκ(1), der invariant und irreduzibel unter S3 ist (vgl. Abs
hnitt 5.3) .110



• Wähle nun |α〉 = |221〉

eκ|221〉 = 2|221〉 − |122〉 − |212〉] =: |κ, 2, 1〉
(23)eκ|112〉 = 2|212〉 − |122〉 − |221〉] =: |κ, 2, 2〉Dies ist eine Basis für einen weiteren 2-dimensionalen, irreduziblen, invarianten Un-terraum Tκ(2).

• |κ, 1, 1〉 und |κ, 2, 1〉 sind Tensoren der SymmetrieΘκ und spannen den 2-dimensionalenUnterraum T ′
κ(1) := {eκ|α〉 : |α〉 ∈ V ⊗3} auf.(i) T ′

κ(1) ist invariant unter GL(2), denn aus gp = pg ∀ g ∈ GL(2) und ∀ p ∈ Sn
⇒ geκ|α〉 = eκ g|α〉︸︷︷︸

∈V ⊗3

∈ T ′
κ(1) .Dieses Argument hat werder n = 3 no
h m = 2 verwendet, gilt also allgemein.(ii) T ′

κ(1) ist irreduzibel unter GL(2).Beweis: Wir konstruieren explizit die Darstellungsmatrizen für g ∈ GL(2).
g|κ, 1, 1〉 = g(2|112〉 − |211〉 − |121〉)es war g|112〉 = |ijk〉gi1gj1gk2 (Summe über i, j, k)

= 2|ijk〉gi1gj1gk2 − |ijk〉gi2gj1gk1 − |ijk〉gi1gj2gk1
3× 8 = 24 Terme
= |112〉 (2g11g11g22 − g12g11g21 − g11g12g21)︸ ︷︷ ︸

=2g11 det g

+ |211〉 (2g21g11g12 − g22g11g11 − g21g12g11)︸ ︷︷ ︸
=−g11 det g

+ |121〉 (2g11g21g12 − g12g21g11 − g11g22g11)︸ ︷︷ ︸
=−g11 det g

+ |221〉 (2g21g21g12 − g22g21g11 − g21g22g11)︸ ︷︷ ︸
=−2g21 det g

+ |122〉 (2g11g21g22 − g12g21g21 − g11g22g21)︸ ︷︷ ︸
=g21 det g

+ |212〉 (2g21g11g22 − g22g11g21 − g21g12g21)︸ ︷︷ ︸
=g21 det gDie restli
he Terme müssen Null ergeben, da T ′

κ(1) invariant unter GL(m) ist.
= det g

(
|κ, 1, 1〉g11 + |κ, 2, 1〉(−g21)

)Analog �ndet man
g|κ, 2, 1〉 = det g

(
|κ, 1, 1〉(−g12) + |κ, 2, 1〉g22

)
,111



d.h. die Darstellungsmatrizen,
Dκ(g) = det g

(
g11 −g21

−g12 g22

)
,sind selbst ∈ GL(2) und jede GL(2)-Matrix tritt au
h als Dκ(g) auf. Falls dieDarstellung reduzibel wäre, müssten alle D(g) einen gemeinsamen Eigenvektorhaben � o�ensi
htli
h ni
ht der Fall, also ist die Darstellung irreduzibel. �

• Analog �ndet man: |κ, 1, 2〉 und |κ, 2, 2〉 sind Tensoren der Symmetrie Θ
(23)
κ undspannen den 2-dimensionalen Raum T ′

κ(2) := {e(23)κ |α〉 : |α〉 ∈ V ⊗3} auf.
T ′
κ(2) ist au
h invariant und irreduzibel unter GL(2) und trägt die glei
he Darstellungvon GL(2) wie T ′

κ(1).
• Die Räume T ′

κ(a) (a = 1, 2) enthalten alle Tensoren der Symmetrieklasse κ = .
• Der 8-dimensionale Tensorraum V ⊗3 ist somit vollständig reduziert:

V ⊗3 = T ′
s ⊕ Tκ(1)

տ
⊕ Tκ(2)

ր
= T ′

s ⊕ T ′
κ(1)
տ
⊕ T ′

κ(2)
րinv. unter S3 inv. unter GL(2)

T ′
s trägt übrigens eine 4-dimensionale irreduzible Darstellung von GL(2) und zerfälltunter S3 in eine direkte Summe aus 4 eindimensionalen Räumen, die jeweils dietriviale Darstellung tragen. Als Basistensoren von V ⊗3 können wir wählen:� Die 4 total symmetris
hen Tensoren |s, α, 1〉 aus Abs
hnitt 7.3.2 mit α = 1, . . . , 4� Die 4 Tensoren |κ, α, a〉 mit α = 1, 2 und a = 1, 2.7.3.4 Vollständige Reduzierung des TensorraumsDie Beoba
htungen aus Abs
hnitt 7.3.3 verallgemeinern si
h wie folgt:

• Zwei Unterräume des Tensorraums V ⊗n, die invariant und irreduzibel unter Sn sindund zur selben Symmetrieklasse λ gehören, sind entweder identis
h oder disjunkt.
• Wenn die zwei irreduziblen, invarianten Unterräume zu vers
hiedenen Symmetrie-klassen gehören, sind sie disjunkt.
• Der Tensorraum kann vollständig zerlegt werden in irreduzible, invariante Unterräu-me bzgl. Sn,

V ⊗n =
∑

λ⊕

∑

α⊕
Tλ(α) .Dabei treten nur Young-Diagramme auf, die hö
hstens m Zeilen haben. (glei
hesArgument wie bei den vollständig antisymmetris
hen Tensoren in Abs
hnitt 7.3.2)112



• Eine Basis von Tλ(α) bilden die Tensoren |λ, α, a〉 mit a = 1, . . . , dim(Tλ(α)).
• Die Basistensoren können so gewählt werden, dass die Darstellungsmatrizen für Snauf Tλ(α) identis
h sind für alle α, die zur selben Symmetrieklasse λ gehören:

p|λ, α, a〉 = |λ, α, b〉Γλ(p)ba︸ ︷︷ ︸unabh. von α für alle p ∈ Sn
• Die Zerlegung von V ⊗n bzgl. der Symmetrieklassen von Sn führt automatis
h zu einerZerlegung von V ⊗n in irreduzible, invariante Unterräume von GL(m):� Die Unterräume T ′

λ(a), die von den |λ, α, a〉 mit festem λ und festem a aufge-spannt werden, sind invariant (s.o.) und irreduzibel (ohne Beweis) unter GL(m).� Die irreduzible Darstellung von GL(m) auf T ′
λ(a), ist unabhängig von a, d.h.zu glei
hen Young-Diagrammen gehören die glei
hen irreduziblen Darstellungenvon GL(m).Beweis: Sei |x〉 ∈ Tλ(α) ⊆ T ′

λ. Dann existiert ein r ∈ A(Sn) mit
|x〉 = reλ|α〉 .Für jedes g ∈ GL(m) gilt (wegen gp = pg ∀p ∈ Sn)

g(reλ)|α〉 = (reλ)g|α〉 ∈ Tλ(gα) ⊆ T ′
λ ,d.h. dur
h g wird die Symmetrieklasse ni
ht verändert, also gilt

g|λ, α, a〉 = |λ, β, b〉Dλ(g)(βb)(αa)(Summe über das Indexpaar (βb))Das wussten wir natürli
h au
h deshalb bereits, weil die T ′
λ(a) invariant unter

GL(m) sind.Zeige nun, dass Dλ(g)(βb)(αa) diagonal in den Indizes (a, b) ist.Sei wieder g ∈ GL(m), p ∈ Sn:
gp|λ, α, a〉 = g|λ, α, c〉Γλ(p)ca = |λ, β, b〉Dλ(g)(βb)(αc)Γ

λ(p)caund
pg|λ, α, a〉 = p|λ, β, c〉Dλ(g)(βc)(αa) = |λ, β, b〉Γλ(p)bcDλ(g)(βc)(αa) .Wegen gp = pg sind die re
hten Seiten glei
h. Statt der lateinis
hen Indizess
hreibe ein Matrixprodukt:

Dλ(g)βαΓ
λ(p) = Γλ(p)Dλ(g)βα .Da gültig ∀ p ∈ Sn folgt mit dem S
hur's
hen Lemma (Satz 4), dass Dλ(g)βαein Vielfa
hes der Einheitsmatrix bzw. Dλ(g)(βc)(αa) diagonal in den lateinis
henIndizes ist. �113



7.3.5 Dimensionen der GL(m)-DarstellungenIm Prinzip klar, denn zu jedem Young-Diagramm Θλ gehört eine Darstellung Γλ von
Sn und eine Darstellung Dλ von GL(m). Für die Sn-Darstellung können wir Dimensionund Multiplizität (wie oft sie in einer Produktdarstellung vorkommt) mit den Methodenaus Abs
hnitt 4.3.1 und Kapitel 5 bestimmen. Gemäÿ der Konstruktion in den Abs
hnit-ten 7.3.1�7.3.4 ist die Muliplizität von Γλ glei
h der Dimension von Dλ und umgekehrt.Die Bestimmung auf diesem Weg ist aber mühsam, daher. . .Graphis
he Regel: Betra
hte ein Young-Diagramm, z.B. (also S7), und das zuge-hörige normale Young-Tableau

Θλ =
1 2 3 4
5 6
7

.Wende den Young-Operator eλ auf |i1 . . . i7〉 an. (ik ∈ 1, 2, . . . , m, i.A. m 6= n, hier n = 7)Frage: Für wel
he Startvektoren entstehen linear unabhängige Ergebnisse?S
hreibe die is in das Young-Diagramm:
i1 i2 i3 i4
i5 i6
i7

(∗)Es war eλ = sλaλ (siehe Abs
hnitt 5.3). Daher gilt:(i) eλ|i1 . . . in〉 = 0 falls zwei glei
he Zahlen in einer Spalte stehen.(ii) eλvλ = sgn(vλ)eλ und damit sind eλvλ|i1 . . . in〉 und eλ|i1 . . . in〉 linear abhängig.Es genügt also, sol
he Startvektoren |i1 . . . in〉 zu betra
hten, bei denen die Zahlen in (∗)in jeder Spalte aufsteigend sind.Wähle nun die is so, dass sie in den Zeilen ni
ht abfallen. (Hier sind glei
he Werte zulässig!)Man kann zeigen:(i) Die so erhaltenen eλ|i1 . . . in〉 sind linear unabhängig.(ii) eλhλ|i1 . . . in〉 ist eine Linearkombination der bereits erhaltenen Tensoren.Denn wegen hλeλ = aλ sind die eλ|i1 . . . in〉 symmetris
h in allen is, die in (∗) in einer Zeilestehen. Dies begrenzt die Anzahl der Basistensoren, die zu einer festen Menge {i1, . . . , in}von Indizes erzeugt werden kann.Damit lässt die si
h die Dimension der GL(m)-Darstellungen bere
hnen, z.B. gilt fürm = 2(vgl. Abs
hnitt 7.3.3)
dimD = 2 und dimD = 4 ,

114



denn die zulässigen Mögli
hkeiten sind
1 1
2

und 1 2
2bzw. 1 1 1 , 1 1 2 , 1 2 2 und 2 2 2 .Für und m = 2 gibt es keine zulässige Verteilung der Zahlen 1 und 2. (Das ist konsistentdamit, dass es keine antisymmetris
hen Tensoren mit n > m gibt, vgl. Abs
hnitt 7.3.2.)Weiter folgt au
h dimD = 2 für GL(2), denn 1 und 2 , und allgemein

dimD = m für GL(m) .Wir s
hreiben D für die de�nierende Darstellung, d.h.
V ⊗n = ⊗ · · · ⊗︸ ︷︷ ︸

n Faktoren .Damit können wir das Ergebnis von Abs
hnitt 7.3.3 ausdrü
ken als
⊗ ⊗ = ⊕ ⊕

2 · 2 · 2 = 4 + 2 + 2 .(Für GL(2)! In den Übungen dann für m = 3.)Weitere Formeln für die Dimensionen der GL(m)-Darstellungen (ohne Beweis):
dim(Dλ) =

(
m−1∏

k=1

1

k!

)
det
[
(λi
↑Anzahl der Felder in Zeile i von Θλ

+m− i)m−j
]

i,j=1,...,m
=

(
m−1∏

k=1

1

k!

)
m∏

i<j

(λi − λj − i+ j)

=
∏

ij

m+ j − i
hij

(Produkt über alle Felder von Θλ

i = Zeilenindex, j = Spaltenindex)
↑Hakenlänge des Feldes i, j (siehe Abs
hnitt 5.5)Zurü
k zum Beispiel V ⊗3, m = 2:

dim(D ) = det

(
4 1
0 1

)
= 4

=
2 + 1− 1

3
· 2 + 2− 1

2
· 2 + 3− 1

1
=

2

3
· 3
2
· 4 = 4

dim(D ) = det

(
3 1
1 1

)
= 2

=
2 + 1− 1

3
· 2 + 2− 1

1
· 2 + 1− 2

1
=

2

3
· 3 · 1 = 2Bemerkung: Mit der Tensormethode kann man alle sogenannten ganzrationalen irredu-ziblen Darstellungen von GL(m) konstruieren, d.h. die Elemente der Darstellungsmatrizensind homogene Polynome in den gij. Es gibt aber no
h andere Darstellungen.115



7.4 Irreduzible Darstellungen von U(m) und SU(m)
• Die irreduziblen Darstellungen von GL(m) aus Abs
hnitt 7.3.4 induzieren au
h Dar-stellungen der Untergruppen von GL(m). Diese müssen i.A. ni
ht irreduzibel sein,sind es aber für U(m) und SU(m), jedo
h ni
ht für O(m). Weitere irreduzible Dar-stellungen von U(m) und SU(m) gibt es ni
ht.
• Wegen U(m) =

(
SU(m)×U(1)

)
/Zm (direktes Produkt, siehe Abs
hnitt 1.8) sind dieDarstellungen von U(m) gegeben dur
h

Dλ
U(m)(g) = (det g)k Dλ

SU(m)(g̃) für g ∈ U(m) und g̃ ∈ SU(m) mit einem k ∈ Z .Wir betra
hten im Folgenden nur no
h SU(m).
• Für SU(m) sind die beiden irreduziblen Darstellungen, die zu den Young-Diagrammen

(λ1, . . . , λm) und (λ1 +k, . . . , λm+k) gehören, äquivalent � z.B. für m = 5 und k = 1und .Beweis in ÜA 45. (Die beiden Diagramme unters
heiden si
h dur
h einen Faktor
(det g)k, und det g = 1 für g ∈ SU(m))
• Aus dem Beweis folgt au
h, dass das Young-Diagramm (m Felder) der trivialenDarstellung von SU(m) entspri
ht, d.h.

g 7→ 1 ∀ g ∈ SU(m) .Funktionen, die si
h unter SU(m) in dieser Darstellung transformieren, heiÿen SU(m)-Skalare oder SU(m)-Singuletts. Sol
he Funktionen transformieren si
h aber in dertotal antisymmetris
hen Darstellung von Sm.
• Irreduzible Darstellungen von SU(2):� de�nierende / fundamentale Darstellung: mit Dimension 2� triviale Darstellung: mit Dimension = 1� m = 2 ⇒ die Young-Diagramme haben hö
hstens 2 Zeilen, d.h.jede irreduzible Darstellung ist äquivalent

∗ entweder zu , z.B. ∼ ∼ ∼

∗ oder zu einem Diagramm mit einer Zeile, das man dur
h Abs
hneiden allerSpalten mit zwei Feldern erhält,z.B. ∼ ∼ ∼116



⇒ Wir müssen auÿer nur Diagramme mit einer Zeile betra
hten.� Dimension der Darstellung zum Diagramm mit einer Zeile und k Feldern:
1 ··· 1 1 , 1 ··· 1 2 , 1 ··· 2 2 , 2 ··· 2 2︸ ︷︷ ︸

k + 1 Mögli
hkeitenAlternativ mit Hakenlängen:
∏

ij

m+ j − i
hij

=
k∏

j=1

2 + j − 1

k − j + 1
=

(k + 1)!

k!
= k + 1

⇒ Für SU(2) gibt es zu jedem k ∈ N0 genau eine irreduzible Darstellung mitDimension k + 1 (vgl. mit Abs
hnitt 6.8) .
• Irreduzible Darstellungen von SU(3):� fundamentale Darstellung: mit Dimension 3� triviale Darstellung: mit Dimension 1� m = 3⇒ die Young-Diagramme haben hö
hstens 3 Zeilen, d.h. alle Darstellun-gen sind äquivalent entweder zu oder zu einem Diagramm mit hö
hstens 2Zeilen, d.h. (λ1, λ2, 0) mit

dim(Dλ) =
1

2
det




(λ1 + 2)2 λ1 + 2 1
(λ2 + 1)2 λ2 + 1 1

0 0 1



 =
1

2
(λ1 + 2)(λ2 + 1)(λ1 − λ2 + 1) .
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7.5 Reduzierung des Produktes zweier irreduzibler DarstellungenGegeben seien zwei irreduzible Darstellungen Dλ und Dλ′ von GL(m), U(m) oder SU(m)mit Young-Diagrammen Θλ und Θλ′ .Aufgabe: Reduziere die Produktdarstellung Dλ ⊗Dλ′.Aus dem bisher Gelernten kann man dafür eine einfa
he graphis
he Regel herleiten (ohneBeweis):1. S
hreibe die Zahl i in alle Felder der Zeile i von Θλ′ .2. Betra
hte alle Mögli
hkeiten, die Felder von Θλ′ in der Reihenfolge �zuerst die Ein-sen, dann die Zweien usw.� dem Young-Diagramm Θλ hinzuzufügen, na
h folgendenRegeln:(a) In jedem S
hritt muÿ das resultierende Young-Diagramm erlaubt sein und darfni
ht mehr als m Zeilen haben.(b) Dieselbe Zahl darf ni
ht zweimal in einer Spalte auftreten.(
) Wenn die Zahlen in der Reihenfolge �Zeilen von oben na
h unten, jede Zeile vonre
hts na
h links� gelesen werden, darf es in dieser Zahlenfolge nie mehr is als
i-1s geben.3. Wenn zwei so erzeugte Young-Diagramme dieselbe Form haben, werden sie nur alsvers
hieden gezählt, wenn die is vers
hieden verteilt sind.4. Für SU(m) können Spalten mit m Feldern gestri
hen werden.5. Als Konsistenztest immer die Dimensionen auf beiden Seiten verglei
hen!Beispiele:1. SU(2)

5⊗ 4 = (j = 2)⊗ (j =
3

2
) = ⊗ 1 1 1

=

(
1 ⊕

1

)
⊗ 1 1

=

(
1 1 ⊕ 1

1
⊕

1 1

)
⊗ 1

= 1 1 1 ⊕ 1 1
1

⊕ 1
1 1

⊕
1 1 1

= ⊕ ⊕ ⊕

= 8⊕ 6⊕ 4⊕ 2 = (j =
7

2
)⊕ (j =

5

2
)⊕ (j =

3

2
)⊕ (j =

1

2
)Das wurde übrigens in ÜA 44 b) mit einer anderen Methode bere
hnet.118



2. SU(3)Die Querbalken über man
hen Zahlen dürfen momentan getrost irgnoriert werden �Ihre Bedeutung wird im nä
hsten Abs
hnitt erklärt.
3̄⊗ 3 = ⊗ 1 = 1 ⊕

1
= 8⊕ 1oder 3⊗ 3̄ = ⊗ 1

2
=

(
1 ⊕

1

)
⊗ 2 = 1

2
⊕ 1

2
= 8⊕ 1

3⊗ 3 = ⊗ 1 = 1 ⊕
1

= 6⊕ 3̄

3⊗ 3⊗ 3 = (6⊕ 3̄)⊗ 3 =

(
⊕

)
⊗ 1 = 1 ⊕

1
⊕ 1 ⊕

1

= 10⊕ 8⊕ 8⊕ 1

8⊗ 8 = ⊗ 1 1
2

=



 1 ⊕
1
⊕

1



⊗ 1
2

=



 1 1 ⊕ 1
1

⊕
1

1
⊕ 1

1



⊗ 2

= 1 1
2

⊕
1 1

2
⊕ 1

1 2
⊕

1
1

2
⊕

1
2

1
⊕ 1

1 2

= ⊕ ⊕ ⊕ ⊕ ⊕

= 27⊕ 10⊕ 10⊕ 8⊕ 8⊕ 17.6 Komplexkonjugierte DarstellungenBeoba
htung: Gelegentli
h gilt dimDλ = dimDλ′ für λ 6= λ′. In man
hen Fällen ist das�Zufall�, in anderen lässt es si
h dur
h die folgende Konstruktion verstehen. Zunä
hst einBeispiel. . .Beispiel: Betra
hte für m = 3.Basistensoren: (antisymmetris
he Tensoren 2. Stufe in 3 Dimensionen)
|23〉 − |32〉 , |31〉 − |13〉 , |12〉 − |21〉 .119



Wirkung von GL(3), z.B.
g(|12〉 − |21〉) = |ij〉(gi1gj2 − gi2gj1)

= |23〉(g21g32 − g22g31) + |32〉(g31g22 − g32g21)︸ ︷︷ ︸
=(|23〉−|32〉) det

“ g21 g22
g31 g32

”

+ |31〉(g31g12 − g32g11) + |13〉(g11g32 − g12g31)︸ ︷︷ ︸
=(|31〉−|13〉) (−1) det

“ g11 g12
g31 g32

”

+ |12〉(g11g22 − g12g21) + |21〉(g21g12 − g22g11)︸ ︷︷ ︸
=(|12〉−|21〉) det

“ g11 g12
g21 g22

”

,analog für die anderen beiden. Damit gilt
D (g) =





det

(
g22 g23

g32 g33

)
(−1) det

(
g21 g23

g31 g33

)
det

(
g21 g22

g31 g32

)

(−1) det

(
g12 g13

g32 g33

)
det

(
g11 g13

g31 g33

)
(−1) det

(
g11 g12

g31 g32

)

det

(
g12 g13

g21 g23

)
(−1) det

(
g11 g13

g21 g23

)
det

(
g11 g12

g21 g22

)





= adj(g)T ,

Mit der zu g adjunkten Matrix adj(g). Laut Cramers
her Regel gilt g−1 =
adj(g)

det g
, d.h.

D (g) = det g · (g−1)T .Bemerkungen:1. Dies zeigt man analog für beliebiges m und das Young-Diagramm (m− 1 Felder).2. Verglei
he au
h mit der zweidimensionalen Darstelllung aus Abs
hnitt 7.3.3.Für SU(3) ist det g = 1 und g−1 = g†, d.h. D (g) = g∗. Wir s
hreiben = ∗ und setzeneinen Querbalken über die Dimension.Für GL(m) ist die Situation tatsä
hli
h no
h etwas komplizierter, als in den vorherigenAbs
hnitten suggeriert wurde: Neben der de�nierenden Darstellung g sind au
h (g−1)T , g∗und ((g−1)T )∗ m-dimensionale Darstellungen von GL(m). Diese sind i.A. ni
ht äquivalentzu g. Das Young-Diagramm steht dann man
hmal für g, man
hmal für eine der an-deren Darstellungen, mit entspre
henden Komplikationen für andere Young-Diagramme.Wir haben in den vorangegangen Abs
hnitten demonstriert, dass wir mithilfe der Young-Diagramme Produktdarstellungen von GL(m) in irrreduzible Darstellungen zerlegen, und120



deren Dimensionen bestimmen können � ob die Darstellungen, die den glei
hen Young-Diagrammen in vers
hiedenen Re
hungen zugeornet sind, äquivalent sind, haben wir ni
htgezeigt.Für SU(m) gilt wegen g† = g−1, dass
(g−1)T = g∗ und ((g−1)T )∗ = g ,d.h. je zwei der vier Darstellungen sind äquivalent. Weiter erhält man die zu einer Darstel-lung komplexkonjugierte Darstellung, dur
h folgende graphis
he Regel, d.h. für SU(m) istdie Zuordnung von Young-Diagrammen und zu irreduziblen Darstellungen eindeutig.Komplexkonjugierte Darstellungen für SU(m)1. Starte mit einem Young-Diagrammmit hö
hstens m−1 Zeilen. (Das einzigem-zeiligeDiagramm entspri
ht der trivialen Darstellung, die glei
h ihrem Komplexkonjugiertenist.)2. Ergänze das Diagramm zu einem Re
hte
k der Höhe m und der Breite des ursprüng-li
hen Diagramms.3. Die hinzugefügten Kästen, um 180◦ gedreht, bilden das Young-Diagramm der kom-plexkonjugierten Darstellung.Beispiele:1. SU(3)

 ∗
∗

 = ∗ (siehe oben)2. SU(4)

 
∗ ∗

∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗

 =








∗

3. SU(2) allgemein
···  

···
∗ ∗ ··· ∗  ··· = ··· ∗Dies ist konsistent mit ÜA 43: Dort wurde gezeigt, dass für SU(2) jede Darstellungäquivalent zu ihrem Komplexkonjugierten ist.4. SU(3) allgemein

··· ···
···  

··· ···
··· ∗ ··· ∗

∗ ··· ∗ ··· ∗
 

··· ···
··· =

(
··· ···
···

)∗d.h. (λ1, λ2)
∗ = (λ1, λ1 − λ2). 121



8 Anwendungen in der Teil
henphysik8.1 Arten von Elementarteil
hen
• Im Standardmodell der Elementarteil
henphysik gibt es4 Kräfte/We
hselwirkungen (WW):1. starke WW2. elektromagnetis
he WW3. s
hwa
he WW4. Gravitation
• �Elementarteil
hen� fallen in drei Klassen:1. Leptonen (z.B. Elektron): Spin 1

2
, unterliegen ni
ht der starken WW2. Hadronen (z.B. Proton): unterliegen der starken WW3. Teil
hen, die die Kräfte übertragen: Spin ganzzahlig (z.B. Photon, Gluon)

• Hadronen sind aus kleineren Bausteinen (Quarks mit Spin 1
2
) zusammengesetzt undfallen in zwei Klassen:(a) Baryonen (∼ qqq, z.B. Proton, Neutron): Spin = 1

2
, 3

2
, . . .(b) Mesonen (∼ q̄q, z.B. Pionen): Spin = 0, 1, 2, . . .

• Leptonenzahl:
L =






1 für Leptonen
−1 für Antileptonen

0 sonst
• Baryonenzahl:

B =






1 für Baryonen
−1 für Antibaryonen

0 sonst
• Quarks: B = 1

3
, Antiquarks: B = −1

3
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8.2 SU(2)-Isospin
• Experimentelle Beoba
htung: Es gibt unter den Hadronen kleine Grüpp
hen (�Mul-tipletts�), die jeweils ungefähr dieselbe Masse (= Eigenwert von H) haben,z.B. Proton p und Neutron n (Baryonen): mp ≈ mn ≈ 940 MeV oderdie drei Pionen (Mesonen): mπ0 ≈ mπ+ ≈ mπ− ≈ 140 MeV.
• Theoretis
he Erklärung:� Die starke WW bestimmt die Massen (hauptsä
hli
h) und ist unabhängig vonder elektris
hen Ladung.� Die (kleinen) Massendi�erenzen kommen von der elektros
hwa
hen WW.
• Wie gewohnt sollten si
h die entarteten Zustände in irreduzible Darstellungen einer�inneren� Symmetriegruppe transformieren. Diese ist zunä
hst unbekannt.
 Finde eine Gruppe, die das beoba
htete Teil
henspektrum erklärt(d.h. Grade der Entartung = Dimensionen der irreduziblen Darstellungen).
• Betra
hte zunä
hst p und n und de�niere ein Objekt mit 2 Komponenten, das Nu-kleon,

N =

(
p
n

)
.� Dieses lebt in einem 2-dimemnsionalen Raum, dem �Isospin�-Raum.� Betra
hte SU(2)-Transformationen in diesem Raum, mit Generatoren I1, I2, I3.� p hat I3 = 1

2
, n hat I3 = −1

2
(per De�nition)� Der Hamilton-Operator der starken WW kommutiert mit allen 3 Generatoren,d.h.

[H, ~I] = 0 .Man sagt die starke WW ist invariant unter SU(2)Isospin.� N transformiert si
h in der 2-dimensionalen fundamentalen, bzw. Duplett-Darstellung(I = 1
2
) von SU(2)Isospin.� Elektris
he Ladung Q folgt dann aus Isospin zu Q = I3 + 1

2
.

• Ähnli
h transformieren si
h andere Hadronen in anderen irreduziblen Darstellungenvon SU(2)Isospinz.B. bilden die Pionen ein Isospin-Triplett (I = 1) mit π+ : I3 = 1
π 0 : I3 = 0
π− : I3 = −1 .
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� Elektris
he Ladung passt ni
ht mit obiger Formel  postuliere Hyperladung Y(später U(1)) mit
Q = I3 + 1

2
Y .Das Nukleon (p und n) hat Y = 1, die 3 Pionen haben Y = 0.

• Vers
hiedene Isospin-Multipletts unters
heiden si
h dur
h die anderen Quantenzahlender starken WW (B, Y , I, J = Spin, P = Parität).Für alle Teil
hen innerhalb eines Multiplett sind diese Quantenzahlen glei
h.
• Ein weitergehendes Klassi�zierungss
hema für die Hadronen folgt aus dem SU(3)-Flavor Quarkmodell, siehe Abs
hnitt 8.4.8.3 SU(2)-Flavor. . . ist eigentli
h immer no
h SU(2)Isospin, aber auf der Ebene der Quarks.
• Hadronen sind aus Quarks zusammengesetzt, deren WW dur
h die QCD bes
hriebenwird.
• In der Natur gibt es 6 Quark-�Flavors� (u, d, s, 
, b, t).Davon sind 2 sehr lei
ht (u, d), einer �lei
ht� (s), und 3 s
hwer (
, b, t).
• In Experimenten mit niedrigen Energien beoba
htet man nur Teil
hen, die aus u undd bestehen.
 Betra
hte zunä
hst nur Nf = 2, d.h. einen 2-dimensionalen Flavor-Raum.
• Der tiefere Grund für die Isospin-Invarianz der Hadronenmassen ist, dass fürmu = mddie QCD-Lagrangedi
hte invariant unter SU(2)Flavor-Transformationen ist, d.h. dieinnere Symmetriegruppe ist SU(2)Flavor.
• Die 2-dimensionale fundamentale Darstellung von SU(2)Flavor operiert auf

q =

(
u
d

) up-Quark (I3 = 1
2
, Y = 1

3
⇒ Q = 2

3
) ,down-Quark (I3 = −1

2
, Y = 1

3
⇒ Q = −1

3
) ,d.h. q transformiert si
h als Duplett unter SU(2)Flavor (I = 1

2
, Y = 1

3
).(Zunä
hst ist also Flavor glei
h Isospin.)

• Im Quarkmodell haben die beiden Nukleonen den �Quark-Inhalt�
p ∼ uud (I3 = 1

2
, Y = 1 ⇒ Q = 1)

n ∼ udd (I3 = −1
2
, Y = 1 ⇒ Q = 0)(∼ bedeutet, dass wir uns zunä
hst ni
ht um Permutationen der Quarks kümmern),d.h. wir haben zunä
hst Produktzustände der Form ⊗ ⊗ . Dabei steht fürdie zweidimensionale de�nierende Darstellung mit I = 1

2
und Y = 1

3
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• Da si
h Teil
hen eines Multipletts in irreduziblen Darstellungen transformieren, zer-legen wir das Produkt:
⊗ ⊗ =

(
⊕

)
⊗ = ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕bzw. in Dimensionen,
2 · 2 · 2 = 4 + 2 + 2oder dur
h die Isospin-Quantenzahl I ausgedrü
kt,

1
2
⊗ 1

2
⊗ 1

2
= 3

2
⊕ 1

2
⊕ 1

2
.In Abs
hnitt 8.4 werden wir sehen:� Das Duplett (p

n

) entspri
ht einer Linearkombination der beiden zweidimensio-nalen irreduziblen Darstellungen (I = 1
2
, Y = 1) auf der re
hten Seite.� Die 4-dimensionale irreduzible Darstellung (I = 3

2
, Y = 1) entspri
ht den ∆-Baryonen.

• Mesonen bestehen im Quarkmodell aus einem Quark und einem Antiquark. Letztereerhält man dur
h Anwendung des Ladungsumkehr-Operators C = AK. Dabei ist Aein selbstadjungierter Operator und K der Operator der Komplexkonjugation:
Cu =: ū Cd =: d̄Betra
hte eine SU(2) Transformation des Quark-Dupletts:

(
u′

d′

)
= g

(
u
d

)

⇒ C

(
u′

d′

)
= g∗C

(
u
d

)
(A kommutiert mit g)

⇔
(
ū′

d̄′

)
= g∗

(
ū
d̄

)
,d.h. das �Anti-Duplett� (ū

d̄

) transformiert si
h in 2̄Da für SU(2) 2̄ äquivalent zu 2 ist, können wir können ū und d̄ au
h so zu einemDuplett zusammenfassen, dass dieses si
h in 2 transformiert: Mit h = ( 0 −1
1 0 ) ∈ SU(2)gilt (vgl. ÜA 43)

g∗ = h−1gh
(
ū′

d̄′

)
= h−1gh

(
ū
d̄

)

h

(
ū′

d̄′

)
= g h

(
ū
d̄

)125



d.h. h(ū
d̄

)
=

(
−d̄
ū

) transformiert si
h wie (u
d

) in 2, also als Isospin-Duplett mit
(
−d̄
ū

) (I3 = 1
2
, Y = −1

3
⇒ Q = 1

3
) ,(I3 = −1

2
, Y = −1

3
⇒ Q = −2

3
) ,(Hier wurde no
h hineingeste
kt, dass Y 7→ −Y unter C.)Zerlege nun also

⊗ ∗ =
↑

„

u
d

«

⊗
↑

„

−d̄
ū

«

= ⊕bzw. 2 · 2 = 3 + 1 (Dimensionen)oder 1

2
⊗ 1

2
= 1⊕ 0 (Isospin).Konstruiere Multipletts wie am Ende von Abs
hnitt 7.3.2.Dort war: Triplett = {|11〉, 1√

2
(|12〉+ |21〉), |22〉} und Singulett = 1√

2
(|12〉 − |21〉).� Das Isospin-Triplett (I = 1, Y = 0) entspri
ht den Pionen:

I3 = 1 : π+ = −ud̄

I3 = 0 : π0 =
1√
2
(uū− dd̄)

I3 = −1 : π− = dūDiese Zustände sind alle invariant unter u↔ −d̄, d↔ ū.� Das Singulett ist die antisymmetris
he Kombination von je einem Basisvektormit I3 = 1
2
und I3 = −1

2
, d.h.
1√
2
(uū− d(−d̄)) =

1√
2
(uū+ dd̄) .In Abs
hnitt 8.4 werden wir sehen, dass dies dem ω-Meson entspri
ht.Die Einführung des Dupletts (−d̄

ū

) ist ni
ht zwingend notwendig. Wir hätten au
hdirekt mit den Young-Operatoren für die Zerlegung 2⊗ 2̄ = 3⊕ 1 auf auf span(uū+
dd̄) und span(π+, π0, π−) projizieren können. Die Wahl einer Eigenbasis von I3 imdreidimensionalen Unterraum liefert dann die Pionen.
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8.4 SU(3)-Flavor und das Quarkmodell
• Bei höheren Energien tritt zusätzli
h das strange-Quark auf.
 Betra
hte nun Nf = 3, d.h. einen 3-dimensionalen Flavor-Raum mit innerer Sym-metriegruppe SU(3)Flavor.
• Zusätzli
he Quantenzahl: Strangeness S, mit Y = S +B

B I I3 Y S Q

u 1
3

1
2

1
2

1
3

0 2
3

d 1
3

1
2
−1

2
1
3

0 −1
3

s 1
3

0 0 −2
3
−1 −1

3

• QCD-Prozesse lassen S (und damit Y ) invariant.
• LQCD ist nur invariant unter SU(3)Flavor, wenn mu = md = ms. Da mu ≈ md < ms,ist diese Symmetrie ni
ht exakt, sondern gebro
hen zu SU(2)I ×U(1)Y .
⇒ Keine perfekte Entartung, sondern �kleine� Unters
hiede in den Hadronenmasseninnerhalb eines SU(3)-Multipletts.(siehe ÜA 48: Gell-Mann-Okubo-Formel für das Baryonen-Dekuplett)
• Die de�nierende Darstellung 3 von SU(3)Flavor operiert auf

q =




u
d
s



 .

• Mesonen bestehen aus einem Quark und einem Antiquark (das si
h in 3̄ transfor-miert). Zerlege also
⊗ = ⊕ bzw. 3⊗ 3̄ = 8⊕ 1 ,d.h. wir erwaretn Multipletts von annähernd entarteten Mesonen �nden, die aus 8bzw. einem Teil
hen bestehen.

• Experimenteller Befund: Die lei
htesten (d.h. Grundzustands-) Mesonen bilden inder Tat ein Oktett und ein Singulett (zusammen au
h Nonett genannt), mit Quan-tenzahlen B = 0 und JP = 0−.J ist hier der gewöhnli
he Spin.
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� Pseudoskalares Mesonen-Oktett (skalar wegen J = 0, pseudo wegen P = −1):
I3

Y

•
1

π+

(ud̄)

•
K+

(us̄)•
K0

(ds̄)

•π−

(dū)

•K−
(sū)

• K̄0

(sd̄)

••π
0

(uū,dd̄)

ψ8 (uū,dd̄,ss̄)

1
I = 1

2
, m = 496 MeV

I = 1, m = 137 MeV
I = 0, m s.u.
I = 1

2
, m = 496 MeV(Massenunters
hiede wegen Masse des strange Quarks)� Pseudoskalares Mesonen-Singulett: ψ1 mit I = Y = 0.

• In Wirkli
hkeit ist es ein biÿ
hen komplizierter:� Betra
hte die 3 Zustände mit I3 = Y = 0:
∗ π0 ist der I3 = 0 Zustand des Isospin-Tripletts, d.h. π0 = 1√

2
(uū− dd̄).

∗ ψ1 ist der SU(3)-Singulett Zustand, d.h. ψ1 = 1√
3
(uū+ dd̄+ ss̄).

∗ ψ8 ist der SU(3)-Oktett, Isospin-Singulett Zustand.Dieser muÿ orthogonal sein zu π0 und ψ1, d.h. ψ8 = 1√
6
(uū+ dd̄− 2ss̄).� ψ1 und ψ8 haben dieselben Quantenzahlen (I = 0 und JPC = 0−+).

∗ Wäre SU(3)Flavor exakt, dann wären ψ1 und ψ8 physikalis
he Zustände (alsoTeil
hen), da sie si
h in vers
hiedenen irreduziblen Darstellungen von SU(3)transformieren.
∗ SU(3) ist aber explizit gebro
hen.
→ Zustände, die zu vers
hiedenen irreduziblen Darstellungen gehören (aberdieselben Quantenzahlen haben), können mis
hen:

η(548MeV ) = ψ8 cos θ − ψ1 sin θ

η′(958MeV ) = ψ8 sin θ + ψ1 cos θDie physikalis
hen Teil
hen sind η und η′.
θ heiÿt Nonett-Mis
hungswinkel (experimentell θ = −24.6◦).

128



• Zusätzli
h gibt es angeregte qq̄-Zustände (Rotationen, Vibrationen, usw.)Das erste �angeregte� Mesonen-Nonett hat Quantenzahlen B = 0 und JP = 1−.� Vektor-Mesonen-Oktett: (Quarkinhalt wie oben)
I3

Y

•
1

ρ+

•
K∗+

•
K∗0

•ρ−

•K∗− • K̄∗0

••ρ
0

ψ′
8

1
I = 1

2
, m = 892 MeV

I = 1, m = 776 MeV
I = 0, m s.u.
I = 1

2
, m = 892 MeV� Vektor-Mesonen-Singulett: ψ′

1 mit I = Y = 0.Wie oben mis
hen ψ′
1 und ψ′

8, mit θV = 36◦ (fast �ideale� Mis
hung):
φ(1020 MeV) = ψ′

8 cos θV − ψ′
1 sin θV ≈ ss̄

ω(782 MeV) = ψ′
8 sin θV + ψ′

1 cos θV ≈
1√
2
(uū+ dd̄)d.h.

mρ0,ρ+,ρ− ≈ mω︸ ︷︷ ︸kein s-Quark < mK∗0,K∗+,K∗−,K̄∗0

︸ ︷︷ ︸ein s-Quark < mφ︸︷︷︸zwei s-Quarks.
• Baryonen bestehen aus 3 Quarks. Zerlege also

⊗ ⊗ = ⊕ ⊕ ⊕bzw.
3⊗ 3⊗ 3 = 10

↑
S

⊕ 8
↑
MS

⊕ 8
↑
MA

⊕ 1
↑
A

.mit S = Total symmetris
he Tensoren unter S3, d.h. Vertaus
hungen der Quarks,
MS = Tensoren mit gemis
hter Symmetrie (symmetris
h unter Austaus
h derersten beiden Quarks, ohne Beweis),
MA = Tensoren mit gemis
hter Symmetrie (antisymmetris
h unter Austaus
hder ersten beiden Quarks, ohne Beweis),
A = total antisymmertis
he Tensoren.Wir erwarten daher Multipletts von (annähernd) entarteten Baryonen, die aus 10, 8oder einem Teil
hen bestehen. 129



• Experimenteller Befund: Die lei
htesten (d.h. Grundzustands-) Baryonen bilden einOktett und ein Dekuplett:� Baryonen-Oktett (B = 1, JP = 1
2

+):
I3

Y

•
1

Σ+

(uus)

•
p

(uud)•
n

(udd)

•Σ−

(dds)

•Ξ−
(dss)

• Ξ0
(uss)

••(uds)Σ0

Λ

1
I = 1

2
, m = 939 MeV

I = 1, m = 1193 MeV
I = 0, m = 1116 MeV
I = 1

2
, m = 1318 MeV� Baryonen-Dekuplett (B = 1, JP = 3

2

+):
I3

Y

• Ω−(sss)

• Ξ∗0(uss)

•Σ
∗+

(uus)1

•
∆++

(uuu)
•

∆+

(uud)
•

∆0

(udd)
•

∆−

(ddd)

•Σ
∗−

(dds)

•Ξ∗− (dss)

•Σ
∗0

(uds)

1
I = 3

2
, m = 1232 MeV

I = 1, m = 1385 MeV
I = 1

2
, m = 1530 MeV

I = 0, m = 1672 MeV
• Wo sind das Singulett und das zweite Oktett?� Baryonen sind Fermionen, und deren Wellenfunktionen müssen total antisym-metris
h sein (in Raum, Spin, Flavor und Farbe).� Baryonen sind Farb-Singuletts, d.h. sie transformieren si
h unter SU(3)
olor inder Darstellung (triviale Darstellung von SU(3)
olor, antisymmetris
he Dar-stellung von S3).

⇒ Der Farbanteil der Wellenfunktion ist total antisymmetris
h (unter Aus-taus
h der Quarks).� Im Grundzustand ist der Bahndrehimpuls Null, d.h. der Raumanteil der Wel-lenfunktion ist total symmetris
h.130



⇒ der Spin-Flavor-Anteil muÿ total symmetris
h sein.� Für die Spins der 3 Quarks im Baryon gilt (hier stehen die Young-Diagrammefür SU(2)Spin)
⊗ ⊗ = ( ⊕ ) ⊗ = ⊕ ⊕ = ⊕ ⊕bzw.
2⊗ 2⊗ 2 = 4

↑
S

⊕ 2
↑
MS

⊕ 2
↑
MA

SU(2)Spin ,d.h. wir müssen kombinieren
(10

↑
S

⊕ 8
↑
MS

⊕ 8
↑
MA

⊕ 1
↑
A

)Flavor und (4
↑
S

⊕ 2
↑
MS

⊕ 2
↑
MA

)Spin .� Dies ergibt folgende Mögli
hkeiten für (SU(3), SU(2)) Multipletts:
S : (10, 4), (8, 2),

MS : (10, 2), (8, 4), (8, 2), (1, 2),

MA : (10, 2), (8, 4), (8, 2), (1, 2),

A : (1, 4), (8, 2).Dabei enspri
ht z.B. das total symmetris
he Oktett der Linearkombination
(8, 2)S =

1√
2
[(8

↑
MS

, 2
↑
MS

) + (8
↑
MA

, 2
↑
MA

)] ,u.ä. für die anderen Kombinationen.� Nur die total symmetris
hen Spin-Flavor-Multipletts (10, 4) und (8, 2) führenzu einer total antisymmetris
hen Wellenfunktion des Baryons.
⇒ Im Grundzustand gibt es nur das Dekuplett und ein Oktett, aber kein Sin-gulett und kein zweites Oktett. (In angeregten Zuständen gibt es diese aber.)

• Andere Mögli
hkeit der Herleitung:� Betra
hte die 3 Quarks als 6 Zustände mit 3 Flavors sowie 2 Spinzuständen jeFlavor.
 approximative SU(6) �Spin-Flavor�-Symmetrie� Die Zerlegung in irreduzible Komponenten bezügli
h SU(6) ist

6⊗ 6⊗ 6 = 56S ⊕ 70MS
⊕ 70MA

⊕ 20A131



� Die 56-dimensionale irreduzible Darstellung von SU(6) induziert eine Darstel-lung von SU(3)Flavor. Diese ist reduzibel, und es ergibt si
h
56S =

ր
dim = 10 · 4

10
3
2 ⊕

տ
dim = 8 · 2

8
1
2 .Dies entspri
ht dem Baryonen-Dekuplett (Spin = 3

2
) und dem Baryonen-Oktett(Spin = 1

2
).8.5 Gell-Mann-Okubo Formel

• Innerhalb eines SU(3)Flavor Multipletts sind die Massen der Teil
hen im selben Isospin-Multiplett fast glei
h, aber für vers
hiedenes Y (bzw. S) gibt es gröÿere Massendif-ferenzen.Grund: mu ≈ md < ms → SU(3)Flavor ist gebro
hen zu SU(2)I ×U(1)Y .
• Annahme: Der SU(3)-bre
hende Term ist eine kleine Störung,

H = H0 +H ′ ,mit H0 invariant unter SU(3)Flavor
H ′ nur invariant unter SU(2)I × U(1)Y

• In ÜA 48 zeigen wir in Störungsre
hnung:� H ′ transformiert si
h wie der ψ8-Zustand der Oktett-Darstellung von SU(3) (s.Kap. 8.4).� Für die Massen der Baryonen in einem Multiplett gilt die Gell-Mann-OkuboFormel
m = a+ bY + c

(
I(I + 1)− 1

4
Y 2
)mit a, b, c = konstant innerhalb eines Multipletts. (In ÜA bes
hränken wir unsauf re
hte
kige Young-Diagramme, insbesondere das Dekuplett. Dann gibt eskein c.)

• Die Formel sagte für das (zu jener Zeit unbekannte) Ω−-Teil
hen die Masse 1680 MeVvoraus. Das Ω− wurde daraufhin gefunden, mit Masse 1672 MeV.
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9 Darstellungen der Lorentz- und Poin
aré-GruppeSiehe au
h Abs
hnitt 1.9 sowie ÜA 10 & 11.9.1 Relativistis
he Kinematik / Notation
• Raumzeitpunkt: Zeit t, Ort ~x = (x1, x2, x3).
• Vierervektoren x:� kontravariante Komponenten (obere Indizes) (xµ) = (x0 = ct, ~x) und� kovariante Komponenten (untere Indizes) (xµ) = (x0 = ct,−~x),d.h. x0 = x0, xj = −xj , wobei stetsgrie
his
he Indizes: 0 . . . 3lateinis
he Indizes: 1 . . . 3 .

• Lorentz-Metrik:
‖x‖2 = xµxµ = (x0)2 − ~x2 = gµνx

µxν = gµνxµxνmit
(gµν) =





1 0
−1

−1
0 −1



 = (gµν) ,invariant unter Lorentz-Transformationen, d.h. für x′µ = Λµ
νx

ν mit Λ ∈ O(3, 1) gilt
‖x′‖2 = ‖x‖2, also

‖x′‖2 = x′µgµνx
′ν

= Λµ
ρ︸︷︷︸

(ΛT )ρ
µ

xρgµνΛ
ν
σx

σ !
= xρgµσx

σ = ‖x‖2bzw. in Matrixs
hreibweise:
ΛTgΛ = g (�Λ lässt g invariant�)

⇔ gΛTg = Λ−1 (vgl. mit orthogonalen Transformationen).
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• Die Raum-Zeit zerfällt in 3 disjunkte Regionen,� den Zukunftskegel ‖x‖2 > 0 und x0 > 0,� den Vergangenheitskegel: ‖x‖2 > 0 und x0 < 0, und� den Raumkegel: ‖x‖2 < 0,voneinander dur
h den Li
htkegel (‖x‖2 = 0) getrennt.
x = x1

t = x0zeitartig(Zukunft)
zeitartig(Vergangenheit)

li
htartigraumartigraumartigLi
htkegel

9.2 Generatoren und Lie-Algebra der Lorentzgruppe
• Betra
hte zunä
hst eigentli
he (det Λ = 1), ortho
hrone (Λ00 ≥ 0) Lorentz-Transformationen,d.h. die Gruppe L0.
• Generatoren als 4 × 4-Matrizen (so wie Generatoren von SO(3) in Abs
hnitten 6.4und 6.8): Drei für die Drehungen,

J1 =





0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 i 0



 , J2 =





0 0 0 0
0 0 0 i
0 0 0 0
0 −i 0 0



 , J3 =





0 0 0 0
0 0 −i 0
0 i 0 0
0 0 0 0



 ,und drei für die Boosts (vgl. ÜA 10)
K1 =





0 −i 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0



 , K2 =





0 0 −i 0
0 0 0 0
−i 0 0 0
0 0 0 0



 , K3 =





0 0 0 −i
0 0 0 0
0 0 0 0
−i 0 0 0



 .134



• Über Matrix-Kommutatoren �nden wir die Lie-Klammern
[Jj , Jk] = iεjklJl ,

[Jj , Kk] = iεjklKl und
[Kj , Kk] = −iεjklJl .(Reine Boosts alleine bilden also keine Gruppe.) Es gilt z.B.

[J1 ± iK1, J2 ± iK2] = [J1, J2]± i[J1, K2]± i[K1, J2]− [K1, K2]

= iJ3 ± i(iK3)± i(iK3)− (−iJ3)

= 2i(J3 ± iK3) ,d.h. mit den De�nitionen
Mj = 1

2
(Jj + iKj) und Nj = 1

2
(Jj − iKj)folgt

[Mj ,Mk] = iεjklMl

[Nj , Nk] = iεjklNl

[Mj , Nk] = 0

⇒ Die Lorentz-Gruppe L0 hat dieselbe Lie-Algebra wie SU(2) × SU(2) (direktesProdukt, siehe Abs
hnitt 1.8).9.3 Endli
hdimensionale Darstellungen der Lorentz-GruppeLemma 22. Seien Γ 1© und Γ 2© irreduzible Darstellungen der kompakten Lie-Gruppen Gund H. Dann ist Γ := Γ 1©⊗Γ 2© (vgl. Abs
hnitt 2.8) eine irreduzible Darstellung von G×H.Beweis: Seien g, g′ ∈ G und h, h′ ∈ H (und damit (g, h), (g′, h′) ∈ G×H):
Γ(g, h)Γ(g′, h′) = [Γ 1©(g)⊗ Γ 2©(h)][Γ 1©(g′)⊗ Γ 2©(h′)]

= [Γ 1©(g)Γ 1©(g′)]⊗ [Γ 2©(h)Γ 2©(h′)]

= Γ 1©(gg′)⊗ Γ 2©(hh′)

= Γ(gg′, hh′) ,also Darstellung. Sei µ das Haar-Maÿ von G und ν das von H , betra
hte Integral über
|Charakter|2 (vgl. Abs
hnitt 6.7):

∫

G×H
| tr Γ(g, h)|2︸ ︷︷ ︸

=| tr Γ 1©(g)|2·| tr Γ 2©(h)|2

dµ(g) dν(h) =

∫

G

| tr Γ 1©(g)|2 dµ(g)

︸ ︷︷ ︸
=1 , da irred. · ∫H | tr Γ 1©(h)|2 dν(h)

︸ ︷︷ ︸
=1 , da irred. = 1 ,also irreduzibel. �135



Die Lie-Algebra von L0 (eigentli
he, ortho
hrone Lorentz-Transformation) war glei
h derLie-Algebra von SU(2)×SU(2) (vgl. au
h mit dem Homomorphismus SL(2,C)→ L0). Wirreden hier nur von der Lie-Algebra � die beiden Gruppen, die wir dann dur
h exponentierenerhalten sind sehr unters
hiedli
h, z.B. ist SU(2)× SU(2) kompakt, L0 aber ni
ht!Darstellungen von L0: Stelle zunä
hst die Lie-Algebra dar. Exponentieren liefert dann tat-sä
hli
h Darstellungen18 der Gruppe (ohne Beweis). Darstellungen der Lie-Algebra erhal-ten wir aus Paaren von irreduziblen Darstellungen von su(2). Kennzei
hne dur
h (j1, j2)mit j1,2 = 0, 1
2
, 1, 3

2
, . . .. Dabei sind (2j1 + 1) und zwei (2j2 + 1) die Dimensionen der(hermites
hen) Darstellungsmatrizen von Mj und Nj, d.h. wir erhalten (2j1 + 1)(2j2 + 1)-dimensionale Darstellungen von L0 . Mit
Jj = Mj +Nj und Kj = −i(Mj −Nj)sind die Generatoren der Boosts ni
ht hermites
h dargestellt. Daher erhalten wir keineunitären Darstellungen von L0 (bis auf die triviale).Liste einige Darstellungen, und wo diese in der Physik auftau
hen:

• Triviale Darstellung: (0, 0)

• Spinor- oder Weyl-Darstellung: (0, 1
2
) mit Dimension 2, realisiert dur
h SL(2,C)-Matrizen A (siehe Abs
hnitt 1.9). Die zweidimensionalen Objekte, die si
h in (0, 1

2
)transformieren, heiÿen Spinoren ξ.

• Konjugierte Spinor-Darstellung: (1
2
, 0), Dimension 2, realisiert dur
h A∗. In (1

2
, 0)transformiert si
h ein anderer Spinor-Typ η.

• Unter Paritätstransformationen (ni
ht ∈ L0, aber in O(3, 1)) transformieren si
h diesebeiden Spinor-Typen ineinander: ξ ↔ η. Ein Dira
-Spinor enthält beiden Typen vonSpinoren: ψ =
(
ξ
η

) und transformiert si
h in der (0, 1
2
) ⊕ (1

2
, 0). Dur
h Anwendenvon Lorentz-Boosts auf einen Dira
-Spinor kann die Dira
-Glei
hung �hergeleitet�werden.

• Vierervektoren transformieren si
h in der Darstellung (1
2
, 1

2
).

• Antisymmetris
he Tensoren 2. Stufe (6 Komponenten) transformieren si
h in derDarstellung (1, 0)⊕ (0, 1). Beispiel: Elektromagnetis
her Feldstärketensor Fµν .
• Symmetris
he Tensoren 2. Stufe (10 Komponenten) können zerlegt werden in die Spur(diese transformiert si
h in (0, 0)) und den spurlosen Anteil (9 Komponenten, diesetransformieren si
h in (1, 1)). Beispiel: Energie-Impuls Tensor Tµν (T00 = Energie, T0i= Impuls, Tii = Dru
k, Tij (i 6= j) = S
herspannung).Physikalis
he Zustände (�Teil
hen�) müssen si
h aber in unitären Darstellungen transfor-mieren, da Symmetrieoperationen dur
h unitäre Transformationen realisiert sind (sonst18genauer: projektive Darstellungen (Strahldarstellungen), d.h. Darstellungen bis auf eine Phase,

Γ(g)Γ(h) = eiφ(g,h)Γ(gh), mit einer reellwertigen Funktion φ, vgl. Abs
hnitt 6.8: Die Darstellung von
so(3) mit halbzahligem j sind zwar keine Darstellungen von SO(3) aber projektive Parstellungen.136



sind die Übergangswahrs
heinli
hkeiten zwis
hen Zuständen ni
ht erhalten).  Konstru-iere die unitären, irreduziblen Darstellungen der Poin
aré-Gruppe. Diese haben unendli
heDimension. Das hängt damit zusammen, dass die Poin
aré-Gruppe ni
htkompakt ist, undnur für kompakte Gruppen garantiert das Peter-Weyl-Theorem die endli
he Dimensionaller unitären, irreduziblen Darstellungen.9.4 Die Poin
aré-GruppeLorentz-Transformationen lassen ‖x‖2 invariant. ‖x‖2 ist au
h invariant unter (R4,+),Translationen in Raum und Zeit,
R4 ∋ aµ : xµ 7→ x′µ = xµ + aµ .Die Poin
aré-Gruppe (au
h inhomogene Lorentz-Gruppe) ist die Gruppe aller Lorentz-Transformationen und Raum-Zeit-Translationen, Λ ∈ O(3, 1), a ∈ R4,
(Λ, a) : xµ 7→ x′µ = Λµ

νx
ν + aµ ,kurz: (Λ, a)x = Λx+ a.Überprüfe, dass das eine Gruppe ist:

• Abges
hlossenheit:
(Λ′, a′)(Λ, a)x = (Λ′, a′)(Λx+ a) = Λ′Λ︸︷︷︸

∈O(3,1)

x+ Λ′a + a′︸ ︷︷ ︸
∈R4

= (Λ′Λ,Λ′a+ a′)x .Wir lesen ab: (Λ, a) = (1, a)(Λ, 0).
• Identität: (1, 0).
• Inverses:

(Λ, a)−1 =
(
(1, a)(Λ, 0)

)−1
= (Λ, 0)−1(1, a)−1 = (Λ−1, 0)(1,−a) = (Λ−1,−Λ−1a) .Eine derartige Gruppenmultiplikation auf dem euklidis
hen Produkt zweier Gruppen, hier

O(3, 1) und R4, nennt man ein semi-direktes Produkt, Symbol ⋊, d.h. die Poin
aré-Gruppeist R4⋊O(3, 1).19 Dabei operiert O(3, 1) auf R4 und zwar derart, dass es die Gruppenstruk-tur von R4 erhält. Im semi-direkten Produkt H⋊G ist stets H eine invariante Untergruppe,hier also R4 � explizit:
(Λ, a) (1, b)︸ ︷︷ ︸

∈R4

(Λ, a)−1 = (Λ,Λb+ a)(Λ−1,−Λ−1a)

= (1,Λ(−Λ−1a) + Λb+ a)

= (1,Λb) ∈ R4 ∀ (Λ, a) ∈ R4 ⋊ O(3, 1) .19Das ist die übli
he Notation, i
h notiere in den Elementen trotzdem die Lorentztransformation vorne.137



Die Poin
aré-Gruppe ist die Symmetriegruppe der Raumzeit (der speziellen Relativitäts-theorie) Physikalis
he Zustände (�Teil
hen�) transformieren si
h in unitären irreduziblenDarstellungen von R4⋊O(3, 1). (Die Wellenglei
hungen sind invariant unter Lorentz-Trafosund Translationen  Lösungen lassen si
h na
h unitären irreduziblen Darstellungen klas-si�zieren.)Für die Physik ist das Folgende ein Grundpfeiler der relativistis
hen Quantenfeldtheorie.In der Mathematik erö�net es das Gebiet der induzierten Darstellungen. Beides wurdeinitiiert dur
h E. P. Wigner, On unitary representations of the inhomogeneous Lorentzgroup, Ann. Math. 40 (1939) 149�204.9.5 Generatoren und Lie-Algebra der Poin
aré-GruppeDie Poin
aré-Gruppe hat 10 Generatoren, 4 für die Translationen und 6 für die Lorentz-Transformationen. Die Generatoren der Translationen können wir ni
ht wie die anderen inAbs
hnitt 9.2 als 4 × 4-Matrizen darstellen � arbeite stattdessen mit den OA-Operatoren(wie am Ende von Abs
hnitt 6.4),
(O(Λ,a)ψ)(x) = ψ((Λ, a)−1x) = ψ(Λ−1x− Λ−1a)Generator einer Translation in µ-Ri
htung:

−i
∂

∂aµ
(O(1,aµ)ψ)(x)

∣∣∣∣
a=0

= −i
∂

∂aµ
ψ(x− a)

∣∣∣∣
a=0

= i
∂

∂xµ︸ ︷︷ ︸
=: Pµ

ψ(x)Die Generatoren der Drehungen haben wir bereits am Ende von Abs
hnitt 6.4 bestimmt,z.B.
Jz = −i

(
x
∂

∂y
− y ∂

∂x

) für Drehungen um die z-A
hse.Analog bestimmt man die der Boosts, z.B. (c = 1)

Kx = i

(
t
∂

∂x
+ x

∂

∂t

) für Boosts in x-Ri
htung.Zusammengefasst in kovarianter S
hreibweise:
Pµ = i

∂

∂xµ

Jµν = i

(
xµ

∂

∂xν
− xν

∂

∂xµ

)
⇒

{
J0i = −Ji0 = Ki

Jij = −Jji = εijkJkDaraus folgt die Lie-Algebra
[Pµ, Pν] = 0 (µ, ν = 0, . . . , 3) ,

[Pµ, Jρσ] = i(gµρPσ − gµσPρ) ,
[Jµν , Jρσ] = i(gνρJµσ − gµρJνσ + gµσJνρ − gνσJµρ) .138



Aufges
hlüsselt na
h Rotationen und Boosts:
[P0, Ji] = 0 (i = 1, . . . , 3) ,

[P0, Ki] = iPi ,

[Pi, Jj] = iεijkPk ,

[Pi, Kj] = iδijP0 ,

[Ji, Jj] = iεijkJk ,

[Ki, Kj] = −iεijkJk ,

[Ki, Jj] = iεijkKk .

⇒ Die Translationen bilden eine (abels
he) Untergruppe.Die Rotationen bilden eine Untergruppe.Die reinen Boosts bilden keine Untergruppe.Rotationen plus Boosts bilden die Lorentz-Gruppe L0 (eigentli
he, ortho
hrone Lorentz-Transformationen).9.6 Unitäre irreduzible Darstellungen der Poin
aré-GruppeWie Abs
hnitt 9.5 vorbereitet, gehen wir den Umweg über die Generatoren, d.h. wir kon-struieren unitäre, irreduzible Darstellungen für R4 ⋊L0 (eigentli
he, ortho
hrone Lorentz-transformationen und Raum-Zeit-Translationen) � Parität und Zeitumkehr müssten dannno
h gesondert betra
htet werden (z.B. wie in Tung Kap. 11 & 12).Im Folgenden betra
hten wir die Wirkung der Poin
aré-Gruppe auf einem Hilbertraum.Wir werden sehen:
• Die unitären irreduziblen Darstellungen sind dur
h zwei Parameter gekennzei
hnet.Physikalis
h haben diese die Bedeutung von Masse und Spin (bzw. Helizität), d.h.sie kennzei
hnen den bes
hriebenen Teil
hentyp.
• Die Basiszustände der irreduziblen Darstellungen entspre
hen für einen gegebenenTeil
hentyp den mögli
hen Zuständen (gekennzei
hnet dur
h Viererimpuls und Spin-projektion).9.6.1 Erster Casimir-Operator und Wirkungen von a und ΛIn einer irreduziblen Darstellung wird ein Casimir-Operator als Vielfa
hes der Eins dar-gestellt (vgl. Abs
hnitt 6.10 � folgt aus dem S
hur's
hen Lemma). Kennzei
hne daherirreduzible Darstellungen dur
h Eigenwerte von Casimir-Operatoren.Innerhalb einer irreduziblen Darstellung kann man die Zustände dur
h die Eigenwertekommutierender Generatoren kennzei
hnen. Wegen [P µ, P ν] = 0 führen wir Basisvektoren

|p, σ〉 mit
P µ|p, σ〉 = pµ|p, σ〉139



ein. Dabei steht σ für alle anderen Parameter, die nötig sind, um einen Zustand eindeutigzu kennzei
hnen. Physikalis
h hat pµ die Bedeutung des Viererimpulses.Ein Casimir-Operator der Poin
aré-Gruppe ist C1 = P µPµ, denn [P µPµ, Pν ] = 0 und
[P µPµ, Jρσ] = gµν [PνPµ, Jρσ]

= gµνPν [Pµ, Jρσ] + gµν [Pν , Jρσ]Pµ

= gµνPν i(gµρPσ − gµσPρ) + gµνi(gνρPσ − gνσPρ)Pµ
= P µi(gµρPσ − gµσPρ) + i(gνρPσ − gνσPρ)P ν

= i(PρPσ − PσPρ + PσPρ − PρPσ) = 0 .Es gilt nun
C1|p, σ〉 = pµpµ|p, σ〉 =

(
(p0)2 − |~p|2

)
|p, σ〉 = (E2 − |~p|2)|p, σ〉 = m2|p, σ〉 .(Hier wurde wie die Li
htges
hwindigkeit c = 1 gesetzt.) Physikalis
h ist m die Ruhemasse(des bes
hriebenen Teil
hens). Irreduzible Darstellungen von R4 ⋊ L0 können also (u.a.)dur
h m gekennzei
hnet werden.Seien

T (a) = e−iaµPµ und U(Λ)unitäre Darstellungen (auf dem dur
h die |p, σ〉 aufgespannten Raum � reduzibel), danngilt
T (a)|p, σ〉 = e−iaµPµ|p, σ〉 = e−iaµpµ|p, σ〉(eindimensionale unitäre Darstellung, da R4 abels
h).Wirkung reiner Lorentz-Transformationen? Wenn wir die kennen, dann können wir au
hPoin
aré-Transformationen zusammensetzen, da (Λ, a) = (1, a)(Λ, 0), vgl. Abs
hnitt 9.4.Betra
hte T (a)U(Λ)|p, σ〉. Wegen

(Λ, 0)(1, b)(Λ−1, 0) = (1,Λb)(siehe Abs
hnitt 9.4) gilt mit b = Λ−1a

U(Λ)T (Λ−1a)U(Λ−1) = T (a) ,d.h.
T (a)U(Λ)|p, σ〉 = U(Λ)T (Λ−1a)|p, σ〉 = U(Λ)e−i(Λ−1a)µpµ|p, σ〉 = e−iaµ(Λp)µ

U(Λ)|p, σ〉und lese ab
P µU(Λ)|p, σ〉 = (Λp)µU(Λ)|p, σ〉 ,d.h. U(Λ)|p, σ〉 ist eine Linearkombination von Zuständen mit Viererimpuls p′ = Λp,
U(Λ)|p, σ〉 =

∑

σ′

|Λp, σ′〉D(Λ, p)σ′σ . (∗)140



Damit de�niert D(Λ, p)σ′σ (no
h genauer zu bestimmen!) eine unitäre Darstellung derPoin
aré-Gruppe. (Zunä
hst reduzibel, da no
h �zu viele� vers
hiedene p vorkommen.)Idee:
• Starte mit einem p.
• Wende beliebige U(Λ) an. Wel
he p kommen no
h vor?
• Sammle alle auftretenden |p, σ〉. Diese spannen einen irreduziblen Unterraum auf.In Abs
hnitt 6.8 sind wir ähnli
h verfahren, nur haben wir dort ni
ht die Wirkung derGruppenelemente sondern der Generatoren betra
htet.9.6.2 Kleine Gruppe und induzierte DarstellungenViererimpulse pµ fallen in folgende Kategorien:(Die Bedeutung der Spalten 2 und 3 wird glei
h erklärt)Kategorie Standardvektor (kµ) Kleine Gruppe1. pµp

µ = m2 > 0, p0 > 0 massive Teil
hen (m, 0, 0, 0) SO(3)2. pµp
µ = m2 > 0, p0 < 0 (−m, 0, 0, 0) SO(3)3. pµp
µ = 0, p0 > 0 masselose Teil
hen (ω, 0, 0, ω) SE(2)4. pµp
µ = 0, p0 < 0 (−ω, 0, 0, ω) SE(2)5. pµp
µ < 0 Ta
hyonen (0, 0, 0, ω) SO(2,1)6. pµ ≡ 0 Vakuum (0, 0, 0, 0) L0Die Fälle 2, 4 und 5 kommen in der Natur vermutli
h ni
ht vor.

• Innerhalb einer Kategorie kann man für festes pµpµ ein beliebiges (pµ) dur
h eineLorentz-Transformation L aus einem gemeinsamen �Standardvektor� (kµ) erhalten:(Andere ni
ht, denn eigentli
he, ortho
hrone Lorentz-Transformtionen lassen pµp
µund das Vorzei
hen von p0 invariant.)

pµ = L(p)µνk
ν oder kurz p = L(p)k .Die Zustände mit Viererimpuls (pµ) werden nun de�niert dur
h

|p, σ〉 := U(L(p))|k, σ〉 .(Die Operatoren U sind immer no
h unbekannt.)
• Die Menge aller Lorentz-Transformationen A, die ein gegebenes (pµ) invariant lassen,d.h.

Aµνp
ν = pµ oder kurz Ap = pist eine Untergruppe der Lorentz-Gruppe L0 (und damit der Poin
aré-Gruppe), diesogenannte kleine Gruppe von (pµ). (Standgruppe von (pµ) der Wirkung von L0 aufder Raumzeit, vgl. Abs
hnitt 1.5.) 141



• Kleine Gruppe für die Standardvektoren: Tabelle (SE(2) diskutieren wir in Ab-s
hnitt 9.6.5.)Innerhalb einer Kategorie sind die kleinen Gruppen für vers
hiedene (pµ) zueinanderkonjugiert, also insbesondere isomorph, denn mit p = L(p)k gilt
Λk = k ⇔ L(p)ΛL(p)−1 L(p)k︸ ︷︷ ︸

=p

= L(p)k︸ ︷︷ ︸
=p

.Betra
hte nun die Wirkung einer beliebigen Lorentz-Transformationen Λ (mit p′ = Λp) auf
|p, σ〉,

U(Λ) |p, σ〉 = U(Λ)U(L(p)) |k, σ〉
= U(ΛL(p)) |k, σ〉
= U(L(p′))U(L(p′))−1 U(ΛL(p)) |k, σ〉
= U(L(p′))U(L(p′)−1ΛL(p)) |k, σ〉 .

L(p′)−1ΛL(p) läÿt k invariant,
L(p′)−1ΛL(p)k︸ ︷︷ ︸

=p

= L(p′)−1 Λp︸︷︷︸
=p′

= L(p′)−1p′ = k ,d.h. A(Λ, p) := L(Λp)−1ΛL(p) ist ein Element der kleinen Gruppe von k, und damit gilt
U(A) |k, σ〉 =

∑

σ′

|k, σ′〉D(A)σ′σ .Jede unitäre irreduzible Darstellung der kleinen Gruppe induziert nun einen unitäre irre-duzible Darstellung der Poin
aré-Gruppe dur
h
U(Λ) |p, σ〉 = U(L(p′))U(A) |k, σ〉

=
∑

σ′

U(L(p′)) |k, σ′〉D(A)σ′σ

=
∑

σ′

|p′, σ′〉D(A(Λ, p))σ′σ ,d.h. U(Λ) ist bekannt, sobald man die Darstellung der kleinen Gruppe festgelegt hat.Verglei
he dazu mit (∗) in Kap. 9.6.1.Bemerkung:1. Im Allgemeinen induzieren irreduzible Darstellungen einer Untergruppe reduzibleDarstellungen der Gruppe. Die von irreduziblen Darstellungen der kleinen Gruppeinduzierten Darstellungen der Poin
aré-Gruppe sind aber wieder irreduzibel, dennman geht von einem einzigen Startvektor k aus und erzeugt alle Basiszustände einerirreduziblen Darstellungen der Poin
aré-Gruppe dur
h Anwendung der Gruppenope-ratoren. 142



2. Wir sehen bereits hier, dass die irreduziblen Darstellungen der Kategorie 1, (physi-kalis
h: massive Teil
hen) dur
h die zwei Parameter m (physikalis
h: Masse) und s(physikalis
h: Spin) gekennzei
hnet werden können, wobei 2s+ 1 die Dimension derunitären irreduziblen Darstellung20 der kleinen Gruppe SO(3) ist.9.6.3 Zweiter Casimir-Operator und Lie-Algebra der kleinen GruppeEin zweiter Casimir-Operator der Poin
aré-Gruppe ist
C2 = WµW

µmit dem Pauli-Lubanski-(Pseudo-)Vektor
W µ = 1

2
εµνρσJνρPσ(mit der total Antisymmetris
hen Einheit ε).Eigens
haften:(i) W µPµ = 0(ii) [Wµ, Pν] = 0(iii) [Wµ, Jρσ] = i(gµρWσ − gµσWρ)(iv) [Wµ,Wν ] = iεµνρσWρPσBeweise: Na
hre
hnen.

WµW
µ ist ein Casimir-Operator, denn (a) WµW

µ kommutiert mit Pν wegen (ii) und (b)
WµW

µ ist ein Lorentz-Skalar, kommutiert also mit Jρσ.Angewandt auf |p, σ〉 können wir Pν dur
h pν ersetzen: Die Wµ sind dann ∈ so(3, 1) (of-fensi
htli
h, da Linearkombinationen der Jρσ) und erzeugen Elemente der kleinen Gruppe,denn einerseits
P νe−iθµWµ|p, σ〉 = P νe−

i
2
εµαβγθµJαβPγ |p, σ〉 = P ν e−

i
2
εµαβγθµJαβpγ

︸ ︷︷ ︸
=U(Λ)

|p, σ〉

= (Λp)νU(Λ)|p, σ〉 (vgl. Abs
hnitt 9.6.1)
= (Λp)νe−iθµWµ|p, σ〉und andererseits

P νe−iθµWµ|p, σ〉 =
(ii)

e−iθµWµ

P ν|p, σ〉 = e−iθµWµ

pν |p, σ〉 = pνe−iθµWµ|p, σ〉also p = Λp.20genauer: projektive Darstellung bzw. Strahldarstellung, vgl. Abs
hnitt 9.3.143



9.6.4 Massive Teil
hen
• Fall 1 aus Abs
hnitt 9.6.2
• Standardvektor (kµ) = (m, 0, 0, 0).
• W µ|k, σ〉 = m

2
εµνρ0Jνρ|k, σ〉, d.h.

W 0|k, σ〉 = 0 und W j|k, σ〉 =
m

2
εjklJkl|k, σ〉 = mJ j |k, σ〉 .Hier sieht man explizit die Lie-Algebra so(3) bzw. su(2) der kleinen Gruppe. Weitergilt

C2|k, σ〉 =
(
(W 0)2 − ~W 2

)
|k, σ〉 = −m2 ~J2|k, σ〉 = −m2s(s+ 1)|k, σ〉 .Diese irreduziblen unitären Darstellungen der Poin
aré-Gruppe sind gekennzei
hnetdur
h zwei Parameter: Masse m und Spin s (wel
he si
h aus den Eigenwerten m2und −m2s(s+ 1) der Casimir-Operatoren ergeben).

• Betra
hte nun ein beliebiges zeitartiges (pµ). Es gilt
W 0 = 1

2
ε0νρσJνρPσ = 1

2
εjklJjkPl = J lPl = − ~J ~P ,und weiter W 0|p, σ〉 = − ~J~p |p, σ〉. Kennzei
hne die Zustände innerhalb eines irredu-ziblen Unterraums (auÿer Ruhesystem) dur
h den Eigenwert ~p von ~P (Impuls) undden Eigenwert von ~J~p

|~p| (Helizität). (Abgeleitet aus den Eigenwerten der kommutieren-den Operatoren ~P und ~J ~P .) Die Helizität ist die Spin-Projektion in Bewegungsri
h-tung und nimmt die Werte −s, . . . , s an.9.6.5 Masselose Teil
hen
• Fall 3 aus Abs
hnitt 9.6.2
• Standardvektor (kµ) = (ω, 0, 0, ω).
• Die Generatoren der kleinen Gruppe ergeben si
h wieder aus dem Pauli-Lubanski-Vektor:

W 0|k, σ〉 = ωJ3|k, σ〉
W 3|k, σ〉 = ωJ3|k, σ〉
W1|k, σ〉 = ω(J23 + J20)|k, σ〉 = ω

=:A︷ ︸︸ ︷
(J1 +K2) |k, σ〉

W2|k, σ〉 = ω(J31 − J10)|k, σ〉 = ω (J2 −K1)︸ ︷︷ ︸
=:B

|k, σ〉144



Casimir-Operator: C2 = WµW
µ = −ω(A2 + B2). Die Lie-Algebra,

[A,B] = 0 , [A, J3] = −iB , [B, J3] = iA ,ist die der SE(2), der euklidis
hen Gruppe in zwei Dimensionen (Translationen er-zeugt dur
h A und B und Drehungen erzeugt dur
h J3). SE(2) = R2 ⋊ SO(2) istselbst ein semi-direktes Produkt, dessen unitäre, irreduzible Darstellungen mit derMethode der induzierten Darstellungen konstruiert werden können. Man �ndet:(i) Unendli
hdimensionale Darstellungen falls der Eigenwert von C2 6= 0 (wohl ni
htin der Natur realisiert).(ii) Eindimensionale Darstellungen (falls der Eigenwert von C2 = 0), gekennzei
h-net dur
h den Eigenwert λ ∈ R von J3.21 (Wieder Helizität, denn mit (kµ) =

(ω, 0, 0, ω) ist ~J~k/|~k| = J3.)
• Kennzei
hne im Fall (ii) die unitären, irreduziblen Darstellungen der Poin
aré-Gruppedur
h m und λ, die Zustände dur
h ~p (Das σ brau
hen wir ni
ht mehr, da die Dar-stellungen eindimensional sind � dafür wird das λ gerne mit in das | 〉 ges
hrieben.)In der Natur realisiert dur
h Neutrinos (λ = −1

2
) und Anti-Neutrinos (λ = 1

2
) � nurfür masselose Neutrinos!

• Unter Parität werden Zustände mit Helizität λ auf Zustände mit Helizität −λ ab-gebildet. Masselose Teil
hen, die an paritätserhaltenden We
hselwirkungen beteiligtsind (alle auÿer s
hwa
her WW), müssen si
h dann in der direkten Summe von Dar-stellungen mit Helizität ±λ transformieren.In der Natur realisiert dur
h das Photon mit Helizität ±1 (und hypothetis
h dur
hdas Graviton mit Helizität ±2).

21genauer: Für Darstellungen von SO(2) wäre λ ∈ Z, siehe Abs
hnitt 6.2, aber für Strahldarstellungengibt es zunä
hst keine sol
he Eins
hränkung. Warum dann in der Natur nur λ ∈ Z/2 auftritt ist etwaskomplizierter. . . 145


