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1 Prolog: e
iπ

= −1In diesem Vorspann werden wir � zunä
hst no
h ni
ht mit der mathematis
hen Strenge,die wir uns später zu eigen ma
hen wollen � den Beweis der Glei
hung eiπ = −1 skizzieren.In der Zeit vom 6. Juni 2007 (www.zeit.de/2007/24/N-Eulers
he-Zahl) wurde dieseGlei
hung, umgestellt zu eiπ + 1 = 0, zur s
hönsten mathematis
hen Glei
hung s
hle
hthingekürt.1.1 πDe�niert am Kreis dur
h
π :=

UmfangDur
hmesser ≈ 3,141 . . . (1.1)damit au
h
π = Halber Umfang Einheitskreises (EK) ,und als Winkel π =̂ 180◦.1.2 eWir verzinsen ein Guthaben, sagen wir 100e, jährli
h mit einem Zinssatz z, z.B. z =

2,5% = 0,025.Das Vermögen na
h einem Jahr erhalten wir dur
h Multiplikation mit dem Faktor 1 + z,z.B. 100e·1,025 = 102,50e.Bei halbjährli
her Verzinsung mit Zinssatz z
2
ist Faktor na
h einem Jahr

(
1 +

z

2

)(
1 +

z

2

)
=
(
1 +

z

2

)2

= 1 + z +
(z

2

)2

> 1 + z , (1.2)also attraktiver, wegen des Zinseszins'.Ananalog:
• Monatli
he Verzinsung mit Zinssatz z

12
, Faktor: (1 +

z

12

)12

• Tägli
he Verzinsung mit Zinssatz z
365

, Faktor: (1 +
z

365

)365

• . . . wird immer mehr. Wie groÿ maximal?Stetige Verzinsung: Kapital wä
hst innerhalb eines Jahres um den Faktor
lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n (1.3)3



Man zeigt (haben Sie in bereits der S
hule gesehen, analysieren wir aber au
h späterno
hmals genau)
lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
= exp(z) = ez und insbesondere lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
= e ≈ 2,718 . . . (1.4)1.3 iMan de�niert: i :=

√
−1.Behauptung: (2,718 . . .)3,141...

√
−1 = −11. Wie re
hnet man mit i?

• Bilde Zahlen x+ iy mit x, y ∈ R,
• s
hleppe i überall mit,
• und ersetze i2 dur
h −1,z.B. Multiplikation: (1 + 2i) · (3− i) = 3− i + 6i− 2i2 = 5 + 5i.2. Was bedeutet das ans
hauli
h?Betra
hte z = x + iy als Punkt in der(komplexen) Ebene.In Polardarstellung:2

r : =
√
x2 + y2 (Abstand zum Ursprung)

ϕ : = ∢ zur x-A
hse (1.5)und umgekehrt
x = r cosϕ

y = r sinϕ
(1.6)No
hmal Multiplikation,

z1 · z2 = r1(cosϕ1 + i sinϕ1) · r2(cosϕ2 + i sinϕ2)

= r1r2
(
cosϕ1 cosϕ2 − sinϕ1 sinϕ2 + i(cosϕ1 sinϕ2 + sinϕ1 cosϕ2)

)
,

(1.7)mit Additionsthereomen (Trigonometrie, bekannt aus der S
hule, kommt aber au
h no
h-mal später),
z1 · z2 = r1r2

(
cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)

)
. (1.8)2Man nennt r den Betrag und ϕ das Argument von z und s
hreibt dafür: r = |z| und ϕ = arg(z).4



Speziell r = 1: Multiplikation mit cosϕ + i sinϕ bewirkt Drehung um Winkel ϕ.

3. Kleine Winkel
cosϕ + i sinϕ ≈ 1 + iϕ für kleine ϕ (siehe Skizze) (1.9)Je kleiner ϕ, desto besser ist diese Näherung.4. Setze endli
he Drehung zusammen

cosϕ+ i sinϕ = lim
n→∞

(
cos ϕ

n
+ i sin ϕ

n︸ ︷︷ ︸
≈1+iϕ

n
, wenn n groÿ )n =

(∗)
lim
n→∞

(
1 +

iϕ

n

)n
= eiϕ (1.10)

(∗) Hier sind eine Näherung und ein Limes involviert, d.h. man muss genauer untersu
hen,ob es erlaubt war, in der Klammer die Näherung zu verwenden. Dazu muss man zunä
hstden bei der Näherung gema
hten Fehler abs
hätzen � das wird später eine wi
htiges Thema.Mit ϕ = π (cos π = −1, sin π = 0) folgt die Behauptung. ⌣̈5



1.4 Bemerkungen zur NotationZahlenmengen
• N die natürli
hen Zahlen {1, 2, 3, . . .},
• N0 = {0, 1, 2, 3, . . .} die natürli
hen Zahlen inkl. der Null,
• Z = {. . . ,−2,−1, 0, 1, 2, . . .} die ganzen Zahlen,
• Q = {p

q
| p, q ∈ Z , q 6= 0} die rationalen Zahlen � Brü
he bzw. Zahlen mit endli
heroder periodis
her Dezimalbru
hentwi
klung,

• R die reellen Zahlen � enthalten zusätzli
h zu Q Zahlen wie √2 ≈ 1,414 . . ., π ≈
3,141 . . . oder e ≈ 2,718 . . ., die ni
ht als Bru
h ges
hrieben werden können.Bemerkung: N ⊂ N0 ⊂ Z ⊂ Q ⊂ RGrie
his
he Bu
hstabenA α AlphaB β Beta

Γ γ Gamma
∆ δ DeltaE ǫ, ε EpsilonZ ζ ZetaH η Eta
Θ θ, ϑ Theta

I ι IotaK κ, κ Kappa
Λ λ LambdaM µ MyN ν Ny
Ξ ξ XiO o Omikron
Π π Pi

P ρ, ̺ Rho
Σ σ SigmaT τ Tau
Υ υ Ypsilon
Φ φ, ϕ PhiX χ Chi
Ψ ψ Psi
Ω ω Omega

http://xk
d.
om/179/6



2 Vollständige Induktion2.1 Endli
he geometris
he Reihe
sn : = 1 + x+ x2 + . . .+ xn (x ∈ R) (2.1)

=
n∑

k=0

xk (x0 = 1) (2.2)Behauptung: (n ∈ N0)
sn =






xn+1 − 1

x− 1
, x 6= 1

n+ 1 , x = 1

(2.3)1. Beweis: (dur
h Induktion)(i) Induktionsanfang: n = 0

s0 =
0∑

k=0

x0 = 1 (wie in De�nition) (2.4)
=






x0+1 − 1

x− 1
= 1 , x 6= 0

0 + 1 = 1 , x = 1

(wie in Behauptung) (2.5)(ii) Induktionss
hritt / n→ n + 1:Behauptung sei für (ein festens) n bewiesen;zu zeigen: Behauptung gilt au
h für n+ 1

sn+1 = 1 + x+ . . .+ xn + xn+1

= sn + xn+1

=I.V. xn+1 − 1

x− 1
+ xn+1 , x 6= 1

n + 1 + 1 , x = 1

=






xn+2 − 1

x− 1
, x 6= 1

n+ 2 , x = 1

(2.6)
�7



2. Beweis: (konstruktiv)für x = 1: sn =
n∑

k=0

1 = n + 1für x 6= 1:
sn = 1 + x+ . . .+ xn | · x (2.7)
xsn = x+ x2 + . . . xn+1 (2.8)subtrahiere erste Zeile von der zweiten
sn(x− 1) = xn+1 − 1 ⇐⇒

x 6=1

xn+1 − 1

x− 1
(2.9)

�2.2 Kleiner GauÿSumme der ersten n ganzen Zahlen
sn : = 1 + 2 + . . .+ n

=
n∑

k=1

k

(
=

n∑

k=0

k

) (2.10)Behauptung:
sn =

n(n+ 1)

2
(2.11)1. Beweis: (konstruktiv)

sn = 1 + 2 + . . .+ n

sn = n+ (n− 1) + . . .+ 1

2sn = n(n+ 1)

(2.12)
⇒ sn =

n(n + 1)

2
�2. Beweis: (dur
h vollständige Induktion)(i) Induktionsanfang: n = 1

s1 =
1∑

k=1

k = 1 (De�nition) (2.13)
=

1 · 2
2

= 1 (Behauptung) (2.14)(ii) n→ n+ 1:
sn+1 = sn + (n + 1) =

n(n + 1)

2
+ (n+ 1) =

(n+ 2)(n+ 1)

2
(2.15)

�8



2.3 Prinzip der vollständigen InduktionSei A(n) eine Aussage für ganze Zahlen (n ∈ Z).Gilt:(i) A(n0) ist wahr, für ein n0 ∈ Z (Induktionsanfang), und(ii) aus A(n) wahr folgt A(n + 1) wahr ∀ n ≥ n0so folgt: A(n) ist wahr ∀ n ≥ n0.Vorsi
ht: Nie den Induktionsanfang vergessen!Sonst lassen si
h viele fals
he Dinge beweisen, z.B.Behauptung (fals
h!): xn < 1
2
∀ 0 < x < 1

n→ n + 1:
xn+1 = x · xn <I.V. x · 12 <

0<x<1

1

2
(2.16)Aber wir haben keinen Induktionsanfang!Beispiel: Für n ≥ 4 gilt: n2 ≤ 2nInduktionsanfang, n = 4:

16 = 42 ≤ 24 = 16 (2.17)
n→ n + 1:
2n+1 = 2 · 2n ≥I.V. 2n2 = n2 +n2 ≥

n≥4
n2 +4n = n2 +2n+2n ≥ n2 +2n+1 = (n+1)2 (2.18)

�Notation: Summenzei
hen
an ∈ R (oder ∈ C)

m∑

k=n

ak :=

{
an + an+1 + . . .+ am , m ≥ n

0 , m < n
(2.19)Indexvers
hiebung:

m∑

k=n

ak =

m−n∑

k=0

ak+n

=

m+1∑

l=n+1

al−1

(2.20)Merke: Was man an den Grenzen abzieht, muÿ man am Index der Summanden addieren(und umgekehrt).Re
henregeln:
n∑

k=0

ak +
n∑

l=0

bl =
n∑

k=0

(ak + bk) (2.21)9



c
n∑

k=0

ak =
n∑

k=0

(cak) (2.22)
n∑

k=0

(
m∑

l=0

akl

)
=

m∑

l=0

(
n∑

k=0

akl

) (
=:

n∑

k=0

m∑

l=0

akl

) (2.23)Was ist hier fals
h?Behauptung: Alle einfarbigen Pferde haben die glei
he Farbe.Beweis dur
h vollständige Induktion:Induktionsanfang:Ein einfarbiges Pferd hat o�ensi
htli
h die glei
he Farbe (wie es selbst)
n→ n + 1:Wir betra
hten eine Menge von n+ 1 Pferden. Nehmen wir ein Pferd weg, so verbleiben nPferde. Na
h Induktionsvoraussetzung haben diese alle die glei
he Farbe. Nun nehmen wirein anderes Pferd weg und stellen das zuvor weggenommene wieder dazu. Wieder haben dieverbliebenen n Pferde na
h Induktionsvoraussetzung die glei
he Farbe. Den beiden jeweilsweggenommenen Pferden bleibt ni
hts anderes übrig, als au
h die glei
he Farbe zu haben.

� (bzw. eben ni
ht!)

10



3 Binomis
he FormelZiel:
(a+ b)n =

n∑

ν=0

cnν a
νbn−ν (3.1)Hintergrund: Ausmultiplizieren

(a + b)n = (a+ b)(a + b) · · · (a+ b)︸ ︷︷ ︸
n mal (3.2)Was sind die Koe�zienten cnν?De�nition: (Fakultät)Für n ∈ N0 sei

n! :=






1 , n = 0

1 · 2 · · ·n =
n∏
ν=1

ν , n ∈ N
(3.3)Notation: Produktzei
hen

m∏

ν=n

aν =

{
an · an+1 · · ·am , m ≥ n

1 , m < n
(3.4)De�nition: (Binomialkoe�zient)Für α ∈ R und k ∈ N sei

(
α
k

)
:=

α(α− 1) · · · (α− k + 1)

k!
sowie (

α
0

)
:= 1 . (3.5)Besonders wi
htig für ganze Zahlen, also n, k ∈ N0,

(
n
k

)
:=

n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
sowie (

n
0

)
:= 1 . (3.6)Eigens
haften: n, k ∈ N0(i) (

n
n

)
= 1 =

(
n
0

) (3.7)(ii) (
n
k

)
= 0 , für k > n (3.8)

11



(iii)
(
n
k

)
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
· (n− k)(n− k − 1) · · · 1
(n− k)(n− k − 1) · · · 1

=
n!

k!(n− k)!

=

(
n

n− k

)
(3.9)

(iv) Funktionalglei
hung (
n

k − 1

)
+

(
n
k

)
=

(
n+ 1
k

) (3.10)Beweis:
(

n
k − 1

)
+

(
n
k

)
=
k

k

n!

(k − 1)!(n− k + 1)!
+

n!

k!(n− k)!
(n− k + 1)

(n− k + 1)

=
n!

k!(n− k + 1)!

(
k + (n− k + 1)

)
︸ ︷︷ ︸

=n+1

=
(n + 1)!

k!(n+ 1− k)!

=

(
n + 1
k

)

(3.11)
Bemerkung: Aufbau des Pas
als
hen Dreie
ks aus (i) und (iv).Satz 1. (Binomi)
∀ a, b ∈ R (oder ∈ C) und ∀ n ∈ N0 gilt

(a+ b)n =

n∑

ν=0

(
n
ν

)
aν bn−ν . (3.12)Beweis: (mit vollständiger Induktion)(i) Induktionsanfang, n = 0:links:

(a + b)0 = 1 (3.13)re
hts:
0∑

ν=0

(
0
ν

)
aν b0−ν =

(
0
0

)
a0 b0 = 1 · 1 · 1 = 1 (3.14)

. . .oder au
h n = 1:linke Seite:
(a + b)1 = a+ b (3.15)12



re
hte Seite:
1∑

ν=0

(
1
ν

)
aν b1−ν =

(
1
0

)
a0 b1−0 +

(
1
1

)
a1 b1−1 = b+ a (3.16)(ii) n→ n+ 1:

(a+ b)n+1 = (a+ b)(a + b)n

=I.V. (a + b)

n∑

ν=0

(
n
ν

)
aν bn−ν

=
n∑

ν=0

(
n
ν

)
aν+1 bn−ν +

n∑

ν=0

(
n
ν

)
aν bn+1−ν

=
n+1∑

ν=1

(
n

ν − 1

)
aν bn−(ν−1) +

n∑

ν=0

(
n
ν

)
aν bn+1−ν

= an+1 +
n∑

ν=1

(
n

ν − 1

)
aν bn+1−ν +

n∑

ν=1

(
n
ν

)
aν bn+1−ν + bn+1

= an+1 +
n∑

ν=1

[(
n

ν − 1

)
+

(
n
ν

)]

︸ ︷︷ ︸

=

0

@

n+ 1
ν

1

A

aν bn+1−ν + bn+1

=
n+1∑

ν=0

(
n+ 1
ν

)
aν bn+1−ν

(3.17)

�Beispiele:1.
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2 (3.18)2.

(x− y)3 = x3 − 3x2y + 3xy2 − y3 (3.19)3.
(1 + 1)n = 2n =

n∑

ν=0

(
n
ν

) (3.20)Bemerkung: Stirlings
he Formel (ohne Beweis)
n! ∼

√
2πn

(n
e

)n
, n→∞ (3.21)Asymptotis
hes Verhalten für groÿe n, d.h.

lim
n→∞

n!√
2πn

(
n
e

)n = 1 (3.22)13



Merke: Die Fakultät wä
hst also im Wesentli
hen wie nn.Satz 2. (Bernoullis
he Unglei
hung)
∀n ∈ N0 und ∀x ∈ R, x ≥ −1, gilt

(1 + x)n ≥ 1 + nx (3.23)Beweis: (vollständige Induktion)(i) n = 0, n = 1 klar(ii) n→ n+ 1:
(1 + x)n+1 = (1 + x)(1 + x)n

≥I.V. (1 + x)(1 + nx) = 1 + nx+ x+ nx2
︸︷︷︸
≥0

≥ 1 + (n+ 1)x

(3.24)(In der ersten Zeile sind beide Faktoren ≥ 0, da x ≥ −1.) �

14



4 Funktionen einer reellen VariablenIntervalle I ⊂ Rabges
hlossenes Interval: I = [a, b] = {x ∈ R | a ≤ x ≤ b}o�enes Interval: I = (a, b) = {x ∈ R | a < x < b}oder gemis
ht, z.B. 1 ∈ (0, 1] aber 0 /∈ (0, 1].Bemerkung: R = (−∞,∞)Funktionen: Intervall I,
f : I → R

x 7→ f(x)
(4.1)Jedem x ∈ I wird genau ein f(x) ∈ R zugeordnet.

I heiÿt De�nitionsberei
h oder Urbild von f .Der Werteberei
h oder das Bild von f ist die Menge
f(I) = {y ∈ R | ∃x ∈ I, so dass f(x) = y} . (4.2)Komposition von Funktionen

f : I → J ⊂ R

x 7→ f(x)

g : J → R

y 7→ g(y)

(4.3)Dann existiert au
h eine Abbildung
g ◦ f : I → R

x 7→ g(f(x))
(4.4)Beispiele:1.

f : R→ R g : R→ R (4.5)
x 7→ x5 + 1 x 7→ x3 − 2 (4.6)(oder kurz: f(x) = x5 + 1 und g(x) = x3 − 2.)Sowohl f ◦ g als au
h g ◦ f existieren.
f ◦ g : x 7→ f(x3 − 2) = (x3 − 2)5 + 1

g ◦ f : x 7→ g(x5 + 1) = (x5 + 1)3 − 2
(4.7)Bemerkung: I.A. ist f ◦ g 6= g ◦ f (hier z.B. Ausre
hnen mit Binomi)15



2.
f : R+

0 → R+
0 g : R→ R (4.8)

x 7→
√
x x 7→ x2 − 1 (4.9)

g ◦ f existiert und ist de�niert dur
h3
R+

0 ∋ x 7→ g(
√
x) = x− 1 (4.10)

f ◦ g existiert dagegen ni
ht (zumindest ni
ht für alle x im De�nitionsberei
h von g).4.1 FolgengrenzwerteEine (unendli
he) Folge (an) reller (oder au
h komplexer) Zahlen ist eine Abbildung von
N (oder N0) na
h R, d.h. wir ordnen jedem n ∈ N ein an ∈ R (oder C) zu.De�nition: (Grenzwert)Eine (unendli
he) Folge (an) konvergiert gegen den Grenzwert α, wenn gilt: Für jedes ǫ > 0
∃ ein N(ǫ), so dass |an − α| < ǫ ∀ n > N(ǫ). Man s
hreibt dann

lim
n→∞

an = α . (4.11)
PSfrag repla
ements

nN(ǫ)

α

an

2ǫ

Beispiele:1. (an) = 1, 1
2
, 1

3
, . . . d.h. an = 1

n
, n ∈ N konvergiert gegen Null,

lim
n→∞

an = lim
n→∞

1

n
= 0 . (4.12)Bemerkung: Ist der Grenzwert 0, so spri
ht man von einer Nullfolge.2. Die Folge 1,−1, 1,−1, 1, . . ., d.h. an = (−1)n, n ∈ N0 konvergiert ni
ht.3R+ := {x ∈ R |x > 0} = (0,∞), R+

0 := {x ∈ R |x ≥ 0} = [0,∞), analog R−, R−
016



3. Die Folge (an) mit an = n2 konvergiert ni
ht (divergiert). Hier sagt man die Folge strebtna
h Unendli
h und s
hreibt
lim
n→∞

n2 =∞ . (4.13)4. lim
n→∞

n
√
n = 1 (später)5. lim

n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e ≈ 2, 718 (später)Re
henregeln: Sei lim

n→∞
an = α und lim

n→∞
bn = β (� 6=∞�, also konvergent) dann gilt:1. lim

n→∞
(an + bn) = α + β2. lim

n→∞
(an bn) = αβ3. lim

n→∞
1
an

= 1
α
falls α 6= 0Merke: Auseinanderziehen erlaubt, falls alles konvergent4.2 FunktionsgrenzwerteDe�nition: (Grenzwert)Eine Funktion f hat an der Stelle x0 den Grenzwert α, wenn gilt: Für jedes ǫ > 0 ∃ ein

δ(ǫ) > 0, so dass |f(x)− α| < ǫ ∀ x 6= x0 mit |x− x0| < δ(ǫ). Man s
hreibt dann
lim
x→x0

f(x) = α . (4.14)Bemerkung: Ähnli
h s
hreiben wir lim
x→x0

f(x) =∞ wenn gilt:Für jedes K <∞ ∃ ein δ(K), so dass f(x) > K ∀ x 6= x0 mit |x− x0| < δ(K).
PSfrag repla
ements

xx0

α

f(x)

2ǫ

2δ

Beispiele:1. lim
x→2

x2 = 4

17



2. lim
x→0

1

x2
=∞, denn

1

x2
> K ⇔ x2 <

1

K
⇔ |x| < 1√

K
(4.15)d.h. δ(K) = 1√

K
tut's.3. lim

x→1

x2 − 1

x− 1
= 2, denn x2 − 1

x− 1
=

����(x− 1)(x+ 1)

���x− 1
(für x 6= 1)4. f(x) =

1

x
besitzt bei x = 0 keine Grenzwert, denn

f(x) > 1 ∀ 0 < x < 1 und
f(x) < 1 ∀ − 1 < x < 0 .

(4.16)De�nition: (Re
htsseitiger Grenzwert)Eine Funktion f hat an der Stelle x0 den re
htsseitigen Grenzwert α, wenn gilt: Für jedes
ǫ > 0 ∃ ein δ(ǫ), so dass |f(x)− α| < ǫ ∀ x > x0 mit |x− x0| < δ(ǫ). Man s
hreibt dann

lim
x→x0+

f(x) = α . (4.17)Analog de�niert man den linksseitigen Grenzwert mit x < x0.Zurü
k zu f(x) =
1

x
:

lim
x→0+

1

x
= +∞ , lim

x→0−

1

x
= −∞ . (4.18)Bemerkungen:1. Gilt lim

x→x0+
f(x) = lim

x→x0−
f(x) so existiert der Grenzwert (und ist glei
h den Beiden).2. Man s
hreibt au
h

lim
x→∞

f(x) = α oder lim
x→−∞

f(x) = α , (4.19)obwohl hier eigentli
h nur ein re
hts- bzw. linksseitiger Grenzwert gebildet werden kann.Genauer:
lim
x→∞

f(x) = α
Def.⇐⇒ für jedes ε > 0 ∃ K(ε) <∞, so dass |f(x)− α| < ε ∀ x > K(ε).Beispiele:1.

lim
x→∞

1

x
= 0 oder lim

x→∞

3x+ 2

4x2
= 0 (Zählergrad kleiner Nennergrad) (4.20)2.

lim
x→∞

x2 + 1

x− 3
=∞ oder lim

x→−∞

x2 + 1

x− 3
= −∞ (Zählergrad gröÿer Nennergrad)(4.21)18



3.
lim
x→∞

x+ 5

x− 4
= 1 oder lim

x→∞

1 + 2x2

2x+ 3x2
=

2

3
(Zählergrad glei
h Nennergrad)(4.22)Re
henregeln: Sei lim

x→x0

f(x) = α und lim
x→x0

g(x) = β (wobei |α|, |β| <∞) dann gilt:1. lim
x→x0

(
f(x) + g(x)

)
= α + β,2. lim

x→x0

(
f(x) g(x)

)
= αβ,3. lim

x→x0

1
f(x)

= 1
α
, falls α 6= 0.4.3 StetigkeitDe�nition: (Stetigkeit)Eine Funktion f ist stetig an der Stelle x0, wenn gilt: Für jedes ǫ > 0 ∃ ein δ > 0, so dass

|f(x)− f(x0)| < ǫ ∀ x 6= x0 mit |x− x0| < δ.Wir fordern also dreierlei:1. f(x) ist an der Stelle x = x0 de�niert.2. Der Grenzwert an der Stelle x0 existiert.3. Grenzwert und Funktionswert stimmen überein.Kurz: f(x) stetig in x0 ⇔ lim
x→x0

f(x) = f(x0)Weiter sagt man weiter f ist stetig auf einem Intervall I ⊆ R wenn f in jedem Punkt
x0 ∈ I stetig ist.Beispiele:1.

f(x) =
1

x2
(4.23)Untersu
he Stetigkeit bei x0 = 0:

f(0) existiert ni
ht ⇒ ni
ht stetig in 0 (Singularität, Polstelle)2.
f(x) = sgn(x) =






1 , x > 0
0 , x = 0
−1 , x < 0

(4.24)Untersu
he Stetigkeit bei x0 = 0:
f(0) = 0 existiert
lim
x→0

f(x) existiert ni
ht, denn
lim
x→0+

f(x) = 1 aber lim
x→0−

f(x) = −1 (4.25)
⇒ ni
ht stetig in 0 (Sprungstelle) 19



3.
f(x) =

{
1 , x ≤ 2
x , x > 2

(4.26)Untersu
he Stetigkeit bei x0 = 2:
f(2) = 1 existiert,
lim
x→2−

f(x) = 1 = f(2),aber lim
x→2+

f(x) = 2

⇒ ni
ht stetig in 2 (Sprungstelle)Merke: Eine stetige Funktion kann man ohne Absetzen zei
hen.4.
f(x) =

{
1 , x 6= 1
3 , x = 1

(4.27)Untersu
he Stetigkeit bei x0 = 1:
f(1) = 3 existiert,aber lim

x→1
f(x) = 1

⇒ ni
ht stetig in 15.
f(x) =

x2 − 1

x− 1
(4.28)Untersu
he Stetigkeit bei x0 = 1:

f(1) ist ni
ht de�niert (0 dur
h 0 � De�nitionslü
ke), also au
h ni
ht stetig in 1.Allerdings existiert lim
x→1

f(x) = 2 (s.o.); de�niere na
hträgli
h
f(1) := 2 , (4.29)Übrigens, für die so stetig fortgesetzte Funktion gilt

f(x) =

{
x2−1
x−1

, x 6= 1

2 , x = 1

= x+ 1

(4.30)6.
f(x) =

{
1 , x < 1
x , x ≥ 1

(4.31)Untersu
he Stetigkeit bei x0 = 1:
f(1) = 1, lim

x→1+
= 1 und lim

x→1−
= 1,also stetig in 1Analog zu den Re
henregeln für Grenzwerte gilt:1. Sind f unf g stetig auf I ⊆ R, so sind au
h f + g, αf (α ∈ R) und fg stetig.Auÿerdem ist f

g
stetig ∀ x ∈ I mit g(x) 6= 0.20



2. Sind f : I → R und g : J → R stetig auf I bzw. J , und ist g(J) ⊆ I, dann ist au
h
f ◦ g stetig auf J .4.4 AsymptotenNähert si
h eine Funktion einer Geraden beliebig nahe an, so nennt man die Gerade eineAsymptote der Funktion (bzw. des Funktionsgraphs).Waagere
hte AsymptotenGilt

lim
x→∞

f(x) = a oder lim
x→−∞

f(x) = b , (4.32)so hat f eine waagere
hte Asymptote y = a bzw. y = b.Senkre
hte AsymptotenHat f eine Polstelle bei x = a, d.h.
lim
x→a+

|f(x)| =∞ oder lim
x→a−

|f(x)| =∞ , (4.33)so hat f eine senkre
hte Asymptote x = a.S
hiefe AsymptotenGilt (a 6= 0)
f(x) ∼ ax+ b , x→ +∞ oder
f(x) ∼ ax+ b , x→ −∞ ,

(4.34)d.h.
lim

x→±∞

f(x)

ax+ b
= 1 , (4.35)so hat f die s
hiefe Asymptote g(x) = ax+ b.Beispiele:1. f(x) =

1

xwaagere
hte Asymptote y = 0 (x-A
hse)senkre
hte Asymptote x = 0 (y-A
hse).2. f(x) =
3x2 + 4

2x2 − xwaagere
hte Asymptote y = 3
2senkre
hte Asymptoten x = 0 und x = 1

23. f(x) =
3x2 + 4

x− 1senkre
hte Asymptote x = 1 21



s
hiefe Asymptote. . . Polynomdivision
(

3x2 + 4
)

:
(
x− 1

)
= 3x+ 3 +

7

x− 1− 3x2 + 3x

3x+ 4
− 3x+ 3

7

(4.36)
s
hiefe Asymptote g(x) = 3x+ 34.5 Di�erentiationDe�nition: Sei I ⊂ R o�en, x ∈ I. Die Funktion f : I → R heiÿt di�erenzierbar in x, falls

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
(4.37)existiert. Man nennt dann

f ′(x) :=
d

dx
f(x) := lim

h→0

f(x+ h)− f(x)

h
(4.38)die Ableitung von f an der Stelle x. Ist f ∀ x ∈ I di�erenzierbar, so heiÿt f auf Idi�erenzierbar.

Ans
hauli
h: f ′(x) ist die Steigung der Tangente an f im Punkt (x, f(x)).Analog für höhere Ableitungen:
f ′′(x) = f (2)(x) =

(
d

dx

)2

f(x)

f ′′′ = f (3) =
d3f

dx3
et
. (4.39)22



Bemerkung: Damit die Ableitung existieren kann, muss (notwendigerweise)
lim
h→0

f(x+ h) = f(x)gelten. (Stetigkeit in x)Beispiele:1. f : x 7→ xn, n ∈ N0

n = 0: f(x) ≡ 1
⇒ f(x+ h)− f(x) = 0 ∀h und ∀x
⇒ f ′(x) ≡ 0beliebige n:

lim
h→0

(x+ h)n − xn
h

= lim
h→0

1

h

(
n∑

ν=0

(
n
ν

)
xν hn−ν − xn

)

= lim
h→0

n−1∑

ν=0

(
n
ν

)
xν hn−ν−1

= lim
h→0

[(
n

n− 1

)
xn−1 + h

n−2∑

ν=0

(
n
ν

)
xn−1 hn−ν−2

︸ ︷︷ ︸
−→
h→0

0

]

= nxn−1

(4.40)
Gilt übrigens sogar für n ∈ Z \ {0}, z.B. f(x) = 1

x
:

f ′(x) = lim
h→0

1

h

(
1

x+ h
− 1

x

)

= lim
h→0

1

h

(
x− (x+ h)

x(x+ h)

)

= lim
h→0

1

��h

( −��h

x(x+ h)

)
= − 1

x2

(4.41)
2.

f(x) = |x| =
{
x , x ≥ 0
−x , x < 0

(4.42)
f ′(x) =

{
1 , x > 0
−1 , x < 0

(4.43)
f ′(0) existiert ni
ht. 23



3. 1 ≤ k < n, f(x) = xn

f (k)(x) = n(n− 1) · · · (n− k + 1) xn−k

=

(
n
k

)
k! xn−k

(4.44)Satz 3. (Di�erentiationsregeln)Seien f und g in x di�erenzierbar. Dann gilt(i) Linearität: af + bg ist di�erenzierbar in x ∀ a, b ∈ R, und es gilt
(af + bg)′(x) = af ′(x) + bg′(x) (4.45)(ii) Produktregel: f · g ist di�erenzierbar in x, und es gilt

(fg)′(x) = f ′(x) g(x) + f(x) g′(x) (4.46)(iii) KettenregelSei f di�erenzierbar in g(x) ⇒ f ◦ g ist di�erenzierbar in x mit
d

dx
f(g(x)) = f ′(g(x)) g′(x) (4.47)Beweise folgen direkt aus Re
henregeln für Grenzwerte.Bemerkung: Aus (iii) und der Ableitung von 1

x
folgt

(
1

g(x)

)′
= − g

′(x)

g2(x)
(falls g(x) 6= 0) (4.48)und daraus mit (ii)

(
f

g

)′
=

(
f

1

g

)′
= f ′ 1

g
+ f

(
− g

′

g2

)
=
f ′g − fg′

g2
(Quotientenregel) (4.49)Beispiele:1. ((x2 + 1)5 + 7x

)′
=
(i)

(
(x2 + 1)5

)′
+ 7 =

(iii)
5(x2 + 1)4 (2x) + 72. f(x) = n

√
x = x

1
n , x > 0 (n ∈ Z \ {0})de�niere g(x) = xn ⇒ g ◦ f existiert

g(f(x)) =
(
x

1
n

)n
= x , x > 0 (4.50)

⇒ (g ◦ f)′(x) = 1

=
(iii)

g′(f(x)) f ′(x) = n[f(x)]n−1 f ′(x) = nx
n−1
n f ′(x)

⇒ f ′(x) =
1

n
x

1−n
n =

1

n
x

1
n
−1

(4.51)
24



3.
f(x) =

1

x2 + 1
, f ′(x) =

(iii)
− 2x

(x2 + 1)2
(4.52)4.5.1 Alternative De�nition mit Klein-oDi�erenzierbarkeit von f in x0 bedeutet Approximierbarkeit in der Nähe von x0 dur
h eineGerade, nämli
h die Tangente t im Punkt (x0, f(x0)),

t(x) := f(x0) + f ′(x0)(x− x0) . (4.53)Lemma 4. f di�bar in x0 ⇔ ∃ a ∈ R, so dass
f(x) = f(x0) + a(x− x0) + o(x− x0) , x→ x0 . (4.54)Man nennt dann a = f ′(x0) die Ableitung von f an der Stelle x0.Dabei sagt man f(x) = o(g(x)), x→ x0, falls gilt

lim
x→x0

|f(x)|
|g(x)| = 0 . (4.55)Beispiele:1. x2 = o(x), x→ 02. x3 = o(x), x→ 03. x = o(x2), x→∞4. e−x = o(x−n), x→∞, ∀ n ∈ N (Beweis später)5. x = o(1), x→ 0Beweis von Lemma4

f(x) = f(x0) + a(x− x0) + o(x− x0) | − f(x0)

⇔ f(x)− f(x0) = a(x− x0) + o(x− x0) | : (x− x0)

⇔ f(x)− f(x0)

x− x0
= a+ o(1)

⇔ lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= a ,d.h. �⇒� wenn f di�bar in x0, dann ∃ so ein a, und a = f ′(x0),�⇐� wenn so ein a existiert, dann ist f di�bar in x0, und f ′(x0) = a.25



Bemerkung: (l'Hospitals
he Regel)4Wir su
hen
lim
x→x0

f(x)

g(x)
= “ 0

0
” , (4.56)also f(x0) = 0 = g(x0). Falls f und g di�bar in x0 und g′(x0) 6= 0, so gilt

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

����* 0

f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + o(x− x0)

����* 0

g(x0) + g′(x0)(x− x0) + o(x− x0)

= lim
x→x0

f ′(x0) + o(1)

g′(x0) + o(1)

=
f ′(x0)

g′(x0)
.

(4.57)
Gilt analog für5

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= “ ∞
∞

” . (4.58)

4Die eigentli
h auf Johann Bernoulli zurü
kgeht. . .5Denn ( lim
x→x0

f(x) = ±∞, lim
x→x0

g(x) = ±∞)
α := lim

x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

1
g(x)

1
f(x)

(vom Typ “ 0

0
”
)

= lim
x→x0

g′(x)
(g(x))2

f ′(x)
(f(x))2

= lim
x→x0

(f(x))2g′(x)

(g(x))2f ′(x)

= α2 g′(x0)

f ′(x0)
⇒ α =

f ′(x0)

g′(x0)
(falls existent!)26



4.6 Die ExponentialfunktionEulers
he Zahl:
an :=

(
1 +

1

n

)n (4.59)Wir zeigen zunä
hst, dass an na
h oben und unten bes
hränkt ist:
(

1 +
1

n

)n
≥ 1 + 1 = 2 (Bernoullis
he Unglei
hung, Satz 2) (4.60)

(
1 +

1

n

)n
=

n∑

ν=0

(
n
ν

)(
1

n

)ν (Binomi, Satz 1)
=

n∑

ν=0

n(n− 1) · · · (n− ν + 1)

nν︸ ︷︷ ︸
≤1

1

ν!

≤
n∑

ν=0

1

ν!
= 1 +

n∑

ν=1

1

ν!

≤
(∗)

1 +
n∑

ν=1

1

2ν−1
= 1 +

n−1∑

ν=0

(
1

2

)ν
= 1 +

1−
(

1
2

)n
1
2

(geom. Reihe)
≤ 1 + 2 = 3

(4.61)
In (∗) haben wir verwendet, dass ν! ≥ 2ν−1 für ν ≥ 1.Beweis dafür: (vollständige Induktion)
ν = 1: 1! = 1 = 20

ν → ν + 1: (ν + 1)! = (ν + 1) · ν! ≥
I.V.

(ν + 1) · 2ν−1 ≥
ν≥1

2ν . �Bis jetzt wissen wir also:
2 ≤ an ≤ 3 (4.62)Jetzt zeigen wir no
h, dass an monoton wa
hsend ist, d.h. z.z. ist an+1 ≥ an bzw. an+1

an
≥ 1:

(
1 + 1

n+1

)n+1

(
1 + 1

n

)n =
(n + 1 + 1)n+1 nn+1

(n + 1)n+1 (n + 1)n+1

n + 1

n

=
n + 1

n

(
(n + 1 + 1)(n+1− 1)

(n+ 1)2

)n+1

=
n + 1

n

(
(n + 1)2 − 1

(n+ 1)2

)n+1

=
n+ 1

n

(
1− 1

(n+ 1)2

)n+1

≥ n+ 1

n

(
1− 1

n+ 1

)
= 1 (Bernoullis
he Unglei
hung, Satz 2) (4.63)
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Die Folge an wä
hst monoton und ist na
h oben bes
hränkt � es bleibt ihr ni
hts anderesübrig, als zu konvergieren. Den Grenzwert nennen wir e (Eulers
he Zahl), und wir wissenbereits
2 ≤ e = lim

n→∞

(
1 +

1

n

)n
≤ 3 (4.64)Numeris
h �ndet man e = 2, 718281828459 . . .Exponentialfunktion: Wir de�nieren

exp(x) := lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
, x ∈ R , (4.65)und s
hreiben später au
h exp(x) = ex.(Dass ex eine bere
htige S
hreibweise ist, ist erst no
h zu zeigen � vgl. Satz 5, (ii).)Bemerkungen:1. Analog zu oben zeigt man au
h hier, dass die Folge für alle x ∈ R monoton wä
hstund bes
hränkt ist ⇒ Konvergenz. (Details ni
ht s
hwierig, nur unhübs
h)62. exp(0) = e0 = 1 (o�ensi
htli
h)3.

exp(x) ≥ 1 + x , (4.66)6
∣∣∣
(
1 +

x

n

)n∣∣∣ ≤
n∑

n=0

(
n

ν

) ∣∣∣
x

n

∣∣∣
ν

=

n∑

ν=0

n(n− 1) · · · (n− ν + 1)

nν
︸ ︷︷ ︸

≤1

|x|ν
ν!

≤
n∑

ν=0

|x|ν
ν!

=

N−2∑

ν=0

|x|ν
ν!

+

n∑

ν=N−1

|x|ν
ν!

≤
(+)

N−2∑

ν=0

|x|ν
ν!

+
n∑

ν=N−1

|x|ν
Nν−N+1

=
N−2∑

ν=0

|x|ν
ν!

+
n−N+1∑

ν=0

|x|ν+N−1

Nν
=

N−2∑

ν=0

|x|ν
ν!

+ |x|N−1
1−

(
|x|
N

)n−N+2

1− |x|
N

≤
N−2∑

ν=0

|x|ν
ν!

+ |x|N−1 N

N − |x| , (+) : ν! ≥ Nν−N+1 für ν ≥ N − 1 (vollst. Ind.) ,also na
h oben bes
hränkt, da Ergebnis ni
ht von n abhängt(N wird allein dur
h x festgelegt, |x| < N ≤ n)
(
1 + x

n+1

)n+1

(
1 + x

n

)n =
(n + 1 + x)n+1 nn

(n + x)n (n + 1)n+1
=

n + 1

n

(
n2 + n + nx

n2 + nx + n + x

)n+1

=
n + 1

n

(
1− x

n2 + nx + n + x

)n+1

=
n + 1

n

(
1− x

(n + 1)(n + x)

)n+1

≥ n + 1

n

(
1− x

(n + x)

)
= 1(Bernoulli klappt wieder für |x| < n, also für hinrei
hend groÿe n.)28



denn (
1 +

x

n

)n
≥ 1 + x , falls x > −n , (Bernoulli) (4.67)d.h. falls n groÿ genug; ⇒ lim
n→∞

(1 + 1
n
)n ≥ 1 + x.4.

exp(x) ≤ x exp(x) + 1 (4.68)bzw. exp(x) · (1− x) ≤ 1. Beweis:
(
1 +

x

n

)n
(1− x) ≤

(∗)

(
1 +

x

n

)n (
1− x

n

)n
=

(
1− x2

n2

)n
, (4.69)wobei (∗): Bernoulli, falls n groÿ genug.Für hinrei
hend groÿe n gilt weiter

0 ≤
(

1− x2

n2

)
≤ 1 (4.70)und damit au
h die Potenz, und für n→∞ folgt die Behauptung.5.

lim
n→∞

(
1 +

x

n2

)n
= 1 (4.71)Beweis:

(
1 +

x

n2

)n
=

n∑

ν=0

(
n
ν

)( x
n2

)ν
= 1 +

n∑

ν=1

1

nν

(
n
ν

)(x
n

)ν

≤ 1 +
1

n

n∑

ν=1

(
n
ν

)(x
n

)ν

︸ ︷︷ ︸bes
hränkt dur
h exp(x)

−→
n→∞

1
(4.72)

Analog gilt lim
n→∞

(
1 + x

n1+ǫ

)n
= 1 ∀ ǫ > 0.6. x > 0⇒ exp(x) >

(
1 + x

n

)n da Folge monoton wa
hsend (und �=� gilt nur für x = 0),
exp(x) >

(
1 +

x

n

)n
=

n∑

ν=0

(
n
ν

)(x
n

)ν

≥
(
n
n

)(x
n

)n
=
xn

nn
= xn−1 x

nn

> xn−1 für x > nn

(4.73)
⇒ exp(x) > xm für jedes m, wenn nur x hinrei
hend groÿ (x > (m+ 1)m+1),d.h. exp(x) wä
hst s
hneller als jede Potenz für x→∞,kurz xm = o((exp(x)), x→∞. 29



Satz 5. (Eigens
haften der Exponentialfunktion)(i) exp(0) = 1(ii) Funktionalglei
hung exp(x) exp(y) = exp(x+ y)(iii) exp(x) > 0(iv) für jedes n ∈ N gilt
exp(x) > xn für groÿe x
exp(x) < |x|−n für betragsmäÿig groÿe negative x (4.74)insbesondere: lim
x→∞

exp(x) =∞ und lim
x→−∞

exp(x) = 0(v) exp(x) ist streng monoton wa
hsend, d.h.
x > y ⇒ exp(x) > exp(y) (4.75)(vi) exp(x) ist stetig ∀ x ∈ R(vii) (exp(x))′ = exp(x)Beweise:(i) klar lt. Def.(ii)

(
1 +

x

n

)n (
1 +

y

n

)n
−→
n→∞

exp(x) exp(y)

=

(
1 +

x+ y

n
+
xy

n2

)n
=

(
1 +

x+ y

n

)n(

1 +
xy

n2
(
1 + x+y

n

)
)n

︸ ︷︷ ︸
−→
n→∞

1 (Bem. 5)
−→
n→∞

exp(x+ y) (4.76)(iii) x ≥ 0: ex > 0 ⇒ e−x =
1

ex
> 0d.h. ex > 0 au
h für x < 0(iv) ex > xn lt. Bem. 6; mit e−x =

1

ex
folgt zweiter Teil.(v) x < y: ey = ey+x−x = ex ey−x︸︷︷︸

>1

> ex(vi) z.z.: lim
h→0

ex+h = ex

lim
h→0

ex+h = ex lim
h→0

eh (4.77)30



z.z. bleibt Stetigkeit bei Null.Für |h| < 1 gilt lt. Bem. 3 und 4:
1 + h︸ ︷︷ ︸
−→
h→0

1

≤ eh ≤ 1

1− h︸ ︷︷ ︸
−→
h→0

1

, (4.78)also au
h lim
h→0

eh = 1.(vii)
ex+h − ex

h
= ex

eh − 1

h
(4.79)d.h. ex di�bar in x ⇔ ex di�bar in Null.Wieder lt. Bem. 3 und 4 gilt für h > 0:

1 + h− 1

h
≤ eh − 1

h
≤ heh + 1− 1

hd.h. 1 ≤ eh − 1

h
≤ eh −→

h→0
1 ,

(4.80)also lim
h→0+

eh−1
h

= 1 (und analog für h < 0).4.7 UmkehrfunktionenDe�nition: f : A→ B (z.B. A,B ⊆ R) heiÿt� surjektiv, falls jedes b ∈ B als Bild auftritt (b ∈ B ⇒ ∃a ∈ A mit f(a) = b),� injektiv, falls: a 6= ã ⇒ f(a) 6= f(ã) ∀ a, ã ∈ A,� bijektiv, falls f surjektiv und injektiv ist.Bemerkungen:1. f : A→ B ni
ht surjektiv � �heilbar�, denn
B̃ := f(A) = {b ∈ R | ∃ a ∈ A, so dass f(a) = b} (4.81)

⇒ f : A→ B̃ ist surjektiv. Z.B.
f : R→ R

x 7→ x2 (4.82)ist ni
ht surjektiv, denn −1 ∈ B = R tritt ni
ht als Funktionswert auf.
f(A) = R+

0 , und damit ist
f : R→ R+

0

x 7→ x2 (4.83)surjektiv. 31



2. fehlende Injektivität ist kritis
her, z.B.
f : R→ R+

0

x 7→ x2 (4.84)ist ni
ht injektiv, denn (−1)2 = 12 aber −1 6= 1.
f1 : R+

0 → R+
0 , f2 : R−

0 → R+
0 (4.85)

x 7→ x2 x 7→ x2 (4.86)sind injektiv (und bijektiv).3. Ist f : A→ B bijektiv, so existiert in natürli
her Weise eine Funktion
f−1 : B → A

b = f(a) 7→ a
(4.87)genannt Umkehrfunktion von f . (f−1 6= 1

f

)4. f : A→ B bijektiv
⇒ es existiert f−1 : B → A
⇒ es existiert f−1 ◦ f : A→ Asowie f ◦ f−1 : B → Bmit (f−1 ◦ f)(x) = f−1(f(x)) = x ∀ x ∈ Aund (f ◦ f−1)(x) = f(f−1(x)) = x ∀ x ∈ B5. f−1 ist f gespiegelt an der ersten Winkelhalbierenden.6. Streng monotone Funktionen sind injektiv.7. Sei f : A→ B di�bar, dann gilt

f ′(x) > 0 ∀ x ∈ I ⊆ A ⇒ f ist streng monoton wa
hsend auf I
f ′(x) < 0 ∀ x ∈ I ⊆ A ⇒ f ist streng monoton fallend auf I (4.88)Beispiele:1.

f1 : R+
0 → R+

0 , f−1
1 : R+

0 → R+
0 (4.89)

x 7→ x2 x 7→ √x

f2 : R−
0 → R+

0 , f−1
2 : R+

0 → R−
0 (4.90)

x 7→ x2 x 7→ −√x

f−1
2 ◦ f2 : R−

0 → R−
0 , f2 ◦ f−1

2 : R+
0 → R+

0 (4.91)2. f : R→ R, f(x) = x ⇒ f−1 = f32



3. f : R→ R, f(x) = x2 + x

f ′(x) = 2x+ 1 : f ′(x) > 0 ∀ x > −1

2
(4.92)

f ′(x) < 0 ∀ x < −1

2

f(−1
2
) = −1

4
, lim

x→±∞
=∞ , f stetig (4.93)

⇒ jedes y ∈ [−1
4
,∞) tritt als Funktionswert auf; d.h.

f1 : [−1
2
,∞)→ [−1

4
,∞) und f2 : (−∞,−1

2
]→ [−1

4
,∞) , (4.94)beide mit derselben Abbildungsvors
hrift wie f , sind surjektivund (da monoton) au
h injektiv, d.h. bijektiv.

⇒ f−1
1 : [−1

4
,∞)→ [−1

2
,∞) und f−1

2 : [−1
4
,∞)→ (−∞,−1

2
] (4.95)Wie sehen die f−1

j aus?Nenne y = f(x), und da (f−1 ◦ f)(x) = x gilt f−1(y) = x.Löse also y = f(x) na
h x auf!
y = x2 + x ⇔ x2 + x− y = 0 (4.96)quadratis
he Glei
hung: x =

−1±√1 + 4y

2
= −1

2
±
√
y + 1

4

⇒ f−1
1 (x) = −1

2
+
√
x+ 1

4

f−1
2 (x) = −1

2
−
√
x+ 1

4

(4.97)Satz 6. (Ableitung der Umkehrfunktion)Ist f : I → J bijektiv und di�bar, dann folgt
f−1 : J → I ist di�bar ∀ x ∈ J mit f ′(f−1(x)) 6= 0 und es gilt

f−1′(x) =
1

f ′(f−1(x))
. (4.98)Beweis:Man zeigt zunä
hst, dass f−1 di�bar ist (ohne Beweis).Dann wendet man auf f(f−1(x)) = x die Kettenregel an,

f ′(f−1(x)) · f−1′(x) = 1 . (4.99)Mit Division dur
h f ′(f−1(x)) (das war 6= 0) folgt die Behauptung. �33



4.8 Der LogarithmusDe�nition: Die Umkehrfunktion von exp : R→ R+ heiÿt (natürli
her) Logarithmus,
log : R+ → R (4.100)Man
hmal s
hreibt man statt log au
h ln (logarithmus naturalis).also: elog x = x für x > 0 und log(ex) = x für x ∈ R.Bemerkung:

ex ist injektiv, da streng monoton wa
hsend
lim

x→−∞
ex = 0, lim

x→∞
ex =∞

⇒ exp(R) = (0,∞)Satz 7. (Eigens
haften von log)(i) log 1 = 0, log e = 1(ii) log(xy) = log x+ log y(iii) lim
x→0+

log x = −∞, lim
x→∞

log x =∞(iv) (log x)′ = 1
x

, x > 0
⇒ log x ist streng monoton wa
hsendBeweis:(i) e0 = 1 ⇒ log 1 = 0
e1 = e ⇒ log e = 1(ii) elog x+log y = elog x elog y = xy = elog(xy)Da ex injektiv folgt Behauptung.(iii) lim
x→−∞

ex = 0 ⇔ lim
x→0+

log x = −∞

lim
x→∞

ex =∞ ⇔ lim
x→∞

log x =∞(iv) ex di�bar und (ex)′ > 0, also insbesondere 6= 0

=⇒Satz 6 log x ist di�bar, mit
(log x)′ =

1

exp′(log(x))
=

1

exp(log(x))
=

1

x
. (4.101)

34



4.9 Weitere elementare FunktionenAllgemeine ExponentialfunktionFür a > 0, de�nieren wir
f : R→ R+

x 7→ ax
(4.102)dur
h

f(x) = ax := ex log a . (4.103)Umkehrfunktion: Logarithmus zur Basis a
loga x :=

log x

log a
(4.104)für a > 0, a 6= 1, x > 0. Denn, z.B.,

loga a
x = loga

(
ex log a

)
=

log
(
ex log a

)

log a
=
x log a

log a
= x . (4.105)Also: loge = log = ln.Au
h gebräu
hli
h: lb := log2, lg := log10.Allgemeine Potenz

xα := eα log x für α ∈ R , x > 0 . (4.106)Umkehrfunktion:
x

1
α für α 6= 0 , x > 0 . (4.107)Hyperbolis
he Funktionen. Siehe Übungen.Eigens
haften und Re
henregeln.1. (xα)β = xαβ2. xα+β = xα xβ3. log(xα) = α log x(dort, wo die Ausdrü
ke de�niert sind)Bemerkungen zur Notation:

xα
β ≡ x(αβ ) , log xα ≡ log(xα) (4.108)
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4.10 Trigonometris
he FunktionenEinheitskreis (Kreis mit Radius 1)Umfang 2π (De�nition von π)

de�niert sin x und cosx für 0 ≤ x < 2π
2π-periodis
h fortgesetzt, d.h.

sin(x+ 2πn) = sin(x) ∀n ∈ Z . (4.109)(ebenso für cos)
tan x :=

sin x

cos x
und cot x =

cosx

sin x
, (4.110)wo de�niert.Spezielle Werte:

sin 0 = 0 , cos 0 = 1

sin
π

2
= 1 , cos

π

2
= 0

(4.111)Translationen:
sin(x+ π) = − sin x cos(x+ π) = − cosx (4.112)
sin(x+ π

2
) = cosx cos(x+ π

2
) = − sin x (4.113)Weitere wi
htige Beziehungen:1. sin2 x+ cos2 x = 1 ∀ x (Pythagoras)und damit au
h | sin x| ≤ 1, | cosx| ≤ 1 ∀ x ∈ R2. sin(−x) = − sin x, cos(−x) = cos x 36



3. Für 0 < x < π
2
gilt (siehe Abbildung):

sin x < x < tanx .Satz 8. (Additionstheoreme)
sin(x+ y) = sin x cos y + cosx sin y

cos(x+ y) = cosx cos y − sin x sin y
(4.114)Beweis:Laut Translationseigens
haften genügt es, die Additionstheoreme für x, y > 0, x + y < π

2zu beweisen.PSfrag repla
ements
x y

a
b

p q

h

H

A1

A2

h = a cosx , h = b cos y

p = a sin x , q = b sin y

A1 =
ph

2
=
ab sin x cos y

2
, A2 =

qh

2
=
ab cosx sin y

2
(∗)

A1 + A2 =
Hb

2
=
ab sin(x+ y)

2
(+)(∗) und (+) ⇒ Behauptung

cos(x+ y) = sin(x+ y + π
2
)

= sin x cos(y + π
2
) + cosx sin(y + π

2
)

= sin x(− sin x) + cos x cos y

(4.115)
�Korollar zu Satz 8.

(sin x)′ = cos x und (cosx)′ = − sin x (4.116)37



Beweis: (für sin x; cos x folgt aus sin(x+ π
2
) = cosx)

lim
h→0

sin(x+ h)− sin x

h
= lim

h→0

sin x cos h+ cosx sin h− sin x

h

= sin x lim
h→0

cos h− 1

h
+ cos x lim

h→0

sinh

h

(4.117)reduziert auf Ableitungen von sin und cos bei Null.Aus Beziehung 3 folgt für 0 < x < π
2
(Kehrwerte):

1

sin x
>

1

x
>

1

tanx

⇒ 1 >
sin x

x
> cosx −→

x→0
1

(4.118)und damit
lim
h→0+

sinh

h
= 1 (analog für h→ 0−) (4.119)Der andere Limes wird Null:

lim
h→0

cos h− 1

h
= lim

h→0

√
1− sin2 h− 1

h

√
1− sin2 h+ 1√
1− sin2 h+ 1

= lim
h→0

(1− sin2 h)− 1

h
(√

1− sin2 h+ 1
)

= −
(

lim
h→0

sinh

h

)
·
(

lim
h→0

sinh√
1− sin2 h+ 1

)

= −1 · 0
2

= 0

(4.120)
�Die Umkehrfunktion des Sinus heiÿt Ar
us Sinus, z.B.

arcsin : [−1, 1]→ [−π
2
, π

2
] (Hauptzweig) (4.121). . . anderer Zweig: [−1, 1]→ [π

2
, 3π

2
]. . . viele Zweige: [−1, 1]→ [2n−1

2
π, 2n+1

2
π], n ∈ ZHauptzweige der anderen trigonometris
hen Funktionen:

arccos : [−1, 1]→ [0, π]

arctan : R → (−π
2
, π

2
)

arccot : R → (0, π)

(4.122)
38



Ableitungen: (mit Satz 6)
(arcsin x)′ =

1

cos(arcsin(x))
=

1√
1− x2

(arccosx)′ =
1

− sin(arccos(x))
= − 1√

1− x2

(tanx)′ =

(
sin x

cos x

)′
=

cos2 x+ sin2 x

cos2 x
=

1

cos2 x

= 1 + tan2 x

(arctanx)′ =
1

1 + tan2(arctan x)
=

1

1 + x2

(4.123)
4.11 PotenzreihenBeispiel: Die endli
he geometris
he Reihe war (x 6= 1)

n∑

ν=0

xν =
1− xn+1

1− x . (4.124)Für |x| < 1 gilt lim
n→∞

xn = 0, und damit
∞∑

ν=0

xν =
1

1− x , (4.125)wobei ∞∑
ν=0

aν := lim
n→∞

n∑
ν=0

aν , d.h. man untersu
ht das Verhaltender Folge der Partialsummen, sn :=
n∑
ν=0

aν für n→∞.Reihe: ∞∑

n=m

an (Summe mit Grenze ∞)Potenzreihe in x: ∞∑

n=m

an x
n

(4.126)
Allgemeine Idee: Su
he Näherung für Funktion f(x) um die Stelle x0 (so oft di�bar wienötig):
• f stetig in x0 ⇒ kann dort ni
ht springen � einfa
hste Näherung: f(x) ≈ f(x0) für xin der Nähe von x0 39



• f di�bar ⇒ Tangente an der Stelle x0 existiert � etwas bessere Näherung: f(x) ≈
f(x0) + f ′(x0)(x− x0) für x in der Nähe von x0

• Näherung, g(x), soll au
h Änderung der Steigung (f ′′) berü
ksi
htigen � Ansatz:
g(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + c(x− x0)

2 (4.127)O�ensi
htli
h gilt bereits f(x0) = g(x0) und f ′(x0) = g′(x0). Bestimme c aus Forde-rung
f ′′(x0)

!
= g′′(x0) (4.128)

g′′(x) = 2c ⇒ c =
f ′′(x0)

2
. (4.129)Höhere Näherungen: Ansatz,

Tf,n(x) =

n∑

ν=0

cν(x− x0)
ν (4.130)und bestimme die cν aus Forderungen

f (µ)(x0)
!
= Tf,n

(µ)(x0) , µ = 0, . . . , n (4.131)
Tf,n

(µ)(x) =
n∑

ν=µ

ν(ν − 1) · · · (ν − µ+ 1) cν (x− x0)
ν−µ

⇒ Tf,n
(µ)(x0) = µ! cµ

(4.132)40



d.h. wir erhalten
cν =

f (ν)(x0)

ν!
(4.133)Man nennt

Tf,n(x) =
n∑

ν=0

f (ν)(x0)

ν!
(x− x0)

ν (4.134)das n-te Taylor-Polynom von f und
Tf (x) =

∞∑

ν=0

f (ν)(x0)

ν!
(x− x0)

ν (4.135)die (formale) Taylor-Reihe von f .Fragen:
• Ist Tf,n(x) eine gute Näherung für f(x) in der Nähe von x0?
• Konvergiert Tf(x)? (Und für wel
he x, und gegen wel
hen Wert?)Vermutung: Nä
hster Term der Entwi
klung als Maÿ für den Fehler . . . ?Satz 9. (Satz von Taylor)Sei f : I → R, I = (a, b) ⊆ R, n+ 1 mal di�bar. dann gilt für x, x0 ∈ I

f(x) =
n∑

ν=0

f (ν)(x0)

ν!
(x− x0)

ν +Rn(x) , (4.136)und für x > x0 ∃ ξ ∈ (x0, x) (für x < x0 ∃ ξ ∈ (x, x0)) mit
Rn(x) =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 . (4.137)
Rn heiÿt (Lagranges
hes) Restglied, x0 heiÿt Entwi
klungspunkt.Insbesondere gilt f(x) = Tf,n(x) + o((x− x0)

n).(ohne Beweis)Bemerkungen:1. Es gibt au
h andere Restgliedformeln (z.B. später Integralrestglied, dann mit Beweis).2. Tf(x) konvergiert also genau dann gegen f(x), wenn
lim
n→∞

Rn(x) = 0 bzw. wenn lim
n→∞

|Rn(x)| = 0 . (4.138)3. Falls lim
n→∞

|Rn(x)| > 0 (oder gar ni
ht existent), dann divergiert Tf (x) (meistens) oderkonvergiert gegen eine andere Funktion (selten).41



4. Sei |x1 − x0| < |X − x0| < |x2 − x0|, dann gilt:aus lim
n→∞

|Rn(X)| = 0 ⇒ lim
n→∞

|Rn(x1)| = 0aus lim
n→∞

|Rn(X)| > 0 ⇒ lim
n→∞

|Rn(x2)| > 0
(4.139)PSfrag repla
ements

x0 x1x′1 x2x′2 X

|X − x0|

d.h. man �ndet einen Radius R ≥ 0 mit
Tf(x) = f(x) ∀ |x− x0| < R

Tf,n(x) 6→ f(x) ∀ |x− x0| > R
(4.140)5. Sei f in x1 singulär (Pol,. . .), dann gilt R ≤ |x0 − x1|.Beispiele:1. |x| < 1:

1

1− x =
∞∑

ν=0

xν (s.o.) (4.141)Für |x| > 1 divergiert die Reihe (Summanden wa
hsen an).2. f(x) = ex ⇒ f (ν)(x) = ex

Tf (x) =
∞∑

ν=0

f (ν)(0)

ν!
xν =

∞∑

ν=0

xν

ν!
(4.142)

|x| < K ∈ R+:
|Rn(x)| =

∣∣∣∣
fn+1(ξ)

(n + 1)!
xn+1

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣e
ξ x · x · · · x

1 · 2 · · · (n + 1)

∣∣∣∣

≤
K<N≤n

eK
∣∣∣∣
x · x · · · x

1 · 2 · · · (N − 1)

x · x · · · x

N · (N + 1) · · · (n + 1)

∣∣∣∣

≤ eK
∣∣∣∣
xN−1

(N − 1)!

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸hängt ni
ht von n ab (

K

N

)n−N+2

︸ ︷︷ ︸
−→
n→∞

0, da K/N < 1

−→
n→∞

0

(4.143)
Also

ex =
∞∑

ν=0

xν

ν!
∀ x ∈ R . (4.144)42



3. f(x) = log(1 + x), |x| < 1

f ′(x) =
1

1 + x
=

∞∑

ν=0

(−x)ν =
∞∑

ν=0

(−1)νxν (4.145)Da ∞∑

ν=0

(−1)ν
xν+1

ν + 1
+ c gliedweise di�erenziert f ′(x) ergibt, vermuten wir

log(1 + x) = c−
∞∑

ν=1

(−1)ν
xν

ν
, (4.146)und folgern aus f(0) = log 1 = 0, dass c = 0.Bemerkung: Falls Reihe hübs
h, darf man gliedweise di�erenzieren (und integrie-ren); eigentli
h brau
ht man glei
hmäÿige Konvergenz (ma
hen wir aber ni
ht). FürTaylorreihen und x innerhalb das Konvergenzradius' geht alles gut.4. Binomis
he Reihe: f(x) = (1 + x)α, α ∈ R \ {0}

f (ν)(x) = α(α− 1) · · · (α− ν + 1) (1 + x)α−ν ⇒ f (ν)(0)

ν!
=

(
α
ν

) (4.147)also
(1 + x)α =

∞∑

ν=0

(
α
ν

)
xν , |x| < 1 (4.148)Spezialfälle:

• α = n ∈ N: binomis
her Satz (sogar für alle x ∈ R)
• α = −1: geometris
he Reihe,

(
−1
ν

)
=

(−1)(−2) · · · (−1− ν + 1)

ν!
= (−1)ν (4.149)

• α = 1
2
:

√
1 + x =

∞∑

ν=0

(
1/2
ν

)
xν , |x| < 1 (4.150)5. sin(2ν)(x) = (−1)ν sin x, sin(2ν+1)(x) = (−1)ν cosx, also

sin x =

∞∑

ν=0

(−1)ν

(2ν + 1)!
x2ν+1 ∀ x ∈ R (4.151)analog:

cos(2ν)(x) = (−1)ν cosx, cos(2ν+1)(x) = (−1)ν+1 sin x, also
cos x =

∞∑

ν=0

(−1)ν

(2ν)!
x2ν ∀ x ∈ R (4.152)43



6.
(arctanx)′ =

1

1 + x2
=

∞∑

ν=0

(−1)νx2ν , |x| < 1 (4.153)folgere
arctan x =

∞∑

ν=0

(−1)ν
x2ν+1

2ν + 1
+ c (4.154)mit c = 0 da arctan 0 = 0.7.

sin x

x
=

1

x

∞∑

ν=0

(−1)ν

(2ν + 1)!
x2ν+1 =

∞∑

ν=0

(−1)ν

(2ν + 1)!
x2ν = 1− x2

6
+ o(x2) (4.155)8.

ex

1− x =

( ∞∑

ν=0

xν

ν!

)( ∞∑

µ=0

xµ

)

, für |x| < 1 (wg. geom. Reihe)
=

(
1 + x+

x2

2
+ o(x2)

)(
1 + x+ x2 + o(x2)

)

= 1 + 2x+
5

2
x2 + o(x2) , x→ 0

(4.156)
allgemein (Cau
hy-Produkt):

( ∞∑

ν=0

aν x
ν

)( ∞∑

µ=0

bµ x
µ

)

=

∞∑

ν=0

∞∑

µ=0

aν bµ x
ν+µ

∣∣∣∣∣∣∣∣

n := ν + µ
n : 0 . . .∞
ν : 0 . . . n
µ = n− ν

=

∞∑

n=0

n∑

ν=0

aν bn−ν x
n

(4.157)
Erlaubt, falls alles hübs
h (beide Reihen absolut konvergent,d.h. z.B. ∑∞

ν=0 |aνxν | <∞). Damit no
hmal
ex

1− x =

( ∞∑

ν=0

xν

ν!

)( ∞∑

µ=0

xµ

)

, |x| < 1

=
∞∑

n=0

n∑

ν=0

1

ν!
xn

=
1

0!
+

(
1

0!
+

1

1!

)
x+

(
1

0!
+

1

1!
+

1

2!

)
x2 + o(x2)

(4.158)
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4.12 Kurvendiskussion
• De�nitionsberei
h
• Verhalten am Rand des De�nitionsberei
hs(Asymptoten, De�nitionslü
ken, stetige Fortsetzbarkeit, . . . )
• Nullstellen
• Extrema
• SkizzeBeispiele:1. f(x) =

1− x4

1 + x4
de�niert ∀ x ∈ RSpiegelsymmetrie (Spiegelung an y-A
hse), denn f(−x) = f(x)Verhalten am �Rand� des De�nitionsberei
hs: lim

x→±∞
f(x) = −1Nullstellen: f(x) = 0 ⇔ x4 = 1 ⇔ x = ±1Extrempunkte:

f ′(x) =
−4x3(1 + x4)− (1− x4)4x3

(1 + x4)2

=
−8x3

(1 + x4)2

!
= 0 ⇔ x = 0

(4.159)z.B. Taylorentwi
klung:
f(x) =geom.R. (1− x4)

(
1− x4 + x8 − x12 + . . .︸ ︷︷ ︸

=o(x4)

)
= 1− 2x4 + o(x4) (4.160)also Ho
hpunkt (0, 1).Skizze:

−5 −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4 5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

 

 
1−x

4

1 +x4

y =−1

45



2. f(x) =
x3 + 1

x2 − 1De�nitionsberei
h: R \ {−1, 1}Zähler bei x = −1 au
h Null:
(

x3 + 1
)

:
(
x+ 1

)
= x2 − x+ 1

− x3 − x2

− x2

x2 + x

x + 1
− x− 1

0

(4.161)
stetig fortsetzbar dur
h f(−1) := −3

2
und damit

f(x) =
x2 − x+ 1

x− 1
(4.162)Pol (erster Ordung, also mit Vorzei
henwe
hsel) bei x = 1,d.h. f(x) ∼ 1

x−1
→ ±∞ für x→ 1±Verhalten für groÿe |x|:entweder dur
h Polynomdivision...

(
x2 − x+ 1

)
:
(
x− 1

)
= x+

1

x− 1− x2 + x

(4.163)
...oder dur
h Taylorentwi
klung

f(x) =
x− 1 + 1

x

1− 1
x

=
|x|>1

(
x− 1 +

1

x

)(
1 +

1

x
+

1

x2
+ . . .

)

= x+ (1− 1) +
1− 1 + 1

x
+ . . .

= x+
1

x
+ . . .

(4.164)
also f(x) ∼ x→ ±∞ für x→ ±∞ 46



Nullstellen:
f(x) = 0 ⇔ x2 − x+ 1 = 0 ⇔ x =

1±
√

1− 4

2
/∈ R (4.165)keine (in R)Ableitung:

f ′(x) =
(2x− 1)(x− 1)− (x2 − x+ 1)

(x− 1)2
=

2x2 − 3x+ 1− x2 + x− 1

(x− 1)2
=
x2 − 2x

(x− 1)2(4.166)Extrema: f ′ = 0 ⇔ x = 0 oder x = 2Lokales Maximum f(0) = −1, lokales Minimum f(2) = 3Warum (Min/Max)? 4 Mögli
hkeiten:(i) wegen Stetigkeit, Pol und Asymptotik(ii) Untersu
he VZ von f ′(x) = x(x−2)
(x−1)2

:bei 0: +→ − also Ho
hpunktbei 2: − → + also Tiefpunkte(iii) Untersu
he f ′′:
f ′′(0) < 0 ⇒ Ho
hpunkt
f ′′(2) > 0 ⇒ Tiefpunkt (4.167)Vorsi
ht: Hinrei
hend, ni
ht notwendig � falls f ′′ = 0 folgt gar ni
hts!(iv) Taylorentwi
klungum Null:

f(x) =
x2 − x+ 1

x− 1
=
−1 + x− x2

1− x
=
(
−1 + x− x2

) (
1 + x+ x2 + x3 + . . .

)

= −1 + (−x+ x) + (−x2 + x2 − x2) + . . .

= −1− x2 + . . .

(4.168)
also Ho
hpunkt (0,−1)
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um 2:
f(x) =

x2 − x+ 1

x− 1

=
(x− 2)2 + 4x− 4 + x+ 1

x− 2 + 1

=
(x− 2)2 + 3(x− 2) + 3

1 + (x− 2)

=
(
3 + 3(x− 2) + (x− 2)2

) (
1− (x− 2) + (x− 2)2 − (x− 2)3 + . . .

)

= 3 + (3− 3)(x− 2) + (3− 3 + 1)(x− 2)2 + . . .

= 3 + (x− 2)2 + . . .

(4.169)
also Tiefpunkt (2, 3).Skizze:
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3. f : x 7→
√
x− 1

xDe�nitionsberei
h: x 6= 0 und x− 1
x
≥ 0 ⇔ x ≥ 1

x(i) für x > 0: x2 ≥ 1 ⇒ x ≥ 1(ii) für x < 0: x2 ≤ 1 ⇒ x ≥ −1also: De�nitionsberei
h [−1, 0) ∪ [1,∞)Verhalten am Rand des De�nitionsberei
hs / Nullstellen:
f(−1) = 0

f(x) ∼
√
− 1
x
→∞ für x→ 0−

f(1) = 0
f(x) ∼ √x→∞ für x→∞Ableitung:

f ′(x) =
1 + 1

x2

2
√
x− 1

x

> 0 ∀ x ∈ D (4.170)...am Rand des De�nitionsberei
hs:
lim

x→−1+
f ′(x) =∞ , lim

x→1+
f ′(x) =∞ . (4.171)Skizze:
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5 Vektorre
hnung5.1 VektorräumeDe�nition: (Gruppe)Sei G 6= ∅ eine Menge und ◦ eine Verknüpfung ◦ : G×G→ G.
(G, ◦) heiÿt Gruppe falls gilt:(G1) aus a, b ∈ G ⇒ a ◦ b ∈ G (Abges
hlossenheit)(G2) (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) ∀ a, b, c ∈ G (Assoziativität)(G3) ∃ e ∈ G mit a ◦ e = a = e ◦ a ∀ a ∈ G (neutrales Element)(G4) für jedes a ∈ G ∃ a−1 ∈ G mit a ◦ a−1 = e = a−1 ◦ a (inverses Element)De�nition: (abels
he Gruppe)Eine Gruppe (G, ◦) heiÿt kommutativ oder abels
h falls zusätzli
h gilt:(G5) a ◦ b = b ◦ a ∀ a, b ∈ G (Kommutativität)Eigens
haften: (von Gruppen)1. Das neutrale Element e ist eindeutig bestimmt.Beweis: Annahme ∃ ẽ 6= e mit̃

e ◦ a = a | ◦ a−1 von re
hts
⇔ (ẽ ◦ a) ◦ a−1 = a ◦ a−1

⇔
(G2)

ẽ ◦ (a ◦ a−1) = a ◦ a−1 (5.1)
⇔
(G4)

ẽ ◦ e = e

⇔
(G3)

ẽ = e Widerspru
h2. Zu jedem a ∈ G ist das inverse Element eindeutig bestimmt.Beweis: Annahme ∃ b 6= a−1 mit
b ◦ a = e | ◦ a−1 von re
hts

⇔ (b ◦ a) ◦ a−1 = e ◦ a−1

⇔
(G2)

b ◦ (a ◦ a−1) = e ◦ a−1 (5.2)
⇔
(G4)

b ◦ e = e ◦ a−1

⇔
(G3)

b = a−1 Widerspru
h3. Glei
hungen lassen si
h eindeutig lösen:
∀ a, b ∈ G ∃ x, y ∈ G, so dass a ◦ x = b und y ◦ a = b.Beweis: x = a−1 ◦ b und y = b ◦ a−1 tun's � Eindeutigkeit?Annahme: ∃ z 6= y mit

z ◦ a = b | ◦ a−1 von re
hts
⇔ z ◦ a ◦ a−1 = b ◦ a−1 (5.3)
⇔ z = b ◦ a−1 = y Widerspru
hBemerkung: für ni
ht-abels
he Gruppen gilt i.A. x 6= y.50



Beispiele1. (Z,+): e = 0, a−1 = −a für a ∈ Znatürli
h ebenso (R,+) aber ni
ht (N,+)!2. (Q \ {0}, ·): e = 1, für Q ∋ x = p
q
mit p, q ∈ Z ist x−1 = q

pebenso (R \ {0}, ·) aber ni
ht (Z \ {0}, ·)!3. (Menge aller Polynome vom Grad ≤ n, +)4. G: Menge aller Symmetrieoperationen (Drehungen, Spiegelungen et
.), die ein be-stimmtes Objekt (Atom, Molekül, . . . ) invariant lassen.
◦: Na
heinanderausführen der Operationen.De�nition: (Körper)Sei K 6= ∅ eine Menge mit zwei Verknüpfungen, + : K × K → K und · : K × K → K.

(K,+, ·) heiÿt Körper, falls gilt:(K1) (K,+) ist eine abels
he Gruppe mit neutralem Element 0.(K2) (K \ {0}, ·) ist ebenfalls eine abels
he Gruppe.(K3) (a+ b) · c = a · c+ b · c ∀ a, b ∈ K und c ∈ K \ {0} (Distributivität)Bemerkungen:1. Nenne das zu a ∈ K additiv inverse Element (−a).2. Jeder Körper hat mindestens zwei Elemente, nämli
h 0 ∈ K und, da (K \ {0}, ·)Gruppe ist, ∃ e ∈ K, e 6= 0 (multiplikativ neutrales Element).3. Multiplikation mit 0: a ∈ K \ {0}
0 = e+ (−e) | · a (5.4)

0 · ano
h ni
ht de�niert = (e+ (−e)) · a =(K3) a+ (−e) · a =: ã ∈ K (5.5)Annahme: ã ∈ K \ {0} ⇒ ã · a−1 = e+ (−e) = 0 /∈ K \ {0} � Widerspru
h!
⇒ ã = 0 also 0 · a = 0.auÿerdem folgt wegen a+ (−e) · a = 0, dass (−a) = (−e) · a.4. Übli
herweise nennen wir e = 1 (multiplikativ neutrales Element).5. aus a · b = 0 ⇒ a = 0 oder b = 0, dennanderfalls a, b ∈ K \ {0} ⇒ a · b ∈ K \ {0} da Gruppe � Widerspru
h!Beispiele1. (Q,+, ·), (R,+, ·), oder au
h: (C,+, ·)2. Z2 = {0, 1} mit (+, ·) modulo 2, d.h.

0 + 0 = 0 , 1 + 0 = 1 , 1 + 1 = 0 (5.6)
0 · 0 = 0 , 0 · 1 = 0 , 1 · 1 = 1 (5.7)

⇒ (−1) = 1 und 1−1 = 1 51



3. Z3 = {0, 1, 2} mit (+, ·) modulo 3, d.h.
+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

· 0 1 2
0 0 0 0
1 0 1 2
2 0 2 1

(5.8)
⇒ (−1) = 2, (−2) = 1 (additiv Inverse)und 1−1 = 1, 2−1 = 2 (multiplikativ Inverse)Bemerkungen:
• abels
he Gruppen ⇒ Tabellen symmetris
h bzgl. Spiegelung an der Diagonalen \
• Gruppen ⇒ Glei
hungen eindeutig lösbar
⇒ jedes Element tritt in jeder Zeile und Spalte genau einmal auf!(In ·-Tabelle natürli
h der Blo
k ohne Nullen, da nur (K \ {0}, ·) Gruppe ist!)4. Z4 = {0, 1, 2, 3} mit (+, ·) modulo 4 ist kein Körper, denn

2 · 2 = 0 /∈ Z4 \ {0} � Widerspru
h zu (Z4 \ {0}, ·) GruppeDe�nition: (Vektorraum)Sei (V,+) eine abels
he Gruppe mit neutralem Element ~0,
K ein Körper und · : K × V → V (skalare Multiplikation).
V heiÿt Vektorraum über K falls zusätzli
h gilt:(V1) λ · ~a ∈ V ∀ λ ∈ K und ∀ ~a ∈ V (Abges
hlossenheit)(V2) λ · (~a+~b) = λ · ~a+ λ ·~b

(λ+ µ) · ~a = λ · ~a+ µ · ~a
∀ λ, µ ∈ K und ∀ ~a,~b ∈ V (Distributivgesetze)(V3) 1 · ~a = ~a(V4) λ · (µ · ~a) = (λ · µ) · ~a ∀ λ, µ ∈ K und ∀ ~a ∈ V (Assoziativgesetz)Bemerkung1. Multiplikationspunkte dürfen wie übli
h weggelassen werden.2. Aus (G1) für (V,+) und (V1) ⇒ λ~a+ µ~b ∈ V ∀ λ, µ ∈ K und ∀ ~a,~b ∈ VBeispiele1. R über R2. Ebene R2, Raum R3 über Rallgemein Rn mit komponentenweiser Vektor-Addition und skalarer Multiplikation

~a,~b ∈ Rn : ~a =





a1

a2...
an



 , ~b =





b1
b2...
bn



 (5.9)
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~a+~b =





a1 + b1
a2 + b2...
an + bn




, λ~a =





λa1

λa2...
λan




(5.10)3. Polynome (beliebigen Grads) über R

P (x) =
n∑

ν=0

aνx
ν , Q(x) =

m∑

ν=0

bνx
ν , aν , bν , x ∈ R (5.11)

λP (x) =

n∑

ν=0

λaνx
ν , P (x) +Q(x) =

max{n,m}∑

ν=0

(aν + bν)x
ν , (5.12)(wobei aν = 0 ∀ ν > n und bν = 0 ∀ ν > m)übrigens ∞-dimensional (später)5.2 Lineare UnabhängigkeitDe�nitionen:1. ~0 ist linear abhängig (l.a.)

~a 6= ~0 ist linear unabhängig (l.u)2. Zwei Vektoren ~a,~b heiÿen l.u. ⇔ aus λ~a+ µ~b = ~0 ⇒ λ = µ = 0d.h. der Nullvektor ~0 besitzt nur eine trivialeDarstellung dur
h ~a,~banderfalls heiÿen sie l.a.
~a,~b l.a. ⇔ ~a ‖~b
~a,~b l.u. ⇔ ~a,~b spannen die Ebene

{
λ~a+ µ~b | λ, µ ∈ K

} (5.13)auf.3. ~a1,~a2, . . . ,~an heiÿen l.u. ⇔ aus n∑

j=1

λj~aj = ~0 ⇒ λj = 0 ∀ j = 1, . . . , nSind ~a1,~a2, . . . ,~an l.u., so ist Koe�zientenverglei
h mögli
h, d.h.
n∑

j=1

λj~aj =
n∑

j=1

µj~aj ⇔ λj = µj ∀ j = 1, . . . , n (5.14)
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Sind ~a1,~a2, . . . ,~an ∈ Rn l.u. so spannen sie den gesamten Rn auf, d.h. für jeden Vektor
~b ∈ Rn gibt es eindeutig bestimmte Koe�zienten λj, so dass

~b =
n∑

j=1

λj~aj (5.15)Bestimmung der λj dur
h Lösen eines linearen Glei
hungssystems.Beispiel:
~a1 =




1
0
1



 , ~a2 =




1
1
0



 , ~a3 =




0
1
1



 (5.16)Fragen:1. Sind die Vektoren l.u.?2. Kann man z.B. ~b =
(

1
2
3

) als Linearkombination (LK) der ~aj darstellen?Zu 2:Su
he λj mit
λ1




1
0
1



+ λ2




1
1
0



 + λ3




0
1
1



 =




1
2
3



 (5.17)d.h. löse das lineare Glei
hungssystem (LGS)
λ1 + λ2 = 1

λ2 + λ3 = 2
λ1 + λ3 = 3

(5.18)Umformen: erlaubte Operationen
• Zeilen vertaus
hen
• Zeile mit Faktor 6= 0 multiplizieren
• Vielfa
he einer Zeile zu einer anderen addieren
• Wi
htig: Immer eine Zeile (oder ihr Vielfa
hes) unverändert lassen, also ni
ht ineinem S
hritt: 1. zur 2., 2. zur 3. und 3. von der 1.Gauÿ-Algorithmus:
• Ziel 1: Zeilenstufenform (dur
h Vorwärtselimination)
• Rü
kwärtselimination
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kompakte S
hreibweise (
1 1 0 | 1
0 1 1 | 2
1 0 1 | 3

)

←−

−1

+(
1 1 0 | 1
0 1 1 | 2
0 − 1 1 | 2

)

←−+

(∗)
(

1 1 0 | 1
0 1 1 | 2
0 0 2 | 4

)

| · 1/2(
1 1 0 | 1
0 1 1 | 2
0 0 1 | 2

)

←−
−1

+

(
1 1 0 | 1
0 1 0 | 0
0 0 1 | 2

) ←−
−1

+

(
1 0 0 | 1
0 1 0 | 0
0 0 1 | 2

)

(5.19)
Die Lösung steht in der letzten Spalte:

λ1 = 1 , λ2 = 0 , λ3 = 2 . (5.20)Alternativ kann man au
h in (∗) � Zeilenstufenform � ablesen
2λ3 = 4 ⇒ λ3 = 2

λ2 + λ3 = 2 ⇒ λ2 = 2− λ3 = 0

λ1 + λ2 = 1 ⇒ λ1 = 1− λ2 = 1

(5.21)Zu 1: Die drei sind Vektoren l.u.Dazu löst man das LGS ( · · · |~0) und prüft, ob es nur die Lösung λ1 = λ2 = λ3 = 0 hat.(Sieht man au
h bereits in (∗). � Wäre unterwegs eine Zeile mit auss
hlieÿli
h Nullen linksvon | aufgetreten, so wären die Vektoren l.a.)Neues Beispiel dazu: ~a1,~a2 wie oben,
~a3 =




2
1
1



 , (5.22)
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also (
1 1 2 | 0
0 1 1 | 0
1 0 1 | 0

)

←−

−1

+(
1 1 2 | 0
0 1 1 | 0
0 − 1 − 1 | 0

)

←−+(
1 1 2 | 0
0 1 1 | 0
0 0 0 | 0

) ←−
−1

+

(
1 0 1 | 0
0 1 1 | 0
0 0 0 | 0

)

(5.23)
d.h.

λ3 = t , λ1 = λ2 = −t (5.24)löst ∀t ∈ R, d.h. die Vektoren ~a1,~a2,~a3 sind l.a.Läÿt si
h ~b =
(

1
2
3

) als LK darstellen? Nein, denn. . .
(

1 1 2 | 1
0 1 1 | 2
1 0 1 | 3

)

←−

−1

+(
1 1 2 | 1
0 1 1 | 2
0 − 1 − 1 | 2

)

←−+(
1 1 2 | 1
0 1 1 | 2
0 0 0 | 4

)
(5.25)

. . .letzte Zeile bedeutet
0 · λ1 + 0 · λ2 + 0 · λ3 = 4 Widerspru
h! (5.26)Vorsi
ht: Keine �Ringoperationen� ma
hen!

(
1 0 0 | 1
0 1 0 | 2
0 0 1 | 3

)
←−+

←−−−+

←−−
−1

+

(
1 0 − 1 | − 2
1 1 0 | 3
0 1 1 | 5

)
←−

−1

+

(
1 0 − 1 | − 2
0 1 1 | 5
0 1 1 | 5

)

←−
−1

+(
1 0 − 1 | − 2
0 1 1 | 5
0 0 0 | 0

)

←−
−1

+

(5.27)
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oben: eindeutige Lösung x1 = 1, x2 = 2, x3 = 3.unten: wähle x3 = t ∈ R beliebig, x2 = 5− t, x1 = t− 2, d.h. die allgemeine Lösung wäre
~x =




−2
5
0



 +




1
−1
1



 t � zu viel!!! (5.28)Erster S
hritt war verboten!5.3 Lineare Glei
hungssysteme und allgemeiner Gauÿ-AlgorithmusAllgemein: ~a1,~a2, . . . ,~an,~b ∈ Rm

n∑

j=1

xj~aj = ~b (5.29)heiÿt lineares Glei
hungssystem (LGS) � m Glei
hungen für n Unbekannte.
~b = 0: homogenes LGS
~b 6= 0: inhomogenes LGSAndere S
hreibweise für LGS:

L(~x) = ~b , (5.30)wobei
L : Rn → Rm

~x =




x1...
xn



 7→ L(~x) =
n∑

j=1

xj~aj
(5.31)eine lineare Abbildung ist, denn o�ensi
htli
h gilt

L(λ~x+ µ~y) = λL(~x) + µL(~y) . (5.32)Die Mengen
L~b :=

{
~x ∈ Rn |L(~x) = ~b

} und L0 :=
{
~x ∈ Rn |L(~x) = ~0

} (5.33)heiÿen Lösungsmenge des inhomogenen bzw. des homogenen LGS.Satz 10. Seien ~xh1 , ~xh2 ∈ L0 und ~yp ∈ L~b, dann gilt:(i) λ~xh1 + µ~xh2 ∈ L0 ∀ λ, µ ∈ R,(ii) ~y ∈ L~b ⇔ ∃ ~x ∈ L0 mit ~y = ~yp + ~x.
57



Beiweis:(i) L(λ~xh1 + µ~xh2) = λL(~xh1) + µL(~xh2) = ~0 +~0(ii) �⇐�: L(~y) = L(~yp + ~x) = L(~yp) + L(~x) = ~b+~0 = ~b�⇒�: ~x := ~y − ~yp, L(~x) = L(~y)− L(~yp) = ~b−~b = ~0Zur Lösung: Bringe (
~a1 ~a2 · · · ~an ~b

) (5.34)auf Zeilenstufenform (ZSF)




� ∗ ∗ ∗ · · · ∗ · · · ∗ b̃1
0 0 � ∗ · · · ∗ · · · ∗ b̃2
0 0 0 � ∗ · · · ∗ · · · ∗ b̃3... . . . . . . . . . ... ... ...
0 0 � ∗ · · · ∗ b̃r
0 0 · · · 0 b̃r+1

0 0 · · · 0
...

0 · · · 0 · · · 0 b̃m










r Zeilen



 m− r Zeilen (5.35)
Kennzei
hen der ZSF:1. � sind Zahlen 6= 0.2. ∗ sind irgendwel
he Zahlen.3. Links (und unterhalb) von � stehen nur Nullen.4. Stufen von � zu �: eine Zeile na
h unten, mindestens eine Spalte na
h re
hts.Lösung des LGS:1. Zeile der Form (0 · · ·0|b̃j) mit b̃j 6= 0 bedeutet: LGS hat keine Lösung.2. Spalten ohne � entspre
hen frei wählbaren Variablen (parametrisiere so die Lösung).3. Variablen, die Spalten mit � entspre
hen, sind dur
h die Zeile, in der � steht, fest-gelegt (von unten na
h oben arbeiten).Insbesondere hat das LGS mit ZSF


� ∗ b̃1. . . ...
0 � b̃m



 (5.36)(mit n = m) eine eindeutige Lösung.Beispiele:1. 


1 2 1 1
0 0 2 4
0 0 0 2



 (5.37)58



hat keine Lösung.2. 


1 2 1 1

0 0 2 4
0 0 0 0



 , (5.38)
x3 = 2, x2 = t ∈ R beliebig, x1 = 1− x3 − 2t = −1− 2t, bzw.

~x =




−1
0
2



 +




−2
1
0



 t , t ∈ R . (5.39)3. 


1 2 1 1

0 1 2 4

0 0 1 0



 , (5.40)
x3 = 0, x2 = 4− 2x3 = 4, x1 = 1− 2x2 − x3 = −7 (eindeutig).5.4 Unterräume, Dimension und BasisDe�nition: (Dimension)Sei V ein Vektorraum. Die maximale Anzahl linear unabhängiger Vektoren in V heiÿtDimension von V , dimV .Bemerkung: dim Rn = nBeweis: Die kanonis
hen Einheitsvektoren

~e1 =





1
0
0...
0




~e2 =





0
1
0...
0




, . . . , ~en =





0
0...
0
1




(5.41)sind linear unabhängig ⇒ dim Rn ≥ n.Seinen ~a1, ~a2, . . ., ~an+1 ∈ Rn. Bringe das LGS

(
~a1 ~a2 · · · ~an+1

~0
) (5.42)auf Zeilenstufenform. Diese enthält hö
hstens n �, da das LGS n Zeilen hat.

⇒ Mindestens eine Variable bleibt frei wählbar.
⇒ Es gibt ni
httriviale Lösungen, d.h. die Vektoren sind l.a.Also ist dim Rn < n+ 1 und damit = n.De�nition: (Unterraum)Sei V Vektorraum über K. U heiÿt Unterraum von V , falls gilt:59



(i) U ⊆ V(ii) U ist ein Vektorraum (über K).Bemerkung:1. Zu gegebenem U ⊆ V ist ledigli
h zu prüfen, ob aus ~a,~b ∈ U , λ ∈ K, folgt,dass au
h ~a+~b und λ~a ∈ U sind. (Re
henregeln erbt U von V .)2. dimU ≤ dimVBeispiele:1. U = {~0} ist Unterraum, dimU = 0.2. Die Lösungsmenge L0 eines homogenen LGS, L(~x) = ~0, L : Rn → Rm, ist Unterraumdes Rn, denn o�ensi
htli
h
L0 =

{
~x ∈ Rn

∣∣L(~x) = ~0
}
⊆ Rn , (5.43)und Abges
hlossenheit folgt aus Satz 10 (i).

dimL0 = Anzahl der Spalten ohne � in ZSF.De�nitionen: (Lineare Hülle, Erzeugendensystem, Basis)Sei V ein Vekorraum über K und ~a1, . . . ,~an ∈ V .1. Man nennt die Menge aller Linearkombinationen,
span (~a1, . . . ,~an) :=

{
~x ∈ V

∣∣∣∣ ~x =
n∑

j=1

λj~aj , λj ∈ K
}
, (5.44)die lineare Hülle von ~a1, . . . ,~an.2. Die Vektoren ~a1, . . . ,~an heiÿen Erzeugendensystem von V , falls gilt

span (~a1, . . . ,~an) = V . (5.45)Man sagt au
h, sie spannen V auf.3. Sind die Vektoren ~a1, . . . ,~an l.u. und bilden ein Erzeugendensystem von V , so heiÿensie Basis von V .Bemerkungen:1. span (~a1, . . . ,~an) ist ein Unterraum von V .2. Die Anzahl der Vektoren einer Basis von V ist glei
h dimV .Beispiele:1. Die Vektoren
~a =

(
1
0

)
, ~b =

(
0
1

)
, ~c =

(
1
1

)
, (5.46)spannen den R2 auf, sind aber keine Basis, da ~a+~b = ~c60



2. Die Einheitsvektoren ~ej (s.o.), j = 1, . . . , n, mit Komponenten (~ej)k = δjk, wobei
δjk =

{
1 für j = k
0 sonst (5.47)das Krone
ker-Symbol ist, bilden eine Basis des Rn (die kanonis
he Basis).3. Die Vektoren

~x1 =




1
1
0



 , ~x2 =




1
0
1



 , ~x3 =




0
1
1



 , (5.48)bilden eine Basis des R3.Satz 11.Seien ~a1, . . . ,~an ∈ Rm. Die Dimension von span (~a1, . . . ,~an) ist glei
h der Anzahl der � inder Zeilenstufenform von (
~a1 ~a2 · · · ~an ~0

)
. (5.49)Beweisidee: maximale Anzahl �: n1. n � ⇒ Vektoren l.u. ⇒ dim span (~a1, . . . ,~an) = n2. eine Spalte ohne � ⇒ Vektoren l.a. ⇒ dim span (~a1, . . . ,~an) < n.Lasse diese Spalte weg: restli
he n− 1 Vektoren sind l.u.

⇒ dim span (~a1, . . . ,~an) = n− 1.3. et
.5.5 Skalarprodukt und NormDe�nition: (Skalarprodukt)Sei V ein Vektorraum über R. Eine Abbildung 〈·, ·〉 : V × V → R heiÿt Skalarprodukt,wenn gilt:(S1) 〈~a,~b〉 = 〈~b,~a〉 (symmetris
h)7(S2) 〈~a, λ~b〉 = λ〈~a,~b〉
〈~a,~b+ ~c〉 = 〈~a,~b〉+ 〈~a,~c〉 (linear)(S3) 〈~a,~a〉 ≥ 0, wobei 〈~a,~a〉 = 0 ⇔ ~a = ~0 (positiv de�nit)

∀ ~a,~b,~c ∈ V und ∀ λ ∈ R.Satz 12. (Norm)Sei V ein Vektorraum über R. Jedes Skalarprodukt, 〈·, ·〉 : V ×V → R induziert eine Norm,
‖ · ‖ : V → R+

0 ,
‖~a‖ :=

√
〈~a,~a〉 , (5.50)7Später werden wir au
h Vektorräume über den komplexen Zahlen C betra
hten; dann muss (S1)modi�ziert werden. 61



mit den Eigens
haften(N1) ‖~a‖ = 0 ⇔ ~a = ~0(N2) ‖λ~a‖ = |λ|‖~a‖(N3) ‖~a+~b‖ ≤ ‖~a‖+ ‖~b‖ (Dreie
ksunglei
hung)
∀ ~a,~b ∈ V und ∀ λ ∈ R.Bemerkung: Normen können au
h ohne Bezug zu Skalarpodukten de�niert werden.Beweis:(N1) folgt aus (S3).Zu (N2):
‖λ~a‖ =

√
〈λ~a, λ~a〉 =

(S2)

√
λ〈λ~a,~a〉 =

(S1)

√
λ〈~a, λ~a〉 =

(S2)

√
λ2〈~a,~a〉 = |λ|

√
〈~a,~a〉 = |λ|‖~a‖(5.51)Für (N3) beweisen wir zunä
hst:Lemma 13. (Cau
hy-S
hwarzs
he Unglei
hung)Skalarprodukt und Norm erfüllen

|〈~a,~b〉| ≤ ‖~a‖‖~b‖ ∀ ~a,~b ∈ V . (CS)Beweis: Fall ~b = ~0 klar; also ~b 6= ~0:
0 ≤ 〈~a− λ~b,~a− λ~b〉 = ‖~a‖2 + λ2‖~b‖2 − 2λ〈~a,~b〉 , (5.52)wähle λ =

〈~a,~b〉
‖~b‖2

,
0 ≤ ‖~a‖2 +

(
〈~a,~b〉

)2

‖~b‖2
− 2

(
〈~a,~b〉

)2

‖~b‖2
= ‖~a‖2 −

(
〈~a,~b〉

)2

‖~b‖2

⇔
(
〈~a,~b〉

)2

≤ ‖~a‖2‖~b‖2
(5.53)

Damit (N3):
‖~a+~b‖2 = 〈~a+~b,~a+~b〉 = ‖~a‖2 + ‖~b‖2 + 2〈~a,~b〉

≤(CS) ‖~a‖2 + ‖~b‖2 + 2‖~a‖‖~b‖ =
(
‖~a‖+ ‖~b‖

)2 (5.54)
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Beispiel: (kanonis
hes Skalarprodukt im Rn)Für ~a,~b ∈ Rn de�niert
〈~a,~b〉 =

n∑

j=1

ajbj (5.55)ein Skalarprodukt. Wir s
hreiben
~a ·~b := 〈~a,~b〉 (5.56)(bzw. au
h ~a~b = ~a ·~b) und für die zugehörige Norm

|~a| := ‖~a‖ =

√√√√
n∑

j=1

a2
j (5.57)Interpretation:1. Norm/Betrag: Länge des Vektors

• R2 Pythagoras
.

PSfrag repla
ements
~a

a1

a2

x1

x2

|~a|2 = a2
1 + a2

2

• R3 zweimal Pythagoras (Raumdiagonale)

.

.

PSfrag repla
ements ~a

a1

a2

a3

x1

x2

x3

d

d2 = a2
1 + a2

3

|~a|2 = d2 + a2
2

= a2
1 + a2

2 + a2
3

• Rn analog (n− 1)-mal Pythagoras63



2. Dreie
ksunglei
hungPSfrag repla
ements
~a

~b

~a+~b

|~a+~b| ≤ |~a|+ |~b|3. Winkel zwis
hen ~a und ~b
• im R2:

.

PSfrag repla
ements
~a

~b ~b− ~a

p q

h

φ

|~a| = p + q

h2 + q2 = |~b− ~a|2 (5.58)
⇔ h2 + (|~a| − p)2 = (~b− ~a)2 (5.59)
⇔ @@h

2 +�
�|~a|2 + SSp

2 − 2p|~a| = @
@|~b|
2 +�

�|~a|2 − 2~a~b |
(
−1

2

) (5.60)
⇔

cosφ=p/|~b|
|~a||~b| cosφ = ~a~b (5.61)

• im Rn: verlege Skizze in die Ebene, in der ~a und ~b liegen
• allgemein: (CS) stellt si
her, dass |〈~a,~b〉|

‖~a‖‖~b‖ ≤ 1, d.h. wir können immer
arccos

(
〈~a,~b〉

‖~a‖‖~b‖

) als Winkel zwis
hen den Vektoren ~a, ~b betra
hten.4. ~e heiÿt Einheitsvektor, falls ‖~e‖ = 1.
~a,~e ∈ Rn, |~e| = 1:
~a · ~e ist die Projektion von ~a auf die Ri
htung von ~e, denn

.
PSfrag repla
ements ~a

~e

φ

~a · ~e = |~a| cosφ 64



Allgemein für ~a,~e ∈ V , ‖~e‖ = 1:Nenne 〈~a,~e〉 = ‖~a‖ cosφ die Projektion von ~a auf die Ri
htung von ~e.De�nition: (Orthogonalität)Zwei Vektoren ~a,~b ∈ V heiÿen orthogonal zueinander, falls 〈~a,~b〉 = 0.Bemerkungen:1. Für den Winkel zwis
hen den Vektoren gilt dann
φ = arccos

(
〈~a,~b〉
‖~a‖‖~b‖

)
= arccos(0) = π

2
=̂ 90◦.2. Aus Orthogonalität folgt Lineare Unabhängigkeit (für Vektoren 6= ~0)Seinen ~a1, . . . ,~an ∈ V , ~aj 6= ~0, paarweise orthogonal, d.h. 〈~aj ,~ak〉 = 0 ∀ k 6= j:
~0 =

n∑

j=1

λj~aj (5.62)
⇒

0 =

〈

~ak ,

n∑

j=1

λj~aj

〉

=

n∑

j=1

λj 〈~ak,~aj〉︸ ︷︷ ︸
=δjk‖~ak‖2

= λk ‖~ak‖2︸ ︷︷ ︸
>0

(5.63)
⇒ λk = 0 ∀ k = 1, . . . , n, d.h. die Vektoren sind l.u.De�nition: (ON-Basis)Eine Basis, deren Elemente paarweise orthogonal sind, nennt man Orthogonal-Basis. Sinddie Vektoren zusätzli
h normiert, d.h. haben sie alle Norm 1, dann bilden sie eine Ortho-normal-Basis (ONB).Kurz: {~aj}j=1,...,dimV ONB ⇔ 〈~aj ,~ak〉 = δjk ∀ j, k = 1, . . . , nS
hmidts
hes Orthogonalisierungsverfahren:gegeben: Basis {~a1, . . . ,~an} von Vgesu
ht: ON-Basis {~c1, . . . ,~cn} von V

~c1 =
~a1

‖~a1‖
(5.64)

~b2 = ~a2 − 〈~c1,~a2〉~c1 ~c2 =
~b2

‖~b2‖
(5.65)

~b3 = ~a3 − 〈~c1,~a3〉~c1 − 〈~c2,~a3〉~c2 ~c3 =
~b3

‖~b3‖
(5.66)... (5.67)

~bn = ~an −
n−1∑

j=1

〈~cj,~an〉~cj ~cn =
~bn

‖~bn‖
(5.68)65



Bemerkung: Sind die Start-Vektoren {~a1, . . . ,~an} l.a. so ergibt si
h irgendwann der Null-vektor ~0 (evt. mehrfa
h) � weglassen! ⇒ Die cj 6= ~0 bilden eine ONB von span(~a1, . . . ,~an).Beispiel:
~a1 =




1
1
0



 , ~a2 =




1
2
0



 , V = lineare Hülle der beiden (5.69)
~c1 =

1√
2




1
1
0



 ,

~b2 =




1
2
0



− 3√
2
· 1√

2




1
1
0



 =
1

2




−1
1
0



 ,

~c2 =
1√
2




−1
1
0



 .

(5.70)
Basis-Entwi
klung eines Vektors:gegeben: ~a ∈ V und ONB {~cj} von Vgesu
ht: ~a als LK der ~cj , d.h.

~a =
n∑

j=1

aj~cjLösung: Bilde Skalarprodukt mit ~ck,
〈~ck,~a〉 =

〈

~ck,

n∑

j=1

aj~cj

〉

=

n∑

j=1

aj〈~ck,~cj〉︸ ︷︷ ︸
=δjk

= ak . (5.71)Beispiel:
~a =




3
1
0



 (5.72)mit obiger Basis: ~c1~a = 4√
2

= 2
√

2, ~c2~a = − 2√
2

= −
√

2 ⇒ ~a = 2
√

2~c1 −
√

2~c2.5.6 Kreuzprodukt und Spatprodukt im R3De�nition: (Kreuzprodukt)Für ~a,~b ∈ R3 de�niert man das Kreuzprodukt (oder Vektorprodukt) dur
h
~a×~b =




a1

a2

a3



×




b1
b2
b3



 :=




a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1



 . (5.73)66



Satz 14. (Eigens
haften von ×)
~a,~b,~c ∈ R3, λ ∈ R:

(i) ~a×~b = −~b× ~a (antikommutativ)
(ii) ~a× (~b+ ~c) = ~a×~b+ ~a× ~c (Distributivgesetz)
(iii) λ(~a×~b) = (λ~a)×~b = ~a× (λ~b) (Assoziativgesetz)
(iv) |~a×~b| = Flä
he des von ~a und ~baufgespannten Parallelogramms
(v) ~a×~b ist orthogonal zu ~a und zu ~b(bzgl. des kanonis
hen Skalarprodukts)
(vi) falls ~a×~b 6= ~0, bilden ~a, ~b und ~a×~b ein Re
htssystem (re
hte Hand-Regel)Beweis:(i) klar lt. Def. (vertaus
he bj und aj)übrigens: ⇒ ~a× ~a = ~0(ii) & (iii) explizit na
hre
hnen(iv) Flä
he:

.

PSfrag repla
ements
~a

~b
h

φ

F = |~a|h
= |~a||~b| sinφ
= |~a||~b|

√
1− cos2 φ

=

√
|~a|2|~b|2 − |~a~b|2

(5.74)einerseits:
(~a×~b)2 = (a2b3)

2 + (a3b2)
2 − 2a2b2a3b3

+ (a3b1)
2 + (a1b3)

2 − 2a3b3a1b1

+ (a1b2)
2 + (a2b1)

2 − 2a1b1a2b2

(5.75)andererseits:
~a2~b2 − (~a~b)2 = (a2

1 + a2
2 + a2

3)(b
2
1 + b22 + b23)− (a1b1 + a2b2 + a3b3)

2

= �
��a2

1b
2
1 + a2

1b
2
2 + a2

1b
2
3

+ a2
2b

2
1 +�

��a2
2b

2
2 + a2

2b
2
3

+ a2
3b

2
1 + a2

3b
2
2 +�

��a2
3b

2
3

(((((((((((
−a2

1b
2
1 − a2

2b
2
2 − a2

3b
2
3

− 2a2b2a3b3 − 2a3b3a1b1 − 2a1b1a2b2

(5.76)
also F = |~a×~b| 67



(v)
~a(~a×~b) = a1a2b3 − a1a3b2 + a2a3b1 − a2a1b3 + a3a1b2 − a3a2b1 = 0

~b(~a×~b) = −~b(~b× ~a) = 0
(5.77)(vi) Zunä
hst überprüft man: ~e1 × ~e2 = ~e3(sowie ~e2 × ~e3 = ~e1 und ~e3 × ~e1 = ~e2)Allgemein:Nenne die Ri
htung von ~a die x1-Ri
htung,bilde ~a×~b = ~a×

(
~b− ~a ·

~b

|~a|
~a

|~a|

)

︸ ︷︷ ︸nenne x2-Ri
htung ,dann zeigt ~a×~b wieder in x3-Ri
htung.
De�nition: (Spatprodukt)Die Abbildung |·, ·, ·| : R3 ×R3 ×R3 → R,

∣∣∣~a,~b,~c
∣∣∣ = (~a×~b) · ~c (5.78)heiÿt Spatprodukt.Eigens
haften:1. ∣∣∣~a,~b,~c∣∣∣ =

∣∣∣~b,~c,~a
∣∣∣ =

∣∣∣~c,~a,~b
∣∣∣2. ∣∣∣~b,~a,~c∣∣∣ = −

∣∣∣~a,~b,~c
∣∣∣3. Der Betrag von ∣∣∣~a,~b,~c

∣∣∣ istglei
h dem Volumen des, vonden Vektoren aufgespannten,Parallelepipeds bzw. Spats.
PSfrag repla
ements

~a

~b

~c

|~a×~b|

h

φBeweis:1. explizit na
hre
hnen2. folgt aus ~b× ~a = −~a×~b3. ∣∣∣∣∣∣~a,~b,~c∣∣∣∣∣∣ = |~a×~b|︸ ︷︷ ︸Grund�ä
he |~c| cosφ︸ ︷︷ ︸Höhe = V 68



5.7 Geraden und EbenenGeraden:(i) gegeben: Punkt ~p1 ∈ Rn und Ri
htung ~v ∈ Rn,
g = {~x ∈ Rn | ~x = ~p1 + ~vt , t ∈ R} (5.79)(ii) gegeben: zwei Punkte ~p1, ~p2 ∈ Rn,

g = {~x ∈ Rn | ~x = ~p1 + (~p2 − ~p1)t , t ∈ R} (5.80)(iii) speziell im R2gegeben: Punkt ~p1 und Normalenri
htung ~n (kurz: ~n⊥g)
g =

{
~x ∈ R2 | (~x− ~p1)~n = 0

}

=
{
~x ∈ R2 | ~x~n = α , α = ~p1~n

}
.

(5.81)
• parameterfreie Darstellung
• Falls |~n| = 1, dann ist |α| der Abstand der Gerade vom Ursprung.

.

.PSfrag repla
ements
g

~p1

~p2

~n

~v

(0, 0)

α

Ebenen:(i) gegeben: Punkt ~p1 ∈ Rn und 2 Ri
htungen ~v, ~w ∈ Rn l.u.,
E = {~x ∈ Rn | ~x = ~p1 + ~vs+ ~wt , s, t ∈ R} (5.82)(ii) gegeben: zwei Punkte ~p1, ~p2 ∈ Rn und eine Ri
htung ~v ∈ Rn mit ~p2 − ~p1, ~v l.u.,

E = {~x ∈ Rn | ~x = ~p1 + (~p2 − ~p1)s+ ~vt , s, t ∈ R} (5.83)69



(iii) gegeben: drei Punkte ~p1, ~p2, ~p3 ∈ Rn mit ~p2 − ~p1, ~p3 − ~p1 l.u.,
E = {~x ∈ Rn | ~x = ~p1 + (~p2 − ~p1)s+ (~p3 − ~p1)t , s, t ∈ R} (5.84)(iv) speziell im R3gegeben: Punkt ~p1 und ~n⊥E,

E =
{
~x ∈ R3 | (~x− ~p1)~n = 0

}

=
{
~x ∈ R3 | ~x~n = α , α = ~p1~n

}
.

(5.85)
• parameterfreie Darstellung
• Falls |~n| = 1, dann ist |α| der Abstand der Ebene vom Ursprung.
• Darstellung heiÿt Hesses
he Normalform, falls |~n| = 1 und ~n so, dass α ≥ 0.Geraden im R3: S
hnitte zweier ni
ht paralleler Ebenen, z.B. parameterfreie Darstellung,

g =
{
~x ∈ R3 | ~x~n1 = α1 , ~x~n2 = α2

}
, (5.86)mit ~n1, ~n2 l.u.5.8 Kurven und Spezielle KoordinatensystemePolarkoordinaten im R2:

~x = ( xy ) ∈ R2 läÿt si
h au
h dur
h Radius r ∈
[0,∞) (Abstand zum Ursprung) und Winkel
φ ∈ [0, 2π) 
harakterisieren,

r =
√
x2 + y2 ,

φ = arctan y
x

(Zweig bea
hten) . (5.87)Umgekehrt:
x = r cos φ , y = r sinφ (5.88)Bemerkung: Für (0, 0) ist φ ni
ht defniniert.

PSfrag repla
ements
x

y

~x

φ

~er

~eφ

Einheitsvektoren (an jedem Punkt � mitgeführtes Koordinatensystem):
~er =

(
cos φ
sinφ

)
, ~eφ =

(
− sinφ
cosφ

) (5.89)mit
|~er|2 = cos2 φ+ sin2 φ = 1 , |~eφ|2 = 1 ,

~er · ~eφ = cos φ(− sinφ) + sinφ cosφ = 0 ,
(5.90)70



also ONB, und
~x =

(
r cos φ
r sinφ

)
= r~er (5.91)De�nition: (Kurven im Rn)Eine Abbildung

~x : R ⊇ I → Rn

t 7→ ~x(t) =




x1(t)...
xn(t)




(5.92)heiÿt Kurve im Rn.Die (Momentan-)Ges
hwindigkeit (entlang der Kurve) ist die (komponentenweise) Ablei-tung na
h t,

~̇x(t) =
d

dt
~x(t) =




ẋ1...̇
xn



 . (5.93)Analog: Bes
hleunigung ~̈x(t) = d2

dt2
~x(t).Beispiele:1.
~x(t) = ~x0 + ~vt , ~x0, ~v ∈ R3 fest

⇒ ~̇x(t) = ~v , ~̈x(t) = ~0
(5.94)(Gerade, glei
hförmige Bewegung)2.

~x(t) =
1

2
~at2 , ~a ∈ R3 fest

⇒ ~̇x(t) = ~at , ~̈x(t) = ~a
(5.95)(Gerade, glei
hförmig bes
hleunigte Bewegung)3. Kurve im R2 gegeben dur
h r(t) und φ(t):

~x(t) =

(
r(t) cos

(
φ(t)

)

r(t) sin
(
φ(t)

)
) (5.96)

71



Ges
hwindigkeit:
~̇x(t) =

(
ṙ(t) cos

(
φ(t)

)
− r(t) sin

(
φ(t)

)
φ̇(t)

ṙ(t) sin
(
φ(t)

)
+ r(t) cos

(
φ(t)

)
φ̇(t)

)

= ṙ(t)

(
cos
(
φ(t)

)

sin
(
φ(t)

)
)

+ r(t) φ̇(t)

(− sin
(
φ(t)

)

cos
(
φ(t)

)
)

= ṙ(t)~er + r(t) φ̇(t)~eφ

(5.97)
Beispiel zum Beispiel: φ(t) = ωt, r(t) = R, ω,R fest

~̇x(t) = 0~er +Rω~eφ (bzw. ~eφ(t)=ωt) (5.98)(Kreis, mit Winkelges
hwindigkeit ω dur
hlaufen)
Kugelkoordinaten im R3:
~x =

(
x
y
z

)
∈ R3 läÿt si
h dur
h Radius

r = |~x| und zwei Winkel, θ und φ, 
ha-rakterisieren,
~x =




x
y
z



 =




r sin θ cos φ
r sin θ sinφ
r cos θ



 , (5.99)
r ∈ [0,∞), θ ∈ [0, π], φ ∈ [0, 2π).PSfrag repla
ements

x

y

z

~x

φ

θ

r sin θ
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6 Matrizen und Determinanten6.1 MatrizenDe�nition: Eine m× n-Matrix A ist ein re
hte
kiges Zahlens
hema,
A =





a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n... ... ...
am1 am2 · · · amn



 , (6.1)mitm Zeilen und n Spalten. Die aij ∈ R heiÿen Elemente (oder Komponenten) der Matrix.Wir s
hreiben
A = (aij) (6.2)und sagen A ∈ Rm×n.Bemerkungen:1. Vektoren ∈ Rn lassen si
h als Matrizen au�assen, entweder als Spaltenvektor,




x1

x2...
xn




∈ Rn×1 , (6.3)oder als Zeilenvektor,

(x1, x2, . . . , xn) ∈ R1×n . (6.4)2. Die Addition zweier Matrizen glei
hen Typs de�niert man komponentenweise,
A = (aij) , B = (bij)

C = A+B mit C = (cij) , cij = aij + bij ,
(6.5)z.B. (

1 2
3 4

)
+

(
5 6
7 8

)
=

(
6 8
10 12

)
. (6.6)3. Ebenso die Multiplikation mit Skalaren,

A = (aij) , λ ∈ R

D = λA mit D = (dij) , dij = λaij ,
(6.7)z.B.

2 ·
(

1 2
3 4

)
=

(
2 4
6 8

) (6.8)73



4. Damit wird Rm×n Vektorraum über R mit den übli
hen Re
henregeln und Dimension
dim Rn×m = nm.Neutrales Element der Addition bzw. �Nullvektor� ist die Nullmatrix:

0 =




0 · · · 0... . . . ...
0 · · · 0



 . (6.9)De�nition: Für zwei Matrizen A = (aij) ∈ Rm×l und B = (bij) ∈ Rl×n de�niert man dasMatrixprodukt dur
h
C = AB mit C = (cij) , cij =

l∑

k=1

aikbkj , (6.10)kurz: Zeile mal Spalte.Beispiel:
A =

(
1 2 3
0 1 0

)
∈ R2×3 , B =




1 4 0 0
0 5 1 0
0 6 0 1



 ∈ R3×4

AB =

(
1 32 2 3
0 5 1 0

)
∈ R2×4

(6.11)zum Re
hnen:



1 4 0 0
0 5 1 0
0 6 0 1





(
1 2 3

0 1 0

) (
1 32 2 3
0 5 1 0

)

32 = 1 · 4 + 2 · 5 + 3 · 6

(6.12)
BA ist hier gar ni
ht de�niert!Bemerkungen:1. Sind A und B quadratis
h, so ist sowohl AB als au
h BA de�niert �i.A. gilt aber

AB 6= BA (ni
htkommutativ), z.B.
(

1 0
0 2

)(
0 1
1 0

)
=

(
0 1
2 0

)
,

(
0 1
1 0

)(
1 0
0 2

)
=

(
0 2
1 0

)
.

(6.13)
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2.
I =





1 0 · · · 0

0 1
. . . ...... . . . . . . 0

0 · · · 0 1




(6.14)heiÿt Einheitsmatrix, mit Elementen

I = (δij) , δjk =

{
1 für j = k
0 sonst , (Krone
ker-δ) (6.15)Für jede quadratis
he Matrix A = (aij) ∈ Rn×n gilt (mit I ∈ Rn×n)

AI = IA = A , (6.16)denn, z.B. mit C = (cij) = AI,
cij =

∑

k

aikδkj = aij . (6.17)Re
henregeln:1. (A1 + A2)B = A1B + A2B
A(B1 +B2) = AB1 + AB22. λ(AB) = (λA)B = A(λB)3. A(BC) = (AB)Cwobei λ ∈ R, alles andere Matrizen, Typen so, dass alle Produkte de�niert.Beweis: Na
hre
hnen.De�nition: Sei A = (aij) ∈ Rm×n. Man nennt die Matrix AT = (aTij) ∈ Rn×m mitElementen

aTij = aji (6.18)die Transponierte von A.Beispiele:
(

1 2
3 4

)T
=

(
1 3
2 4

)
, ~x =




1
2
3



 =
(
1 2 3

)T
= (1, 2, 3)T (6.19)Re
henregeln: (λ ∈ R, A,B Matrizen � so, dass AB de�niert)1. (A+B)T = AT +BT2. (λA)T = λAT3. (AT )T = A 75



4. (AB)T = BTAT , denn, mit C = AB

cTij = cji =
∑

k

ajkbki =
∑

k

aTkjb
T
ik =

∑

k

bTika
T
kj , (6.20)also CT = BTAT .Anwendung (Matrixprodukt): Lineare Glei
hungssysteme.

a11x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + . . .+ a2nxn = b2... (6.21)
am1x1 + am2x2 + . . .+ amnxn = bmist äquivalent zu

A~x = ~b (6.22)mit A = (aij) ∈ Rm×n, ~x =

( x1...
xn

)
∈ Rn bzw. ∈ Rn×1 und ~b =

( b1...
bm

)
∈ Rm(vgl. Kurzs
hreibweise für LGS).Spezialfall: A ∈ Rn×n, ~x,~b ∈ Rn: quadratis
hes LGS (n Glei
hungen für n Unbekannte),

A~x = ~b (6.23)Jetzt wäre es s
hön, wenn man dur
h A �teilen� könnte, um ~x zu bekommen.De�nition: Sei A ∈ Rn×n. Man nennt A−1 die zu A inverse Matrix, falls gilt
A−1A = I und AA−1 = I . (6.24)Bemerkungen:1. Ni
ht alle Matrizen sind invertierbar, z.B.
A =

(
0 1
0 0

)
⇒ A2 =

(
0 0
0 0

)
. (6.25)Annahme: ∃ B ∈ R2×2 mit

BA = I | · A von re
hts
B A2
︸︷︷︸
=0

= A Widerspru
h! (6.26)2. Falls existent, so ist Inverse eindeutig bestimmt, denn:Annahme: BA = I und AC = I. (z.z.: B = C)
B = BI = B(AC) = (BA)C = IC = C (6.27)76



3. quadratis
hes LGS A~x = ~b, A invertierbar ⇒ ~x = A−1~b, eindeutig!Bere
hnung: A ∈ Rn×n, betra
hte
AX = I (6.28)falls lösbar, dann X = A−1. Spaltenweise:

X = (~x1, . . . , ~xn) , I = (~e1, . . . , ~en) , (6.29)d.h. ~xi = i-te Spalte von X. Es gilt
AX = (A~x1, . . . , A~xn)

!
= (~e1, . . . , ~en) (6.30)d.h. wir lösen simultan die n LGSe A~xi = ~ei. Praktis
h: Gauÿ-Algorithmus

(
A | I

)...(
I | A−1

) (6.31)Beispiel:
A =

(
a b
c d

) (6.32)
(
a b | 1 0
c d | 0 1

)

←−
− c
a

+

| · 1/a
(

1 b
a

∣∣ 1
a

0
0 ad−bc

a

∣∣ − c
a

1

)

| · a
ad−bc(

1 b
a

∣∣ 1
a

0
0 1

∣∣ − c
ad−bc

a
ad−bc

)
←−

− b
a

+




1 0

∣∣∣ 1
a

+ bc
a(ad−bc) − b

ad−bc

0 1
∣∣∣ − c

ad−bc
a

ad−bc





(6.33)
1

a
+

bc

a(ad − bc) =
1

a

ad− bc+ bc

ad− bc =
d

ad− bc (6.34)also
A−1 =

1

ad− bc

(
d −b
−c a

)
, falls ad− bc 6= 0 . (6.35)Man nennt die Zahl

detA = det

(
a b
c d

)
= ad− bc (6.36)die Determinante von A.Sie bestimmt, ob A invertierbar ist (detA 6= 0) oder ni
ht (detA = 0).77



6.2 Determinanten
det

(
a1 b1
a2 b2

)
= a1b2 − a2b1 =








a1

a2

0



×




b1
b2
0









3

=








0
0

a1b2 − a2b1









3ist also Flä
he (mit Vorzei
hen) des, von den Vektoren
~a =

(
a1

a2

)
, ~b =

(
b1
b2

)
∈ R2aufgespannten, Parallelogramms (vgl. Kreuzprodukt). Vorzei
hen:

det

(
1 0
0 1

)
= 1 , det

(
~a,~b

)
= − det

(
~b,~a
)
.Verallgemeinerung auf höhere Dimension? Su
he Abbildung

det : Rn×n → R , (6.37)die das Volumen des, von den Spaltenvektoren der Matrix aufgespannten Parallelepipedsliefert (mit Orientierung, d.h. VZ) ⇒ Gewüns
hte Eigens
haften:(i) Linearität in jeder Spalte, insbesondere
det (~a1, . . . , λ~aj , . . . ,~an) = λ det (~a1, . . . ,~aj , . . . ,~an) ∀ j = 1, . . . , n(ii) Normierung

det I = det (~e1, . . . ~en) = 1(Volumen des n-dimensionalen Einheitswürfels: 1 · 1 · · ·1 = 1n = 1)(iii) Alternierend, d.h. we
hselt das Vorzei
hen, wenn man zwei Spalten vertaus
ht.Folgerungen:(i) ⇒
detA = det




a11 · · · a1n... ...
an1 · · · ann



 =

n∑

j1,...,jn=1

Cj1...jnaj11aj22 · · ·ajnn(Jeder Summand enthält genau ein Element aus jeder Spalte.)(ii) ⇒
det I = C1 2 3...n = 1 (6.38)(iii) :

det(~ej1 , . . . , ~ej1) = Cj1...jn (6.39)78



vertaus
he zwei Spalten
C...jk...jl... = det(. . . , ~ejk, . . . , ~ejl, . . .)

= − det(. . . , ~ejl, . . . , ~ejk , . . .) = −C...jl...jk...
(6.40)Sind nun zwei der Indizes glei
h (also jl = jk, l 6= k), dann ist das zugehörige C Null,d.h. jeder Summand enthält jetzt genau ein Element aus jeder Spalte und jeder Zeile.Weiter folgt mit jl 6= jk: Beträge aller Cj1...jn sind glei
h (= 1).Damit sind alle C festgelegt!Beispiele:

• n = 2: C11 = C22 = 0, C12 = 1, C21 = −1 (passt, s.o.)
• n = 3

C123 = 1 vertaus
he 1. und 2. Index
C213 = −1 vertaus
he 2. und 3. Index
C231 = 1 et
. (6.41)
C321 = −1

C312 = 1

C132 = −1Damit erhält man tatsä
hli
h das Spatprodukt, denn
det
(
~a,~b,~c

)
= a1b2c3 − a2b1c3 + a2b3c1 − a3b2c1 + a3b1c2 − a1b3c2

=




a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1





︸ ︷︷ ︸
=~a×~b

·




c1
c2
c3



 =
∣∣∣~a,~b,~c

∣∣∣ . (6.42)
Mit etwas Indexgymnastik ergeben si
h folgendeweitere Eigens
haften der Determinante: (ohne vollständige Beweise)1. detAT = detA2. für (obere) Dreie
ksmatrizen: Produkt der Diagonalelemente

det




a11 ∗. . .
0 ann



 = a11 a22 · · ·ann (6.43)3. Spalten oder Zeilen vertaus
hen: Faktor (−1)insbesondere: Sind zwei Spalten (Zeilen) glei
h, so vers
hwindet die Determinante.79



4. det ist linear in jeder Zeile und Spalte, vgl. Forderung (i), insbesondere
det
(
~a1, . . . ,~aj +~b, . . . ,~an

)
= det (~a1, . . . ,~aj , . . . ,~an) + det

(
~a1, . . . ,~b, . . . ,~an

)
.(6.44)Ebenso für Zeilen.5. Vielfa
hes einer Spalte (Zeile) zu einer anderen: det invariant, denn (4. mit ~b = λ~ak,

k 6= j)
det (~a1, . . . ,~aj + λ~ak, . . . ,~an) = det (~a1, . . . ,~aj , . . . ,~an)

+ λ det
(
~a1, . . . , ~ak︸︷︷︸

j-te Spalte, . . . ,~an)︸ ︷︷ ︸
=0 , da ~ak doppelt vorkommt . (6.45)also Gauÿ (ohne Dur
hmultiplizieren)Beispiel:

A =

(
1 1 1
− 1 2 3
1 1 5

)
←−+

←−−−

−1

+(
1 1 1
0 3 4
0 0 4

) (6.46)d.h. detA = 1 · 3 · 4 = 12.6. detA 6= 0
⇔ Spalten von A sind l.u. (ebenso Zeilen)
⇔ A invertierbar
⇔ LGS A~x = ~b hat für jedes ~b eine eindeutige Lösung, nämli
h ~x = A−1~b7. Determinantenmultiplikationssatz:

det(AB) = detA · detB .

⇒ detA−1 =
1

detA
, denn detA · detA−1 = det(AA−1) = det I = 1Satz 15. (Lapla
es
her Entwi
klungssatz)Sei A = (aij) ∈ Rn×n. Die Matrix Aij ∈ R(n−1)×(n−1) entsteht aus A dur
h Strei
hen der

i-ten Zeile und der j-ten Spalte. Es gilt
detA =

n∑

i=1

(−1)i+jaij detAij (Entwi
klung na
h der j-ten Spalte)
=

n∑

j=1

(−1)i+jaij detAij (Entwi
klung na
h der i-ten Zeile) (6.47)
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(ohne Beweis)Bemerkungen:1. Vorzei
hen sind s
ha
hbrettartig verteilt:




+ − + · · ·
− + −
+ − +... . . . (6.48)2. Vor allem sinnvoll, für Zeilen (Spalten) mit vielen Nullen.Beispiel:

det




1 2 3
4 5 6
7 8 9



 = 1 det

(
5 6
8 9

)
− 4 det

(
2 3
8 9

)
+ 7 det

(
2 3
5 6

)(Entwi
klung na
h der 1. Spalte)
= −4 det

(
2 3
8 9

)
+ 5 det

(
1 3
7 9

)
− 6 det

(
1 2
7 8

)(Entwi
klung na
h der 2. Zeile) (6.49)
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7 Komplexe ZahlenFühre eine Zahl i ein, mit
i2 = −1 , (7.1)bzw. au
h i =

√
−1. Komplexe Zahlen

C = {z = x+ iy | x, y ∈ R} (7.2)Re
hnen wie mit reellen Zahlen, d.h. zj = xj + iyj, xj , yj ∈ R,
z1 + z2 = x1 + iy1 + x2 + iy2

= (x1 + x2) + i(y1 + y2)

z1 · z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2)

= x1x2 + ix1y2 + iy1x2 + i2y1y2

= (x1x2 − y1y2) + i(x1y2 + y1x2)

(7.3)
z = x− iy heiÿt komplex konjugiert zu z = x+ iy. Es folgt

z1z2 = z1 z2 , (7.4)und insbesondere zn = zn (n ∈ N0).
(C,+, ·) ist ein Körper mit
• neutralem Element der Addition: 0 = 0 + i0

• neutralem Element der Multiplikation: 1 = 1 + i0

• additiv Inversem (zu z = x+ iy, x, y ∈ R): −z = −x− iy

• multiplikativ Inversem (zu z = x+ iy, x, y ∈ R):
z−1 =

1

z
=

z

zz
=

x− iy

(x+ iy)(x− iy)
=

x− iy

x2 + y2
(insbesondere: i−1 = 1

i
= −i) .(7.5)Man nennt x ∈ R Realteil und y ∈ R Imaginärteil von z = x+ iy und s
hreibt

Re z = x , Im z = y (7.6)O�ensi
htli
h gilt
Re z =

z + z

2
, Im z =

z − z
2i

(7.7)
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Ans
hauli
h:Gauÿs
he ZahlenebenePSfrag repla
ements
Re z

Im z

z = x+ iy

z = x− iy

x

y

|z|
φ

Polardarstellung: Charakterisiere z dur
h Betrag und Argument (Phase)
r = |z| =

√
zz =

√
x2 + y2

φ = arg z ∈ [0, 2π)
(7.8)

arg z = arctan y
x
(Zweig!)Damit z−1 =

z

|z|2 und z = r cosφ+ ir sinφ.Einheitskreis: {z = cos φ+ i sin φ |φ ∈ [0, 2π)},denn | cosφ+ i sinφ|2 = cos2 φ+ sin2 φ = 1.7.1 Komplexe e-FunktionBehauptung: eiφ = cosφ+ i sinφ, ∀ φ ∈ R, (vgl. Prolog)wobei die komplexe e-Funktion über die bekannte Reihe de�niert wird,
ez :=

∞∑

n=0

zn

n!
, z ∈ C (7.9)

eiφ =

∞∑

n=0

inφn

n!

=

∞∑

n=0

i2n

(2n)!
φ2n +

∞∑

n=0

i2n+1

(2n+ 1)!
φ2n+1

=

∞∑

n=0

(−1)n

(2n)!
φ2n +

∞∑

n=0

(−1)n i

(2n+ 1)!
φ2n+1

= cosφ+ i sinφ . �

(7.10)
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Damit no
hmal Polardarstellung: z = reiφ = |z|ei arg z.De�niert man au
h sin z und cos z für z ∈ C dur
h die Reihen, so gilt au
h
eiz = cos z + i sin z ∀ z ∈ C . (7.11)Re
hung genau glei
h wie (7.10)Eigens
haften: (für φ ∈ R und z, w ∈ C)1. |eiφ| = 12. ez · ew = ez+w3. ez = ez, insbesondere eiφ = e−iφ4. arg eiφ = φ (bis auf Vielfa
he von 2π)5. cos z =

eiz + e−iz

2
, sin z =

eiz − e−iz

2iBeispiele:1. Moivre-Formel
(cosφ+ i sinφ)n = cos(nφ) + i sin(nφ) , ∀ φ ∈ R , ∀ n ∈ N (7.12)denn einφ = (eiφ)n2. Additionstheoreme (früher geometris
h bewiesen) lassen si
h nun direkt na
hre
hnen,z.B. (z, w ∈ C)

sin z cosw + cos z sinw =
eiz − e−iz

2i

eiw + e−iw

2
+

eiz + e−iz

2

eiw − e−iw

2i

=
1

4i

[
ei(z+w) + ei(z−w) − ei(−z+w) − ei(−z−w)

+ ei(z+w) − ei(z−w) + ei(−z+w) − ei(−z−w)
]

=
ei(z+w) − e−i(z+w)

2i

= sin(w + z) .

(7.13)
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3. x ∈ R:
n∑

ν=0

sin(νx) = Im

n∑

ν=0

eiνx = Im
ei(n+1)x − 1

eix − 1
(x 6= 2πk, k ∈ Z)

= Im
ein+1

2
x
(
ein+1

2
x − e−in+1

2
x
)

eix
2

(
eix

2 − e−ix
2

) 2i

2i

= Im ein
2
x sin

(
n+1

2
x
)

sin
(
x
2

)
︸ ︷︷ ︸reell

= sin
(
n
2
x
) sin

(
n+1

2
x
)

sin
(
x
2

)

(7.14)
Einheitswurzeln. Gesu
ht sind alle Lösungen z ∈ C von zn = 1.Ansatz: z = eiφ ⇒ zn = einφ !

= 1 ⇔ nφ = 2πν, ν ∈ Z

⇒ Lösungen: φν =
2π

n
ν , ν = 0, 1, . . . , n− 1 (7.15)

PSfrag repla
ements
Re z

Im z 2. Einheitswurzeln3. Einheitswurzeln4. Einheitswurzeln8. Einheitswurzelneiπ
4

ei 5π
4

n-te Wurzeln aus w ∈ C:
zn

!
= w = |w|eiψ

z = n
√
|w|eiψ

n
+i 2π

n
ν , ν = 0, 1, . . . , n− 1 . (7.16)Beispiel √i: i = eiπ

2

z0 = eiπ
4 und z1 = eiπ

4
+iπ = ei 5π

4 erfüllen z2
j = i.85



7.2 Cn, Cm×n und Verwandtes
C als Vektorraum über R:Dimension 2, Basis {1, i}, isomorph8 zu R2(Gauÿs
he Zahlenebene);analog ist z.B. C2 über R isomorph zu R4,z.B.

~z =

(
z1
z2

)
=

(
1 + 2i

3

)
∈ C2 (7.17)Mit dem Zei
hnen der 4. A
hse, Im z2, tue i
hmi
h etwas s
hwer. . .

PSfrag repla
ements2. Einheitswurzeln3. Einheitswurzeln4. Einheitswurzeln8. Einheitswurzeln
1

2

3

~z

Re z1

Im z1

Re z2

Weiter sind z.B. (
1
0

) und (
i
0

) (7.19)l.u. in C2 als VR über R, aberl.a. in C2 als VR über C.Komplexe Vektorräume: Vektorräume über dem Körper CAlles wie bei reellen Vektorräumen, mit einer Ausnahme:Skalarprodukte, V × V → C, müssen(S1)′ 〈~z, ~w〉 = 〈~w, ~z〉erfüllen.Wegen (S2), 〈~z, λ~w〉 = λ〈~z, ~w〉, folgt
〈λ~z, ~w〉 = λ〈~z, ~w〉 (7.20)Beispiel: V = Cn über C

~z =




z1...
zn



 , ~w =




w1...
wn



 , zj , wj ∈ C (7.21)8isomorph heiÿt hier: es gibt eine lineare bijektive Abbildung, z.B.
C2 ∋

(
z1

z2

)
7→





Re z1

Im z1

Re z2

Im z2



 ∈ R4 , (7.18)die die Vektorraumstruktur erhält. 86



Kanonis
hes Skalarprodukt:
〈~z, ~w〉 = ~z

T
~w :=

n∑

j=1

zj wj (7.22)mittlerer Ausdru
k in Matrixs
hreibweiseZugehörige Norm:
‖~z ‖ = |~z | =

√
~z
T
~z =

√√√√
n∑

j=1

|zj |2 (7.23)Beispiele:
〈



1
i

1 + i



 ,




3
5

1 + i




〉

= (1, −i, 1− i)




3
5

1 + i





= 3− 5i + (1− i)(1 + i)︸ ︷︷ ︸
=2

= 5− 5i

(7.24)
∣∣∣∣

(
1 + i

2

)∣∣∣∣ =
√

(1− i)(1 + i) + 4 =
√

6 (7.25)Matrizen mit komplexen Einträgen: A = (ajk) ∈ Cm×n.Komplex konjugierte Matrix:
A = (ajk) , AB = A B . (7.26)Alles wie gehabt, z.B. Determinanten,

det

(
2 + i 1 + 3i
4i 2− i

)
= 4 + 1− (4i− 12) = 17− 4i (7.27)
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8 IntegrationDe�nition: Sei I ⊆ R ein o�enes Intervall und f : I → R. Eine di�bare Funktion F : I →
R heiÿt Stammfunktion von f , falls gilt F ′(x) = f(x) ∀ x ∈ I.Bemerkung: Ist F Stammfunktion von f , so au
h F̃ mit F̃ (x) = F (x)+c für jedes c ∈ R,denn

F̃ ′(x) = (F (x) + c)′ = F ′(x) = f . (8.1)So erhält man alle Stammfunktionen von f , denn, sind F und G Stammfunktionen, so gilt
(F (x)−G(x))′ = F ′(x)−G′(x) = f(x)− f(x) = 0 , (8.2)d.h. F (x)−G(x) ist konstant.(Nur konstante Funktionen haben Ableitung ≡ 0:

g′(x) = 0 ∀ x ∈ I
⇒ g ist monoton wa
hsend und fallend ∀ x ∈ I
⇒ g ist konstant.)Flä
he unter Funktionsgraph: Sei I ⊆ R ein Intervall, a, b ∈ I, a < b, f : I → R stetigauf I und f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ I. Wir bezei
hen den Flä
heninhalt der Flä
he, begrenzt dur
hden Graph von f , die x-A
hse und die senkre
hten Geraden x = a und x = b, mit

∫ b

a

f(x) dx . (8.3)

x

PSfrag repla
ements2. Einheitswurzeln3. Einheitswurzeln4. Einheitswurzeln8. Einheitswurzeln f(x)

a b

∫ b

a

f(x) dx

Behauptung: (Hauptsatz der Di�erential- Integralre
hung)
F (x) :=

∫ x

a

f(t) dt (8.4)ist Stammfunktion von f ∀ x ∈ I, d.h.
d

dx

∫ x

a

f(t) dt = f(x) (8.5)88



Beweisidee:
F ′(x) = lim

h→0

F (x+ h)− F (x)

h
= lim

h→0

1

h

∫ x+h

x

f(t) dt . (8.6)PSfrag repla
ements2. Einheitswurzeln3. Einheitswurzeln4. Einheitswurzeln8. Einheitswurzeln
f(x)

a x x+ hξ

∫ x+h

x

f(t) dt

Da f stetig, existiert si
her ein ξ ∈ [x, x+ h], so dass
∫ x+h

x

f(t) dt = h f(ξ) . (8.7)Damit gilt
F ′(x) = lim

h→0
f(ξ) = f(lim

h→0
ξ) = f(x) (8.8)Bere
hnung von Integralen: Nun gilt

∫ b

a

f(x) dx = F (b)− F (a) , (8.9)wobei F eine beliebige Stammfunktion von f ist, denn:Sei F eine beliebige Stammfunktion von f , so existiert ein c ∈ R mit
F (x) =

∫ x

a

f(t) dt+ c

⇒ F (a) =

∫ a

a

f(t) dt+ c = c

⇒
∫ x

a

f(t) dt = F (x)− c = F (x)− F (a) .

(8.10)
∀ x ∈ I, insbesondere für x = b.Beispiel: a ∈ R

∫ π
a

0

sin(ax) dx = −cos(ax)

a

∣∣∣∣

π
a

0

=

(
−cos(π)

a

)
−
(
−cos(0)

a

)
=

2

a
(8.11)89



Bemerkung: Man s
hreibt au
h (unbestimmtes Integral)
∫
f(x) dx = F (x) falls F ′(x) = f(x) . (8.12)Beispiele:

1.

∫
xn dx =

xn+1

n + 1
, n 6= −1 (8.13)

2.

∫
dx

x
= log x (8.14)Jetzt fehlt uns no
h eine saubere De�nition des Integrals, die z.B. au
h die S
hreibweise

dx motiviert. . .8.1 Riemanns
he Zwis
hensummenDe�nition: (Riemanns
he Zwis
hensummen)Sei f : [a, b] → R+
0 bes
hränkt und stü
kweise stetig (d.h. hö
hstens an endli
h vielenStellen unstetig). Zerlege [a, b] in n Teilintevalle [xj−1, xj ], j = 1, . . . , n, mit

a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b , (8.15)und wähle aus jedem einen Zwis
henpunkt
ξj ∈ [xj−1, xj ] . (8.16)Man nennt

Zn :=
n∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1) (8.17)eine (Riemanns
he) Zwis
hensumme. Die Länge des gröÿten Teilintervalls heiÿt Feinheit
µn der Zerlegung,

µn = max
j

(xj − xj−1) . (8.18)PSfrag repla
ements2. Einheitswurzeln3. Einheitswurzeln4. Einheitswurzeln8. Einheitswurzeln

xa = x0 x1 x2 b = x3

f(x)

ξ1 ξ2

ξ3
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Satz 16. Sei alles wie in obiger De�nition, dann gilt: Für jede Folge von Zerlegungen undBelegungen mit lim
n→∞

µn = 0 existiert lim
n→∞

Zn, der Grenzwert ist für alle sol
hen Folgenglei
h, und wir s
hreiben
lim
n→∞

Zn = lim
n→∞

n∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1) =

∫ b

a

f(x) dx . (8.19)Bemerkungen:1. Aus ∆x = xj+1 − xj wird dx: in�nitesimale x-Änderung.2. �Stützpunkte� ξj müssen ni
ht äquvidistant gewählt werden (z.B. bei numeris
herApproximation).3. Funktionen f für die Satz 16 gilt nennt man (Riemann-)integrierbar.
PSfrag repla
ements2. Einheitswurzeln3. Einheitswurzeln4. Einheitswurzeln8. Einheitswurzeln

xa = x0 x1 x2 b = x3

f(x)

PSfrag repla
ements2. Einheitswurzeln3. Einheitswurzeln4. Einheitswurzeln8. Einheitswurzeln
xa = x0 x1 x2 b = x3

f(x)

Beweisidee:Bilde Ober- und Untersummen,
SOn :=

n∑

j=1

max f(x)
x∈[xj−1,xj ]

· (xj − xj−1) und SUn :=

n∑

j=1

min f(x)
x∈[xj−1,xj ]

· (xj − xj−1) , (8.20)dann gilt
min
x∈[a,b]

f(x) · (b− a) ≤ SUn ≤ Zn ≤ SOn ≤ max
x∈[a,b]

f(x) · (b− a) . (8.21)
SUn na
h oben bes
hränkt. Bildet man das n+ 1-te Folgenglied dur
h Teilen eines Teilinte-valls, so ist SUn+1 ≥ SUn ⇒ Konvergenz. I.A. ist Konvergenz etwas aufwendiger. SOn analog.Die beiden Limites sind glei
h (und damit au
h der von Zn), da

f stü
kweise stetig ⇒ max f(x)
x∈[xj−1,xj ]

− min f(x)
x∈[xj−1,xj ]

−→
n→∞

0 für fast alle j . (8.22)Eigens
haften: (f, g stü
kweise stetig und bes
hränkt, b > a)1. (Linearität)
∫ b

a

[λf(x) + µg(x)] dx = λ

∫ b

a

f(x) dx+ µ

∫ b

a

g(x) dx , λ, µ ∈ R (8.23)91



2. ∫ b

a

f(x) dx =

∫ c

a

f(x) dx+

∫ b

c

f(x) dx , c ∈ [a, b] (8.24)3. f(x) ≥ 0 ∀ x ∈ [a, b]: ∫ b

a

f(x) dx = Flä
he unter Graph
∫ b

a

[−f(x)] dx =
(1)
−
∫ b

a

f(x) dx (8.25)
⇒
(2)

Flä
he wird mit Vorzei
hen gemessenPSfrag repla
ements2. Einheitswurzeln3. Einheitswurzeln4. Einheitswurzeln8. Einheitswurzeln
xa b

f(x)

++

−4. f(x) ≤ g(x) ∀ x ∈ [a, b] ⇒
∫ b

a

f(x) dx ≤
∫ b

a

g(x) dx (8.26)5. ∣∣∣∣
∫ b

a

f(x) dx

∣∣∣∣ ≤
(3)

∫ b

a

|f(x)| dx (8.27)6. ∫ a

b

f(x) dx := −
∫ b

a

f(x) dx (8.28)(Damit ist in (2) nun au
h c auÿerhalb [a, b] erlaubt, falls beide Integrale auf derre
hten Seite existieren.)Uneigentli
he Integrale.Man de�niert ∫ ∞

a

f(x) dx := lim
b→∞

∫ b

a

f(x) dx (8.29)falls ∫ b
a
. . . für beliebig groÿe b existiert.Analog für lim

x→b
f(x) = ±∞, a < b:

∫ b

a

f(x) dx := lim
y→b−

∫ y

a

f(x) dx (8.30)92



Beispiele1. ∫ ∞

1

1

x2
dx = lim

b→∞

∫ b

1

1

x2
dx = lim

b→∞

[
−1

x

]b

1︸ ︷︷ ︸

= −1

x

∣∣∣∣
∞

1

= lim
b→∞

(
−1

b
+ 1

)
= 1 (8.31)

2. ∫ 1

0

1√
x

dx

(
= lim

y→0+

∫ 1

y

1√
x

dx

)
= 2
√
x

∣∣∣∣
1

0

= 2− 0 = 2 (8.32)Bemerkung: Falls uneigentli
h an mehrern Stellen, muss man die Limites unabhängigbilden dürfen, z.B. ∫ 1

−1

dx

x
6= lim

y→0+

(∫ −y

−1

dx

x
+

∫ 1

y

dx

x

) (8.33)Linke Seite existiert ni
ht,
∫ 1

−1

dx

x
= lim

b→0−

∫ b

−1

dx

x
+ lim

a→0+

∫ 1

a

dx

x
= lim

b→0−

[
log |x|

]b
−1

+ lim
a→0+

[
log x

]1
a

= log |x|
∣∣∣
0

−1
+ log x

∣∣∣
1

0

= �(−∞− 0) + (0− (−∞))�
= � −∞+∞� (8.34)

wohingegen
lim
y→0+

(∫ −y

−1

dx

x
+

∫ 1

y

dx

x

)
= lim

y→0+

(

log |x|
∣∣∣∣
−y

−1

+ log x

∣∣∣∣
1

y

)

= lim
y→0+

(log y − log y) = 0

(8.35)Übrigens: (log |x|)′ = 1
x
, denn (Kettenregel)

log |x| =
{

log x , x ≥ 0
log(−x) , x < 0

, (log |x|)′ =

{ 1
x
, x > 0

1
(−x)(−1) , x < 0

(8.36)
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8.2 Integrationste
hnikenSatz 17. (Partielle Integration)Seien f und g stetig di�bar auf [a, b], dann gilt
∫ b

a

f ′(x) g(x) dx = f(x) g(x)
∣∣∣
b

a
−
∫ b

a

f(x) g′(x) dx (8.37)Beweis: Wegen (fg)′ = f ′g + fg′ gilt
∫ b

a

[f ′(x) g(x) + f(x) g′(x)] dx = f(x) g(x)
∣∣∣
b

a

=

∫ b

a

f ′(x) g(x) dx +

∫ b

a

f(x) g′(x) dxabziehen ⇒ Beh. (8.38)Beispiele:1.
∫
x
g
cos x
f ′

dx = x
g
sin x
f
−
∫

1
g′
· sin x

f
dx

= x sin x+ cosx

(8.39)2.
∫

log x dx =

∫
1 · log x dx

= x log x−
∫
x

1

x
dx

= x log x− x

(8.40)Analog:
∫

arcsin x dx = x arcsin x−
∫
x

1√
1− x2

dx

= x arcsin x+
√

1− x2

(8.41)3.
∫

sin2 x dx = − sin x cos x+

∫
cos2 x , dx

= − sin x cos x+

∫
(1− sin2 x) , dx

= − sin x cos x+ x−
∫

sin2 x dx

=
x

2
− 1

2
sin x cos x

(8.42)
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Satz 18. (Integralrestglied für Taylor)Sei f n+ 1-mal stetig di�bar auf [a, b], dann gilt
f(x)−

n∑

ν=0

f (ν)(x0)

ν!
(x− x0)

ν =
1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t) (x− t)n dt , (8.43)wobei x, x0 ∈ (a, b).Beweis: (vollständige Induktion)
n = 0:

f(x)− f(x0) =

∫ x

x0

f ′(t) dt o.k. (8.44)
n→ n + 1:
f(x)−

n+1∑

ν=0

f (ν)(x0)

ν!
(x− x0)

ν

= f(x)−
n∑

ν=0

f (ν)(x0)

ν!
(x− x0)

ν − f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

=I.V. 1

n!

∫ x

x0

f (n+1)(t) (x− t)n dt− f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

=p.I. 1

n!
f (n+1)(t)

(
−(x− t)n+1

n+ 1

) ∣∣∣∣
t=x

t=x0︸ ︷︷ ︸
=0+

f(n+1)(x0)
(n+1)!

(x−x0)n+1

− 1

n!

∫ x

x0

f (n+2)(t)

(
−(x− t)n+1

n + 1

)
dt−f

(n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1

=
1

(n+ 1)!

∫ x

x0

f (n+2)(t) (x− t)n+1 dt (8.45)Satz 19. (Substitutionsregel)Sei f stetig auf I und g : [a, b]→ J ⊂ I stetig di�bar, dann gilt
∫ b

a

f(g(t)) g′(t) dt =

∫ g(b)

g(a)

f(x) dx . (8.46)Beweis: Sei F Stammfunktion von f ,
•
∫ g(b)

g(a)

f(x) dx = F (x)

∣∣∣∣
g(b)

g(a)

= F (g(b))− F (g(a))

• d

dt
F (g(t)) = F ′(g(t)) g′(t) = f(g(t)) g′(t)

∫ b

a

f(g(t)) g′(t) dt = F (g(t))

∣∣∣∣
b

a

= F (g(b))− F (g(a)) (8.47)95



Beispiele:1.
∫
g′(t)

g(t)
dt = log |g(t)| , mit f(x) =

1

x
, F (x) = log |x| (8.48)z.B.

∫
tan x dx =

∫
sin x

cosx
dx = − log | cosx| , mit g(x) = cosx ,

∫ 10

e

dx

x log x
= log log x

∣∣∣∣
10

e

= log log 10 , mit g(x) = log x ,

(8.49)2.
∫

sinn x cos x , dx sin x = t , cosx dx = dt

(
dt

dx
= cosx

)

=

∫
tn dt =

tn+1

n + 1
=

sinn+1(x)

n + 1

(8.50)
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