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11 Qualitative Theorie autonomer Systeme

Es seien F, G stetig partiell differenzierbar.

&= F(z,y)
y=G(z,y) (1)

(z0,yo0) sel stationdrer Punkt (Gleichgewichtspunkt), das heifit

F(Io,yo) = G(Io,yo) =0

Es ist dann

Flry) i _ % _d
Glzy) 3§ ¢ dy
oder
G(z,y) _dy
F(z,y) dx

falls entweder F(z,y) # 0 oder G(x,y) # 0 in Umgebungen von (xg, yo)-

Y

(9307.%)

x

Abbildung 1: Trajektorie eines Teilchens

11.1 Definition. stabiler stationirer Punkt

Ein stationdrer Punkt (xo,yo) heifit STABIL, wenn es zu jedem € > 0 ein 0 gibt mit folgender
Eigenschaft: Gilt fiir eine Losung (z(¢),y(¢)) von (1) und fiir ein ¢, dass (z(¢),y(¥) € Bs(zo,y0) so
ist (z(¢),y(t)) € Be(zo,y0) Vt > t.

(z0,y0) 1St ASYMPTOTISCH STABIL, wenn er stabil ist und es ein R > 0 gibt mit der Eigenschaft:
Gilt fir ein ¢, dass (z(t),y(t)) € Br(xo,yo) so gilt

(x(t),y(t)) — (wo,y0) filr t — oo

Siehe zur Veranschaulichung Abbildung 2.

11.2 Beispiel. harmonischer Oszillator

Die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators ist
P4+ wlr=0

Transformiere diese auf ein System 1. Ordnung.
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Abbildung 2: stabiler (links) und asymptotisch stabiler (rechts) stationdrer Punkt
x\ _ [ wocoswt+ Lsinwt
y)  \ —zowsinwt + yg cos wt

0 1
o (% 1) -a10) -

M 4+w?=0
:>)\1/2 = +iw

Suche Eigenwerte:

Suche Eigenvektoren (Eigenvektor ist immer ein Vielfaches von (1, a) oder (0, 1)):

(o) (o) = ()

S a=1w

)\1 = iUJ,Cl = (’Lid)

Ist der erste Eigenwert komplex, ist der zweite sein konjugiert Komplexes:

)\2 = —iw,CQ = (_tw>

Die Losung des linearen Systems ist:
e)qtcl _ eiwt (1 )
iw

Die Losung setzt sich zusammen aus Real- und Imaginérteil:

. it [ 1 . coswt
1= Re (e (iw T\ —wsinwt
— T [ et 1 _( sinwt

2= w ~ \wcoswt

20 = (200) = mnlt) + prea(t
So findet man

x(t) = 1 coswt + pa sinwt
y(t) = (1)



Die Losung liisst sich schéner schreiben, klammert man +/u? + p3 aus:

11 H2 .
z(t) = \/p3 + p3 | ——= coswt + ———=sinwt
Vi + 13 Vit + 13
Wir nennen die Briiche a und b,

x(t) = m (acoswt + bsinwt)

Wegen a? + b? = 1 kann man auch hier trigonometrische Funktionen benutzen:

a = cos ¢
b=sing¢

Mit Formeln fiir das Produkt von Winkelfunktionen ergibt sich:

a(t) = \/pf + p3 cos(wt — @)
y(t) = =/ 13 + p3wsin(wt — ¢)

Im Phasenraum ergibt das Ellipsen, vgl. Abbildung 3.
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Abbildung 3: Phasenraum und z-t-Diagramm eines ungeddmpften harmonischen Oszillators

e
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11.3 Beispiel. geddmpfter harmonischer Oszillator

Die Differentialgleichung des gedémpften harmonischen Oszillators (vgl. Abbildung 4) ist
F42pi +w?r =0

Transformiere diese auf ein System 1. Ordnung. Sei dazu # = y und ¢ = & = —2py — w?x. Das

/

Abbildung 4: Geddmpfter harmonischer Oszillator

System lautet dann



Berechne nun die Eigenwerte des Problems mithilfe des charakteristischen Polynoms:

—-A 1
det(A — A\Id) = det (—w2 oy A)

=20+ ) +w?
=0
Auflésen der Gleichung nach A ergibt

Mo =—pE/p?—w?

Betrachte nun den Fall, dass p > w, was einer starken Dampfung entspricht. Die Eigenwerte A; 2
sind dann reell und negativ. Bestimme die zugehérigen Eigenvektoren ¢q o:

A<P1 = )\14,01
0 1 1 1
(2 ) ()= ()
=>a=)\N

Also sind die Eigenvektoren

=) =)

Die allgemeine Losung des linearen homogenen Systems ist

() = (3) o (1)

B ‘u1€>\1t +H2€>\2t
T ANt + ppdpeet

Um das Verhalten im Phasenraum zu bestimmen sei nun 0.B.d.A. A\; > Ay. Dann ist Ay — A1 < 0.
Forme die Losung entsprechend um:

(i) = () et (1))

Verwende nun vom Anfang des Kapitels, dass d—y = 3.
dy g meMIT + pge?'A3

de & preMiX] + poerztiy
u1>\1+u2)\2 ()\2 )\1)t

— A
,LL1)\1 + Mz)\geo‘? A1)t t~>oo 1

Also ist fiir ¢t - oo dy = Aidx und damit ~ y = Ajz. Die Trajektorien im Phasenraum sind
in Abbildung 5 dargestellt. Fiir den Fall, dass p < w (schwache Démpfung) sind die Eigenwerte

komplex konjugiert:
M2 =—pEivw?—p?=—ptiw

Die Eigenvektoren und allgemeinen Lésungen sind (analog zu oben)

Eigenvektor: a1 = (;)

== ()
Losung: g1 = { e (0}
|

Re (e”gt

/\/‘\
v
N~~~

:—4
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Abbildung 5: Phasenraum und z-t-Diagramm eines stark geddmpften harmonischen Oszillators

Man findet also fiir die Losung in z(t) und y(t):

z(t) = e P (uy coswit + posinwit)

y(t) = e P ((pawy — pap) coswit — (pap + pawr) sinwst)

Schreibe z(t) in Polarkoordinaten:

z(t) = e*f’tm(cos ¢ coswit + sin ¢ sinwqt)

— '\ /3 + u cos(é — wit)

Macht man dasselbe fiir y(¢), erkennt man, dass (z(t), y(¢)) im Phasenraum beschrinkt ist:

|(z(t),y(t)| < e

Fiir eine Skizze siehe Abbildung 6.
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Abbildung 6: Phasenraum und z-¢t-Diagramm eines schwach geddmpften harmonischen Oszillators

Stabilitit linearer Systeme

Betrachte nur Probleme in R2 mit
T=Axr x= (xl) eER? A= (au a12)
€2 a1 a2
wobei A dhnlich einer Diagonalmatrix D ist, das heifit

A=TDT™' (T7'AT = D)



dabei hat D die Form
(A0
D= (O )\2)
und A 2 sind Eigenwerte. Diese berechnen sich wie folgt:

s 52
AMo=—-F4/——A
12= 5 1
s =Spur A = a1 + ag

A =detA = /\1 /\2
Bei A wurde der Multiplikationssatz von Determinanten verwendet:

det A = det(TDT™1)
= det T'det(T~ ') det D

= det T(det T') " det D
=det D

Unterscheide nun zwischen der transformierten Basis der Eigenwerte y und der Basis der Abbildung
x, es ist hier
y=T"12 z=Ty

Die lineare Differentialgleichung lautet dann in der transformierten Basis
y=T"'%
=T1Az
=T 1ATy

Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten A; 2 sind Aje; und Agez. Die Allgemeine Losung ist dann
y(t) = peMler + ppe?tes = P (Z1>
2

Wie sieht nun die transformierende Abbildung T' aus? Betrachte zur Bestimmung die Bilder der
Einheitsvektoren:
Ter=c1 Tey =co

Es ist dann
Aci = ATe; =TT AT ey = TDey = \Tey
S——
=D

Damit ist
T = (01, 02)

Also ist die allgemeine Losung in der Basis von A:
x(t) =Ty(t) = preMler 4+ poe?tey
Mit der Anfangsbedingung x(0) = z¢ lassen sich die Koeffizienten p4 o bestimmen:

pici + pace = Zo
%31
T =z
(m) ’
(Nl) =T 1
H2



Es folgt damit fiir x(t):

x(t) = (eAltC1,€)\2tC2) T ag

=Te!PT~ 1:100

de At At tD et 0
(e treq,e™? 02) =Te" = (c1,¢2) ( 0 e/\2t>

11.4 Bemerkung. Lésungspropagator

Die Losung x(t) kann geschrieben werden als
z(t) = TePT 1oy = p(t)xo

wobei ¢(t) der Losungspropagator ist. Es gilt: ¢(0) = Id. Es sei bemerkt, dass der Losungspropagator
auch anders gefunden werden kann

M(t) = (eMler, eMer)

Aus M (t) lisst sich der Lésungspropagator mittels ¢(t) = M (¢)M(0)~! gewinnen.
Betrachte die folgende Tabelle fiir eine Ubersicht:

Eigenwerte Verhalten um (0, 0)
Vorzeichen Art

L

A1, A2 <0 reell

AL, A2 >0 reell

L,

A1 >0, <0 reell

G x




Eigenwerte Verhalten um (0, 0)

Vorzeichen Art
A=A <0
(links)
A=Ay >0 reell
(rechts)

. rein
M2 = +iff komplex
A = o +if konjugiert
a < 0 (links) Komplex

a > 0 (rechts)

11.5 Satz.

Sei & = Az, & = F(z,y) y = G(z,y). Der Punkt (0,0) ist asymptotisch stabil, wenn jeder
Eigenwert von A einen negativen Realteil hat (falls A € M(n x n)).

11.6 Beispiel. geddmpfter harmonischer Oszillator

mi+ki+kr=0

10-¢ D6

Die Energie F des Systems ist gegeben durch



Und deren zeitliche Anderung ist

d OFE . OF .
&E(x(t),y(t)) =527 + Fyy

T k
= kxy + my oy

= —ry® <0

Die Energie nimmt also entlang Losungen ab (oder bleibt konstant). Daher ist das System stabil.
Zusammengefasst muss fiir die Energie eines stabilen Systems gelten:

E(0,0) =0
E(z,y) #0 Y(z,y) # (0,0)
d

—FE <0
dt —

Die Ljapunoff-Methode

Sei (0,0) ein isolierter stationdrer Punkt der Gleichung (1). E(x,y) heifit Ljapunoff-Funktion fiir
(1), wenn E in einer Umgebung U von (0, 0) folgende Eigenschaften besitzt:

e F ist stetig diffbar
e F verschwindet in (0,0), E > 0 auflerhalb.
o« 2Ep 4 %G verschwindet in (0,0) und ist < 0 auBerhalb.

Fiir < 0 im letzten Punkt ist die Funktion STRENG Ljapunoff.
11.7 Theorem.

Das System (1) habe (0,0) als stationéiren Punkt und besitze eine strenge Ljapunoff-Funktion.
Dann ist (0,0) STABIL. Ist E streng Ljapunoff, so ist (0,0) ASYMPTOTISCH STABIL.

¢.(0)

Abbildung 7: Stationdrer Punkt

Beweis. (a) Stabilitét
Gebe € > 0 vor (vgl. Abbildung 7). C.(0) sei die Kreisscheibe um den Ursprung mit Radius
€. m sei das Minimum der Ljapunoff-Funktion auf dieser Kreisscheibe.

m=minE(z,y) (z,y) € Cc(0)
Nun kann man ein § finden, sodass E in einer Umgebung mit Radius ¢ kleiner als m bleibt.

max FE(x,y) <m
B;(0) (@y)
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Die Trajektorie (z(t),y(t)) sei Losung zu (1), (z(0),y(0)) € Bs(0) (= Abschluss von Bs(0))

d oF . OF
&E(a:(t),y(t)) = oz’ + Biyy
= 8—EF + a—EG < 0 (laut Voraussetzung)
Or dy

Da E(2(0),y(0)) <mund £ E < 0= E <m Yt >0 = System ist stabil.

(b) asymptotische Stabilitéit
Sei E strenge Ljapunoff-Funktion. Dann ist E(x(t),y(t)) streng monoton abnehmend und
positiv, es ist also
Ba(t),y(6)) > A= Jim B(x(t).y(t)) > 0

so konvergiert E(x(t),y(t)) gegen einen Grenzwert. Fiir A = 0 folgt

(z(t),y(t)) = (0,0),

da E # 0 auBlerhalb (0,0). Nun ist zu zeigen, dass A nur 0 sein kann.

Angenommen, A > 0 . Dann gibt es eine Umgebung B, von (0,0) mit Radius 0 < p <,
sodass E(z,y) < A V(z,y) € B,. Auf dem Kreisring zwischen B, und einer Kreislinie mit
Radius € > p gilt dann

d,_ 0B 0B OB, OB

—_F == — = —F4+ —G< M B,\B
dt 8xx+8yy ox +8yG_ V(z,y) € B,\Be
it OF OF —
M = sup { 8—F + a—G (x,y) € Be\BP} < 0 (nach Definition)
€ Y

So lésst sich E nach oben abschétzen:
/ d
B(0) = BO) + [ s E(s)ds < BO)+ M — —oc
0

Dies ist ein Widerspruch zu A > 0. Aus A = 0 folgt: (0,0) ist asymptotisch stabil.

Linearisieren

Um die Frage nach der Stabilitéit eines stationdren Punktes zu kliren, lohnt es sich auch, (1) um
diesen Punkt zu linearisieren. Der stationdre Punkt sei (xq,yo)

F(xo,y0) =0
G(zoayo) =0

(G = (G +

Die Entwicklung ist

b
/N
< B
(.
< B
S o
~——
+
/N
Q %
~
8 8
<L
N—"
S~

mit
| f (@, )| and lg(z,y)|
Y Cry e e Y/ ey R

Ja oF  OF
A:D( ): ox o

11

— 0 fur (z,y) = (zo,y0)

und

(z0,y0)



Gleichung (1) ist dquivalent zu

d <$$0> _ %1; ?’TF (5051”0) + (f(fﬂ,y))
dt \ ¥ — %o 5 & Y= Yo g(z,y)
Denn: Setzt man Z = x — 2 und § = y—yo so ergibt sich (zusammen mit f(Z,7) = f(z—zo,y—yo)
und §(Z,9) = g(z — x0,y — o) )
d (& z f(z
— 2 )=A2 )+ (L)
i (5) =2 () + (36
11.8 Satz.
Sei (0,0) stationdrer Punkt von (1), F, G stetig differenzierbar. Sei ferner

OF IR a a
A= [0z @ _ (o1 a2
oG ot a1 agg

dx By
(a) Hat A ausnahmslos Eigenwerte mit negativem Realteil, so ist (0,0) isolierter stationérer
Punkt und ASYMPTOTISCH STABIL.

(0,%0)

(0,0)

dhnlich einer Diagonalmatrix.

(b) Hat A mindestens einen Eigenwert mit positivem Realteil, so ist (0,0) INSTABIL.

Beweis. Zur Isoliertheit: Angenommen es gibt eine Folge (z,,, y,) von stationéiren Punkten. Schrei-
be diese nun in Polarkoordinaten:

Ty = TR COSOPn  Yp = TpnsSin g,

Alle diese Punkte sind nun eine Losung von (1) und zwar (0,0). Es gilt also
0\ A [ TnC0S én + f(ry cos gn)
0) T SIN @, g(rnsingn)
L [eoson) (e
= Sin (bn g('r‘n sin ¢n)

COSs ¢n _ A71 f(’l“%:s‘.(#%)
sing, ) T 9(rn sin én)

P
—_——— n
[-1=1

[-|—=0
Dies erzeugt einen Widerspruch. Also ist (0,0) isoliert. Zur asymptotischen Stabilitéit: Sei
E = ax? 4 bxy + cy?

und (z(t),y(t)) eine Losung von (1) Es ist dann

d oF . OF
&E(x(t),y(t)) =577 + (Tyy
oOF OF
fa—E( T+ )+8—E( + )+—f+a—E
= o a11 a12y Dy 21T + a2y Oz Ay g
OF OF
= (2ax + by)(a11x + a12y) + (bx + 2cy)(az1x + azqy) + %f + aT,g
OF OF
(2,2, 9 oL
=—(z + )+6xf+8yg



Bestimme nun die Koeffizienten a,b und ¢, sei dazu A = det A. Es gilt fiir die Terme in

($2) : 2@@11 + 0,21b =-1
(y2) 1 bajg + 2cagsn = —1
(xy) : b(lll + 2(10,12 + 2(1216 + ba22 =0
Mit B = —(Clu + a22)A ist

. a3y 4 a3 + A

N 2B

b— —a11021 + a12a22
B

_af +ah + A

N 2B

Damit ist £ > 0 auerhalb von (0,0) und E(0,0) = 0. Wenn nun noch L E < 0 so ist E Ljapunoff-
Funktion. Stelle also %E auf und transformiere in Polarkoordinaten:
d OF OF

Sp_-Zp. 2=
dt Or +8yG

= —(2* + ) + (2az + by) f (2, ) + (b + 2cy)g(z, y)

—r? + 72 | (2a cos ¢ + bsin ¢) S cos i’ rsing) + (bcos ¢ + 2csin ¢)w

Nun findet man R sodass die Terme in der eckigen Klammer kleiner als % sind fiir r < R. Es gilt
also fiir » < R:

= F ist strenge Ljapunoff-Funktion
= (0,0) ist asymptotisch stabil
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