12 Integralrechnung in R"

Das Riemann-Integral

Das Riemann-Integral ist definiert durch
b n

[ e = 3 ) @i = )

=1
a =|1,]

= S(f,2n,00)
mit o, = {&,...,&} und 2z, = {z1,...,2,}. Fir n — oo gilt Gleichheit:

b
[ s = tim S(f,20.00)

Vergleiche auch Abbildung 8. Diese Definition des Integrals bringt einige Nachteile mit sich:
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Abbildung 8: Riemann-Integral

e Es gibt eine grofie Klasse von einfachen Funktionen, die NICHT Riemann-integrierbar ist, zum
Beispiel
0 « irrational

1 =z rational

f0,1] =R f(l’){

e Sei f, stetig und monoton. Dann existiert der Limes

b
lim [ f,(v)dz

n— oo
a

allerdings ist

lim f,(z) = f(x)

n—oo

nicht Riemann-integrierbar.

e Die Menge
b
£| [ 1f1de < oo

ist nicht abgeschlossen wenn f,, € L.



b
e ||flli = [|f|(x)dz, || - || keine Norm wenn [ fdz durch die Riemann-Summe definiert ist.

Alle diese Nachteile behebt das

Lebesgue-Integral
Das Lebesgue-Integral ist definiert durch

b
W e [k k41
k—fl([an’an

Das heifit das Bild von f wird zerlegt. Wenn f fast iiberall stetig ist, so sind das Riemann- und das
Lebesgue-Integral identisch. Behandle der Einfachheit halber zuerst Riemann-Integrale, da diese
einfacher explizit zu berechnen sind.

12.1 Definitionen.
Sei [a,b] C R abgeschlossenes Intervall. Es heifit

l\.’)‘??,

mit

z:={x0,...,Tn} mita=1zpund b=ux,
Zerlegung von [a, b] mit Feinheit
|z] = max{|z;—1 —x;| i€{1,...,n}}
Das Intervall I setzt sich dann zusammen aus
I =a1,b1] X [ag,ba] X ... X [an, by)

Dann ist
21 X 29 X ... X 2,

Zerlegung von I mit Feinheit
|z| = max{|z| i€ {l,...,n}}
I,, sind Teilrechtecke, I € {1,...,m}. Mit dem System von Zwischenpunkten

o:=1&,...,&n}

ist die zugehorige Riemann-Summe

FiIoRS(fz0) =Y FEI
=1

Man sagt eine Funktion f heiffit Riemann-integrierbar genau dann, wenn
JAER: Ve>030>0: Vz:|z|<d=|S(f,20)— Al <eVo

Es ist dann

/f(x)dm =A
1
12.2 Bemerkung.

f ist Riemann-integrierbar auf I (f € R(I)) genau dann, wenn fiir alle Folgen mit Zerlegungen z,,
und |z,| — 0 gilt, dass die Riemann-Summe konvergiert fiir alle Systeme von Zwischenpunkten:

S(f,Zn,O'n)*)/deE
I



Beweis. Dazu gilt nachzuweisen, dass alle Folgen S(f, z,,, 0,,) konvergieren. IThre Grenzwerte stim-
men dann notwendigerweise iiberein. Die Zerlegung ist eindeutig: Nehme zwei Zerlegungen z,, |z,| —
0 und z/,,|2.,| — 0 dann kann man

" /
2z, = zp Uz,

bilden. Z;I/ ist SO, dass sowohl S(f, Zn s (771) als auch S(f, Zp, n) |ellfolgen v S( 7 ;:7 Z) S I
gllt on ind. Also
h 1 S(]aznaon) - hm S(f’ Zn? n) hm S( // //)

? n7 n
n—00

12.3 Satz. Cauchysches Integrabilitidtskriterium

Sei I C R™ abgeschlossenes Intervall und f: I — R. Es gilt dann:

feER(I) & Ve>03d>0Vz,z2e Zerlegung von I mit
|z1] < 0 und |z2| < 0 : |S(f, z1,01) — S(f, 22, 02)| < € Vo1, 09

12.4 Satz.
Sei I C R™ abgeschlossenes Intervall und f : I — R stetig. = f Riemann-integrierbar.

Beweis. Da f stetig auf I ist f gleichméfig stetig. Das heif3t

Ye>035>0VJ:|f(x)— f(y)] < fir x,y € J mit |J| < ¢

2III

Wahle zwei Zerlegungen z; und 25 von I. Es bezeichne z die Vereinigung der beiden Zerlegungen:
z = 21 U 22. z hat dann die Zerlegung J;; mit Zwischenpunkten 7;;. Es ist dann

ki
> 1| = 1Tl
j=1

Die Riemann-Summen von z und z; sind dann

m

S(f,21,01) Zf &)IL]

ki

S(f.z0) ZZf 1ij) |5

=1 j=1

Bildet man deren Differenz erhilt man

|S(fa2170'1)_‘s(f7270)|: Zf gz |I| sz 771] |J’L]|

i=1 =1 j=1

m k;
ISR

=1 j=1

m  k;
< Z - nlJ)H‘Iljl

i=1 j=1
< ﬁ; | Jij| = 5

——

=1

Analog bildet man die Differenz von S(f, z,0) und S(f, 22, 02). Es gilt dann

|S(f,Z,U)*S(f,ZQ702)| <§



Also gilt

= |S(f, z1,01) = S(f, 22,02)| <€

= f Riemann-integrierbar

12.5 Bemerkung.
A C R heifit Nullmenge falls gilt:

Ve>03I,1p,... . Ip,... CR" mit AC|JL und Y |I;] <
7 i=1

Beispiel: Q™ ist Nullmenge.
12.6 Satz. Lebesgue
Es sei I C R™ abgeschlossen und f : I — R. Dann gilt

f ist Riemann-integrierbar < f beschrinkt und {z € I | f unstetig in x} ist Nullmenge

Beweis. ohne

12.7 Satz.

Es sei f : [a,b] = R monoton. = f Riemann-integrierbar
Beweis. Ubung

12.8 Satz.
Es seien I CR", f,g: I = R, f,g € R(I). Dann gilt

(a) f+ g€ R(), das heifit:

Jt@ +g@yiz = [ e+ [ gz

I I 1

cf € R(I),c € R, das heifit:
cf(x)de =c | f(z)dz
[oree=e]

:»/fmmxzjyumx
I

1

(b) Wenn f(z) > g(z) Vexel

(¢) |fl € R(I) und
/}umxg/uuwwsﬁmumMH
xel

I I

(d) £2,9% fg € R(I) und

/fg(x)dx < $ /f2 (x)dm\l /92 (x)dz (Cauchy-Schwarz-Ungleichung fiir Integrale)
T T T

Beweis. Ubung



12.9 Definition.
Sei f:A—->R,ACITCR™

fr(z) = {g(x) z ; j

Es gilt dann
f ist Riemann-integrierbar < f; € R(I)

[ @ = [ i
A I

12.10 Definition. Jordan-messbar

Man schreibt

A C R™ heifit Jordan-messbar genau dann, wenn die charakteristische Funktion
) 1 z€A
VA =
4 0 z¢ A

Riemann-integrierbar ist. Der Jordan-Inhalt |A| ist dann

1] ::/iA(x)dmz/ldx

A A

Fiir n = 2 ist der Jordan-Inhalt der Flicheninhalt und fiir n = 3 das Volumen.
12.11 Bemerkung.
Aus Satz 12.6 (Lebesgue) ergeben sich sofort folgende Aussagen:

(a) A C R™ beschriinkt. A ist Jordan-messbar < dA (Rand von A) ist Nullmenge

(b) A C R™ Jordan-messbar und f : A — R. Dann ist

f € R(A) & f beschrinkt und {z € A | f unstetig in A} ist Nullmenge

(c) Die Aussagen von Satz 12.8 gelten auch fiir A anstelle von I.

(d) m:=inf{f(z) |z € A} und M :=sup{f(z) | x € A}
m|A| < [ f(z)dz < M|A]
/

12.12 Satz. Fubini

Seien I, C R, I, C R™. Das Intervall I C R™"™ ist dann I = I, x I,,. Sei ferner f € R(I) und
Vy € I, existiere g(y) = [ f(z,y)dz. Dann ist g(y) € R(I) und
I

/ﬂww—l Z}@wm dy

Beweis. Da f Riemann-integrierbar ist, kann man schreiben

Ve>030>0Vz:|z] <d: S(f,z,a)—/f(z)dz < eVo
1



Y
Iy ° — (EZ, 777j)
= [J:
9(n) *
I,
X
Abbildung 9: Zerlegung des Rechtecks I
Sei nun z¥ = {£},...,&"} eine Folge von Zerlegungen (vergleiche Abbildung 9) von I, und 2¥ =
{m,...,ns} die Zerlegung von I, mit |27|,|2¥| < 6 Vn € N. Es ist ILm |zZ] = 0. Setzt man dieses

nun oben ein erhélt man, dass gelten muss

S A€ I — / F2)de| < e
m,J T

Es bleibt zu zeigen, dass
S gl = [ £:)e] <
m I

Verwende, dass

9(ny) /fwm €T = hm Zf (&mo i) [ |

und

Zg n;)l ;| = lim ZZf o 1) |1

Schreibe also um das obige zu zeigen

J 7 )
<l 503 7€ ] - JECE
I

=g € R(I) / dy*/f

12.13 Beispiel. Kreisscheibe mit Radius 1

<e€



Im rechten oberen Quadranten ist die Kreisscheibe definiert durch die Funktion y = v/1 — 22, im
rechten unteren Quadranten durch y = —v/1 — 22. Die Fliche ist dann

1 Vi=z? 1
/1d:r:/ / 1dy dacz2/@dx
A 1\t -1
Substituiere nun x = sint, dx = costdt. Es ergibt sich
/2 /2
2 / \/lfsin2tCOStdt:2/COSztdt:W
—n/2 /2

12.14 Beispiel.

2
Yy

j Z f(y)dy | do = j [ s | ay

T 1
12.15 Korollar.
Sei I = [a1,b1] X [ag,ba] X ... X [ay,b,] und f : I — R stetig. Dann gilt:

by by 2%
/f(x)dx:/ / /f(xl,...,xn)da:n ...dxy | doy
I ai as an

12.16 Satz.
Sei A C R" x R™ = R"*™ beschrinkt und Jordan-messbar und f € R(A). Es sei weiterhin

Po(A) ={z |3y e R™: (x,y) € A}

und
Ay ={y e R™ | (z,y) € A}
Ferne existiere

g(x) = [ flz,y)dy
/

/ g(z)dz

P, (A)

A/ fedey = [ | [fey)do

dann existiert

und es gilt

Beweis. folgt aus Fubini. O
12.17 Korollar.
Sei A C R™ beschriankt und Jordan-messbar sowie a < b € R so, dass

Ve = (z1,...,2p) €EA:a<z1<b

und
Ve € [a,b] : Q&) = An{(§, xa,...,2n)}

in R~ Jordan-messbar mit (n — 1)-dimensionalem Inhalt g(¢). Dann ist

b
A = / g(6)de



Integrieren iiber Normalbereiche

Betrachte die Mengen (Abbildung 10)

B={(z,y) eR* a<z<by(z) <y<paz)}

C={(z,y) eR* c<y<di(y) <z <a(y)}

A={(z,y,2) €R*,a <z <bpi(x) <y < ax), r(z,y) < 2 < a(z,y)}
y y

Abbildung 10: Normalbereiche

12.18 Satz.
Sei f: B,C — R stetig. Es gilt fiir das Integral von f:

b p2(z)

[tewaen=[| [ swpi|a
B

a  \pi(x)
und
d [ P2(y)
[t@maen=[| [ fei|a
c ¢ \Yi(y)
Fiir A gilt

b pa(x) a2 (z,y)
/f(%yaz)d(f&y,z) = / / / f(z,y,z)dzdydx
A a p1(z) P1(z,y)
12.19 Beispiel.
Sei B ein Gebiet in R? das begrenzt ist durch y = 22, y = 23, das heift:

B={(z,y)|0<z<1,2° <y<a®}

B U () o U ()
T I
d
a b T



Sei auBerdem f(z,y) = z. Gesucht ist jetzt [ f(z)dz. Es ist
B

/f(z)dz -
B

.’t2

/ xdydzx

z3

x(z? — 23)dx

Il
| = O\,_, O\H

| =

Abbildung 11: Die Fliachen umschlieflen einen Tetraeder

12.20 Beispiel.

Berechne das Volumen des Bereichs, der durch die Flachen x =0, y =0, 2 =0, c +y+ 2 =1
begrenzt wird (Abbildung 11). Die Menge der Punkte innerhalb des eingeschlossenen Bereichs ist

A={(z,y,2) |0<2<1—z—y}

Das Volumenintegral lautet dann
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12.21 Satz. Substitutionsregel

Die Integration iiber krummlinige Gebiete ldsst sich oft auf ein Integral iiber ein (n-dimensionales)
Rechteck reduzieren. Die Information dariiber, wie sehr jeder Punkt durch die Abbildung gestaucht
oder gestreckt wird, ist natiirlich wichtig fiir die Gewichtung.



Abbildung 12: Darstellung der Substitution

Sei A C R™ kompakt und Jordan-messbar. A C G, G offen, sodass g € C'(G,R"™), mit

det ¢'(z) > 0 oder
detg'(z) <0Vz €@

und g injektiv. Sei f : g(A) — R stetig, dann gilt:

[ 1@ = [(o) et ) s

g(A) A

Dass die Determinante diese Eigenschaft besitzt sei hier fiir zwei Dimensionen verdeutlicht.

x = g1(u,v)
y = g2(u,v)

Ein Flichenstiick in A sei ein Rechteck mit den Seitenlingen AuAwv. Unter der Abbildung g ver-
formt es sich. Unter der Annahme, dass es geniigend klein ist, betrachten wir es als Parallelogramm.
Die Richtung der aufspannenden Vektoren ist gegeben durch die Ableitungen von g ldngs der alten

Koordinaten v und v:
dg Og

Ou’ dv
Die Fliache des Parallelogramms ist gegeben durch
29 g

9 X 0 AulAv

€ R?

Da wir das Kreuzprodukt nur im R? definiert haben, fithren wir eine Transformation durch, welche
jedem Vektor die z-Komponente 0 anfiigt.

9g1 991
o0 _ () oa_ (g
u ’ v
ou 0 ov 0

So sieht man den Zusammenhang zwischen Kreuzprodukt der Richtungsableitungen und Determi-
nante der Funktionalmatrix von g':

dg 99

% _ 891 8g2 692 891
ou v

991 Og1
frd u v — /
| du Qv ou Ov | ‘det (92 92)‘ |det g'(2)]

ou ov

10



U x
Abbildung 13: Transformation von Parallelogramm auf Rechteck. Im Bild ist o = 8—Z und 8 = %

Die Substitutionsregel analog im n-dimensionalen Fall mit

g1

2= (x1,...7,), g= und ¢'(2) = FIRTS) (n x n Matrix)

xn)

(a) POLARKOORDINATEN

¢

L

’
-

/
-

r

Abbildung 14

T o T _
(y) _g(s0> - (
991 Og1
SO AN
or Jdp
z

Fiir das Integral bedeutet dies:

P2 T2

/f(x,y)dacdy://f('rcosgp,rsingo)rdrdcp

g(A) p1 71

11

: Transformation von kartesischen zu Polarkoordinaten

7 COS
rsin ¢

cos ¢
sin ¢



(b) ZYLINDERKOORDINATEN

Fiir Zylinderkoordinaten ist das Volumenelement das gleiche:

T T T COS
y|l=g|e|=|rsineg
z z z
cose —rsing 0
=g =[sing rcosp 0

0 0 1
= |detg'|=r

mit dem Volumenelement dV = dzdydz lautet das Integral:

Z2 P2 T2

/f(x,y,z) de///f(rcosga,rsingo,z)rdrd(pdz
g(A)

Z1 $p1T1
(¢) KUGELKOORDINATEN Die Berechnung des Volumenelements fiir Kugelkoordinaten:

Y

rsin®

D

Abbildung 15: Die Transformation in Kugelkoordinaten

12



x r 7 sin 6 cos
Y = g| 0| =|rsinfsing
z %) 7 cos 6
sinfcosyp rTcosfcosy —rsinfsing
=gq = sinfsingy rcosfsing  sinfcosy
cos —rsind 0
— detg = cosfdet (rcos@cpscp —fsinesingo)
rcosfsiny  sinfcosp

— (—rsinf) det (SiDGCOS@ —7sinfsin ﬁP)

sinfsiny  sinfcos
= (r?cos? @sinf cos? ¢ + 12 cos? fsin A sin? )
+ 7 sin (7 sin” § cos? ¢ + 7 sin? @ sin” )
2

= 712cos?fsinf + r?sinfsin® o

= 7r2sinf

12.22 Beispiel.

Es sei ein Zylinder gegeben, aus welchem am unteren Ende eine Halbkugel mit dem selben Radius
herausgeschnitten ist. Mit anderen Worten, der Boden wird ersetzt durch die Oberfliche einer
Halbkugel. Die Hohe sei 4, (0 < z < 4), der Radius sei 1 (r < 1), und der Boden z = v/1 — r2. Das

Volumen sei V', vergleiche Abbildung 16.

<
Il

1 4
/ / r dzdrde
0 yizr?

/1(4— M)rdrdgo

)

o\:‘w o\§

o

1
=27 {27"2 + §(1 —7?)

12.23 Beispiel.

~

1 r
Abbildung 16

Gegeben ist eine Sphire mit Radius 1, in welche ein umgekehrter Kegel mit Offnungswinkel 5
reingelegt ist. Gesucht ist das Volumen zwischen dem Kegel und der Sphére. Die Sphére ist in

Zylinderkoordinaten gegeben durch z = v/1 — 72, der Kegel durch z =
menintegral lautet dann

13

V22 +y2 = r. Das Volu-



27 1/&\/@
\% :/ / / rdzdrde
0o 0 T

Das selbe Volumen ldsst sich einfacher in Kugelkoordinaten aus-

driicken:
on w/4

1
V= / / / 72 sin Adrdfde
0O 0 O

Abbildung 17

14



