13 Kurvenintegrale
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Abbildung 18: Kurve mit Parameterdarstellung ~

13.1 Definition. Parameterdarstellung (a) Sei a < b, v : [a,b] — R™ heifit PARAMETER-
DARSTELLUNG einer Kurve mit Parameterintervall [a,b]. Der Anfangspunkt der Kurve ist
v(a), der Endpunkt ist v(b).

(b) Zwei Parameterdarstellungen

7 : [a,b] = R"”
Y2t [Ca d] - R"

heiflen AQUIVALENT genau dann, wenn es eine stetige, monoton wachsende Abbildung von
einem Intervall in das andere gibt:

Y~ Y2 < Jp:la,b] = [c d] stetig und monoton wachsend

Es ist dann v2(t) = 71 0 (t).

13.2 Definition. Linge einer Kurve

Die Lange einer Kurve ldsst sich anndhern durch eine Aneinanderreihung von geraden Stiicken
(vgl. Abbildung 19). Das Supremum fiir beliebig viele solcher Stiicke ist dann die Lénge der Kurve:

L :=sup { Z [|v(t:) — v(ti—1)]|| m € N, {to = a,t1,...,ty, = b} ist Zerlegung von [a, b] }
i=1

13.3 Definition.

Sei C eine Kurve mit Parameterdarstellung v : [a,b] — R™. C heifit rektifizierbar genau dann,
wenn die Lange der Kurve endlich ist:

C heifit rektifizierbar < L(C) < 0o

13.4 Satz.
Die Begriffe ,rektifizierbar” und Lénge einer Kurve hingen nicht von der speziellen Parameterdar-

stellung ab.

Beweis. Seien 1 und 7, Parameterdarstellungen einer Kurve mit v, : [a,b] — R™, 75 : [¢,d] — R™.
Sei ¢ : [a,b] — [c,d] und dadurch 1 (t) = v2 0 p(t), {to,-..,tm} sei Zerlegung von [a,b]. Dann ist
{o(to), p(t1), ..., 0(tm)} Zerlegung von [c,d]. Es gilt dann

m m

Z [[v1(ts) =y (tiz1)l| = Z [v2(p(ti) — v2(@(ti—1))l|
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Abbildung 19: Annéherung einer Kurve durch Polygone

Die Lénge der ersten Kurve

Ly =sup {Z 171 (t:) — v (Ei—1)|] | {to,- - -, tm} Zerlegung von |[a, b]}

i=1

ist dann definitionsgem&f kleiner als die der zweiten Kurve:

Verwendet man andersherum die Umkehrfunktion von ¢, so ergibt sich

= Ly < Iy

Also miissen die beiden Langen gleich sein

Y(b)
Y(a)
x
=L, <Ly
Y2(t) =y 097 (1)
=11 =1Lo
O

13.5 Definitionen.

Zu Kurven:

(a) Eine Kurve C heift stetig differenzierbar, wenn es eine stetig differenzierbare Parameterdar-

stellung gibt.

(b) Eine Kurve heifit Jordan-Kurve, wenn eine Parameterdarstellung v : [a,b] — R™ existiert

und diese injektiv ist.

(¢) Seien C7,Cy Kurven in R™ mit Parameterdarstellungen v, : [a,b] — R™ und 7 : [b,c] — R"
Der Endpunkt von C; sei der Anfangspunkt von Cs. Dann heifit die durch die Parameter-

darstellung
M (t) te [Cl, b}

v:la,d] = Rt {72(75) fe e

dargestellte Kurve Summe von C; und C5, man schreibt: C7 + C5. Unter —C'; versteht man

die Kurve mit Parameterdarstellung
70,1 = Rt (b o+ ta— b))

mit 7 : [a,b] = R™.
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(d) Eine Kurve C heifit stiickweise stetig differenzierbar, wenn stetig differenzierbare Kurven
Cy,...,C, mit C =C4 +...+ C, existieren.

13.6 Satz.
Sei C stetig differenzierbare Kurve in R” mit Parameterdarstellung v € C([a, b], R"). Dann gilt

b
L(C) = / Iy (1) ]|dt < oo

Beweis. Es sei z = {to = a,t1,...,t,m = b} eine Zerlegung des Intervalls [a,b] mit Feinheit |z|.
Nahere die Lange der Kurve durch eine Aneinanderreihung von geraden Stiicken an:

V.(v) = Z [y (i) = v(ti-1)ll

Es ist zu zeigen, dass
b
Ve>030 >0z <d [V.(v) —/H’y'(t)”dt <€

Bemerke, dass der Differenzvektor (¢;) — v(t;—1) sich aus n Komponenten zusammensetzt:

v(ti) —v(tiz1) = (n(t:) =1 (tiz1), oo, Wnlts) — Fn(tiz1))

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gibt es nun einen Zwischenpunkt 7; = (7, ..., 7]
R"™ sodass gilt

() =ntiz1), -t =T (tic1)) = (ME ) Ei—tic1), - Y (77 (Ei—tio1)) = 7 (1) (ti—tio1)

mit v () = (Y, (7). .., 75 (7)). Es folgt damit fiir V,:

7

V=3 / ()t

=1 ti—1

Damit gilt

i—1

b m 173 ti
v - [Ivole <3| [ e [ ol

m H

<> [ 1@l I Ol = )

=1 ti 1

Es gilt fiir den Integranden:

Y @ = 1Y O] < 1Y () =y Ol = (| D i (F) = v @)1?
k=1
Wiéhle nun 4 so, dass fiir |t — s| < 4§, t,s € [a, ]

7%(s) = 1(t)] < Jnlb—a) Vke{l,...,n}

30



~'" ist stetig und insbesondere gleichméiBig stetig auf dem definierten Intervall, also gilt

<2}/ E]v L(H[2dt

zlt

- ne?
< ——(t; —t;_1) =
2\ apoapti )=

13.7 Beispiel.
Zur Lénge einer Kurve
(a) Mochte man die Lange einer eindimensionalen Funktion auf einem Intervall bestimmen, so

wéhlt man die Parametrisierung
V() = (£, f(1))

Die Ableitung +' ist dann
V() = (1, f (1)

Damit ist die Lange

b b
L=/mwmm=/¢ruﬂm%t

(b) Gegeben sei eine Ellipse durch die Parametrisierung
~v(t) = (acost,bsint) 0<t<2rm
Deren Ableitung nach ¢ lautet
7' (t) = (—asint,bcost)

Die Ellipse wird im mathematisch positiven Sinne (gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen,
der Startpunkt liegt bei (a,0). Die Linge ist

= / \/a2 sin? t + b2 cos? tdt

/ Va2 + (b2 — a2) cos? tdt

22

:/a\/l—kQCOSQtdt mit k= Y4
0

w/2
:4/ax/l—k2cos2t
0

13.8 Bemerkung.

Es bezeichne die s(t) die Bogenlidnge einer Kurve

- [Iv@ler S =l
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Parametrisiert man die Kurve nun mit s, sprich ¢ — s(¢) so kann man umgekehrt auch s — ¢(s)
verwenden, ist dann

F(s) ==y ot(s) = (t(s))

Der Geschwindigkeitsvektor dieser Bogenldngenparametrisierung ist

oA d At o (1)
7(6) = 357 = 06N =7 = & = Py

Der neue Geschwindigkeitsvektor ist also normiert:
=7l =1
13.9 Definitionen.

Sei v : [a,b] — R™ eine stetig differenzierbare Parameterdarstellung der Kurve C, F : R"® — R"
ein stetiges Vektorfeld.

(a) Das Kurvenintegral von F' lings der Kurve C ist

/Fwwwvat

/F.da)
C

(b) F=(P,Q) firn=2, F=(P,Q,R) fiir n =3. Man schreibt

/F-dwz/de-ﬁ-Qdy—i—Rdz

Symbolisch schreibt man

13.10 Satz.

Seien C, Cy stiickweise stetig differenzierbare Kurven und F': R™ — R” ein stetiges Vektorfeld.

(a)
(b)

()

F.dz | < sup |F(z)]| L(C1)
zeCy
Cy

Beweis. (c) Sei y Parametrisierung von C

g/Mmemmvwnm

< sup | H/wv ) dt

= sup |[F(z)] L(Cl



13.11 Beispiel.
In der  — y-Ebene sei das Vektorfeld F' gegeben durch

F=(y,y—x)

oder in der Form
F=F(P,Q) mit P=yund Q =y — x.

Wir betrachten zwei Kurven vom Ursprung nach (1,1), gegeben durch Cy und Cs. C} ist zusam-

(1,1)

C12

(1,0)

T
C11

Abbildung 20: Zwei Kurven

mengesetzt aus einem horizontalen Stiick nach (1,0), C1; und einem vertikalen Stiick von dort bis
zum Endpunkt, C12. Wir verwenden folgende Parametrisierung fiir C1:

0112’}/11(t):(t,0) OStSI
Ciz:ma()=(1,t) 0<t<1

So folgt fiir die Integrale:

1
F@m:/mmm»wmww
C11
0

:/(0,04)-(1,0) dt =0
0

F@mz/ﬂmm»wmwm
Ci2
0

(t,t—1)-(0,1) dt

Die Kurve Oy sei gegeben durch ein Stiick einer Parabel y = 22

Cy:mya(t) = (t,t%) 0<t<1
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Oder als einzelne Parameter x und y betrachtet:
a(t) =t, y(t) = t*

so hat das Integral die Form

/F°dw:/de+Qdy

02 02
1 d ; d
T Y
= —dt —z)—dt
/y& +/@ ¥) 4
0 0

13.12 Definition. Gradientenfeld

Sei A C R™ Gebiet. F heifit GRADIENTENFELD < 3¢ € C1(A,R") ist Skalarfeld mit F = V.
—¢ heifit Potential, ¢ Stammfunktion.

13.13 Satz.

A C R™ Gebiet, F': A — R"” stetiges Gradientenfeld mit Stammfunktion ¢ : A — R. Sei C Kurve
in R™ mit Anfangspunkt a € R™ und Endpunkt b € R"™. Das Kurvenintegral hingt dann lediglich
von diesen Punkten ab:

Abbildung 21: Ein konservatives Kraftfeld, das von 2 verschiedenen Kurven durchlaufen wird.
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Beweis.

13.14 Definition.

A C R”™ Gebiet, F stetiges Vektorfeld F' : A — R™ F heifit konservativ genau dann, wenn
Va,b € R™ YV Cq,Cy (stiickweise stetig differenzierbar) mit Anfangspunkt a und Endpunkt b gilt:

F.dx = F.dx
Cy Ca

13.15 Satz.
Sei A C R™ Gebiet, F : A — R™ stetig. Dann:

F ist konservativ < F' ist Gradientenfeld

Beweis. Eine Richtung haben wir schon gezeigt.

?<": Siehe oben
:/F(z) dz

"=
Es muss eine differenzierbare Funktion ¢ geben mit
Veo=F
= @z +h) —p(x) = F(x) - h+¢(h)

z+h z+h

oz +h) — o) = / dz—/F dz—/F

y:t—zr+th teRheR"”

/F(z +th) - ~/(t) dt

1
/ (x+th)-hdt—F(z)-h
0

F(z)-h+4(h)
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F(x+th)-h—F(x)-h
[F(x+th)— F(x)]-h dt

:O/F(x)-hdt

= [[o()]l < sup [[F(z +th) = F(z)| - [|A]

t€(0,1]
() ) .. |
=3 T < sup ||F(x+th)— F(z)|| = 0 fiir h — 0 da F stetig.
t€(0,1]

O

Sei F ein Gradientenfeld und ¢ : R?> — R und V¢ = F. Die Partiellen Ableitungen von ¢ sind

die Komponenten von F':

81@ - Fl
Oyp = Fy
0% 5}
= —F; und
oyor Oy L
2
0% _ 0 P
dxdy  Ox
Wir nehmen an, dass ¢ zweimal stetig partiell differenzierbar ist, sodass die Ableitungen vertau-
schen:
Do _ Pp
dydx  O0xdy
0 0
= —F = —F
dy ' x’
13.16 Beispiel.
F = (P,Q) Gradientenfeld
or _ od
oy Oz
Nun ist das Skalarfeld ¢ zu finden mit Vo = F
oP
P =2zy = — =2z
Ay
0
Q=% +4y = 9Q =2z
ox

P =g, =2zy
= ¢ =1y +c(y)
Q=¢y,=2"+c(y) =2+ 4y
= (y) = 4y
= c(y) = 2y
= <p:m2y+2y2

:>/F- dx = p(b) — p(a)
C
Mit Start und Endpunkten a,b € R2.
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13.17 Definition.

Eine Menge A C R"™ heifit STERNFORMIG, wenn es einen Punkt a gibt, von dem jeder Punkt der
Menge mit einer Geraden durch a verbunden werden kann.

Abbildung 22: Eine sternférmige Menge

13.18 Definition.

Eine Menge A C C™ heifit KONVEX, wenn zwei beliebige Punkte der Menge durch eine Gerade
verbunden werden kénnen. Insbesondere ist jede konvexe Menge sternférmig.

13.19 Satz.
Sei A C R", ein Gebiet, F € C1(A,R"). ist F = (Fy,..., F,) Gradientenfeld, so gilt:

0 0
—F, = —F;, by J 1,... 1
axl J 8(3]' T VZ,] 6{ ’ ,’I’L} ( )

Ist A sternférmig (konvex), so gilt auch die Umkehrung, also aus (1) folgt F' ist Gradientenfeld.

Beweis. (Nur fiir konvex) Die Gerade sei parametrisiert durch (t) = a + t(z — a).
o) = [ F(z)-dz

Fla+tlx—a)): (xr—a)dt

I
—

(=~

£
Il

/Fk(a +t(z —a)) - (v — ag)dt
1o
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Fj) (a+tlx —a)) - (zx —ag)t dt

1

:/Fj(a—f—t(x—a)) dt+/1<thj(a+t(x—a))>tdt
0

1

0

1
/Fj(a +t(r—a)) dt+ Fj(a+t(z —a))t
0

- /Fj(a—f—t(x _a)) dt

t=0

Fj(x)

13.20 Korollar.
Es sei A C R3 konvex und F' € C'(A,R). Dann gelten folgende Aquivalenzen

F ist konservativ < F' ist Gradientenfeld
F=Vyp,p: A— R < F ist rotationsfrei (rot F' = 0)

F konservativ < /F -dx = /F - de fiir beliebiges C7 und Cs
Cl CQ
mit gleichem Anfangs- und Endpunkt

& p(z) = /zF(z)dz

Es vertauschen die ersten Ableitungen der Komponenten von F = (F!, F2, F3):
OF  OF
8xj - 81‘,

13.21 Bemerkung. Masse

¢
Mit einer Dichtefunktion p : R® — R, der Bogenlinge S(t) = [ ||7/()||dT und dem Zwischenpunkt

a
t,, der zwischen ¢; und ¢;_; liegt, ist die Masse gegeben durch

Zp(v(té)) - (S(t) = S(ti-1))

%S/(ti)(tifti_l)

Es ergibt sich als Grenzwert

/pwwnwamw

a

13.22 Definition.

Es sei f eine skalare Funktion, das Linienintegral iiber die Kurve C ist
b

/f@M&:/fW®NW@m&
C a
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13.23 Bemerkung.

Es bezeichne T' den normierten Tangentialvektor zu einer Kurve, die durch «(¢) parametrisiert ist:

)
@Il

Damit kann man das Wegintegral iiber ein Vektorfeld F' umschreiben:

T(v(t) =

o

_ / F(y(1)) - T(v(0) |1y (1) dt

a
:/F-Tds
C

mit dem Linienelement ds = ||7/(¢)||d¢t. Wenn nun f = F - T =1 ist, gilt

/fds = /1ds = L(C)
C C
13.24 Definition.

Sei D C R? ein beschriinktes Gebiet. Der Rand von D (9D) besteht aus endlicher Vereinigung
stiickweiser stetig differenzierbarer Jordan-Kurven Cj,i € {1,...,n}. C; heifit POSITIV ORIEN-
TIERT falls ;, Parametrisierung von Cj;, so ist, dass der Vektor (—v5,~1) in D hineinzeigt. Anders
formuliert: D liegt links von ~;.

13.25 Satz. Green’scher Integralsatz
Sei D CR? F = (F',F?) = (P,Q) € C}(D,R?). C = 9D sei positiv orientierte Randkurve. Dann

l/Fdx_%F(i //(mﬂ—aw>d%w
// &

Beweis. Annahme: D ist Normalbereich, das heif3t

D={(z,y) [a <z <bpi(z) <y < pa(2)}
!
={(z,y) [c <y <di(y) <o <tha(y)}
Siehe auch Abbildung 23. Wir zeigen zuerst, dass

Parametrisiere dazu



Y Y

d d
C, C,

D

C Cc
a b x a b
Abbildung 23: Der selbe Bereich D wird mit verschiedenen Kurven umrundet

Es ist dann

;5 Pdz = / Py (8)) (4 (1))t — / (15(1)) (14(1)

b
/Pvl dt—/Pw

t,o1(t dt—/Pt<P2 t))dt

I
\@

__ / (P(t, 2(t) — Plt. o1 (1)) dt

a

b 2(t)

:—/ / g—j(uy)dydt

a ()
b @a(t)

:—/ / %(m,y)dydx

a ()

wobei im vorletzten Schritt der Hauptsatz der Integralrechnung angewendet wurde:

:]ﬂ@&
[aw= [ Guaey)
C D

Nun zeigen wir weiterhin, dass
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Seien dazu die Kurven —C = (¢1(y),y), Co = (¥2(y), y), spalte das Integral dementsprechend auf:

13.26 Bemerkung.

Mochte man den Fluss eines Vektorfeldes F' = (P, Q) durch eine Kurve C' = 0D berechnen, welche

durch die Parametrisierung
v :[a,b] = R? t = (y1(t),72(t))

gegeben ist, so benotigt man dazu den Normalenvektor

1
Iy (@)l

N = (73(t), (1))
Der Fluss ist dann

b
_ PN 4Ol
C/F.Ndsa/F(v(t))'(w(f)71(t))||7’(t)||dt
b

- / (P(B)(8) — QA1) (D)t

b
_ / G-~/ (1)dt G=(-Q,P)=(G",G?)

- Jf G e

_ // (0.P + 8,Q) d(x,y)

_ é / div Fd(z, y)

wobei der Satz von Green angewendet wurde. Es ergibt sich also

/F-Nds = //dide(x,y)
c D
13.27 Korollar.

Sei F' = %(,% z) und C positiv orientierte Randkurve des Gebiets D. Dann gilt:

/F -dx = /de + Qdy = |D| = Flicheninhalt von D
c c
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Beweis. Nach Green gilt

/F-dm:/de—FQdy

C C
- é [ @~ pydey)
[ (- (5))ae
D
- / / 1d(z, y)
D

= [D
O

Mithilfe dieser Tatsache kann man durch Umfahren einer Flache deren Fliacheninhalt bestim-
men, zum Beispiel mit einem Planimeter.

13.28 Bemerkung.

Ist das Vektorfeld F' von der Form F = (P, Q,0), so ist rot F = (0,0,Q, — P,). Wendet man den
Satz von Green an, erhélt man:

/F-dmz//(Qm—Py)d(:&y)

oD D
://rotF-Nd(myy)
://th-ds

Oberflachenintegrale
13.29 Definition.

Sei K C R? kompakt. Ist ¢ : K — R3? stetig differenzierbar, so heiit ¢ |y PARAMETERDARSTEL-
LUNG einer Fliche in R3. Sei weiterhin T C R? kompakt, 1) Parameterdarstellung mit Parameter-
bereich T'. Die beiden Abbildungen ¢ und % sind AQUIVALENT, wenn ¢ = pog, g : T — K injektiv
und stetig differenzierbar und entweder det ¢’ > 0 oder det g’ < 0 auf T ist.

13.30 Beispiel.

Betrachte konkrete Beispiele zur Anschauung

(a) Um die Oberfliche, die die obere Hilfte der Einheitskugel beschreibt zu parametrisieren
orientiert man sich an den Kugelkoordinaten. Man erhilt dann als Parametrisierung:

o(u,v) = (cosusinv,sinusinv,cosv) 0<u<2r 0<v< g
(b) Die Parameterdarstellung der Oberflache eines Zylinders mit Radius 1 und Hohe 2 lautet

o(u,v) = (cosu,sinu,v) 0<u<2r 0<wv<2

(¢) Eine ebene Fliche wird parametrisiert durch Linearkombination der aufspannenden Vektoren
(mit Startpunkt A):

o(u,v) = A+ du+ bu
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(d) Der Graph der Funktion z = f(z,y) ist
p(z,y) = (2,9, f(z,y))

13.31 Definition.
Sei ¢ : K — R3 eine Parameterdarstellung der Fliche A. Der Flicheninhalt von A ist

// Haw 3o :// 145
A
13.32 Definition.

Sei ¢ : K — R3 eine Parameterdarstellung einer Fliche A C R3.

(a) Sei f stetiges Skalarfeld auf A, f € C(p(K),R). Dann ist das Oberflachenintegral von f iiber
A symbolisch definiert durch

é/fdszé/f(‘p Haw dp

(b) Sei F stetiges Vektorfeld auf A, F € C(p(A),R3). Mit dem Normalenvektor

d(u,v)

Pu X Py

N _rr= -
) = ool

ist dann das Oberflichenintegral von F' auf A gegeben durch

[ Fetu - Niewx olldtwo) = [[ Flotwo) - (o x eu(wv)
K K

= //F -ds (symbolisch)
A

S
<

Abbildung 24: Zwei Parametrisierungen derselben Fliche A

13.33 Satz.
Flichenintegrale [ F -dS, [ fdS sind unabhéingig von der Parametrisierung.
A A

Beweis. Es sei ) = ¢ o g (vgl. Abbildung 24). Es ist

3(u,v): % 8—9; .
Os,t g2 Cda

0s ot
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Fiir die partiellen Ableitungen von ¢ = @ o g gilt

N R
35('0 §= Pu 0s P 0s
992

ot “ ot Vot

Damit kann man schreiben

g
AS)
o
)

0 0
) (aswogx attﬂ@Q) d(s,t)

B ) B P
F(pog)- ((cpua‘q; +<pv;;> x (sou@gtl + %55)) d(s, t)

/ F((s,0)) - (thy x d)d(s, 8) =

0g1 0 0g2 0
Flgog) - (o o) (T2 50 - 2200 ) a(enr)

N NS N N

Fgo9)- (o o det (5 Y s

= [ F(¢) - (pu x pu)d(u,v)

@

=N
S

=

Integralsitze von Stokes und Gauf

13.34 Satz. Stokes

Sei A C R? eine Fliche mit Parametrisierung ¢ : K — R3¢ € C?(K,R?). C sei die positiv
orientierte Randkurve von A mit Parametrisierung « : [a,b] — R3, v stetig differenzierbar. Sei F
stetig differenzierbares Vektorfeld, F' : A — R3. Dann gilt:

b
C/F-dm = a/F(y(t)) - (t)dt = /A/rotF~dS

= // rot F'(p(u, v)) * (¢u X @u) d(u, v)
K

Beweis. Sei A eine Fliche, A ihr Rand (der stiickweise stetig differenzierbar ist). Wir werden
den Integralsatz von Stokes durch Riickfiihrung auf den Satz von Green beweisen. Sei y(¢) eine
Parametrisierung von 0K: ~y[a, b] — R2. Die zugehorige Parametrisierung von dA ist dann [a, b] —
p o~y. Dabei gilt fiir die Ableitung von ¢ o~y

d . .
00 = Puit o
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: / P
Abbildung 25: Zur Visualisierung des Satzes von Stokes.

Schreibe darum fiir das Kurvenintegral

b
/Fdw:/F(wOv%%(soov)dt
0A a

b

F'(pu d At
= D= 2dt
/(F-%> dt(W

a

:/de—i—Qdy mit P=F - ¢, und Q = F - ¢,

oK

- // (;LF-% — aavF@u> d(u,v)
K

= // rot F' - (ip,, erv)d(uav)
K

://rotF-dS.
A

Wobei * erst noch gezeigt werden muss. Wir werden den Ausdruck I' auf diese Form bringen.
Betrachte zuerst die Ableitung des Skalarproduktes von F' und der Ableitungen von ¢:

0 < i i : 0 i i
5> Flon=> <aij ol + F sm)
=1

i=1

3 3
0 i i 0 i i g
oY =3 (e Fielet + Pl )

: 0 i O i j i
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Dies bezeichnet die Rotation des Vektorfeldes F' skalar multipliziert mit (¢, X ¢,), denn es ist

0o F3 — 95 F?
ot F - (0o X @u) = | 9sF — 01 F | - (9205 — 30?)
N F? — 0, F!

= 0, FP0L b — o F 000l + ...
3

o . . o . . .
_ Fipl ot — Fipl ot ).
E <8xj PuPo 78:133- P @u)

i,j=1

13.35 Satz. Gaufl

Sei A C R? eine Fliche mit Parametrisierung ¢ : K — R3. Sei A geschlossene Fliche, V der von A
eingeschlossene Bereich, 0V = A. Sei A so parametrisiert, durch ¢, dass IN, die Einheitsnormale,
nach auflen zeigt. Dann gilt

//FdS //F (1, 0)) N [Jou 5 polld(u, v)
///dldexy,)

(z,9,2) (zt€y,2)

Abbildung 26: Ein infinitesimal kleiner Wiirfel mit Kantenlinge €

Beweis. Beweise den Satz von Gaufl zunichst fiir einen infinitesimal kleinen Wiirfel W mit Kan-
tenlédnge e (vgl. Abbildung 26). Zeige, dass

hm—//F dS =divF
5—)06

Betrachte dazu beispielhaft den Anteil der Oberfliche des Wiirfels, der senkrecht zur z-Achse steht.
Das Skalarprodukt mit der Flichennormalen liefert dann die dritte Komponente des Vektorfelds
F = (F', F?, F3) wobei der Deckel ein positives, der Boden ein negatives Vorzeichen liefert:

y+exte 3
[ P+ - Fag ey = 5+ 0
z
Yy x
Fiir die beiden Flichen senkrecht zur y- sowie zur z-Achse ergibt sich analog € Fy und €3 a;“ und

damit insgesamt

OF' 9F? OF®
F-dS =¢ + 4
// d ¢ ( ox y 0z ) O(<")
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Denkt man sich nun einen grofleren Wiirfel mit Kantenlénge 1, so kann man sich diesen aus vielen
kleinen Wiirfeln der Kantenlidnge e zusammengesetzt vorstellen. Es ergibt sich damit

1/

4/17 dehmZ//F ds

1/
1 3 i _ 4
721—%26 div F(z;) + O(e%)

- /V/ div Fd(z, y, 2)

Fiir Normalbereiche ldsst sich der Satz von Gaufl auch anders beweisen, sei dazu V' Normalbereich,
das heif}t:

{ | (x,y) € D1 1 < 2 < o}
z{(x,y,z) | (yvz) EDZ 7/}1 SxSwQ}
{ | (z,2) € D3 Ty <y < T}

Das Vektorfeld F sei wie iiblich F' = (P, @, R). Man kann unter Verwendung, dass V' Normalbereich
ist schreiben

p2(z,y)

// / R.dzd(z,y) = // R(z,y, p2(x,y)) — R(z,y, p1(x,y))d(z, y)
D pi(z,y) D
:é/(0,0,R)-dS

Analog schreibt man fiir die anderen beiden Komponenten

// de(x,y,z)zf/(o,cz,o)-ds
Vv A
/V/ Pod(z,y, ) = i (P,0,0) - dS

und damit insgesamt

///dide(x,y, // (P +Qy+ R.)d(z,y,2 / F.ds
v

Anwendungen des Satzes von Gaufl

Archimedisches Prinzip

Das Archimedische Prinzip besagt, dass ein Korper im Wasser eine Auftriebskraft erfihrt, die
bestimmt wird durch die Gewichtskraft des vom Korper verdriangten Wassers.

Beweis. Um das mit Hilfe des Satzes von Gauf} zu zeigen gehe folgendermafien vor: Aus der Physik
weil man, dass der Druck mit der Tiefe des Wassers zunimmt:

D= —pgz z = 0: Wasseroberfliche.
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Luft
Wasser

v

Abbildung 27: Der Druck bewirkt eine Auftriebskraft, da er mit der Tiefe zunimmt

Mit dem Satz von Gaufl kann man zeigen, dass fiir eine skalare Funktion f gilt

alde:B/VfdM

denn schreibt man den Normalenvektor IN auf die folgende Weise
3
N:ZNiei, Ni — <N,€i>

mit der Standardbasis ey, es, €3, so kann man fiir das Oberfldchenintegral schreiben

/de E;e/ (N, fe;)d
i /le feid

grad fdV

/ fav.

Wendet man dies an auf f = —p so erhélt man fiir die Auftriebskraft

FA:f/pdS

m\

s}
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Ereignis (x,,t))

Riickwértslichtkegel

N

A

i

Abbildung 28: Der Teil aulerhalb des Riickwirtslichtkegels kann das Ereignis (xo, to) nicht beein-
flussen, da Energie und somit Information nicht schneller als Licht iibertragen werden kann.

Kausalitéatsprinzip fiir Losungen der Wellengleichung

Die allgemeine Wellengleichung lautet

2
%u =*Au

mit u(x,t) 2-mal stetig differenzierbar. In einer Dimension haben allgemeine Losungen die Form
u(z,t) = f(z —ct) + gz + ct) f,g € C*(R,R).

Was wir zeigen méchten ist, dass nur der Teil einer Welle u(x,t), der im Lichtkegel liegt, das
Ereignis (xg,to) beeinflussen kann (vgl. Abbildung 28). Die mathematische Formulierung dafiir
lautet: Sind wuy,us Losungen der Wellengleichung und ist fiir ein ¢ < g

ui(@, 1) = us(w,t
(@, 1) = (@, t

; } Va € Kt
mit dem Boden des Riickwirtslichtkegels
K :={z eR®| |z — x| < c(to — 1)},

dann gilt
uy (xo, to) = uz(xo, to)-

Beweis. Die Idee ist, zu zeigen, dass aus dem Riickwértslichtkegel nur Energie entweichen kann
(siehe auch Abbildung 28) d.h., dass innerhalb des Kegels die Energie mit der Zeit hochstens
konstant bleiben kann und somit die Energiedichte bei der Spitze (¢ = to) verschwinden muss,
wenn sie schon am Boden (¢t < tg) verschwindet.

Schritt 1 (Kontinuitétsgleichung) Sei die Energiedichte definiert durch

er(u) := 4% 4 ||V ul]?
mit dem raumlichen Gradienten
0 0 0
Va;u = <6$1u7 37552% mu) .

Es sei
ug(x) = u(x,t).
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Der Triger einer skalaren Funktion f ist

supp(f) := (= € B | J(@) £ 0.

Existiert zu einer Dichtefunktion p und einer Stromdichte j eine Kontinuitétsgleichung

p+divi =0,

so resultiert die Anderung der in einem Volumen D C R? enthaltene Grofle Qp = / p pdV aus dem
Strom, der die Oberfliche durchfliefit:

d
—Qp= [ pdV = — j - dS.
dtQD /Dp /BDJ

Dies ist eine direkte Konsequenz des Satzes von Gaul und man spricht von der (globalen) Erhaltung
der Grofle Q. Solange die Stromdichte 5 auf ein kompaktes Gebiet D C R? beschréinkt bleibt, d.h.

supp(j) C D, ist die GréSe @ nicht nur global, sondern auch lokal innerhalb des Volumens D

erhalten:
d

— 0~ =— i.dS = 0.
dtQD /é)D] 0

Dabei wurde verwendet, dass j da stetig, auf dem Rand von D identisch 0 sein muss (wenn j es
auBerhalb von D auch ist).
In unserem Fall findet man die Kontinuitéatsgleichung

€& +divy 35 =0
fiir die Energiedichte ¢; und die Energiestromdichte j p = —2c2uV ,u, denn

2c2 div, (WV pu) = 2¢2((V 41, V pu) 4+ 1A u)
= 2¢%(V i1, V ) + 2dil
= ét (U)
Dabei wurde die Wellengleichung verwendet, sowie
|V oul|® = (Vau, Vau).
Das obige Argument lidsst sich hier also anwenden und es folgt die Erhaltung der Energie

Et[u] = fet(u)dV
Schritt 2 (Energieerhaltung) Sei 2 C R? x R offen mit Rand 9. Dann ist

9027 9,2
/ < 2¢ uVmu> L dS — /div< 2¢ uV$u) av =0,
e(u) €t(u)
90 Q

denn es ist nach Schritt 1

. ( —2¢%UV zu
div
€t(u)

Schritt 3 (Anwendung auf Kegel Teil 1) Sei (zg,%y) € R® x R Dann gilt fiir die Einheitsnor-

male
N,
N =
(%)

K :={(x,t) e R* xR | ||xzg — x| < c|t —to|}

) = é(u) — 2c2 div, (uVu) = 0.

des Riickwértslichtkegels

folgende Gleichung
Ng = ¢|IN4)*.
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Abbildung 29: Der Normalenvektor steht senkrecht auf dem Rand des Riickwértslichtkegels

Argumentation: Der Rand von K ist gegeben durch ||zg — | = c¢|t — tp| und somit Teil der
Niveaumenge h(z,t) = ||zg — z||* — 2|t —to|> = 0, vgl. Abbildung 29. Also ist die Einheitsnormale
parallel zum Gradienten dieser Niveaumenge:

_ rog — &
N||[Vh oder N =\ <c2|t—t0|> .

Also kann man schreiben
AN = N ||lzo — x|

= A2t —to]?

= N2
Schritt 4 (Anwendung auf Kegel Teil 2) Sei t < ¢ty und der Riickwértslichtkegel wie vorhin
Ay
Ky = {x e R®| ||z — x| < c|t —to]}-
I 1 - tl
K,
Abbildung 30
Fir ¢t <ty <t gﬂt dann
/ ex(u)dV — / e:(u)dV <0.
K, x{t2} K x{t1}
Denn: Wendet man Schritt 2 an auf
Ay
+t,
Q= {(@,t) € K |t; <t<ty)
Q
L1t

Abbildung 31
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erhalt man

9024
O:/ 2¢*uV u .dS
e(u)
o0

_ e (uw)dV — e (w)dv + [ ‘2517%“  N)dS
J t(u)

K, x{t2} K x{t1}
mit der Mantelfliche M von () sowie der Tatsache, dass auf dem Deckel von 2 die Einheitsnormale
gegeben ist durch N = (?) beziehungsweise auf dem Boden von 2 durch N = (_01> . Man muss

nun noch zeigen, dass das hintere Integral gréfler oder gleich Null ist:

_ 9027
/ << 2 “Vm“>  N)dS = / —(2¢%4V yu, N'1) + Noe(u)dV
M M

er(u)

> /NO (=200 Vpul| + @2 + [V ,u]]?) dS
M

— /NO (eI Vaul - u2)2 ds
M

> 0.
Denn es gilt nach Schritt 3:
—(2¢%UV yu, N1) > —||Vul||| N1|2¢20 = —||V pul| No2cit.
Schritt 5 (Energieabnahme im Riickwértslichtkegel) Falls fiir ein ¢ < ¢y gilt, dass

u(x,t) =0

iz, t) =0 } Ve € K,

so gilt u(xo, o) = 0. Denn nach Schritt 4 ist
0= / e (u)dV > / e(u)dV >0

K x{t} K¢ x{t1}

da die Energiedichte €;(u) positiv ist. Es folgt
= / er(u)dV = 0.
Ktl X {tl}
Damit ist €;(u) = 0 auf Ky, x {t1} und auch ¢,(u) = 0 auf K (Inneres von K).
= u=0auf K.

Da w stetig ist
= u =0 auf K insbesondere auch fiir (xo,t).

Schritt 6 (Superposition) Wenn gilt, dass

ui(x, t) = ug(x, t)

(@, t) = i (w,t) 2K x {th
dann gilt

u1 (2o, to) = uz(xo, to)-

Argumentation: Eine Superposition u := u; — us der beiden Losungen ist wieder eine Losung der
Wellengleichung und erfiillt die Voraussetzungen von Schritt 5 und es gilt

u(xo, to) = u1(xo, to) — uz(xo,t0) =0

= ul(azo, to) = ’U,Q(QZ(),tQ).
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Transporttheorem (Fluiddynamik)

Die Stromlinien sind durch <I>t(az) gegeben wobei ®' : R® — R3 ein Diffeomorphismus ist. Das
zugehorige Geschwindigkeitsvektorfeld ist v(®'(z)) = %@t(:ﬂ). Das Transporttheorem ist

S [ fwow = [ Siwaoaws [ rwoe)-ds.

®'(B) &t(B) 9®t(B)

Die Funktion f kann dabei beispielsweise eine Massendichte oder Energiedichte oder einfach f =1
sein.

Beweis. Lemma: Aus der Linearen Algebra weifl man, dass gilt

%det(A(t)) = tr(A(t)A™1(t)) det(A(t)).

Auf den Beweis dafiir wird hier verzichtet. Man kann also schreiben
0| det(D®")| = sgn(det(D®")) tr(9, DB (DP") ™) det(D®")
= | det(D®")| tr(D®' D(® ) o B')
= |det(D®")| tr(D($' 0 ") 0 BY)
= | det(D®")| div(®' 0 &) 0 B
Schreibe also
d d + ‘
| r@nav =3 [ 5@ @), 0] de(D@Yav
&t (B) B

— [ |5 @ @0+ (9.r0#.8) 5@ (0) 0 div(d o ) 00 |aer(DBav
B

/ |:af(y7 t) + (V. f, @' o &N + f(y,t) div(«i'wt o @t)] dv

ot
®'(B)
= [ | Fw s aitss on ) av
®'(B)
= / g—{(y,t)dV—i- / Fly,)d o®t.ds
®*(B) 0% (B)

of
= 5( HdV + f(y,t)v(y) -dS
®*(B) 0®*(B)

O

Zur Anwendung: Man beobachtet bei verschiedenen Koérpern den selben Zusammenhang zwi-
schen Volumen und Oberfléche

Volumen Oberfliache
Kugel %wr?’ LN drr?
Torus 2r?R LN 4dnr’R
Kreisfliche wr? LN 27y

Die Frage ist: wann funktioniert das? Die Antwort liefert das Transporttheorem mit f = 1, es funk-
tioniert wenn ein Referenzkorper B C R™ und wie oben ein Diffeomorphismus ®" existiert, so dass
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der zu untersuchende Korper gerade ®"(B) ist und das zugehorige Skalarprodukt (v(y), N (y))
auf 0®"(B). Denn dann ist

/ fly, t)v(y) - dS = / dS = area(0®"(B)).

%7 (B) %7 (B)

Zum Beispiel ist dies gegeben fiir eine Kugel mit Radius 1 um den Ursprung: B = B1(0). Der Fluss
ist ®"(x) = r& = y und damit das Vektorfeld v(y) = x. Es zeigt immer in die selbe Richtung
wie der Normalenvektor auf der Kugeloberfliche, also ist das Skalarprodukt (v(y), N(y)) = 1 und
damit

— / fly,t)dV = divol('iﬂ(B)) = / z-dS = / dS = area(0®"(B)).
T
®7(B) %7 (B) %7 (B)
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