
Universität Tübingen Wintersemester 11/12Mathematis
hes InstitutDr. Stefan Keppeler Mathematik Ifür Biologen, Geowissens
haftler und GeoökologenNa
hklausur am 10.4.2012Bitte s
hreiben Sie ni
ht mit Bleistift. Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite.Zusätzli
hes Papier ist jederzeit verfügbar. Zeigen Sie au
h stets Ihren Re
henweg!Es sind maximal 86 Punkte errei
hbar, 68 Punkte =̂ 100% (=̂ Note 1,0), 50% =̂ 34 Punkte sindhinrei
hend zum Bestehen (=̂ Note 4,0).Erlaubtes Hilfsmittel: Ein handbes
hriebenes Blatt (DIN A4).Bearbeitungszeit: 120 Minuten. Viel Erfolg!Aufgabe 1 (2+2+6+6 = 16 Punkte)Eine Ente be�ndet si
h am südwestli
hen Ufer eines 10m breiten Flusses. Der Fluss�ieÿt mit einer Ges
hwindigkeit von 1
2
m/s na
h Nordwesten. Gegenüber dem umgebendenWasser bewegt si
h die Ente mit einer Ges
hwindigkeit von 1m/s.Wählen Sie ein Koordinatensystem dessen x1-A
hse na
h Osten und dessen x2-A
hse na
hNorden zeigt. Bezei
hnen Sie mit ~v ∈ R

2 den Ges
hwindigkeitsvektor der Ente gegenüberdem Ufer, mit ~u ihren Ges
hwindigkeitsvektor gegenüber dem umgebenden Wasser undmit ~s den Vektor der Flieÿges
hwindigkeit des Flusses (alles in m/s).a) Geben Sie ~s an.b) Geben Sie |~u| an.
) Bei ihrem ersten Versu
h dur
hquert die Ente den Fluss so, dass sie si
h gegenüberdem Wasser stets genau na
h Nordosten bewegt.(i) Geben Sie ~u und ~v an.(ii) Wieviel Zeit benötigt sie für die Dur
hquerung?(iii) Wie weit wird die Ente abgetrieben, d.h. wieviele Meter weiter nordwestli
hgelangt sie ans andere Ufer?d) Bei einem zweiten Versu
h dur
hquert die Ente den Fluss auf dem kürzesten Wegvon Südwesten na
h Nordosten.(i) Geben Sie ~v/|~v| an.(ii) Bestimmen Sie |~v|.(iii) Wieviel Zeit benötigt sie diesmal für die Dur
hquerung?
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Aufgabe 2 (2+4+2+4+2 = 14 Punkte)In Tübingen ist eine Vampir-Plage ausgebro
hen. Als Wissens
haftler an den TübingerUni-Kliniken haben Sie den ersten Vampir selbst gesehen. Um das Anwa
hsen der Vampir-Population zu dokumentieren, erheben Sie folgende Daten:Tag t na
h Auftreten des ersten Vampirs 0 4 6 8Gesamtzahl N der Tübinger Vampire 1 9 27 81a) Was für eine Funktion N(t) (linear, exponentiell, Potenzgesetz,. . . ) wäre ein gutesModell für das Anwa
hsen der Vampir-Population?b) Tragen Sie die Datenpunkte aus der Tabelle in ein Diagrammmit logarithmis
herN-A
hse ein. Wählen Sie dabei eine ges
hi
kte Einteilung der N-A
hse, d.h. bes
hriftenSie die A
hsenabs
hnitte mit a0, a1, a2 et
. mit geeignetem a.Hinweis: Weder a = 10 no
h a = e sind ges
hi
kt.
) Zei
hnen Sie au
h den Graph eines geeigneten Modells für das Anwa
hsen derVampir-Population (siehe Teil a) in Ihr Diagramm aus Teil b ein.d) Bestimmen Sie die Funktion N(t) für Ihr Modell.e) Tübingen hat ungefähr 88 000 Einwohner. Wie lange dauert es na
h Ihrem Modellbis ganz Tübingen auss
hlieÿli
h von Vampiren bewohnt wird? Nehmen Sie dazuan, dass die Vampir-Plage auf Tübingen bes
hränkt bleibt.Aufgabe 3 (3+3+3+3+6 = 18 Punkte)Sei
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die Leslie-Matrix für ein Populationsmodell mit drei Populationsstadien, d.h. zur Zeit
t wird die Population dur
h den Vektor ~x(t) = (x

(t)
1 , x

(t)
2 , x

(t)
3 )T bes
hrieben und es gilt

~x(t+1) = L~x(t) für t ∈ N0.a) Geben Sie x
(t+1)
1 als Funktion von x

(t)
1 , x

(t)
2 und x

(t)
3 an.Zur Zeit t = 1 sei der Populationsvektor (7500, 4000, 2500)T .b) Wel
hen Wert hatte der Populationsvektor zur Zeit t = 0, d.h. bestimmen Sie ~x(0).
) Bere
hnen Sie L2.d) Wel
hen Wert hat der Populationsvektor zur Zeit t = 3, d.h. bestimmen Sie ~x(3).e) Na
h langer Zeit stellt si
h ein Glei
hgewi
ht ein.(i) Bestimmen Sie alle mögli
hen Glei
hgewi
htspopulationen, d.h. alle Vektoren

~x ∈ R
3, die L~x = ~x erfüllen.(ii) In unserem speziellen Fall be�nden si
h im zweiten Stadium der Glei
hgewi
hts-kon�guration 5000 Individuen. Wie lautet der zugehörige Glei
hgewi
htsvek-tor?
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Aufgabe 4 (3+4+3 = 10 Punkte)Im nebenstehenden Diagramm istdie Ges
hwindigkeit v eines Autosals Funktion der Zeit t dargestellt.Zur Zeit t = 8 s leitet die Fahrerineine Vollbremsung ein und kommtzur Zeit t = 10 s unmittelbar vor ei-ner Mauer zum Stillstand.
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a) Zei
hnen Sie ein Diagramm der Bes
hleunigung a = v̇ als Funktion der Zeit.b) Wel
he Stre
ke legt das Auto von der Zeit t = 0 s bis zur Zeit t = 8 s zurü
k?
) Angenommen die Bremsen versagen, zu wel
hem Zeitpunkt tK fährt das Auto (beiungebremster gerader Weiterfahrt) gegen die Mauer?Aufgabe 5 (4+4+4 = 12 Punkte)Sie haben in drei vers
hieden Experimenten jeweils eine Gröÿe y als Funktion einer Gröÿe
x gemessen. Die Messwerte sind in den untenstehenden Diagrammen dargestellt. Sie er-warten überall einen linearen Zusammenhang. Geben Sie für (a)�(
) jeweils die Glei
hungder Regressionsgerade an.Hinweis: Denken Sie daran, dass die Regressionsgerade die Summe der Quadrate dervertikalen Abstände minimiert. Dann müssen Sie ni
ht viel re
hnen.
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ements yyy

xxxAufgabe 6 (4+4+4+4 = 16 Punkte)Bere
hnen Sie:a) f ′(x) für f(x) = sin(sin x) b) ∫ π

0

sin x dx
) ∫ π/2

0

sin x cos x dx d) ∫ π

0

x sin x dxHinweise: Bei (
) hilft sin(x + y) = sin x cos y + cos x sin y.Integrieren Sie bei (d) partiell, leiten Sie dabei die Funktion x 7→ x ab.3 von 3


