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Mathematik I fiir Naturwissenschaftler

Klausur am 02.02.2012

Bitte schreiben Sie nicht mit Bleistift. Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite.
Zusatzliches Papier ist jederzeit verfiighbar. Zeigen Sie auch stets Thren Rechenweg!

Es sind maximal 110 Punkte erreichbar, 80 Punkte = 100% (= Note 1,0), 50% = 40 Punkte sind
hinreichend zum Bestehen (= Note 4,0).

Erlaubtes Hilfsmittel: Ein handbeschriebenes Blatt (DIN A4).
Bearbeitungszeit: 120 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1 (6 Punkte)
Zeigen Sie fiir n € N mit vollstdndiger Induktion:

n_ (1=3n  9n . (=29
A _( . 1+3n)’ wobei A_<—1 4).

Aufgabe 2 (343+3+3+3 = 15 Punkte)
Bestimmen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte.

A2
a) lim (sinz —2)” b) lim <\/ 22 + 2 cos?x — V2?2 — xsin? :c)

z—0 (1 — cosz)3 z—00
. log(log x) . x3sin(z) + 22 cos?(z) . at—a?
lim —————= d) 1 1 0
°) P sin(mz/e) ) e T2 — 223 °) voe z—a 7
Aufgabe 3 (44444 = 12 Punkte)
Berechnen Sie (d.h. das Ergebnis soll keine Summenzeichen mehr enthalten):
n+k m m o)
k —v
a) Z v b) i c) Z 27" cos(mv)
v=k k=0 n—k v=0
Aufgabe 4 (6+5 = 11 Punkte)

Wir definieren N
H,(z) = (—=1)"e" (a) e, nelNp.

a) Bestimmen Sie Hy, Hy und Hs.
b) Driicken Sie H/ (z) in der Form f(z)H,(z)+g(x)H,+1(z) mit geeigneten Funktionen

f und g aus.
ZUR ERINNERUNG: ¢g(x) (d(.j_ar)2 f(z) = g(x) f"(x) ete.
Aufgabe 5 (4+4+4+4 = 16 Punkte)

Bestimmen Sie Taylorreihen der folgenden Funktionen (ggf. stetig fortgesetzt) und geben
Sie an, wo diese konvergieren.

a) e”@ yum Null b) w um Null
T
¢) e” ) um gy =7 d) ’ um Null

(1 —7z)(l —x)




Aufgabe 6 (3+4+2+2+4+4 = 19 Punkte)

Wir untersuchen die Funktion

.2
ez+1

fx) =

) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f.
) Bestimmen Sie alle Asymptoten.

) Berechnen Sie alle Nullstellen.
)
)

-z
a
b
c
d) Berechnen Sie f'(z)

e) Bestimmen Sie alle Stellen, an denen f’ verschwindet, sowie die Funktionswerte an

diesen Stellen.
f) Zeichnen Sie den Graph der Funktion.

Aufgabe 7 (542 = 7 Punkte)
1 0 0 «
. 3 2 a —4
Sei A= 123 ol @ eR
20 3 4

a) Berechnen Sie det A.
b) Fiir welche o € R besitzt A eine Inverse?

Aufgabe 8 (545 = 10 Punkte)
Berechnen Sie die Inverse A~! und berechnen Sie die Losung X von AX = B fiir

01 -2 3 1 2
A=11 0 -1 und B=12 46
20 0 1 8 2
Aufgabe 9 (24+6+6 — 14 Punkte)

Wie sie wissen, ist R"*" ein Vektorraum iiber R.

a) Begriinden Sie, dass Sym(n) := {4 € R™" | AT = A} ein Unterraum von R™*" ist.
Fiir quadratische Matrizen A = (a;;) € R™*™ definieren wir die Spur tr A, als die Summe
der Diagonalelemente, .

trA = Z ajj -
j=1

b) Zeigen Sie, dass (-,-) : Sym(n) x Sym(n) — R mit
(A, B) = tr(A"B)

ein Skalarprodukt ist, d.h. zeigen Sie V A, B € R"*"

(i) (A,AB) = MA,B)V A € R,

(ii) (A, B) = (B, A) und (HINWETS: tr(AT) = tr A)
(iii) <A A) >0V A # der Nullmatrix.

¢) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von

(o 5)-(00)

beziiglich des Skalarprodukts aus Teil b.



