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Bitte schreiben Sie nicht mit Bleistift. Bitte beginnen Sie jede Aufgabe auf einer neuen Seite.
Zusatzliches Papier ist jederzeit verfiighbar. Zeigen Sie auch stets Thren Rechenweg!

Es sind maximal 108 Punkte erreichbar, 80 Punkte = 100% (= Note 1,0), 50% = 40 Punkte sind
hinreichend zum Bestehen (= Note 4,0).

Erlaubtes Hilfsmittel: Ein handbeschriebenes Blatt (DIN A4).
Bearbeitungszeit: 120 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1 (8 Punkte)
Zeigen Sie: Addiert man die ersten n ungeraden Zahlen,
so ergibt sich stets eine Quadratzahl.

HINWEISE: Uberlegen Sie zunichst, welche Quadratzahl sich ergibt.
Formulieren Sie Thre Vermutung als Gleichung.
Beweisen Sie Thre Vermutung mit vollstindiger Induktion.

Aufgabe 2 (3+3+43+3 = 12 Punkte)
Bestimmen Sie, falls existent, die folgenden Grenzwerte oder begriinden Sie ggf., warum
sie nicht existieren.
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Aufgabe 3 (4-+4+44 = 12 Punkte)
Sei n € N. Berechnen Sie (d.h. das Ergebnis soll keine Summenzeichen mehr enthalten):
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Shere HYSY 0> (1)
n—up+1

v=0 n=1 v=1 p=1 k=0 =0
Aufgabe 4 (6 Punkte)
Wir definieren . .

P, = — Z_)n .
n(l’) annl (d.ﬁl}) (.’L‘ ) ) n e NO

Bestimmen Sie F,, P; und P>.

ZUR ERINNERUNG: (L)" f(z) = f™(x)



Aufgabe 5 (44+4+4+4 = 16 Punkte)
Bestimmen Sie Taylorreihen der folgenden Funktionen um Null, und geben Sie an, wo
diese konvergieren.

1 cosx — 1

a) 2+ 4z b) cos(z?) c) 2 (stetig fortgesetzt bei x = 0)
1
d
) (1 —2)(1 —2x)
Aufgabe 6 (2+42+42+2+42+4 = 14 Punkte)
r—1
Wir untersuchen die Funktion f(z) = ¢ 1
el‘

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f.

b) Bestimmen Sie alle Asymptoten.

¢) Bestimmen Sie alle Nullstellen.

d) Bestimmen Sie die Tangente an der Stelle z = 0.

e) Skizzieren Sie die Funktion, sowie die Tangente aus Teil (d).

f) Geben Sie moglichst grofe A, B C R an, so dass f : A — B bijektiv ist. Bestimmen
Sie die Umkehrfunktion f=': B — A, d.h. geben Sie f~!(x) an.

Aufgabe 7 (4+4+242 = 12 Punkte)
Bestimmen Sie A%, A3, det(A) und A~ fiir

1 -1 292
1 -1 =22
V2 5V2 0

Aufgabe 8 (246 — 8 Punkte)
Gegeben seien die folgenden drei Vektoren,

A:

1 2 4
C_il: 2 ) _»2: 1 ) 53: 5 ER?)
1 1 3

a) Sind die Vektoren dy, ds und ds linear unabhéngig?
b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis von span(a;, ds, d3) beziiglich des kanonischen
Skalarprodukts in R3.

Aufgabe 9 (10 Punkte)
V = span(1,z,2? 2®) ist ein Unterraum von C([0,1]) mit dimV = 4. Sei L : V — V
definiert durch L(f) = f’. Bestimmen Sie die Dimensionen der Unterrdume

Uy ={feV|L(f)=0} und Uy:={geV|3feVmitL(f)=g},

und geben Sie jeweils eine Basis an.

Aufgabe 10 (2++4+4 = 10 Punkte)
Sei f: R — R definiert durch f(z) = sinx + sinh .

a) Bestimmen Sie f’.

b) Zeigen Sie: f ist bijektiv.

¢) Bestimmen Sie f~'(1 + sinh Z).



