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hes Institut Wintersemester 12/13Dr. Stefan KeppelerMathematik I für Naturwissens
haftlerÜbungsblatt 15 (keine Abgabe, Bespre
hung im Sommersemester 2013)Aufgabe 74Die Menge der stetigen Funktionen auf dem Intervall [a, b],
C([a, b]) = {f : [a, b] → R | f stetig}ist ein Vektorraum über R (vgl. Aufgaben 50 & 54).Zeigen Sie: 〈·, ·〉 : C([a, b]) × C([a, b]) → R mit

〈f, g〉 =

∫

b

a

f(x) g(x) dxist ein Skalarprodukt.Aufgabe 75Zeigen Sie: Die Funktionen 1√
2π

, 1√
π

cos(nx), 1√
π

sin(nx), n ∈ N bilden ein Orthonormalsys-tem (ONS) in C([0, 2π]) mit dem Skalarprodukt aus Aufgabe 74.Aufgabe 76 (Fourierreihen)Die Funktionen aus Aufgabe 75 bilden ni
ht nur ein ONS sondern tatsä
hli
h au
h die
∞-dimensionale Verallgemeinerung einer Basis (eine sogenannte S
hauderbasis bzw. einvollständiges ONS)1. Sie können nun ein Element aus f ∈ C([0, 2π]), d.h. eine stetigeFunktion f(x), in diese Basis entwi
keln, d.h. die Funktion als Linearkombination derBasisfunktionen darstellen,

f(x) =
a0√
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+
∞

∑

n=1

(

an

cos(nx)√
π

+ bn

sin(nx)√
π

)

. (∗)Die Koe�zienten an und bn erhalten Sie, indem Sie das Skalarprodukt von f mit denBasisvektoren bilden (vgl. Abs
hnitt 5.5 der Vorlesung), d.h.
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, bn =
〈

sin(nx)
√
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〉 für n ∈ N ,bzw. explizit
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∫ 2π

0

f(x) dx , an =
1√
π

∫ 2π

0

cos(nx) f(x) dx , bn =
1√
π

∫ 2π

0

sin(nx) f(x) dx .Man nennt (∗) die Fourierreihe von f . Bestimmen Sie die Fourierreihen vona) f(x) = sin2 xb)
g(x) =
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x , 0 ≤ x ≤ π
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π − x , π

2
< x ≤ 3π

2

x − 2π , 3π

2
< x ≤ 2πHinweise: Für Teil (a) müssen Sie keine Integrale ausre
hnen. Skizzieren Sie si
h für Teil(b) zunä
hst den Graph von g und überlegen Sie si
h, dass an = 0 ∀ n ∈ N0 und b2n = 0

∀ n ∈ N (warum?).1Eigentli
h sollte man hier ni
ht nur von C([a, b]) spre
hen sondern von einem �etwas gröÿeren�Funktionenraum. . .


