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1. (4 Punkte) Sei (V, 〈·, ·〉) euklidischer oder unitärer VR mit dimV <∞.

a) Sei U ein UVR von V und

U⊥ := {v ∈ V ; 〈v, u〉 = 0, ∀u ∈ U} .
Zeigen Sie, dass U⊥ ein UVR von V ist und dass gilt

V = U ⊕ U⊥.

b) Sei f : V → V eine lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass Im f ∗ = (ker f)⊥ und
ker f ∗ = (Im f)⊥.

2. Die Matrix A = (aik) ∈ Matn(R), n ≥ 2, sei positiv definit und symmetrisch, d.h. At = A.
Zeigen Sie,

aiiakk − a2ik > 0, falls 1 ≤ i < k ≤ n.

(Hinweis: Betrachte xtAx mit x = λei + ek, λ ∈ R).

3. (4 Punkte) Sei λ ∈ R und CC(R) := {f : R→ C; f stetig}. Sei außerdem ελ(t) := eiλt,
t ∈ R, und U := 〈(ελ)λ∈R〉. Zeigen Sie, dass U ein UVR von CC(R) ist, mit

< x, y >:= lim
T→∞

1

2T

T∫
−T

x(t)y(t)dt, x, y ∈ U,

zu einem unitären Raum wird und (ελ)λ∈R überabzählbare ONB von (U,< ·, · >) ist.

4. (4 Punkte) Sei V ein K-VR, mit K = R oder K = C. Eine Abbildung ‖·‖ : V → R+
0 wird

genau dann als Norm bezeichnet falls:

• ||v|| ≥ 0, ∀v ∈ V , und ‖v‖ = 0 genau dann, wenn v = 0,
• ‖λv‖ = |λ| ‖v‖, ∀λ ∈ K und ∀v ∈ V ,
• ‖v1 + v2‖ ≤ ‖v1‖+ ‖v2‖, ∀v1, v2 ∈ V .

Sei V = Kn, n ∈ N, mit K = R oder K = C und ‖·‖ eine Norm auf Kn. Zeigen Sie,

a) ‖·‖max : Kn → R+
0 , ‖v‖max := max

1≤i≤n
|vi|, ist eine Norm auf Kn.

b) Zeigen Sie, dass beschränkte Folgen (vn)n∈N in (Kn, ‖·‖max), d.h. ∃c > 0mit ‖vn‖max ≤
c, ∀n ∈ N, konvergente Teilfolgen (vn(l))l∈N ⊂ (vn)n∈N besitzen, d.h. ∃v ∈ Kn:∥∥vn(l) − v∥∥max

→ 0, l→∞.

c) Zeigen Sie: Es existiert ein c1 > 0 mit ‖v‖ ≤ c1 ‖v‖max für alle v ∈ Kn.



d) Zeigen Sie: Es existiert ein c2 > 0 mit ‖v‖max ≤ c2 ‖v‖ für alle v ∈ Kn.

(Hinweis zu d): Setze d := inf {‖v‖ ; v ∈ W}, W := {v ∈ Kn, ‖v‖max = 1} und
beweisen Sie d ‖v‖max ≤ ‖v‖ für alle v ∈ Kn. Zeigen Sie dann d > 0, indem Sie
eine Folge (vn)n∈N ⊂ W konstruieren, siehe Aufgabe b), für die gilt vn → v sowohl
in (Kn, ‖·‖max) als auch in (Kn, ‖·‖). Zeigen Sie dann, ‖vn‖max → ‖v‖max = 1 und
‖vn‖ → ‖v‖ = d und schließen Sie d 6= 0.)
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