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1. (4 Punkte) Sei fn : [a, b] → R stetig (und damit int.) und (fn) konvergiere gleichmäßig
gegen f : [a, b]→ R. Dann ist f auf [a, b] stetig und es gilt:

b∫
a

f(x)dx = lim
n→∞

b∫
a

fn(x)dx.

2. (4 Punkte)

a) Zeige Sie: Eine Folge von stetigen Funktionen fn : [a, b]→ R konvergiert genau dann
gleichmäßig gegen eine Funktion f : [a, b]→ R, wenn (fn)→ f in dem Banachraum
(C[a, b], ‖·‖∞). (Hinweis: Betrachte |fn(x)− f(x)|, ∀x ∈ [a, b]).

b) Sei (fn) in C[a, b] punktweise konvergent gegen f und (fn) Cauchy-Folge in (C[a, b], ‖·‖∞).
Zeigen Sie: (fn)→ f gleichmäßig, ohne die Vollständigkeit des Banachraums zu nut-
zen. (Hinweis: Untersuche

∣∣fn(x)− fm(x)(x) + fm(x)(x)− f(x)
∣∣, ∀x ∈ [a, b]).

3 (4 Punkte)

a) Sei X = C[0, 1] und fn : [0, 1]→∞ gegeben durch

fn(x) :=


nx, 0 ≤ x ≤ 1

n

−nx+ 2, 1
n
≤ x ≤ 2

n

0, 2
n
≤ x ≤ 1.

Berechnen Sie ‖fn‖∞ und ‖fn − fm‖∞ für alle m,n ∈ N und zeigen Sie damit, dass
(fn) keinen Häufungspunkt haben kann.

b) Zeigen Sie, dass B := {f ∈ X; ‖f‖ ≤ 1} zwar abgeschlossen und beschränkt, nicht
aber kompakt ist. (Hinweis: BW und (a)).

4. (4 Punkte) Sei p ∈ [0,∞). Für jedes x ∈ Rn definiert man seine p-Norm durch

‖x‖p := (|x1|p + . . .+ |xn|p)
1
p

(‖ · ‖p ist tatsächlich eine Norm auf Rn). Zeigen Sie für alle x ∈ Rn:

lim
p→∞
‖x‖p = ‖x‖∞.
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