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1. (4 Punkte) Sei K ein Körper und

A =

3 1 5
2 0 3
2 −1 4

 ∈ Mat2(K).

a) Sei K = Q. Berechnen Sie alle Eigenwerte von A sowie ihre algebraischen und geo-
metrischen Vielfachheiten. Ist A diagonalisierbar?

b) Sei K = F2. Ist A diagonalisierbar?

2. (4 Punkte) Sei K ein Körper, n ∈ N und R = K [T1, . . . , Tn] der Polynomring in n Unbe-
stimmten über K (kommutative bzgl. der Variablen T1, . . . , Tn). Für k = 1, . . . , n definiert
man das k-te elementarsymmetrische Polynom in n Unbestimmten über K durch. Für
k = 1, . . . , n definiert man das k-te elementarsymmetrische Polynom in n Unbestimmten
über K durch

sk (T1, . . . , Tn) =
∑

1≤i1<...<ik≤n

Ti1 . . . Tik .

a) Bestimmen Sie s1, s2, sn ∈ K [T1, . . . , Tn] (für n ≥ 2) explizit.
b) Sei Sn die symmetrische Gruppe (in n Einträgen) und σ ∈ Sn. Zeigen Sie (für alle

k = 1, . . . , n),
sk
(
Tσ(1), . . . , Tσ(n)

)
= sk (T1, . . . , Tn) .

c) Sei nun A ∈ Matn(K) diagonalisierbar und λ1, . . . , λn ∈ K ihre Eigenwerte (mit
Vielfachheiten aufgeführt). Sei für k = 1, . . . , n Sk(A) ∈ K der Koeffizient von T n−k
im charakteristischen Polynom von A. Zeigen Sie, dass dann (für alle k = 1, . . . , n)
gilt:

Sk(A) = (−1)ksk (λ1, . . . , λn) .

3. (4 Punkte) Eine Funktion f : R → C heißt 2π-periodisch, wenn für alle x ∈ R gilt:
f(x+ 2π) = f(x). Sei

V := {f : R→ C; f ist 2π-periodisch und stetig}
und weiter für f, g ∈ V

〈f, g〉 := 1

2π

2π∫
0

f(x)g(x)dx.

Zeigen Sie, dass V ⊂ Abb(R,C) ein komplexer Unterraum ist und 〈·, ·〉 : V ×V → C eine
Hermitische Form.



4. (4 Punkte) (Cayley-Hamilton) Sei A ∈ Matn(K) und PA(T ) =
n∑
r=0

arT
r das charakteristi-

sche Polynom von A. Zeigen Sie (0 ∈ Matn(K), 0lm = 0, 1 ≤ l,m ≤ n),

PA(A) :=
n∑
r=0

arA
r = 0.

(Hinweis: Folgern Sie aus der IdentitätGad
ij = (−1)i+j det (Gji) eine Darstellung der Form

(TEn − A)ad =
n−1∑
r=0

BrT
r (siehe Vorlesung). Führen Sie anschließend einen

Koeffizientenvergleich der Identität PA(T )En = (TEn−A)ad(TEn−A) (siehe Vorlesung)
mithilfe der oben gewonnenen Darstellung durch, untersuchen Sie damit PA(A).)
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