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1 KURVENTHEORIE 1

1 Kurventheorie

1.1 Kurven im R?

Definition 1.1.1. Sei I C R ein Intervall. Eine parametrisierte Kurve ist eine unendlich oft
differenzierbare Abbildung

v:I—R?
c: I — R2%

Anschaulich ist eine Kurve im R? ein in den Raum gelegtes gebogenes Geradenstiick.

Eine Kurve heifit regulir, falls der Geschwindigkeitsvektor nirgends verschwindet:

(1) #0, ¢ét)#0 Viel.

Bemerkung 1.1.2. ¢ # 0 heifdt, dass sich die Kurve bewegt und nicht stehen bleibt.
¢(t) ist mehr als nur die Punkte im Raum. Es beschreibt, wie die Kurve durchlaufen wird.

Beispiel 1.1.3. a) Gerade: Eine Gerade lisst sich folgendermaflen als regulire parametri-
sierte Kurve schreiben:

v:R = R3,

y(t)=a+th, acR3becR3\O0.

Dann gilt
i(t) = b.

Abbildung 1: Gerade

b) Kreislinie: mit Mittelpunkt (0,0) und Radius » > 0:

W\ c:R— R

rCcost
W C(t) ) ( remt )
Abbildung 2: Kreis

Die Kurve ist nicht injektiv: Wegen c(t + 27) = ¢(t) wird jeder Bildpunkt unendlich oft
durchlaufen.
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c) Schraubenlinie

v:R —R3
rcost
v(t) =] rsint
ht
Abbildung 3: Schraubenlinie
d) Traktix (Schleppkurve)
c:(3) = R?

(1) = sint
A=\ cost + In tan(t/2)
¢ :(0,m) ist bei (0,0) nicht regulér!

Abbildung 4: Traktix

e) c(t) = (t f(1)

A (t) _ ( t )
(t, (1)) VO

Y



1 KURVENTHEORIE 3

f) logarithmische Spirale

Abbildung 5: Spirale
FEine Kurve sollte nicht von der Parametrisierung abhéngen.

Definition 1.1.4. Sei v : I — R? eine parametrisierte Kurve. Eine Parametertransformation
von -y ist eine bijektive Abbildung ¢ : J — I, wobei J ein weiteres Intervall ist, sodass sowohl
¢ als auch ¢! : I — J unendlich oft differenzierbar sind.

is) =(e() : T > R

heifit Umparametrisierung von v. (Analog fiir ¢ : I — R?)

” é(s) =
A
e e
I J

Bemerkung 1.1.5. Es sollte ¢ # 0 gelten, damit die Umparametrisierung einer reguléren
Kurve regular bleibt.

Beispiel 1.1.6.

kehrt den Durchlaufsinn um.

Definition 1.1.7. Eine Parametertransformation heifit orientrierungserhaltend, falls ¢ > 0
fiir alle ¢, und orientierungsumkehrend, falls ¢ < 0 fiir alle ¢.

Definition 1.1.8. Eine Kurve ist eine Aquivalenzklasse von reguldren parametrisierten Kur-
ven, wobei diese als dquivalent angenommen werden, wenn sie Umparametrisierungen von-
einander sind.
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Beispiel 1.1.9. Die reguldren parametrisierten Kurven
c1 R —=R? ¢i(t) = (t,1),

und
co: (0,00) = R?, ¢o(t) = (Int,Int)
sind dquivalent, denn ¢; = ¢ 0 ¢ mit p(t) = €', und repriisentieren daher dieselbe Kurve.

Bemerkung 1.1.10. Das Bild ¢(I) wird auch Spur der Kurve ¢ genannt.

Definition 1.1.11. Eine orientierte Kurve ist eine Aquivalenzklasse von parametrisierten
Kurven, wobei diese als dquivalent angesehen werden, wenn sie durch orientierungserhaltende
Parametertransformationen auseinander hervorgehen.

Definition 1.1.12. Eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve ist eine reguldre parame-
trisierte Kurve v : I — R? (bzw. ¢: I — R?) mit ||¥|| = 1 (bzw.||¢| = 1) fiir alle ¢ € I.

Bemerkung 1.1.13. Nach Bogenldnge parametrisierte Kurven sind solche, die ihr Bild mit
konstanter Geschwindigkeit durchlaufen.
Wir werden nach Bogenlénge parametrisierte Kurven verwenden um Kriimmung zu definieren.

Satz 1.1.14. Zu jeder reguliren parametrisierten Kurve v (bzw. c) gibt es eine orientie-
rungserhaltende Parametertransformation o, sodass die Umparametrisierung 5 = vy o ¢ nach
Bogenlinge parametrisiert ist, dass also ||¥|| = 1.

v(to)
(t) \
7(s) = 7((s))

v(t)
/
;/90(3)\
to T t J

Beweis. Sei v : I — R? eine regulire parametrisierte Kurve. Sei tg € I. Setze
t
00 = [ 15T ar.
0

Dann ist 1 streng monoton wachsend, denn v)(t) = % ftto |5(T)||dT = ||%(¢)]] > 0. Daher ist
il — J:=y()

eine orientierungserhaltende Parametertransformation und es existiert eine Umkehrabbildung
¢(s) :=1"1(s) : J — I. Dann sind ¢ und 1 unendlich oft differenzierbar und es gilt

1 11
YWs)  dels) (el
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Damit und mit der Kettenregel folgt

< / . o(t))
Bl = I o = Iteeeei = | ] =1
Damit ist v o ¢ nach Bogenldnge parametrisiert. O
Wir wollen als néchstes die Lédnge L einer Kurve definieren. Sei
i [a,b] — R3,
c:[a,b] — R%

Wir ndhern ¢ an durch einen Polygonzug P; und einen zweiten Polygonzug P» mit P; C Ps:

a — to t1 to t3 b — ty a - to t1 T2 i3 i4 ts tg tr b‘: ts
Abbildung 6: Polygonzug Py Abbildung 7: Polygonzug P»

Dann gilt fiir die Lénge der Polygonziige L(P) < L(P;) und
lle(ti) = c(tioa) || — lle(a) | (8 — ti1) fiir (& — ti-1) — 0.

Sei € = sup; ||t; — t;—1]|, dann gilt

ZWm el )l —p [ el

Dies motiviert folgende Definition:

Definition 1.1.15. Sei c : [a,b] — R2, bzw. 7 : [a,b] — R3, eine parametrisierte Kurve. Dann
gilt fiir die Lange der Kurve:
b
= [l
a

b .
= [t

Lemma 1.1.16. Die Ldnge einer Kurve ist unabhdngig von der Parametrisierung.

Beweis. Sei ¢ > 0.

L(3) = /rﬂmw—/fi%amww—lwﬂ<»«mm

= [ leleas = [l = L),

wobei im vorletzten Schritt substituiert wurde: t = ¢(s), ¢(a') = a, ¢(b') = b, dt = ¢(s)ds.
O
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Y(s) = v(p(s))
—

v(t)
/;\
—d
a I b a J v

Definition 1.1.17. Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R? heit periodisch mit Linge L,
falls fir alle t € I gilt: ¢(t + L) = ¢(t) und es kein L’ gibt mit 0 < L’ < L, so dass ebenfalls
c(t+ L") = ¢(t) fiir alle ¢ € I. Eine Kurve heifit geschlossen, falls sie eine periodische reguléire
Parametrisierung besitzt. (Analog fiir v : I — R3)

Bemerkung 1.1.18. Nicht jede Parametrisierung einer geschlossenen Kurve ist periodisch.
Beispielsweise lasst sich eine periodische parametrisierte Kurve so umparametrisieren, dass
sie bei jedem Durchlauf der Kurve langsamer wird.

Definition 1.1.19. Eine geschlossene Kurve heifit einfach geschlossen, falls sie eine periodi-
sche regulére Parametrisierung ¢ mit Periode L hat, so dass c|(, ) injektiv ist.

Abbildung 9: geschlossen, aber nicht

Abbildung 8: einfach geschlossen einfach geschlossen

1.2 Ebene Kurven

Eine Besonderheit ebener Kurven ist die Moglichkeit, ihr Normalenfeld zu definieren. Sei dazu
c: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit [|¢| = 1.
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Wir definieren das Normalenfeld
durch

n(t) == R <72T> ‘= ( o) >c’(t).

Dabei entspricht R(«) einer Rotati-
on um den Winkel a.

Y

Da ¢ nach Bogenlinge parametrisiert ist, gilt ||¢[|? = ¢-é = 1.

(Anmerkung: Unter einer Vektormultiplikation verstehen wir hier und im Folgenden das Stan-
dardskalarprodukt der Vektoren: ¢- ¢ = (¢, ¢).)

Differentiation der obigen Gleichung liefert
0 d V2 = ctcé=2(-0)
=—|l¢|f =¢c-¢+¢-é=2(¢é-¢
dt

Also stehen ¢(t) und é(¢) senkrecht aufeinander und &(¢) ist ein Vielfaches des Normalenvektors

n(t).
Definition 1.2.1. Die Funktion « : I — R mit
&(t) = K(t)n(t)

heifft Kriimmung von c.

Die Kriimmung ist ein Maf} dafiir, wie stark die Kurve von einer Geraden abweicht. Wenn
¢ nach Bogenldnge parametrisiert ist, dann ist ¢ eine Gerade genau dann, wenn ¢ = 0, d.h.
wenn k = 0.

k(t) <0 k(t) =0 k(t) >0
Abbildung 10: Kriimmung

Beispiel 1.2.2. Wir betrachten die Kreislinie ¢ : R — R? mit Radius r > 0, parametrisiert
nach Bogenldnge durch ¢(t) = (rcos(t/r),rsin(t/r)).

Dann gilt é(t) = (—sin(t/r), cos(t/r)) und é(t) = L(— cos(t/r), —sin(t/r)) = Ln(t).

Also ist k = 1/7.
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Bemerkung 1.2.3. Sei c eine regulére, (nicht notwendigerweise nach Bogenlédnge) parame-
trisierte Kurve. Die Kriimmung der Kurve ist gegeben durch die Formel

_ det(é(t), E(t))
e POl

Beweis. Sei ¢(s) = 17" (s) =t mit I(t) = [*__ |¢(T)|dT. Dann ist &(s) = c(¢p(s)) nach Bogen-
lénge parametrisiert, denn es gilt:

\\28\\ H =1

Dann gilt die obige Formel fiir die Kriimmung von ¢é. Denn nach Definition ist ¢ = xn also

=k ( 0 -1 > ¢+, Damit gilt

1 0
2 IS Loz 0 —1 k3 0 -1 2
det(c(t),c(t)):c'cL:/ﬁ<1 0 )c(l 0 )c:/@

Nun bleibt die Formel fiir ¢ zu zeigen. Wir berechnen:

()l = lle(e(s))@(s)] =

Damit ergibt sich

B ) +0

- p(s)*[le(e ()

() e (p(s) _et) et ()  det(é(t), (1))
(e (s))]? (@) I

Beispiel 1.2.4.

c(t) = (t, f(t) ¢= (L f(t), é=(0,/"(t)

Fiir die Kriimmung ergibt sich somit

(i) ()
o\ )

(1+f/2)3/2 (1+f/2)3/2

f(t)

Sei nun f(z) = cz?. Dann ergibt sich mit oben:
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f(x) =2cx, [f"(z)=2c.

JEE N Finsetzen in die obige Formel liefert fiir t = 0
I/ x//\\ 2c
| 7= L] k(0) = —~ =2¢
) g ©) (14 0)3/2

Die Frage nach der Kriimmung im Nullpunkt entspricht hier

der Frage, welcher Kreis sich am Besten an die Parabel an-

schmiegt. Als Antwort bekommen wir also einen Kreis mit
1

Radius r = 50

Satz 1.2.5 (Frenet-Gleichung). Sei ¢ : I — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve. Sei v = ¢. Sei k die Kriimmung von ¢ und n der Normalenvektor. Dann gilt

ln)=(50)0)

Beweis. Die Gleichung v = kn ist gerade die Definition der Kriimmung. Durch Differentiation
der Gleichung n - n = 1 schlieflen wir wie oben, dass n(t) senkrecht auf n(t) steht und daher
ein Vielfaches von v(t) sein muss: n(t) = a(t)v(t).

Wir differenzieren n - v = 0 und erhalten

O=n-v4+n-v=(aw) -v+n-(kn)=a+ k.

Also ist @« = —k und damit n = —kw. O

Wir wollen nun die Kriimmung als Winkeldnderung betrachten.

é(t2)

0(t2)

e(ta N/ ¢(t1

¢ misst den Winkel zwischen ¢(t) und der x-Achse. Er ist nur bis auf 27k, k € Z, eindeutig.
Jeder Einheitsvektor kann so in Form (cos 6, sin #) geschrieben werden und es gilt x(t) = 6(t).

Lemma 1.2.6. Sei c: [a,b] — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve. Dann
gibt es eine C*°-Funktion 6 : [a,b] — R, so dass

o) = ( ij((z((g)) > und k() = 6(t).

0 ist eindeutig bis auf 27k, k € Z, festgelegt.
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Beweis. Wir betrachten vier Halbkreise: den oberen, unteren, rechten und linken.
S, :={(z,y) € S C Rz >0}, S;:={(z,y) S cR?z<0}
S, :={(z,y) € S' cR?|ly >0}, S, :={(z,y) € S' c R?|y <0}

Zu Beginn nehmen wir an, dass das Bild ¢([a, b]) ganz in einem der Halbkreise liegt.

¢éo(t)

Dann gilt nach Definition von S, ¢ > 0.

Sei beispielsweise ¢(t) = ( éi(t) ) €S

éa(t)  sinf(t) an
= al)  coso(p) ~ nd®
é(t)
é1(t)

0(t) = arctan

tork, keZ

Wie man sieht, ist 6 glatt.
Die Fille, dass ¢([a, b]) in einem der anderen Halbkreise liegt, werden &hnlich behandelt.
Nehmen wir jetzt an, dass ¢([a, b]) nicht komplett in einem der Halbkreise enthalten ist.

Wie oben findet man dann ein eindeutiges glattes 6 : [a,t;] — R wie gewiinscht und 6(¢;) ist

Dann unterteilen wir das Intervall [a, b] so, dass L |
" 1

jedes ¢([ti, tix1]) in einem Halbkreis liegt. a=to t1 ts tn =b

festgelegt. Weiter finden wir eine glatte Fortsetzung 0 : [a,t2] — R und induktiv eine glatte
Abbildung 6 : [a,b] — R.

Der Startwert 6(a) ist nur bis auf 27k, k& € Z eindeutig, daher ist 6 eindeutig bis auf
21k, k € Z. O

Definition 1.2.7. Sei ¢ : I — R? eine ebene nach Bogenlinge parametrisierte Kurve, peri-
odisch mit Lange L. Sei 6 : I — R mit ¢ = (cos#,sin#). Dann heifit

L (o(z) - 0(0))

Ne 1= —
2T

Umlaufzahl von c.

Beispiel 1.2.8. Der Kreis vom Radius » > 0 hat die Bogenlidngenparametrisierung c(t) =
(rcos(t/r),rsin(t/r)) mit Periode L = 2xr. Fiir den Geschwindigkeitsvektor ergibt sich Damit
erhalten wir als Winkelfunktion 6(t) = t/r 4+ 7/2 und somit fur die Umlaufzahl

1 1 /27r ©m w
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Ht) = ( —sin(t/r) ) _ ( cos(t/r +m/2) ) C(

sin(t/r 4+ m/2)

/
N

Beispiel 1.2.9.

-

Ne = —2 ne=20

Satz 1.2.10. Sei c: I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte periodische ebene Kurve
mit Periode L. Sei k : I — R die Krimmung von c. Dann gilt

ne € 7
und

1 L J

= — t)dt.
ne= o= [ K(t)
Beweis. Da c geschlossene Kurve, gilt:
(L) = ¢(0), ¢(L) = ¢(0)

Aus Lemma 1.25 folgt: ¢(t) = (cos0(t),sin0(t))

Damit und mit e’® = cosa + isina folgt:

cosf(L) \ [ cosB(0) 0(L) _ _i6(0)
< sin0(L) ) - ( sing(0) ) ¢ 7€
= 0(L) = 0(0) + k27, k € Z, mit *?™ = 1.
Daraus ergibt sich
1

T o

(9<L)—9(0)):217T/0Lé(t)dt: ! /OLm)dt

Ne —
2T

O

Satz 1.2.11 (Umlaufsatz). Eine einfach geschlossene orientierte ebene Kurve hat Umlaufzahl
1 oder —1.

Definition 1.2.12. Eine stiickweise glatte Kurve ist eine stetige Funktion ¢ : I — R2, so
dass es eine Einteilung von I = [a, b] gibt:

a=tg<t1 <..<t,=5b

mit C|[ti7ti ,,] elatte regulére parametrisierte Kurve fiir alle 1 = 0, ..., n.
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Bemerkung 1.2.13. Die Umlaufzahl einer stiickweise glatten Kurve cmit ¢; : I; = [t;, tit1] —
R? |é;| = 1,4 =0, ...,n ist gegeben durch:

T 1 & 1 Ly
e~ 5 L) =0+ 3 Y0y = g [ i+ 23

Satz 1.2.14 (Umlaufsatz fiir stiickweise glatte Kurven). Eine stickweise glatte requldre ein-
fach geschlossene Kurve hat Umlaufzahl 1 oder —1.

Als néchstes wollen wir uns mit einem klassischen Optimierungsproblem befassen.
Wie miisste man einen Weidezaun der festen Lénge L legen, damit die Flédche der Kuhweide
so grof} wie moglich wird?
L2

7

Optimal wire fiir einen Zaun der Linge L = 27r ein Kreis mit Flicheninhalt A = 7r? =

Das soll im Folgenden bewiesen werden.

Satz 1.2.15 (Isoperimetrische Ungleichung). Sei G C R? ein beschrinktes Gebiet, berandet
von einer einfach geschlossenen ebenen Kurve c. Sei A|G] der Fldicheninhalt des Gebiets.
Dann gilt

AlG]

= 4rm
Gleichheit gilt genau dann, wenn c ein Kreis ist.

Beweis. Sei ¢ : [0,L] — R? ¢(t) = (x(t),y(t)) eine einfach geschlossene ebene Kurve mit
L = L.
Es gilt die Gleichung

1 rL 1 L
|A| = // ld(z,y) = 7/ xdy — ydx = 7/ (xy — yi)dt.
A 2.Jo 2Jo

Dies folgt aus dem Satz von Green:

F=(PQ):R? - R?

Jo Fdr = [ Fe(t)) - é(t)dt = [y (Pi + Qg)dt = [[4(Qx — Py)d(x,y)
wobei F = 2(—y,2), Q =%, P =1

Wir identifizieren R? nun mit der komplexen Zahlenebene und betrachten

E(t) = x(t) + iy(t)
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Durch Parametertransformation erhalten wir

L L
R—C t) = —t iy | —t | .
z , o z2(t) x<27r>+zy(27r)
z ist damit eine 2m-periodische Funktion in C: z(27) = x(L) + iy(L) = 2(0).
Wir wissen, dass wir jede glatte Funktion punktweise in eine Fourier-Reihe entwickeln kénnen

> .
2(t) = Z cpet™
k=—oc0

mit den Fourier-Koeffizienten ¢, € C.
Nun kénnen wir mit den Fourier-Koeffizienten die Lange von ¢ ausdriicken.

Es gilt:
2m 2w /T, 2 Lt 2 L2
. 2 - L . Lt _Lf
/0 12()] dt—/o <2ﬂ> c<27r> dt o
ebenso wie N
£(t) = Z Ckikeikt
k=—o00
und damit
2 o ~ o o ‘ .
/ IZ(t)|2dt:/ z’:(t)z(t)dt:/ Z crike®te (—il)e~idt
’ 0 0 ki—oo
27 0 .
:/ Z Ckélklez(k—l)tdt
0 ki——oo
2w > . 2m
:/ > Ckélkle’(k_”tdﬂr/ > JekPkdt
0 ki=—oco 0 1o
k£l
2w 1)
— O+/ Z ]Ck\Qdet: Z |ck|2k227r.
0o = S

Zusammen folgt fiir die Lénge von ¢:

L[c]* = (2n)? i E?|ci|?

k=—o00

Als néchstes driicken wir auch den Flécheninhalt A[G] mit Fourier-Koeffizienten aus.

27

2410] = [ (@ito) )i = -5 [ H0=0a

2 .
= —%/ Z —ikepeel=Rit gy — Z k|ex*2r.
0

lk=—o0 k=—o00
Insgesamt folgt dann aus den obigen Gleichungen:

L[c]?
(2m)?

‘HG] 2 2 2
_— < g
T E : k‘ck| = E , k |ck‘

k=—o00 k=—o00
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Und damit
4w A[G) < L[>

Gleichheit gilt genau dann, wenn alle ¢, = 0 fiir k£ # 0, 1. Dies wiirde genau bedeuten
2(t) = ¢ + c1€”,

das heif3t, ¢ beschreibt einen Kreis. ]

1.3 Raumkurven

Definition 1.3.1. Eine parametrisierte Kurve v : I — R? heifit parametrisierte Raumkurve.
Analog sind reguldre parametrisierte Raumkurven und orientierte Raumkurven definiert.

Definition 1.3.2. Sei v : I — R3 eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Die
Funktion k : I — R, k(t) := ||4(t)]|, heit Krimmung von ~.

k(t) ist per Definition positiv und gibt wieder ein Maf} dafiir an, wie stark die Kurve ge-
krimmt ist.

Definition 1.3.3. Sei v : I — R? nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Sei to € I
und £(tg) # 0. Dann heifit
J(to) _ A(to)

i) = o) = Tl

der Normalenvektor von v in .
d 2112 e .
Da —||4||* =0, gilt ¥ -4 =0, also
dt
n-y=0.

Also steht n(t) senkrecht auf 4(t). Da wir jetzt den Normalenvektor haben, kénnen wir zu
einer Orthonormalbasis des R? vervollstandigen und folgendes definieren:

Definition 1.3.4. Sei v : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Sei
to € I und k(tp) # 0. Dann heifit

b(to) = y(to) x n(to)
Binomialvektor von  in ty.
Definition 1.3.5. Die Orthonormalbasis (§(to), n(to), b(to)) heiBBt begleitendes Dreibein von

v in to.

Definition 1.3.6. Sei v : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Sei
to € I mit k(tp) # 0, und sei (§(to), n(to0),b(to)) das begleitende Dreibein von v in ¢¢. Dann
heifit

T(to) := n(to) - b(to)

die Windung, oder auch Torsion von ~ in tg.
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Abbildung 11: Raumkurve mit begleitendem Dreibein

Proposition 1.3.7 (Frenet-Gleichung). Seiy : I — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte
Raumkurve mit positiver Krimmung, k(t) > 0 fir alle t € 1. Sei (v,n,b) das begleitende
Dreibein von v, wobei v =7, und sei T die Windung. Dann gilt

afl? 0 k(t) 0 v(t)
7l "= —r(t) 0 7(t) n(t)
b 0 —7(t) 0 b(t)

Beweis. Die Gleichung v = 4 = xn ist gerade die Definition des Normalenvektors. Somit ist
die erste Zeile der 3 x 3-Matrix korrekt.

Die zweite Zeile ergibt sichmith-n:%%(n-n):O,h'v:%(n-v)—n-bzo—m:—ﬁ
und n-b=r.

Die dritte Zeile schlieBlich folgt aus b-b = %%(b-b) =0,b-n= %(b-n)—b-h:O—T:—T
undb'v:%(b-v)—b-bzo—b-ﬁmzo. O

Bemerkung 1.3.8. Sei ¥ = Ry+d,d € R3 R € SO(3) (d.h. Rist 3x3-Matrix mit det R = 1).
Dann gilt

F=rkrund 7 =1.
Das heifit, durch Drehungen und Verschiebungen éndern sich Kriimmung und Torsion einer
Raumkurve nicht.

Beweis. Es gilt & = |3 = /3§ = VB R = | Bl = |5 = .
Fiir 7 gilt dann 7 =#-b=Rn-Rb=n-b=rT. O

Satz 1.3.9 (Hauptsatz der Raumkurventheorie). Sei I C R ein Intervall, seien k,7 : [ —
R glatte (C*°—)Funktionen, k > 0. Dann existiert eine nach Bogenlinge parametrisierte
Raumkurve v : I — R3 mit Kriimmung x und Windung 7. Diese Raumkurve ist bis auf
Drehung und Verschiebung eindeutig, das heif$t bis auf Ry + d, wobei R € SO(3),d € R3.

Beweis. Seien

7(to) = 0,
v(to) = ey,
n(t()) = €9,
b(ty) = e3.
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Dann hat das lineare gewohnliche Differentialgleichungssystem erster Ordnung

¥ 0 1 0 0 ol
d v | |0 0 k 0 v
dlnn| 10 -« 0 7~ n
b 0O 0 —7 0 b

mit obigem Anfangswertproblem nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir derartige
Differentialgleichungssysteme (Picard-Lindelof) genau eine Losung: (), v(t), n(t), b(t).

Die Struktur der Matrix erhélt dabei die Orthogonalitit von v(t), n(t) und n(t). O
rcost/a
Beispiel 1.3.10. Wir betrachten die Schraubenlinie v(t) = | rsint/a
ht/a
—r/asint/a
Damit ist 4(¢) = | 7/acost/a |. Es gilt
h/a

= () e () G -

und damit
a=vr2+ hZ
—r/a®cost/a
Weiter erhalten wir 5(t) = | —r/a®sint/a

0

Damit konnen wir nun die Kriimmung berechnen:

. 72 t rZ . t r2 r
s =IOl = \/ a0 vt (2) = e -

0 —cost/a
Da n(t) = 7 , gilt n(t) = | —sint/a
(0 '
Dadurch berechnen wir
—r/asint/a —cost/a h/asint/a
b(t) =4(t) xn(t)=| r/acost/a x | —sint/a | = | —h/acost/a
h/a 0 r/a
Also ergibt sich fiir die Torsion
1/asint/a h/asint/a
T(t) =n(t)-b(t)=| —1/acost/a |-| —h/acost/a
0 r/a
= — sin? <t> + n cos? <> +0
a? a a?
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Sei v : I — R3 nach Bogenlinge parametrisierte Raumkurve. Wir werden die Gleichung
der Kurve aufstellen, indem wir das begleitende Dreibein als Basis des R? nehmen.
Nach dem Satz von Taylor gilt

A1) = 70) + 50) + 505 + FOL + 0.

2 3!
Es gilt:
Y = Kn
und p p
¥ = —4 = —(kn) = kn + k1 = kn + w(—ky — Tb) = fn — k>4 — KTD.

dt dt

Wir erhalten durch einsetzen und umsortieren
3, t2 3 t3 A
y(t) —~(0) = 4(t — 3 )+ H(EKJ + 5/{) - gb/m' + O(t).

Definition 1.3.11. Die Darstellung von ~(t) = (x(t), y(t), 2(t)) beztglich der Basis (v,n,b)
durch

t3 2 t3
z(t)=1t— §ﬁ2+(9(t4), y(t) = Skt §k+0(t4), 2(t) = —ngrO(t‘*)
heilt lokale kanonische Form von .

Fiir kleine ¢ skizzieren wir die Projektionen der Spur von + in die 4n-, yb- und nb-Ebenen:

n
. 2
1y + Skn
7 — \/

b
iy — Errb 2 43
31 Srn — g/wb
v n
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2 Lokale Flachentheorie

Fléchen im dreidimensionalen Raum sind zweidimensionale Objekte, das heifit die Punkte
auf einer Flche kénnen durch zwei unabhéngige reelle Parameter beschrieben werden. Im
Gegensatz zu Kurven, die wir stets als Ganzes parametrisiert haben, verlangen wir bei Fléchen
nur, dass man jeweils kleine Stiicke der Flche durch eine Parametrisierung beschreiben kann.

2.1 Flachen und Tangentialraum

Definition 2.1.1. Unter einer parametrisierten Flache verstehen wir eine glatte (C°°-) Abbildung
X:UCR*—>R?
X(uh,u?) = (' (ut, u?), 2 (u!, u?), 23 (ul, u?))
mit U offene Teilmenge von R?, sodass die Jakobi-Matrix

dX =DX :R? - T,X C R?,

DX (y) = X;y' mit X; = ;uZ.X, y = (y',y?) € R?

injektiv ist.

pasay

u

Nach der Einsteinschen Summationskonvention schreiben wir:

2
Y =3 Xiy' = Xiy'
i=1
Beispiel 2.1.2. a) Affine Ebene
X (ut,u?) = @+ u'b + uc

Dabel ist also X1 = l;, Xo=2C

b) Funktionsgraphen Sei f : U — R. Wir betrachten die Abbildung X (z,y, f(x,y)). Dann

st

1 0
Xlzsz 0 ,X2:§X:
T
fx Y fy
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c)

Sphére
Fir U offen wihlen wir: 0 < ¢ < 27,0 < 6 < 7 und betrachten
sin § cos
X(p,0) = | sinfsing
cos 6

Also ist X =sinfcosyp, Y =sinfsinp und Z = cos 6.
X (U) tiberdeckt nicht die ganze Sphére, da der Halbkreis vom Nord- zum Stidpol ausge-
lassen wird.

Drehflache
r(t)
Wir betrachten eine allgemeine Flache 0 . Dann ergibt sich mit der Rotation
h(t)
s0<(1) o 8) cosp —singp 0
Ro,=e \° % '/ =| sinp cosp O
0 0 1
folgende Drehfliche:
cosp —sing 0 r(t) r(t) cos p
X(t,p)=| sing cosp O 0 = | r(t)siny
0 0 1 h(t) h(t)
Fiir einen Torus bedeutet das beispielsweise
acost+b (acost+b)cosp
X(t,¢) = Ry 0 =| (acost+b)siny |,
asint asint

wobei 0 < ¢, < 27, a,b € R.

Definition 2.1.3. Der Tangentialraum T, X an die parametrisierten Fliche X : U — R3 in
u € U ist der zweidimensionale Vektorraum, der von den Tangentialvektoren X, Xo aufge-
spannt wird. Das heif3t,

YeT,X &Y =y'X;

Bemerkung 2.1.4. T, X stimmt iiberein mit der Menge der Tangentialvektoren (0) einer
glatten Kurve v(t) = X o ¢(t) mit ¢(0) = u, wobei ¢ : U — R2.

Beweis. Sei Y = y'X; und c(t) = u + ty.
Dann ist

Y(t) = X oc(t) = X(c'(t), (1))
4(0) = X161 (0) + X262 (0) = Xyt
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T X

-7 1

Definition 2.1.5. Seien X : U — R3 und X : U—R3 parametrisierte Flichen. Wir sagen,
X ist eine Umparametrisierung von X, wenn X = X o ¢, wobei ¢ ein Diffeomorphismus (das
heifit eine glatte, bijektive Abbildung, deren Umkehrabbildung ebenfalls glatt ist): ¢ : U — U

ist. ¢ heift dann Parametertransformation. _
Wenn ¢ orientierungserhaltend ist, das heifit det ¢ > 0, dann ist X eine orientierungserhal-

tende Umparametrisierung .

Ff}

Proposition 2.1.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und sei X = X o ¢ eine
Umparametrisierung von X. Dann gilt Ty X = TaX. Sei weiter Z € TyyX und Z =

21X = 215(]». Dann gilt

out 5 0
ow  ~ ow

Lala2 ul (il
p(u', %) = < £2Eﬁ162§ ) = ( u2gala2; > :

Beweis. Es gilt X = X o ¢ = X (¢(a}, d2), p2(a', a2)).

und

=g
N3]

0 Ot 0> O’
Mit der Kettenregel folgt: X aqu = Xla — + Xga —, also X =X,— i
Dadurch erhalten wir
O 5 ou’ ~
Z—zfX—zXaj— Xjal 2 X
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| TaX = Ty X

Definition 2.1.7. Einn Vektorfeld entlang einer parametrisierten Fliche X : U — R3 ist
eine Abbildung Y : U — R3. Ein Vektorfeld Y ist ein Tangentenfeld, von X, wenn Y (u) €
T.XVu = (ut,u?) € U, d.h. Y = y'X; = y*(u)X;(u). Ein Vektorfeld Z heiBt Normalenfeld
von X, wenn Z(u) LT, X Vu € U.

Beispiel 2.1.8.
X1 (u ,u2) x Xo(ul, u?)
[ X1 (ut, u?) x Xo(ul, u?)|

N(ut,u?) =

ist das Einheitsnormalenvektorfeld.
(X1, X2, N) ist positiv orientiert, aber det(X1, X2, N) muss nicht notwendigerweise 1 sein.

Definition 2.1.9. Die Abbildung N : U — S?, wobei S? die zweidimensionale Sphire im R3
ist, mit

X (uhu?) x Xo(ut,u?)

Xt u?) x Xo(ul,u?)|

heifit GauB-Abbildung .

N
Abbildung 12: Gau-Abbildung

Bemerkung 2.1.10. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und sei N : U — S? die
Gauf3-Abbildung. Sei weiter X=Xo ¢ eine orientierungserhaltende Umparametrisierung.
Dann gilt fiir die Gauf3-Abbildung von X : N=No o.
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Beweis. Sei @ € U. Dann gilt

Da Tz X = TaX, folgt

N(@) L Ty(a)X sowie N(¢(@)) L Ty(a)X.

Daraus ergibt sich N (@) = +N(¢(@)) und da X orientierungserhaltend ist folgt

N(a) = N(o(a)).

2.2 Die erste Fundamentalform

Definition 2.2.1. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Die erste Fundamentalform
g:T,X xT,X — R ist definiert durch

gV, 2)=Y - Z =y'X; - szj =yl X; - X; = yizjgij

mit A ‘
Y=y'X;, Z=2X;mitY,Z ecT,X.

Dabei gilt
9i; = 9(Xi, Xj) = X; - X

Wir nennen dies die Koordinatendarstellung von g.

In der GauB-Notation wird g;; geschrieben als g;; = ( ? g )

In der Physik wir die erste Fundamentalform auch oft in der Form
ds® = gijduiduj
geschrieben.

Als Erklarung dafir betrachten wir die Linge einer Kurve auf X, wobei wir die Notation
c(t) = (c'(t),c2(t)) = (ul(t),u?(t)) verwenden:

t
S(t) :/0 \/gijC'ZC'Jdt

d —
Damit ergibt sich d—i = 4/gij¢*¢ und durch Quadrieren erhalten wir

_dcdd
~ 99

ds? L
a@ ~ 9

= ds® = gijdcidcj = gijduiduj



2 LOKALE FLACHENTHEORIE 23

Beispiel 2.2.2. Sphare
X (p,0) = (sinf cos ¢, sinfsin ¢, cosf) Es gilt X, = (—sinfsin ¢, sin f cos ¢, 0). Damit ergibt
sich:

—sin@sin ¢ —sinfsin ¢
X Xy = sin @ cos . sin @ cos = sin? A sin® ¢ + sin? § cos? = sin? 6.
0 0

Die iibrigen Eintrdge berechnen sich analog und es ergibt sich:

Jop Gpb . Xsp . X(p X@ - Xp . sin?26 0
900 900 Xo- X, Xo-Xp 0 1
und ds? = sin? 0 d*p + d?0.

Bemerkung 2.2.3. Die erste Fundamentalform g : T, X x T;, X — R ist eine positiv definite
symmetrische Bilinearform, das heif3t:

e gVY)>0VY €T, X.

(Y,
e gYVY)=0&Y =0
e gV, Z2)=9(Z,Y)VZY € T, X.
(

o glaX +bY,Z)=0a9(X,Z2)+bg(Y,Z)VX,Y,Z € T, X und Va,b € R.

Definition 2.2.4. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche und g : T, X x T, X — R ihre
erste Fundamentalform. Der Winkel 6 zwischen zwei Vektoren Y, Z € T, X ist gegeben durch

(Y, Z)

cosf = .
9(Y,Y)g(Z,2)

Der Winkel zwischen zwei Kurven ist definiert als der Winkel zwischen ihren Tangentialvek-
toren.

Proposition 2.2.5. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und X =Xo ¢ eine
Umparametrisierung von X . Sei g;j die Koordinatendarstellung der ersten Fundamentalform
von X und sei §;; die Koordinatendarstellung der ersten Fundamentalform von X. Dann gilt

_— AuF ol
gl] - gk‘l asz 8'&]
. . . ou’
mit der Jakobi-Matrix dp = —.
ow
Beweis.
~ = ouF ot ouF ol ouF ol
~7;': XZ,X == ~.X,f X,X
Gij = 9( 5) 9<8u2 b 3 ) 57 57 9 Xk K1) = G g7 55
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Definition 2.2.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Sei gij die erste Fundamen-
talform von X. Wir definieren denn Flédcheninhalt Ax (V') einer Fliche X (V) mit V C U:

174 :/ dA:// \/det g;dut du?
) 1% 1% g]

Bemerkung 2.2.7. Obige Definition des Flécheninhalts stimmt mit der iiblichen Definition
[y 1X1(u) x Xo(u)|du du® iiberein, denn es gilt

’Xl X X2’2 = ]X1]2]X2]251n26? = ‘X1‘2’X2’2(1 — COS2 0) = ‘X1‘2‘X2‘2 — ‘X1‘2’X2’20082(9

Xi- X1 X1 X ) _ det g,
— det gy,

— . . - : 2 =
= (X1 - X1)(X2 - X2) — (X1 - Xo) det( Xo- X1 Xo-Xo

Also folgt
Ax(V) = / |X 1 (u) x Xo(u)|dutdu® = // det g;jdu' du®.
\%4 \%4
Bemerkung 2.2.8. Der Flacheninhalt ist unabhéngig von der Parametrisierung.

Beweis. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und X=X o¢ eine Umparametrisierung
von X. Sei g;; die Koordinatendarstellung der ersten Fundamentalform von X und sei g;; die
Koordinatendarstellung der ersten Fundamentalform von X. Sei V C U und V = ¢(V).
Dann gilt fiir die Fliche von X (V) (bzw. X(V)):

// det gwdu da? = // \Jdet (glk gu gu])daldﬂz

!
://V v/ det gy, |det (gzl>| da'du® = / \/detglkdu u?

= Ax (V)

2.3 Krimmung

Bei Kurven gibt  die Anderung des Tangentialvektors 4 an. Da dieser bei Flichen nicht
eindeutig ist, brauchen wir einen neuen Kriimmungsbegriff.

Definition 2.3.1. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche mit Einheitsnormalenvektor-
feld N. Wir definieren die Weingarten-Abbildung

L:T,X — T,X,

d . ;
LY = —%N o C’t:O = —N;¢*(0) = =N;y* =: =0y N

fir Y = 4'X; € T, X, wobei v = X ocund ¢(0) = y.
LY gibt also die Anderung von N an, wenn N entlang einer Kurve v mit §(0) = Y bewegt
wird.
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LY
X
\/
N
Bemerkung 2.3.2. Es gilt —0y N € T, X, also gilt fiir das Bild von L
LY)eT,X VY eT,X

Beweis. Es gilt: N-N = 1.

=0= d (N - N)

du?

=0=2N;,-N=0

Also folgt: N; € T, X. O

L kann in Matrixform geschrieben werden:
L:T,X —-T,X

Ma(L) = ((LX1)4), (LX2) 4),

mit A = (X1, X2) und M4(L) € Mat(2 x 2).
Nach Definition gilt LY = —N,;Y?. Also:

d .
LX) = =N === N = kX = ki X1+ k1 X
d j 1 P
LXy = =Ny = =25 N =k X; = ks X1 + k3 X5

Damit ergibt sich die Matrix
. kil kl
_ 1 R
MA(L) = ki - ( k% k% >

Es folt ‘ ‘
LY = —y'N; = —y'k! X,

Satz 2.3.3. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche mit Einheitsnormalenvektorfeld
N, erster Fundamentalform g;; und Weingarten-Abbildung L. Dann gilt fiir die Eintrige der
Matriz M(L):

k"= (N - Xa)g"™,

wobei g™ = (gim) ™"
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Beweis.
-N; =KX, |-X
—Nj - Xy = KX - X
—N; - X; = Klga
N- Xy =kiga |-g"
= N - Xjg"™ = Kigug"™ = k.
[

Bemerkung 2.3.4. Die 2 x 2—Matrix k:f ist symmetrisch. k1 und k9 sind die reellen Eigen-
werte der Matrix mit den Eigenvektoren ey, es.

Definition 2.3.5. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche mit Einheitsnormalenvektor-
feld N und Weingarten-Abbildung L.
Wir definieren die Gaui-Kriimmung G:

G = K1k = det k" = kik3 — k2ky = kik3 — |k})?
und die mittlere Kriimmung H:

K1+ K2
2

ki + k2
2

H:

= %Spur(kf) =

Satz 2.3.6. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche mit Einheitsnormalenvektorfeld
N und Weingarten-Abbildung L. Sei G die GaufS-Krimmung. Sei weiter By(u) C U eine
Kreisscheibe um v € U mit Radius r > 0. Dann gilt

i AN (B (w)

r—0 Ax(BT(U)) - ‘G(’U)|

AN (Br(u))
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Weiter gilt

HNl X ]\72||2 = |N1|2|N2|28in29 = ‘N1|2|N2‘2(1 — COS2 9)
= [N1[*|Na|?> — (N1 - Na)?

:det< Ni-Ni Ni- Ny

N3 - N1 NNy ) = det(Ni - Ny)

und N; - Nj = kiXq - K X = kLT X0 - X = KR Gim
Damit erhalten wir

ﬁ N1 % Noll(ul, u?)d(u’, u?)

—// \/det(N; - Nj)d(u', u? :// det klkmglm)d(ul,UQ)
T(U

_/ \/det k)2 det(gig)d(ut, u?) = // | det k| /det gizd(u!, u?)
'r(u

// det g;jd(ut, u?)
'r(u

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung gilt

AN ffBr(u |G(u ‘\/detgwd ut U ffB u)‘/detgljd

—_ = — G
Ax g, Vdetgiyd(ut,u?) G(@) I3, () VA€t gz (u?

fiir ein € B, (u). Fir r — 0 gilt wegen Stetigkeit # — u und damit folgt die Behauptung. [

= |G(=)]

Bemerkung 2.3.7. Obiger Satz gilt fiir Kurven gleichermafen:
Sei ¢(t) eine nach Bogenlédnge parametrisierte Kurve. Dann ist T'(t) = ¢(¢) eine Kurve auf
dem Einheitskreis. Wir bezeichnen mit L, 3)(c) die Lénge der Kurve ¢ zwischen c(a) und ¢(b).
Es gilt
lim L[a,a—‘rh} (T)
h—0 L[a,a—l—h](c)

= |k(a)].
Beweis. Es gilt

i Llaarn (D) fa " et
50 Diaaan)(©) 150 [ (o) e

a+h |- a+t+h |-
t)||dt t)||dt
I O 0

 hs0 f;+h 1dt h—0 h

Wir verwenden wie oben den Mittelwertsatz der Integralrechnung. Fiir ein = € [a,a + h] gilt
damit

a+h |- ..
Ll @l
h—0 h h—0 h
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2.4 Die zweite Fundamentalform

Definition 2.4.1. Sei X eine parametrisierte Flaeche und Y und Z Tangentenfelder entlang
X mit Y = y'X;, Z = 2'X;. Wir definieren die Richtungsableitung von Z in Richtung Y

durch
;07

Y oui
Bemerkung 2.4.2. Die Definition der Richtungsableitung héngt ab von der der Basis X1, X5.

Oy Z ist aber invariant unter Umparametrisierung. Jedoch wenn Y und Z tangential sind, dann
miissen Jy Z und JzY nicht notwendigerweise tangential sein.

Z=y'Z

Definition 2.4.3. Wir definieren den Kommutator von zwei Vektorfeldern Y und Z als das
Vektorfeld
Y, Z):=0vZ —0zY

Satz 2.4.4. Sei X : U — R® eine parametrisierte Fliche und sei N ihr Einheitsnormalen-
vektorfeld. Dann gilt:

(1) Wenn'Y und Z Tangentenfelder sind, dann gilt [Y, Z] € T,(X) .
(2) WennY,Z € T, (X), dann gilt Oy N - Z = dzN - Y.
Beweis. Es gilt
(X,Z) =0y Z — 9zY =y'Z; — 2'Y;

= yiai(Zle) — Zi8i<lel)

= yiz,lin +yiet Xy — 2 iy,lZ-Xl — 2y Xy
Da X;; = X;; gilt damit

OyZ —0zY = (y’zll - ziyfi)Xl e, X

und so ist (1) gezeigt.

Weiter gilt

OyN-Z—0;N-Y=0yZ-N—0;Y N
= (OyZ—05Y)-N
=[Z,Y]-N=0

Damit folgt (2):
OyN - -Z=0zN-Y

O]

Definition 2.4.5. Sei X : U — R3 cine Fliche und sei N : U — S? ihre GauB-Abbildung.
Die zweite Fundamentalform ist die symmetrische Bilinearform

kT, X xT,X - R

k(Y,Z)=—-0yN-Z
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Bemerkung 2.4.6. Fiir die zweite Fundamentalform gilt somit
k(Y,Z)=—-0yN-Z=LY -Z=g(LY,Z)
mit Weingarten-Abbildung N und erster Fundamentalform g;; = X; - X;.
Bemerkung 2.4.7. Wir setzen k;; = k(X;, X;) und erhalten so
kij=—N;-X; =N - X;; (1)

Bemerkung 2.4.8. Mittels Gleichung (1) bekommen wir folgenden Zusammenhang zwischen
der ersten Fundamentalform g;; und der zweite Fundamentalform k;;:

kM= (N - Xi)g™ = kug'™,

wobei "™ = (gim) .

Das bedeutet, dass wir mittels der g;; die Indizes von k nach oben bzw. unten verschieben
koénnen.

Beispiel 2.4.9. a) Sphére
Sei X (0,¢) = (rsinf cos p,rsinfsinp,rcosd), mit r > 0,0 < ¢ <27, 0< 0 < 7.
Analog zu Beispiel 2.2.2. berechnen wir die erste Fundametalform

o r2 0
95 =\ 0 r2sin20
Xo x X,

Weiter gilt N = ————— = (sinf cos g, sin #sin ¢, cos §). Damit ist die zweite Funda-

1 Xo x X,ll
—r 0
Fij = ( 0 —rsin?6 )

mentalform gegeben durch
Fir die Weingarten-Abbildung ergibt sich mit kf = kyg" = kg (91 H

Somit erhalten wir fiir die Gau-Kriimmung G und die mittlere Krimmung H

; 1
”
I ki+ki 1
2 T
b) Torus
Sei X(0,¢) = (cosO(R + rcosyp),sinf@(R + rcosy),rsinp), wobei 7 > 0, R > 0, 0 <
0,0 < 27.

Wir berechnen
Xop = (—sinf(R+ rcosy),cos§(R+ rcosy),0)
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X, = (—rcosfsing, —rsinfsin g, 7 cos ).
Fiir die erste Fundamentalform ergibt sich damit

[ (R+rcosp)? 0
9i5 = 0 r2

X9 X ch
————— = (cos f cos @, sin 6 cos ¢, sin ). Damit ergibt sich die
[ X x Xl

zweite Fundamentalform

Es gilt auflerdem N =

—cosp(R+rcosp) 0
Fij = 0 —r

Die Weingarten-Abbildung berechnen wir mit k:f = kyg" = k:,-l(gl; ) und erhalten

COS
j R

K = +rcosy .

0 -

r

Fir Gau-Kriimmung G und die mittlere Kriimmung H gilt

; cos ¢

G=dethl] = ——"F—

R r(R 4+ rcos )
g_oktk _ 1
2 2r

Zylinder

Sei X (p,h) = (rcosp,rsing, h), wobei r >0, h > 0, 0 < ¢ < 2.
Dann gilt X, = (—rsing,rcosp,0), X, = (0,0,1).
Fiir die erste Fundamentalform ergibt sich

0
gij = 0 1
Xg X Xgo

Wir berechnen N = ————— = (cos ¢, sin ¢, 0) und damit die zweite Fundamentalform
1Xo < X

—r 0
kij:( 0 0)

Die Weingarten-Abbildung k:f = kug" = ky (glgl) ist gegeben durch

Damit ergibt sich fiir die Gaufl-Kriimmung G und die mittlere Kriimmung H

G =detk] =0
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Definition 2.4.10. Eine parametrisierte Fliche X : U — R3 mit

X (t, ) = (r(t) cos(p), r(t) sin(p), h(t)), 0 < p < 27

nennt man Drehfliche.
Sie entstehen, wenn man eine ebene reguldre Kurve mit z = r(t), z = h(f) um die z-Achse
dreht mit Drehwinkel (.

Bemerkung 2.4.11. Nachrechnen zeigt, dass fir die erste Fundamentalform g, die zweite
Fundamentalform k, die Gau-Kriimmung G und die mittlere Kriimmung H einer Drehflache
X (t, @) = (r(t) cos(g), r(t) sin(p), h(t)) mit 72 + h? =1 gilt

(1 o0 . Ph—hit 0
Ji=\o 2 ) M7 0 rh

¢ _ hh =) H:fh—i;h+ﬁ
T

Aus 72 + h? = 1 folgt aber -

i+ hh =0 (x)
und damit ergibt sich oL .
hih—hih =i — b2
= . = .
Sei y(t) = (r(t),0,h(t)) und k = ||§|| = ViZ + 12 die Kriitmmung von ~. Mit (x) folgt fiir &

T .
m:\/h.g -l-hQZE.
7 7

.. . .hh h
Da aber ebenso mit (%) gilt 7h — hi* = 1h + h7 ==k ergibt sich

k 0 hk
kij_(o h> =%

Definition 2.4.12. Sei y(t) € R? eine parametrisierte Kurve und Y ein Vektorfeld lings 7.
Eine parametrisierte Fliche X : U — R3 mit

G

7
r

X(s,8) = (s) + £V (s)
heifit Regelfléche.

Bemerkung 2.4.13. (a) Ein Zylinder ist eine Regelflache. Wir wéhlen

7 COS S 0
y(s)=| rsins |, Y(s)=]| 0|, 0<r, 0<s<27
0 1
und erhalten damit
T COS S8
X(s,t) = rsins
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(b) Ein Kegel ist ebenso eine Regelfliche. Wir wéhlen die Spitze im Ursprung und

0 coS §
v(s)=1 0], Y(s)=| sins
0 1
Damit gilt
tcoss
X(s,t) =] tsins
t

Proposition 2.4.14. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und X =Xo ¢ eine
Umparametrisierung von X . Sei k;; die Koordinatendarstellung der zweiten Fundamentalform
von X und sei l;:ij die Koordinatendarstellung der zweiten Fundamentalform von X. Dann gilt
analog zur ersten Fundamentalform

~ ~ = oul ou™
kij = k(Xy, X;) = klm% BT

Definition 2.4.15. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche und sei ¥ = X o ¢ eine nach
Bogenliange parametrisierte Kurve, d.h. ||%|| = 1. Sei x die Kriitmmung von . Wir definieren
die Normalkriimmung von 7(t)

Kn(t) := K(t) cos O

Dabei ist 8 der Winkel zwischen dem Einheitsnormalenfeld N von X und dem Normalenvektor
n von 7y, also cosf = N - n.

Satz 2.4.16. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und sei v = X o ¢ eine nach
Bogenlinge parametrisierte Kurve. Sei k die zweite Fundamentalform von X und sei k die
Krimmung von ~v. Dann gilt fiir die Normalkriimmung von ~y

Kn = k(¥,75)-
Beweis. Gemal3 Definition 2.4.5 der zweiten Fundamentalform schlieffen wir
E(¥,%) :—8¢N'7=—N-”y:N"?:mN'n:ncosezmn

wobei verwendet wurde, dass ¥ = kn. O
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Bemerkung 2.4.17. Der Tangentialanteil von kn auf X (das heiit die Projektion auf T, X)
nennt man geodatische Krimmung ry. Es gilt

|kg| = |k sinb).
Nach dem Satz des Pythagoras gilt x% = /{Z + K2.

Bemerkung 2.4.18. Die Normalkriimmung héangt nicht von der Wahl der Kurve ~ ab,
sondern wird nur von der Flache X bestimmt.

Folgerung 2.4.19. Alle Kurven v auf einer parametrisierten Fliche X, die in einem gege-
benen Punkt u dieselbe Tangente Y haben, besitzen in diesem Punkt die gleiche Normalkriim-
mung Kn(u).

Bemerkung 2.4.20. Wenn n || N gilt, dann gibt die zweite Fundamentalform & die Kriim-
mung k der Kurve an:

k(Y 9) = &

Definition 2.4.21. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche mit zweiter Fundamental-
form k. Die maximale Normalkrimmung x; und die minimale Normalkriimmung ks heiflen
Hauptkriimmungen bei u € U. Genauer heifit das

E(Y,Y)

RYY)
VI G(V,7) ~odin PO = i vy T )

K1

Die Einheitsvektoren E1, 5 bei denen Minimum und Maximum angenommen werden, heiflen
Hauptkriimmungsrichtungen.

Satz 2.4.22. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Sei L : T,X — T,X die
Weingarten-Abbildung. Dann sind k1 und ko FEigenwerte von L mit Figenvektoren E1 und
Es.

LEl = I€1E1
LEs; = ko
Die Figenvektoren E1, Eo sind orthogonal, bzw. konnen immer orthogonal gewdhlt werden,

das heifit es gilt
9(Eh, E2) = k(Ey, E2) = 0.

Beweis. Sei

=

min k(YY)

veT,x g(Y,Y) -
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k(En, Eq)

und k1 werde bei F; angenommen, also —————=
8 g(E17 El)

= K1.
Zu zeigen: LE] = kF;.
_i| k(E1 + €Y, E1 + €Y)
~ de' 0V g(By 4 €Y, By +€Y)
EY k(E1,FE1)g(E,Y
{:022( LY k(B Er)g( L ))
9(En, E1) g(En, Er)
0= k(El,Y) — K,lg(El,Y) VY e T, X

Also

k(E1,Y) = r1g(Er,Y)
& g(LE1Y) = r1g(E1,Y)
< LE Y =rkE1-Y VYeT, X

Mit LE; - N = k1 E1 - N = 0 folgt
LE, - Z=rFE -Z YZeR?

Und damit
LE1 = I<L1E1

Bleibt noch die Orthogonalitit zu zeigen. Allgemein gilt fiir Y, Z € T, X
g(LY,Z) = —0yN-Z =—-0zN-Y =g(Y,LZ)
Damit erhalten wir
r2g(En, Ep) = g(Er, LEs) = g(LEy, Ea) = r1g(Er, Ea)

Fiir den Fall k1 # ko folgt damit
Q(Ela EQ) =0

und da g(E1, LEs) = k(E1, Es) folgt dies auch fiir k. O

Bemerkung 2.4.23 (Euler-Formel). Sei Y ein beliebiger Einheitsvektor, also Y € T,,X und
g(Y,Y) = 1. Wir kénnen Y in der Basis Ej, Fy ausdriicken durch

Y = cosOF] +sinbEs.

Durch Einsetzen in die zweite Fundamentalform erhalten wir die Euler-Formel fiir die Nor-
malkrimmung;:

E(Y,Y) = k(cosOF; + sin 0 FEy, cos OE1 + sin 0 E»))
= k(Ey, Fy) cos? 0 + k(Es, Fy)sin 0

= k1 cos? 0 + ko sin® 6

Beispiel 2.4.24.
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Wir betrachten die Parametrisierung X :
U — R3 eines Zylinders. Sei u € U.
Der Durchschnitt von X mit der Norma-
lenebene im Punkt X(u) gibt entweder
einen Kreis, eine Ellipse oder eine Gera-
de. Dementsprechend gilt 0 < k,, < 1.

0< hn <1

Kp =1

.

U

E S

_\\ ~
~ ~
~N
N
X (u) :
= ~
n=20

=

Bemerkung 2.4.25. Mit kf = kiyg¥ folgt fiir die GauB-Kriimmung

G = det(k)) = det(kyg") = det (ki) det(g™) =

Lemma 2.4.26. Fir die Gaufs-Krimmung G gilt

1.
G:ﬂﬂ—§%kj

Beweis.

k:ijk:ij = SpurL? = Spurkjk:]i» = k2 4 K2 = (k1 4 K2)? — 2K1Ko = 4H? — 2G

)

det(kik)

det(gi;)

35

O

Bemerkung 2.4.27. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche. Mit der Taylor-Entwicklung

folgt

X (u) — X(0) = X;(0)u’ +

Damit gilt

Wir nennen einen Punkt der Flache
e elliptisch, wenn G(u) > 0

e hyperbolisch, wenn G(u) < 0

parabolisch, wenn G(u) = 0

Nabelpunkt, wenn k1 = Ko

Flachpunkt, wenn k1 = ko = 0.

1
X,

2

(0)u'u! + O(u?)
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Abbildung 14: G(u) < 0 Abbildung 15: G(u) =0
Abbildung 13: G(u) > 0

Beispiel 2.4.28. Sei X (u!,u?) = (u!,v?, f(u!,4?)) mit £(0,0) = 0 und V£(0,0) = 0.

dann ist
kil'j = Xij -N = (Hessf)(O, 0)

Definition 2.4.29. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche. Y € T, X ist eine Asym-
ptotenrichtung, von X bei u, falls die Normalkriimmung 0 ist, wenn also

k(Y,Y) = 0.

Eine Kurve v = X o ¢ heifit Asymptotenlinie, von X, falls fiir jedes v(u) die Tangente Asym-
ptotenrichtung ist, falls also
k(4,4) Yue U

Definition 2.4.30. Eine regulire Kurve v = X o ¢ auf einer parametrisierten Flache X heif3t

7(t)
1@l

L(’y) = —8¢N = Iﬂ"y,

Kriimmungslinie, falls 4(t) # 0 und in jedem Punkt t € I eine Hauptkriimmungsrich-

tung ist, falls also:

fiir entweder ¢ = 1 oder ¢ = 2.
Daraus ergibt sich die folgende Charakterisierung der Kriimmungslinien.

Proposition 2.4.31. Sei v(t) = X oc(t) : I — R3 und sei (t) = N o c(t) das sphérische
Bild unter der Gauf$-Abbildung N. Dann ist y(t) eine Krimmungslinie genau dann, wenn

BHA)Y =0,
wobei \(t) ist die Hauptkrimmung k1 oder ko entlang * ist.

Beweis. Sei B(t) + A(t)3(t) = 0. Da 4 = X;¢(t) folgt Ly = —N;¢*(t). AuBerdem gilt () =
N;¢t(t). Damit ergibt sich Damit ergibt sich

0=45 () (t)v(t)

Also ist v Krimmungslinie. O
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N

Definition 2.4.32. Man nennt eine Flache nach Kriimmungslinie parametrisiert, wenn die
Koordinatenlinien

%(ul) = X(ul, ¢), und %(u2) = X (e, u2)

Kriimmungslinien sind.
Bemerkung 2.4.33. Fiir eine nach Kriimmungslinie parametrisierte Fliche gilt
Hle = Hl;Yc = —O%N = —aulN = —N1

HQXQ = /‘7/2":5’6 = —6’%]\7 = —OUQN = —Ng
Damit und mit k;; = N - X;; = —N; - X erhalten wir
ki1 =—N1- X1 =r1 X1 X1 = K1911

k1o = —N1-Xo=r1X1 - X9 =K1912=0
koo = —No - Xo = ko Xo - Xo = Kog22

[ k911 0
= kij = ( 0  Kog22 )

Proposition 2.4.34. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und es gelte fiir die zweite

Fundamentalform k;; = 0. dann gibt es einen fiven Vektor a € R3 und eine Konstante b € R,
so dass

X-a=0b
gilt, das heifst X ist enthalten in einer Ebene.

Beweis. Es gﬂt k:ij = *Nz’ : Xj =0

= N,-N=0= N;=0,1i€ {1,2}
Daraus folgt, dass N konstant sein muss. Sei also N = a. Damit gilt

d d
0=X; N=—(X -N)=—
duz( ) du’

Daraus ergibt sich, dass X - N konstant sein muss, also X - N = X -a =b. ]

(X -a)
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Proposition 2.4.35. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Seien weiter alle Punkte

Nabelpunkte: k1 (ut,u?) = ka(u',u?). Dann ist X entweder in einer Ebene oder einer Sphdre

enthalten.

Beweis. Im Fall k1 = ko = 0 folgt automatisch, dass X in der Ebene liegen muss. Sei nun
also k1 = kg = k(ul,u?) # 0. Dann gilt LY = rY fiir Y € T, X. Aus LX; = xX; folgt

—O;N = rX; & N;, = —kX; = AX;, 1€ {1,2}

Wir erhalten
Ni = AX1, Ny = AX
N1z = MoX1 + AX12, Nop = M Xo + A X9

Da aber N3 = Nap, erhalten wir

0= N1z — Na1 = X1 — M Xo

3}
=AM=X=0= g i)\(ul,u2) =0
u
Damit ergibt sich, dass A(u!,u?) = X konstant sein muss.

0 1
- (X— AN> ~0

1
Damit ist auch X — XN =: a konstant. Mit | N|| =1 folgt

1
X —al=|=
X-d=j
Dies entspricht der Gleichung der Sphéare mit Radius —. ]

A

3 Innere Geometrie von Flachen

Unter innere Geometrie versteht man all diejenigen Eigenschaften, die nur von g¢;; abhangen.
Diese entsprechen den Eigenschaften, die zweidimensionale Lebewesen auf der Fliche erken-
nen wirden.

Fragen: Welche Kriimmungsgrolen gehoren dazu, sind also Groflen der inneren Geometrie?
(kij und H nicht, aber G)

Wie kann man Ableitungen als innere Gréfle definieren, also nur unter Verwendung der g;;7
Wie die Parallelverschiebung von Vektoren?

3.1 Isometrien

Definition 3.1.1. Seien X : U — R3?, Y : V — R? parametrisierte Flichen. X und Y heifien
lokal isometrisch, wenn es einen Diffeomorphismus ¢ : U — V gibt, mit:

Xi Xj=9(Xi,X;) =9(0;(Y 0¢),0;(Yo¢) =0Yo¢-0;Y oo
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Aquivalente Definition:

Seien X : U — R3, Y : V — R? parametrisierte Flichen, seien g und h die zugehorigen
ersten Fundamentalformen. X und Y heiflen lokal isometrisch, falls es einen Diffeomorphis-
mus ¢ : U — V gibt, so dass

It D™

out dud

Beispiel 3.1.2. Man kann zeigen, dass der Kegel lokal isometrisch zu einer Ebene ist. Die
Idee dabei ist es, zu zeigen, dass der Kegel auf ein Stiick der Ebene abgewickelt werden kann.
Sei U(r,0) € R% mit 0 < r, 0 < § < 27rsina. Dabei ist a der Winkel an der Spitze des
Kegels.

9ij = him

6 6
Y (r,0) = (rsinacos ( : ) , T sin « cos () , T COS )
rsina rsin a
X(r,0) = (rcosf,rsinb,0)

Nachrechnen zeigt, dass

Xr-Xg=0=Y,-Yp
X Xp=1=Y, Y,
Xp - Xg=1>=Yy- Y,

Damit stimmt die erste Fundamentalform iiberein und die Flachen sind lokal isometrisch.
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Bemerkung 3.1.3. Eine Isometrie ¢ erhilt Lingen und Winkel. Sei v = X oc und o =
Y o ¢ oc, dann gilt fiir die Lange

L(Xoc)=L(Y o doc)

da diese nur von der Metrik g;; abhdngt. Ebenso wie Langen werden offensichtlich auch Winkel
erhalten durch die Isometrie, da

9(X1, Xo) _ g(Y o)1, (Y 09)2)
VX1, X1)g(Xo, Xa)  Vg((Y 0 ¢)1, (Y 09)1)g((Y 0 )2, (Y 0 ¢)2)

Bemerkung 3.1.4. Lokal isometrisch bedeutet, dass die erste Fundamentalform iiberein-
stimmt. Aber es gilt

= Ccos &

COS &x =

X#£Yog,

also ist die zweite Fundamentalform nicht gleich. Wir werden sehen, dass G nur von g;; abhén-
gen wird, d.h. G ist invariant unter Isometrien und damit eine Gréfle der inneren Geometrie.
Das bedeutet, dass alle lokal isometrischen Flichen dieselbe Gau3-Kriimmung haben.

Definition 3.1.5. Sei X(s,t) = v(t) + sY (¢) eine Regelfliche. Die Kurven zu konstantem ¢
bzw. zu konstantem s werden Erzeugende bzw. Leitkurven genannt. Falls der Normalvektor
N (s,t) konstant entlang der Erzeugenden ist, d.h. Ny = 0, dann nennt man die Flédche X eine
Torse.

Proposition 3.1.6. Sei X : U — R? eine Regelfliche. Dann sind folgende Aussagen dquiva-
lent:

(i) X ist Torse,
(ii) Xg ist linear abhdngig von X, Xy,
(iii) G = 0.

Beweis. Es gilt X = Y (t), X; = 4(t)+sY (1), Xss = 0, Xyp = 5(t)+5Y (t). Dakgs = N- X5 =
N -0 =0 gilt fir die zweite Fundamentalform

B 0 kg
g = ( Ko ku )

Sei X eine Torse, also Ny = 0. Nach Bemerkung 2.4.25 gilt fiir die Gau-Kriimmung
. det(k‘ij)
det(gi;)

"(a) < (¢):

Wir berechnen

det kij = ksshy — (k2,)

=0— (N Xg)?
=0— (=N, - X;)?
= 0.

=G=0
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() & (B)":
) s e 1 . det(kij;)
Sei G = 0. Nach Bemerkung 2.4.25 gilt fir die Gau-Krimmung G = det(gir)”
Ct gij
Also ergibt sich
0=G
P )
9ij
0= kst
S0=X4-N
S XgeT,X

Da T, X aber von X, und X; aufgespannt wird folgt, dass X, linear abhédngig von X und
X} sein muss. ]

Definition 3.1.7. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche mit X (s,t) = (¢) 4+ s¥(t) so,
dass 4 und #4 linear unabhéngig sind. Dann heifit X (s, ) Tangentialfliche.

Bemerkung 3.1.8. Sei X(s,t) eine Tangentialfliche. Dann ist X eine Torse.

Beweis. Sei X (s,t) = y(t) + s¥(t). Dann ist Xy = Y (t) und X; = 4(¢) + s¥(t). Es ergibt sich
fir N

Also folgt Ny =0 O

Definition 3.1.9. Sei v = X o c eine Kurve auf der Flache X. Sei Y (¢) ein tangentiales (d.h.
Y(t) € Ty X) Vektorfeld langs v mit k(§(t), Y (t)) = 0 und 4 und Y linear abhéingig. Die
Torse

X(s,t) =~(t) + sY(t)

nennt man Schmiegtorse.



3 INNERE GEOMETRIE VON FLACHEN 42

3.2 Kovariante Ableitung

Fir die kovariante Ableitung des Tangentenvektorfeldes 4 verwenden wir die Bezeichnun-

gen
V. V2 .
a’ﬂt:o = @’y(t)h:o = V475

Diese Ableitung muss per definitionem ein Vektor im Tangentialraum 7, X sein.

Unter V47 verstehen wir dabei die kovariante Ableitung von 7 in Richtung . Im Allgemeinen
bezeichnen wir Vy Z als kovariante Ableitung des Vektorfeldes Z in Richtung Y.

Erinnerung 3.2.1. Im Allgemeinen gilt
Oy Z =y'0,Z = yi@-(szj) = yiz’jin + yiszji ¢ T, X
Damit Vy Z € T, X gilt, definieren wir
VyZ = Pp,x(0v 7).

Es gilt
—dt’y(t) = —thic = X;;¢'¢ + Xié

Definition 3.2.2. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und Y, Z € T,,X Tangenten-
vektorfelder. Wir definieren die kovariante Ableitung

\%

%7(75) = PTc(t)X(Xijéiéj + chz) = (PTUXXij) . CZCJ + XzCZ

VyZ = PTuX(in,]%Xj +y' 2 Xij) = Z/iz,j%Xj +y'2 Pr, x (Xij)
Mit Pr,x bezeichnen wir dabei die Projektion des Vektors auf den Tangentialraum.
Bemerkung 3.2.3. Es gilt X;; = 0x;X; = 0;X; = 0;X;
Bemerkung 3.2.4.

PTuX<Xij) = Xij — N(Xij : N) = Xij — Nkij = ani — Nk(Xi,Xj)
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Definition 3.2.5. Wir definieren die Christoffel-Symbole I'/} durch

PTuX(Xij) = F?;Xm
und
Lijk == Tl gmk

Damit gilt
9(Xij, Xi) = Xij - Xpg = T4 Xm - Xie = U]} gk = i

\Y%
Satz 3.2.6. Die kovariante Ableitung Vy Z bzw. %7 ist eine Grdfie der inneren Geometrie,

héngt also nur von den g;; ab. Genauer gilt

(a) .
Liji = 5(=0k9ij + Oigjk + Ojgni)
(b) .
I} =Tyrg™ = §glk(_6kgij + 0igjk + 0jgki)
(c) ! l ! l !
(d) , A .
VyZ =y 2 Xi + y 2 TR X = ' (27 + 2'T)) X,
(VyZ)™ = y’zT + yizll“f?
(e)

(dt’y> ="+ e

Beweis. Zu (a): Es gilt

—0kgij = —Ok(Xi - Xj) = =Xy - Xj — X - Xy,
0igir = 0i(X; - Xp) = Xi5 - Xpo + X - Xiy
Oigri = 05(Xpj - Xi) = Xpj - Xi + X - X5

Damit ergibt sich
1

2
Das Ubrige folgt direkt aus den Definitionen 3.2.2 und 3.2.6. O

1
(—Okgij + 0igjk + 0jgri) = 5(2Xij - Xi) =Tyji

Korollar 3.2.7 (Ableitungsgleichungen). FEs gilt

also
OZ=VyZ+k(Y,Z)N
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Beweis. Es gilt
Oy Z = ini = yiz?,Xj + iniji

VyZ =y X; +y'2 (Xyj — Nkyy)
k(Y,Z)N = y'27k;; N

Damit erhalten wir

VyZ+k(Y,Z)N = y'2/X; + '+ Xij — 4’2/ Nkij + y' 2 ki; N

1

=0vZ

3.3 Parallelverschiebung und Geodatische

In der Ebene verstehen wir unter einer Parallelverschiebung, dass
d

—Y(t) =0.

o (t)

Das heifit, die Lange eines Vektors und sein Winkel mit einer festen Richtung sind konstant.

Y (t)

Definition 3.3.1. a) Sei Y (¢) ein Vektorfeld entlang einer Kurve v(t) = X oc(t) : [ — R?
mit Y (t) € T;)X. Dann heifit Y (t) parallel lings v, wenn

b) Sei v(t) = X oc(t) : I — R? eine Kurve auf der Fliche X. ~(t) heifit Geodtische, falls

v
A= —F = tel.
Vs dtﬁy 0 Vte
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c¢) Falls Y : U — R? ein tangentiales Vektorfeld lings X ist, dann heiit Y parallel, falls
VzY¥ =0 VZeT,X
Bemerkung 3.3.2. Sei Y = (y!,4?) ein Vektorfeld in U € R? und X eine parametrisierte
Flache. Y (t) kann auf zwei Arten geschrieben werden.
a) Mit a = (al(t),a?(t)) : I — R? gilt
Y(t) = a'()Xi(c(t) = a' () X1 (c(t)) + a® (1) Xa(e(?))

ViY = zY(t) =a'X; + aiin oc

dt dt
=a'X; +a'The X,
b) Wir kénnen Y (¢) aber auch mittels eines Vektorfeldes Y = (y!,y?) € R? schreiben. Dann
gilt
Y (t) =y (c(t) Xi(c(t))

\% i i
VY = 2V (1) = (¢ + Tiy'el) Xy

Satz 3.3.3. Fiir jede parametrisierte Kurve v = X o ¢ existiert zu jedem gegebenen Tangen-
tialvektor Yy in jedem beliebigen Punkt y(to) = X o c(ty) eindeutig ein Vektorfeld Y (t) lings
~ mit Anfangsbedingung Y (to) = Yy, das parallel lings vy ist.

Beweis. ' '
0=V5Y = (§"(t) + v' ()T) Xz

Mit A} = ¢T}; ergibt sich
i (1) = AT ()Y’
mit ¥ (o) = y§. Mit dem Satz von Picard-Lindel6f ist dieses Gleichungssystem lésbar und es

existiert genau eine Losung. O

Korollar 3.3.4. Ein paralleles Vektorfeld hat konstante Linge, das heifit %g(Y(t), Y(t)) =0.

Insbesondere ist fiir eine Geoddtische mit Vyy = 0 die Linge des Tangentialvektors notwen-
digerweise konstant.

o(37) = 0.
Beweis.
LoV, Y (1) = V(1) Y () = SV Y1)+ V() LY
=20y (1) Y (1) = 2 YV (1), Y (1)
= 29V (1), Y (1)
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Bemerkung 3.3.5. Seien Y (t), Z(t) zwei parallele Vektorfelder entlang v(t) = X oc(t), dann
gilt
Do), 2(1) =0
Damit bleibt auch der Winkel @ zwischen Y und Z konstant:
9(Y (1), Z(t))
VoY (8),Y(#)g(Z(t), Z(t))
Satz 3.3.6. Fir jeden Punkt X (ug) einer Fliche X und jeden Tangentialvektor Yy in X (ugp)

existiert ein € > 0 und genau eine nach Bogenlinge parametrisierte Geoddtische v = X o ¢
mit ¢(0) = u, v(0) = X o c(ug) und v = Yy, wobei ¢ : (—e, e) = U.

CosS&x =

Beweis. 0= Vs = (&F + ¢¢J Ffj(c(t))) entspricht einem Gleichungssystem zweiter Ordnung.
Mittels Picard-Lindel6f und durch Umschreiben auf ein System erster Ordnung ist dieses
eindeutig losbar. O

Definition 3.3.7. Sei Y(¢) Einheitsvektorfeld, [[Y'(¢)[| = 1, lings parametrisierter Kurve
~v(t) = X oc(t). Da Y (t) normal zu Y (t) ist, gilt
\%

%Y(t) = PrxY = AN x Y(t).

A = A(t), das wir als [ZY} = )\ bezeichnen, heifit algebraischer Wert der kovarianten Ablei-
tung von Y (¢) in ¢.

LZY} =Y -NxY
Definition 3.3.8. Sei 7(t) = X o ¢(t) nach Bogenldnge parametrisierte Kurve. Der Wert

| =1 < =0

heifit geodétische Kriimmung von +.

Es gilt
K2 = mi + /{3.
Bemerkung 3.3.9. v ist Geodétische < Vi9 =0 K, =0

Beispiel 3.3.10. Wir wollen die geoditische Kriimmung eines Breitenkreises auf der Ein-
heitssphére berechnen.

Es gilt die Formel

K2 = /1% + /@3
o . . oo a9 1 1
Wir wissen, dass k, nur von 7 abhingt: k, = k(},7) = 1. Auerdem gilt x* = — = Zo
r sin
Damit ergibt sich
1
=1+k2
sin? 0 +hy
1
2
sri=1
"9 sin? 6
2
9 cos“f 9
& K, = = cot” 6
"9 = SinZg ©
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AV rd
/ \ El/ )
/ : /

Bemerkung 3.3.11 (Physikalische Interpretation). Sei v(t) = X o ¢(t) eine Bewegung ei-
nes Massenpunktes. Dann ist %7 der Beschleunigungsvektor auf einer Mannigfaltigkeit und
%’y = 0 entspricht einer beschleunigungsfreien Bewegung.

In dem Sinne sind Geodétische die beschleunigungsfreien Bewegungen (Grundidee Einsteins).

Satz 3.3.12. Seien p = X (ug) und ¢ = X (uy) feste Punkte auf einer Fliche X . Fallsy = Xoc
die kiirzeste Verbindung der Punkte ist, dann ist v Geoddtische, das heif$t nach Bogenlinge
parametrisiert gilt

Viy=0und x4 = 0.

’Ye:Xoce(t -,

ce(t) = c(t) + ep(t)
/ c(t U1
W

Beweis. L(v.) = fOL Ve - Yedt = f(€) hat ein Minimum bei € = 0.

d d :
Mit 2= d—X o(c+ep)=X,;p' € T, X ergibt sich
€ €

0=

d
BN €)le= € edt
7 L(Ye)|e=0 = dt/ Ve A
L
6 d€’y€ . d d )
dte =) |emodt
/ le—0 = /07 (dtdﬂ |e=0

L , Ly ‘

dt = Y. Xo ) dt = | —A - X;ptdt
/vdv /O’Y ©'(t) /Odt’ycp
L

L
= [T RN x5 Xt = [y (00t

0
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Da ¢° beliebig, gilt .
| mtsde =0 vr e cx((0. )

= kg =0
O

Satz 3.3.13. Seien Y (t), Z(t) zwei Vektorfelder entlang v mit g(Y,Y) = g(Z,Z) = 1. Dann

-4

dt dt” | T dt’

wobei p(t) der Winkel zwischen Y (t) und Z(t) ist

= N x Y(t) und Z(t) = N x Y(Z). Dann gilt

Z(t) = (cos p(1))Y (1) + (sin (1)) Y (1),
Z(t) = N x Z(t) = (cos p(t))N x Y (t) + (sinp(t))N x Y (t)
)

= (cosp(t)
(

Beweis. Sei Y (t)

Y (t) — (sin(t))Y (£) Z(t) '
(cos ()Y (£) + (cos (1)) ()Y (1) + (sinp(t))Y ()

Z(t) = —(sinp(t))p(t) +

Mit Y Y =0=Y .Y folgt
Z'Z:(Sin2g0)(,b+(COS2(IO)Y‘§~/+(COSQQD)¢—(Sin2g0)?-Y
= ¢+ (cos? )Y - Y — (sin? <p)§~/ Y.
DaY ?—OfolgtY-f/:—Y-f/und damit ergibt sich
7Z-Z=¢+(cos>p+sin®p)(Y-Y)=p+Y Y.
ba _ dz vZ vZ
Z Z:dt-Z:{dt}NxZ Z_[dt]
konnen wir schlieflen vz oy oy
} _Z-Zgo—irY-Y—dth[dt}
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Korollar 3.3.14. Sei y(t) = X o ¢(t) nach Bogenlinge parametrisierte Kurve mit Y (t) par-
alleles Vektorfeld entlang y(t). Sei ¢ der Winkel zwischen Y und . Dann gilt

)= 5] -4

Die geodiitische Kriimmung ist also die Anderung des Winkels, den die Tangente an die Kurve
mit einer parallelen Richtung lings der Kurve bildet.

Bemerkung 3.3.15. Im Falle der Ebene ist die parallele Richtung fest und 4 reduziert sich
Zu K.

Theorem 3.3.16 (Theorema Egregium). Die Gaufi-Kriimmung einer parametrisierten Fla-
che X : U — R? hingt nur von der ersten Fundamentalform gij ab.
Das heifit, G ist eine Grofle der inneren Geometrie.

sin(#) cos(y)
Beispiel 3.3.17. Sei X(0,9) = | sin(f)sin(p) | die Sphéire und sei v = X o ¢ definiert
cos(0)
durch y

=0 5

a) Wir berechnen die Christoffel-Symbole Ffj der Sphére.
Es ist

1
]_"f] = iglk(_akgij + aigjk + 8jgki)

- ) - 2)

1
Ty = 5909(—39999 + Opgoo + Opges) = 0

1
Ty = ig“"“"(—awggg + 0999, + Opgp0) = 0

und

mit 6 € (0, 7). Also

1
Fg@ = 5999(—8999@ + 09900 + Opgos) = 0

1
Iy = 5999(—30%0 + 0900 + Opgo,) = 0

1 cos(6)
| _ —
Lo, = 299090( Op90 + 09pp + 0p90) = sin(6)
1 cos(#)
P — _ —
Fwe = 299090( 090 + 0900 + Op9pp) = sin(0)

1 .
F&;a = 5990(*809@@ + 0p900 + 0p90,) = — sin(f) cos(6)

1
Iy = 59@@(_8909@@ + 0p9pp + Opgpp) =0
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b) Wir verschieben nun Y (0) = (0,1,0) = ﬁXW o ¢(0) parallel um . Wir stellen Y (¢) in
der Basis Xy, X, dar:
Y(t) =4 (£)Xg o c(t) + y*(t) X, 0 c(t).
Parallelverschieben heisst dann, die Gleichung
0=V5Y(t) = (5*(t) + Ty ()& (1) Xy,
zu losen. Dies ist dquivalent zu

O+ T O =0, k=00

Setzen wir (EZ) = ( ? ) und die Christoffel-Symbole aus der 1. Teilaufgabe ein, erhalten
sin(0)

wir das Gleichungssystem

d ( 0 cos(6) y?
a\y )"\ -5 o v )

Die Losung ist

wobei

M—cos(9)<_01 é)

sin?(0)

Um exp(Mt) auszurechnen untersuchen wir die Matrix M und stellen fest, dass M? =
— cot?(#)1. Dies reicht schon um die Exponentialreihe auszurechnen, indem wir in gerade
und ungerade Exponenten zerlegen:

exp(Mt) = i

> (cot(@)t)Qn M & (cot(é?)lt)%+1

(2n)! (=" + cot () nZ:;) (2n+1)!

= 1cos (cot(8)t) + M tan(0) sin (cot(0)t).

Dementsprechend erhalten wir
( ¥ (1) ) ( sin((cot(@))t)
Pt = cos ( cot(6)t .
y ( ) sin(0)

¢) Wir rollen den Schmiegkegel auf R? ab.
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27 cos(0)

Im folgenden stehen die Vektoren Y (t), Xy und X, fiir die Bilder der zugehorigen Vektoren
unter der Abbildung (Isometrie), die den Kegel abrollt. Wir wéhlen ein Koordinatensystem,
in welchem Y (0) = ((1)) In R? ist Parallelverschieben trivial und wir erhalten Y () = Y(0) =

((1)) Um mit der letzten Teilaufgabe zu vergleichen, miissen wir Y (¢) wieder in der Basis
Xgoc(t), Xy o0c(t) ausdriicken.

In unserem Koordinatensystem gilt

X, - sin(0)< cos(a) )7 X, = (sin(a)))

—sin(a) cos(a)
wobei a = cos(f)p der Winkel in R? ist und ¢ mit ¢ iiber c(t) = (Z((?)) =( ?( )) zusam-
sin(6

menhéngt, d.h. insgesamt «(t) = cot(#)t. Wir erhalten

Y(t) = (Y(t), Xg)Xo + (Y (1), sﬁ(’bﬂsﬁ(ﬁ;) = sin (a(t))XG + WXW

was mit der letzten Teilaufgabe iibereinstimmt.

v ist Geodate
& 0=V = (Thed + X,
& Thdd+d=o.

Einsetzen von Ffj und ¢ liefert

0=cot(d) < 0= g
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3.4 Das Gauf}-Bonnet Theorem

Als eines der berithmtesten Theoreme der Mathematik verkniipft das Gaufl-Bonnet Theorem
geometrische und topologische Eigenschaften von Fléchen.

Theorem 3.4.1 (Die GauB-Bonnet Formel). Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche
mit Gaup-Krimmung G, B C U, und v = X o c der glatte Rand von X (B), wobei ¢ : I — R?
eine einfach geschlossene Kurve in U ist. Sei k4(t) die geoddtische Kriimmung von . Dann
gilt

/ G+ Kg = 2T
X(B) 89X (B)

Folgerung 3.4.2. Sei Y ein paralleles Vektorfeld entlang v und 0 der Winkel zwischen Y
und 4. Dann gilt nach Korollar 3.8.14 6(t) = kg und mit v(L) = v(0) folgt

/yﬁg:/oLé(s)dS:H(L)_g(O):¢

Nach Gauf-Bonnet folgt:

/ G=2r—¢
R
Definition 3.4.3. Wir definieren den Defektwinkel o:

/RG:27r—gb:oz

Beispiel 3.4.4. Fiir einen Kreis gilt 0 = [, G = 27 — ¢, also ¢ = 27 und o = 0.
Fir die obere Halfte der Einheitssphére bekommen wir 27 = [, G = 27 — ¢, also ¢ = 0 und
o = 2m.

Bemerkung 3.4.5. Allgemein entspricht G(u) dem Netto-Betrag, um den sich ein Vektor
dreht wenn er parallel transportiert wird.
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Bemerkung 3.4.6. Fiir die Gau-Kriimmung und Defektwinkel eines Polyeders gilt
G =21 — o] —ay — as.

Korollar 3.4.7. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche mit Gauf-Kriimmung G und
¢ der stiickweise glatte Rand von B C U C R2. Seien B;,i = 1,...,n, die Aufenwinkel der
endlich vielen Ecken von v(t) = X o ¢(t). Dann gilt

G+ / +3 8 =2
/X(B) oxB) ¢ ;::1 by =2m

Korollar 3.4.8. Sei B wie oben, nur mit Rand ¢ aus endlich vielen Stiicken von Geoddtischen.
Dann gilt

G+ B; = 2.
/X(B) ;

Theorem 3.4.9 (Theorem Elegantissimum (GauB8 1827)). Sei X : U — R3 eine parametri-
sterte Flache mit Gauf-Krimmung G und A ein geoddtisches Dreieck auf X mit Innenwinkeln
ay, o, a3. Dann gilt:

/ G=o14+ars+ag—m
A
Fiir eine Folge schrumpfender geoddtischer Dreiecke gilt damit

. a1 tart+az—m
Glu) = Jim, IA]

Es folgt:
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G>0: a1 +ag+a3 >T
G=0: a1 +ag+a3 =T
G<0: a1 +ag+az3 <

Beweis.

3
/AG—F;@;—QW
3
& [ G=) (1-5)—
/A ;ﬂ -

3
@AG:;ai—w

Beispiel 3.4.10.

w27

Fiir ein geodétisches Dreieck auf der Einheitssphéare gilt:

J1=4=Z
w @ 2 3T

' mtatasTiA=y

Beweis. [Gau-Bonnet] Zu zeigen:

/l—l- kg = 2T
R OR

Wir unterteilen den Beweis in vier Schritte und zeigen die Aussage zunéchst fiir geschlossene
Kurven auf der Einheitssphére.
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1.Schritt: Einheitssphére

Fiir jedes geordétisches Dreieck mit Winkeln «, as, a3 gilt das Theorem elegantissimum auf
der Sphére (Thomas Harriot, 1603):

aptaytag=7m+A

Denn es gilt

|UPy L+ Ul Li| = 4

@ :>‘U?:1 Li|:27'('

= ‘Lﬂ + ’L2| + ‘L3‘ —2A =27

Offensichtlich hingen die L; nur von der Gréfle des Winkels «; ab und falls o; = 7 folgt
|L;| = 2m. Damit ergibt sich
|Li| = QOéi

und mit oben folgt

2001 + 2a9 + 2c03 — 2A =27

A=o1+ay+ag—m

1o

Jedes geodétische Polygon P auf der Einheitssphire kann in geodétische Dreiecke zerlegt

werden. Damit gilt:
dA = / dA.
faa=x [

Wir betrachten zunéchst ein geodatisches Viereck mit Zerlegung in zwei geodéatische Dreiecke.
Fiir ein solches Dreieck gilt [y dA =>";(o; — 7) + 2w = 27 — Y, #; und damit

3 3
tr= [ ans [ an+ Y s+ s
! = i=1 i—1

2.Schritt: geodatisches Polygon
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Es folgt mit a3 = af + o3 und a2 = af + o3
3 3

Jo a8 B =Y = )+ Y (- )

=2 =2
= (a3 —m)+ (G —7)+27

4
INEVS 7; Z

Induktiv folgt fiir beliebige Polygone

/ dA + Z B; = 2m.
P i—1
3.Schritt:

JrpdA und [, kg lassen sich beliebig genau approximieren indem wir die Randkurve OR
durch ein geodétisches Polygon ersetzen. Damit gilt fiir ein vorgegebenes € > 0, dass wir ein
Polygon P. finden, sodass

dA+/ K :€+/ dA + f
Jpoa+ fra=ct [ aa+ ¥

=+ 27

Somit haben wir Gauf3-Bonnet fiir die Einheitssphére bewiesen.
4.Schritt:

Jetzt betrachten wir eine allgemeine Fléche und beweisen die Gau-Bonnet Formel mittels der
GauB-Abbildung auf die Einheitssphére. Dabei erinnern wir uns, dass die Gaufl-Kriitmmung
die Jakobi-Determinante der Gaufl-Abbildung ist.

Sei G > 0, ansonsten miissen wir in Gebiete unterteilen. (Falls G das Vorzeichen wechselt,
muss man N zerlegen und algebraische Fliachen verwenden)

Unter Anwendung der Transformationsformel fuer Integrale schliefen wir

/II:/N(R)I:/Rdet(dN):/RG

Nun bleibt noch zu zeigen, dass das Integral iiber der geodatischen Kriimmung der Randkurve
das gleiche ist wie das Integral iiber die zugehorige Kurve N o v auf der Einheitssphére.
Dazu verwenden wir, dass das Integral iiber die geodétische Kriimmung dem Winkel gleicht
zwischen dem Anfangs- und dem Endwert eines paralleltransportierten Vektorfeldes Y, also
¢ =<(Y(0),Y (L)) (siehe Folgerung 3.4.2)

Fiir ein paralleles Vektorfeld Y (t) an ~ gilt Y () || N. Da N auf Fliche und Sphire
ibereinstimmen, gilt selbiges fiir die Tangentialebenen. Damit bleibt auch die Parallelitét
erhalten und es gilt fiir den Winkeln ¢ und ¢’ auf N o~y
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Damit ist der Satz von Gaufl-Bonnet bewiesen. O

Definition 3.4.11. Sei M eine geschlossene Fliche in R®. Sei T(M) eine Triangulierung von
M. Dann nennt man

x(T(M))=E—-K+F
die Fuler-Charakterisik, mit

FE = Anzahl der Ecken
K = Anzahl der Kanten
R = Anzahl der Flichen.

Wir betrachten nun eine geschlossene zweidimensionale Fléche, oder zweidimensionale
Mannigfaltigkeit.
Eine Mannigfaltigkeit wird beschrieben von einer parametrisierten Flache. In der Differential-
geometrie wird M durch einen Atlas mit zugehorigen Karten ¢ = X, Ly = X ! beschrie-
ben, wobei X9, X9 zugehorige Parametrisierungen in unserem Sinne sind (siehe Bemerkung
3.5.6)

Theorem 3.4.12. Sei M eine geschlossene zweidimensionale Fliche in R, T(M) eine Tri-
angulierung von M, dann gilt

G = 2mx(T(M))
M

Beweis. Sei T'(M) Triangulierung. Fiir ein Dreieck /\;, bei dem der Rand in positivem Sinn
(also gegen den Uhrzeigersinn) durchlaufen wird, gilt nach Korollar 3.4.7

/AiG:—/aAng—23:5?4—2#:—/8A%+§:1(W_3f)_w

n=1 t
3
_ n
= —/ :‘Qg + Z Q; — T,
94 n=1

wobei o die n-ten Innenwinkel des i-ten Dreiecks bezeichnet.

n 3 n

;»/MG:;/AiG:_;/aﬁﬁzzai -3

i=1k=1
=0+27F —7F
Alle Randkurven werden genau zweimal in unterschiedlicher Richtung durchlaufen, sodass
sich die jeweiligen Terme aufheben. Mit 2K = 3F folgt
3

F
/MG:27T(E—§):27r(E—§F+F)

=2m(E - K+ F) =2nx(T(M))
O

Bemerkung 3.4.13. Da die linke Seite dieser Gleichung unabhéngig von der Triangulierung
ist, ist es auch die Euler-Charakteristik und es gilt

/M G = 27y (M).
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Bemerkung 3.4.14. x(M) ist sogar eine topologische Invariante, das heifit invariant unter
stetigen Deformationen, also unter homéomorphen Abbildungen. Somit auch jeglicher Poly-
eder.

Beispiel 3.4.15.

N

Bemerkung 3.4.16. Verfeinert man einen Polyeder M durch Hinzunahme einer Ecke zu
einem neuen Polyeder M, dann dndert sich die Euler-Charakterisik nicht:

X(M) = x(M)

Sphére: x(S) =6 —-12+8=2

Beweis. Fiir Ecken, Kanten und Fléachen gilt

E(M)=EM)+1
K(M)=K(M)+3
F(M) = F(M) +2.

Weiter gilt o
F-K=F-K,

da gleich viele Flichen wie Kanten dazu kommen. Also folgt y(M) = x(M). O

Beispiel 3.4.17.

<l, Torus: x(T)=4—-8+4=0

Definition 3.4.18. Unter einer Flache M vom Geschlecht g versteht man eine Fliche, die
aus S? durch Anfiigen von g > 0 Henkeln entsteht. Fiir die Euler-Charakteristik y (M) gilt
dann

xX(M)=2-2g

2—Torus: x(M) = (x(T)—1)+ (x(T) — 1) = =2

Bemerkung 3.4.19. Die Formel x(M) = 2 — 2¢ gilt auch fiir einen Polyeder mit F Ecken,
K Kanten und F' Flachen.
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Definition 3.4.20. Sei P ein Polyeder, sei i eine Ecke von P. Seien f1, ..., die Innenwinkel
in der Ecke 7 all jener Polygone von P, die 7 als Ecke haben. Dann heifit

n
o =21 — Z,Bj
j=1

der Defektwinkel von P in i.

& B3
LAl
B B;
Q aufklappen \@j

Theorem 3.4.21 (GauB-Bonnet fiir Polyeder). Sei P ein Polyeder mit Defektwinkeln cv;.
Dann gilt

3" ai(P) = 27(P)

Beweis. Es reicht, einen Polyeder aus Dreiecken zu betrachten.
Sei a; =2m =3, @i, wobei o die i-ten Innenwinkel des n-ten Dreiecks bezeichnet. Dann gilt

doa(P)=) (2r =) o)

i=1 i=1 n
= FE(P)2m — ZZ@? =2n(E — g)
= 2mx(P).

3.5 Riemannscher Kriimmungstensor
Erinnerung 3.5.1. Fiir eine parametrisierte Fliche X : U — R? gelten die Ableitungsglei-
chungen (3.2.7.)

i) Xij =T Xp + kN

i) N; = —kFX
wobei k;; = k(X;, X;) die zweite Fundamentalform von X ist und k;; = klgy;.
Satz 3.5.2 (Integrabilitdtsbedingungen).

i) Gaufs-Gleichung

0 0 .
DL T ik T (T5T3 = TRTS,) = (kighin — kikym)g™ Vi, j, k. s
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it) Codazzi-Mainardi-Gleichung

0 0

auhii = gk (T = Tikg) =0 Vi gk

Beweis. Nach dem Satz von Schwarz gilt X;;x = X;i;. Damit bekommen wir

0 0
0 =Xk — Xikj = WX” - ink
8 8
r” sz - I‘Z,WX + T X — T X + ki N — kip g N — kigh X + kS X,
:(Fij,k - ij)X + 1% (FSkX + ke N) — (FS X+ erN) (k’ij,k - kik,j)N

+ (—kijky + kiek]) X
=X ( ijk Zk‘j + Plj rk F:krij - kljkli + klkkjs) + N(kij,k: - k“ﬁj + ngkrk - F:kkT])

Da X, 1L N missen die beiden Terme in Klammern verschwinden, und wir erhalten die
Aussage des Satzes. O

Definition 3.5.3. Die linke Seite der Gauf}-Gleichung heiffit auch Riemannscher Kriimmungs-

tensor und wird mit R . y bezeichnet.

0 0
i = 5k i T B Tfk+(1“w e — Linly )

Damit sind wir nun in der Lage das Theorema Egregium 3.3.16 zu beweisen. Es sei erinnert,
dass das Theorema Egregium aussagt, dass die Gaufl-Kriimmung G eine Gréfie der inneren
Geometrie ist, also nur von den g;; abhéngt.

Beweis. [Theorema Egregium| Setze i = j =1, k = 2.

Riy = ¢°" (k11kom — k12kim) | g2s
92sR191 = Ra121 = 9259°" (k11ka2 — k12k12)
= det(ki;) = det(k{" gm;) = det(k]") det(gm;)
= Ro101 = Gdet(gij)

N Rao121
det(gi;)

Also héngen die R}y ; nur von den Ffj ab, welche wiederum nur von den g;; abhdngen. Also
ist G' eine Funktion von g¢;; und damit eine Gréfle der inneren Geometrie. 0

Folgerung 3.5.4. Fir die Gauf-Krimmung G einer parametrisierten Fldche gilt also

_ Ra121 _ Ri212
det(gi;)  det(gi;)
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Satz 3.5.5. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche. Fir den Riemannschen Krim-
mungstensor gelten die folgenden Gleichungen:

i) [Vi, VX, = RSy X,
i) 9(Xi, [V, Vj1Xi) = Rk
wobei [V, V;] = (ViV; — V;Vi).
Beweis.
Vi, Vi1X: = (V¥ — V,; Vi) X = Vi(V;X1) — V;(ViXo)
= V[l Xe] = V[T X, ]
=T7% 5, Xs + T30, Xs — T, Xs — T35, X
Damit und mit der Linearitit von g folgt
9(X1, [V, Vj1X5) = g(Xy, By Xs) = Riy9(Xi, Xs) = gis Ry = Rk
O]

Bemerkung 3.5.6. In der Riemannschen Geometrie, also in der Geometrie, die eine Mannig-
faltigkeit M und eine Metrik (M, g;5) vorgibt, wird dies als Definition fiir den Riemanntensor
verwendet. Dort werden die Basiselemente mit J; statt X; bezeichnet, was aber dasselbe ist.

M
® Karte,
<I>1_1 = Xy, <I>2_1 = Xy Parametrisierungen
2 905 = Xj,
g d; 0 @2_1 glatte Abbildung,

/ &) (UP;) Atlas

Hier wird M nicht als eingebettete Flache angesehen, sondern wir stellen uns als Flachlander
vor, die nur Léngen und Winkeln messen kénnen.

Riemannsche Geometrie: g;; positiv definit
Lorentzsche Geometrie: g;; indefinit.

Lénge von Licht = 0.

Die Definition der kovarianten Ableitung, als auch die der Geodéten, bleibt dieselbe, denn
dort kommen nur g;; vor.

Bemerkung 3.5.7. Es wird auch der Ausdruck

R(Xk, XJ)Xl = [Vk, v]]Xl
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verwendet, und es gilt dann mit der Gau-Gleichung
R(Xy, X;)X; = (kijky, — kih3) X
= k(X;, X;) LX), — k(X;, Xp,) LX;
Bemerkung 3.5.8 (Geometrische Interpretation).

(0, s) (t,s)

(0,0) (t,0)

Der Vektor ¢ entspricht dem um ein Parallelogramm herum parallelverschobenen Vektor v.
Mit év bezeichnen wir den Unterschied von v und .

d9(v, X1) =g(v, Xi)(£,0) — g(v, X1)(0,0) + g(v, X1)(t, 5) — g(v, X1)(¢, 0)
+9(v, X1)(0,8) — g(v, Xi)(t, 8) + g(v, X1)(0,0) — g(v, X1)(0, 5)

=tg(0, ViX0) (5,0) + sg(v, VX0t 5) — tg(v, ViXo)(5,5) = s9(0, Vi Xi)(0,5)

2
=stg(v, V;V; X)) — stg(v, V;V,; X))
=stg(v, (V;V; = V;Vi) Xp) = tsg(v, [V, V] X7)
=stv*g( X}, [V, VX)) = Stkaklij’

wobei wir Terme hoherer Ordnung in s und ¢ vernachléssigt haben.

5g9(v, X7) = 6g(vF Xy, X;) = v gy = st Rygij | g™"

Allgemein geben die RZ@'j die n-te Komponente der Anderung des Vektors X}, an, wenn er um
ein Parallelogramm, das von X; und X; aufgespannt wird, parallel verschoben wird.

Bemerkung 3.5.9. Im Zweidimensionalen gibt es nur X7, Xo.
Satz 3.5.10. Fir eine parametrisierte Flichen X : U C R? — R3 gilt
i) Rikj = G(u)(9ijgk — 9jkgit)
ii) Rip; = G(u)(gi0} — 9507
Beweis. Sei R(X;, X;, Xk, X;) folgendermafien definiert
R(X, X, Xy, Xj) = Ryigj = 9(X1, [V, V] X5)
Es gilt:

a) R(Xp, Xi, Xy, Xj) = —R(Xy, X, X, Xi)
b) R(leleXkqu> = _R(X’LquvXkaX])
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Die erste Gleichung gilt, da [V, V] = —[V;, V] ist.
Die zweite, da
R(Xla le Xku X]) = g(XZa [ka V]]Xl) = g([vja vk]X’La Xl)
= g(X1, [V}, Vil Xi) = —g(Xi, [V, V] X5)
= _R(le Xi7 Xku X])

Bemerke, dass fiir ]:’;(Xl,Xi,Xk,Xj) = G(u)(9(Xs, X;)9( Xk, X1) — 9( Xk, Xi)g(X;, X)) auch
a) und b) gilt. Da

R(Xla X27X17X2) = R(Xla X25X17X2) = G det Gij

folgt die Behauptung. O

3.6 Exponentialabbildung

Definition 3.6.1. Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche und v € U. Sei T, X die
Tangentialebene an X in u. Wir definieren die Exponentialabbildung

exp, (V) : T, X — X(U)
exp, (V) :==v(1,Y),

wobei (¢,Y") die Geodatische bezeichnet mit v(0,Y) = X (u) und 4(0,Y) =Y.

Lemma 3.6.2. Es existiert B-(0) C T,,X, sodass exp,, : B: = T, X eine glatte Abbildung ist.

Beweis. Sei Y € T, X.Wir wissen, dass es 6(Y) > 0 gibt, welches von Y abhingt, sodass
Y(t,Y) in (—0(Y),d(Y) definiert ist.
Es gilt y(t, A\Y) = v(At,Y), wegen

d . d
@7(/\157 Y)‘tzo = My (A, Y)‘tzo = @’y(t, /\Y)’tzo =\Y

und der Eindeutigkeit der Geodéten. Damit ergibt sich

V(L AY) =~9(\Y).
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Man betrachtet nun

€= ﬂ i(Y).

Yl=1

Somit ist
exp, : Be = T, X

wohldefiniert. Der Satz {iber die Abhdngigkeit der Losungen gewdhnlicher Differentialglei-
chungen von den Anfangswerten stellt sicher, dass

exp,, : B = X(U)
eine glatte Abbildung ist. O

Bemerkung 3.6.3. Es gilt
v

expy (v) = ¥(1,v) = (o], m)-

Dies enstpricht folgender anschaulichen Vorstellung: Man nimmt eine Schnur der Léange ||v]|
und legt sie so auf die Fliache, dass sie in Richtung ﬁ auf die Geodéte zu liegen kommt.
v

Fiir
v = r(cos pE] + sin pE3)
ist exp, (v) = exp, (7, ¢) die geoditischen Polarkoordinaten.

Lemma 3.6.4. Die Abbildung exp,, : B- — X (U) ist ein Diffeomorphismus auf einer Umge-
bung V C B. des Ursprungs 0 von T, X.

Beweis. Wir zeigen, dass dexp,, nicht singulér ist an der Stelle 0 € T, X. Es gilt

(dexp, (0))(Y) = g expu(tY)
d
= —|i=07(t, Y
dt|t_0'7( Y )
=Y.
Daraus folgt
dexp, (0) = 1,

sodass d exp,, nicht singulér ist bei 0. Eine Anwendung des Satzes tiber die Umkehrabbildung
ergibt die Behauptung. O
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Beispiel 3.6.5. Sphare

4 v
/ epr(U) =1, v) =(vll, 7

)

o]
v

v
// = peos([o]) +sinf|lul)
Dabei muss ||v]| < 7 gelten.

Definition 3.6.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche. Sei E;, Es eine Orthonor-
malbasis von T, X.

i) Unter Riemannschen Normalkoordinaten verstehen wir folgendes Koordinatensystem,
bzw. folgende Parametrisierung:

(v!,v?) = exp, (v E; + v2Ey)
ii) Unter geodétischen Polarkoordinaten in B.(0) verstehen wir
(r, ) — exp,, (r(cos pE1 + sin pE»))

Die Kurven r =const heiflen geodétische Kreise, ¢ =const heiflen radiale Geodétische.

(r, 6) expy(r,0)
-1

geodatische Kreislinie

radiale Geodatische

Bemerkung 3.6.7. Fir die Parametrisierung der Ebene
X(r, ) = exp,(r,p) =rcospl +rsinpFEy
berechnen wir

X, =cospFE; +sinpFEs
X, = —rsinpFEq + rcos pls.
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Damit ergibt sich
Xo-Xp=gpp =7
Xr'Xr:grrzl-

Also folgt g;; = ( (1) :)2 )

Satz 3.6.8 (GauB-Lemma). Sei
XD, (7, 9) = exp, (r(cos o + sin 9By))

eine lokale Parametrisierung durch geodatische Polarkoordinaten (r,y). Dann hat beziiglich
dieser Parametrisierung die Riemannsche Metrik g;; die Form

_'_<1 0 )_(1 0 )
Ti=10 gnlre) )\ 0 gpplrip) )

mit positiver Funktion gao, wobes

. _ g2 _
lim g2 (r, ) = 0 und lim =75 = lim 9;/g22 = 1.

Beweis.

Es sei X (7, ¢) = exp,(r,¢) und ¢ = ¢ fest.
Sei v = cos oy + sin g Fs.

X(r; o) = expy(r; o) = (1, 70)

=7(r,v)
r — X(r, o) ist Geodatische mit 4 - ¥|,—0 = v - v = 1. Es gilt
rr — Xr : Xr
=4.4=1
mit y|p=o = v und ||v|| = 1.
0 0
a_Yr XT'7X
5, 9re(1,90) = 2l e)
0 0
X, X, X, 2 x
= 45 X0 X,) + 9(Xe, 5 X,)
\Y% 0
7XT'7X XT) 7XT‘
10
— 04 -2 g(X,, X,
0+ 59 —g( ) =0.
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wobei im letzten Schritt einging, dass X (r, ) Geodéte in r ist und dass g(X,, X,) = X,- X, =
1. Weiter gilt

}i_r)r%) X, = }%(dexpu(r, ©))(rsin pEy + rcos pEs) — 1(r(sin pEq + cos pEs)) =0

Also folgt
lim 22 (7, ) = (X, lim X)) = 0

Damit folgt g, =0 und g = L0 .
0 Gpp
Auflerdem gilt

X, X
lim Y2 = lim g(=f, =) —— g(dexp(rsin pE; + rcos pE3), dexp(rsin 9 £y + 7 cos ¢ Fs))
r—=0 r r—0 T r r—0

=v-v=1

und

9r+/922(0, ) = lim Vo e) — vonO.e) _ . Vo _

r—0 r r—0 1

Satz 3.6.9. Fir die Gaufs-Krimmung G gilt

—02\/9
G(Tv <P) = Wm

Beweis. Fiir die Christoffel-Symbole gilt nach Satz 3.2.6

1
I} = §glk(_6k9z’j + 0igjk + O0jgri)-

1 0 y 1 0
E 1 O — ) = .
s ist g;; < 0 go > und g ( 0 92_21 >

Wir berechnen T}, =T%, =T}, =T}, =0 und

1
I} =T3 = 5 (Org22 + 0912 — Omygij) 9**
1 1
= 5&922922
1
I3y = —50rg22

1
T3, = ~0,922955 brauchen wir nicht.

Wir wollen die Gleichung
_ Raoro

~detyp
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verwenden. Aus g11 = 1 und g12 = go1 = 0 folgt Ri210 = 911R%12 = Rém und det g;; = goo.
Wir berechnen nach Definition 3.5.3 den Riemannschen Kriimmungstensor:

Ryy = 0,13y — acplgl + (Pl — I iy 4+ I35, — I3 15)
= arréz - 1%11%2

1 1 _ 1
=0 (_28r922> - (267"9229221 (_2> 67"922)

1 1 _
= 583922 + —(0rg22)° 99

4
R} 1 11
:>G:212:_<a2 RS 2)
922 2920 92Ty 922( rg22)
_ _33\/922
V922

Folgerung 3.6.10. Aus Satz 3.6.9

0%\/922
G:—T7<:>82\/ = -G/
\/QE r vV 922 g22

folgt
2\/G22 = —0r\/922G — /9220, G

Bemerkung 3.6.11. Wir betrachten nun die Bogenlidnge L einer Kurve X(r,¢) = B.(¢)
zwischen zwei benachbarten Geodéaten ¢p und ;.

(r, ¢0) ¥

Br(v) 2: ‘\\
X (r,¢1)

LB = [ 1@y

%0
1

= \/ Xy - Xopdp
%o

1
= RV gsocpd@

¥o
Nach Satz 3.6.9 gilt |/g22G = —33\/95. Damit ergibt sich
) o1, P1
RLG @) = [ 02 aedo =~ [ Gy
0 0

Also folgt
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i) falls G = 0, dann ist 92L(3,) = 0. Die benachbarten Geodéten sind also unbeschleunigt,
wie in der Ebene.

ii) falls G > 0, dann ist O?L(B,) < 0. Die benachbarten Geodéten werden also zueinander
hin beschleunigt.

iii) falls G < 0, dann ist 92L(/3,) > 0 Die benachbarten Geodiiten werden also voneinander
weg beschleunigt.

Eine weitere Anwendung der geodétischen Polarkoordinaten besteht in der geometrischen
Interpretation der Gauf-Kriimmung.

Bemerkung 3.6.12. Sei X : U — R? eine Parametrisierung durch geodétische Polarkoordi-
naten. Mittels Taylorentwicklung um r = 0 bei festem 6 ergibt sich

7'3
V22(r,0) =r — EG + R(r)

R(r)

mit lim,_,g —5 = 0.
r

Beweis. Es gilt mit Taylorentwicklung um r = 0 bei festem 6

VR 0) = VE0.0) + 10, F(0.0) + O G0.6) + 5 /5m0.6) + B(r.6)
mit lim, o & = 0.
Nach Folgerung 3.6.10 gilt
02\/922 = —/922G und 02/gaz = —0r /922G — /220, G.

Einsetzten in die obige Taylorentwicklung liefert
7,2 T‘3
V922(7,0) = 1/922(0, 0) + 170,1/922(0,0) — 5\/922(07 0)G(0,0) + g(_aT\/QQQ(Oa 0)G(0,0)
—Vg22 (O’ e)aTG(Oa ‘9)) + R(Ta 9)

Weiter wissen wir aus dem Gauf3-Lemma 3.6.8, dass

V922(0,0) = 0 und 0,/g22(0,6) = 1.
Damit folgt
3
Vi (r0) =047 —0+ %(—G(O, 6) — 0) + R(r,0)

3

r
=r——G+R
r 5 +

O]

Lemma 3.6.13. Sei X : U — R3 eine Parametrisierung durch geoddtische Polarkoordinaten
und L, = 027r \V 922(r,0)d0 der Umfang der geoddtischen Kreislinie mit Radius r. Dann gilt
fir die Gaufs-Krimmung G
. 2mr—L,. 3
G=Ilm———

r—0 73 iy
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Beweis. Wir berechnen L, mittels der Taylorentwicklung aus Bemerkung 3.6.12:

27
L, = / g22(r, 0)do
0

27 73
_ / r— G+ R(r)do
0 6

7“3
= 27r — §7TG + R/ (r)

wobei lim,_.q % =0.
Damit gilt also

L, —2
G = lim —/—; i
r—0 _%Tr
. 2mr—L, 3
= lim —

O]

Lemma 3.6.14. Sei X : U — R? eine Parametrisierung durch geodditische Polarkoordinaten
und L, = f027r V g22(r,0)d0 der Umfang der geoditischen Kreislinie mit Radius r. Sei A(r) die

Fliche dieser geoddtischen Kreislinie. Dann gilt fir die Gauf-Krimmung G

127r2 — A
G = lim = — 20 (r)

r—0 7T r4

Beweis. Wir berechnen A, erneut mittels der Taylorentwicklung aus Bemerkung 3.6.12:

A, = / L.ds
0

r o2
= / / V922(s,0)d0ds
0o Jo

r 27 83
= / / s — —G + Rdfds
0o Jo 6

r 3
:/ QWSEG-FR/dS
0 3
LU
= rf—
12
wobei lim,_.q % = 0.
Damit gilt also
A 2
G = lim — ZT
r—0 mr-
12
127712 — A, 12
=lim ——
r—0 7"4 m
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3.7 Minimalflichen
Sei X : U — R3 eine parametrisierte Fliche mit GauS-Abbildung N.

Wir leiten jetzt eine notwendige Bedingung fiir Minimalflichen her. Sei 90X (U) der feste
Rand von X (U).
Wir nehmen an, dass X (U) minimalen Flicheninhalt hat in dem Sinne, dass

Xo(u' u?) = X +ep(ul,u®)N(u', u?)
mit fester Funktion ¢ : U — R C C? und ¢|gy = 0.

Satz 3.7.1. Sei A(X?) minimal bei ¢ = 0 VYo € C%(U), mit ¢logv = 0. Dann gilt fir die
mittlere Krimmung H
H=0Vuel.

Beweis. Wir stellen zunachst fest, dass

d d
d75|5=0 det gfj = d*5|gzo(gilgi2 - (9?2)2)

= %((911 — 2epk11)(go2 — 2epkaz) — (g12 — 2epk12)|__,

= —2¢(k11922 + k22911 — 2k12012).

Damit ergibt sich, dass
d o
= oo [ A autdu
= 5 le=0 et g:.du du
i ot g7 i
// det gw du*du?
U 2\/@ = 0
[ //U WUCHQQZ + kzggn — 2k12912)du1du2 _ (*)
i

-1
gimgle [ 9 912 _ 1 g2 —g12
K go1 922 detgi; \ =921 gn

gilt

1 | )
H= LY k=LY ke

1
= §(k11911 + koog®® + 2k12g"?)

1
= k k — 2k
2detgi]’( 11922 + k22911 12912)

= 2H det g;; = k11922 + k22911 — 2k12912
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Dies koénnen wir oben fiir (%) verwenden und erhalten

d
0= d—sA(X€)|€:0
=— // 2H (ut, u?)p(ut, u?)/det gl-jalulalu2 Vo € C*(U)
U

=H=0 YueUl.

Dies kann folgendermaflen verallgemeinert werden:

d
Bemerkung 3.7.2. Sei X°¢ so, dass d—€X5| o =Y mit Y|sv = 0. Dann gilt

E=

iA(XE)\EZO =— // Y - NH/det g;jdu'du?.
de U

Definition 3.7.3. Man bezeichnet eine Fliche X : U — R? als Minimalfléiche, wenn H = 0.
Man kann Minimalfldchen sehr gut bei isothermen Parametrisierungen beschreiben.

Definition 3.7.4. Man nennt eine parametrisierte Fliche X : U — R isotherm,
wenn X1 - X1 = Xo- Xo und X7 - Xo = X5 - X1 = 0 ist, also

9ij = )‘(ul’u2)5ij = A(UI’UQ) ( (1) 2 ) '

Satz 3.7.5. Sei X : U — R? eine isotherme parametrisierte Fliche. Dann gilt
X114+ Xoo = 2\?HN,

wobei gij = MNul,u?)d;;.

Beweis. Mit
X1- X7 =X9-Xy

gilt

0 0

(X X)) = —(Xy- X

gt K1 X)) = 5 a(Xa - Xo)

= X1 - Xq = X91 - Xo.
Da 9

X1'X2:O:>W(Xl-Xg):0:>X12-X2:—X1'X22

folgt

X1 - X1 =-X1-Xoo
< (X1 + Xo2) - X1 =0.
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0
- ergibt sich

Analog fii
nalog fir 9

(X114 X22) - Xo = 0.
Da X7 und X5 aber senkrecht auf N stehen folgt daraus

X11 + Xog = uN
& X11N + XooN =

und fiir die mittlere Kriimmung

H = %(k‘n + km)detlgij
= 1(XnN—i-XmN)i
2 A2
1
SISV
& p=2H)\

X11N + Xoo N = 2H)?
X114+ Xog = 2H>\2N

O]

Folgerung 3.7.6. Sei X : U — R? eine parametrisierte Fliche und sei X isotherm. Dann ist
X genau dann eine Minimalfiiche, wenn die X (u',u?) = (X1, X2, X3) harmonische Funk-
tionen sind, wenn also

AX'= 02X+ 02X =0.

Beispiel 3.7.7. Katenoid

Sei 0 < ¢ < 27. Wir betrachten die

N Drehflache
\ - \/ acosht

X(t, ) =Dy 0

~| at

}\ I cosep —sing 0 acosht

R R =| sing cosp O 0
S 0 0 1 at

= (acos @ cosht,asinpcosht,at)
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Es ist also X! = acospcosht, X2 = asinpcosht, X3 = at. Damit berechnen wir

92Xt =X} =acospcosht
a;xl = X;,(p = —acosycosht
= X'+ 02X =0
9} X? = X2 = asin g cosht
83,X2 = sz = —asinycosht
= FX*+02X% =0
RXP=X} =0
2X*=X3,=0
= 0} X*+02X% =0

Also gilt AX" = 0% X' 4+ 0%, X" = 0 und X(t, ) ist somit Minimalfliche.
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