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Aufgabe 1 (3+6 = 9 Punkte)
Sei a0 = 0, a1 = 1 und an = an−1 + an−2 ∀n ≥ 2.

a) Bestimmen Sie a2, a3 und a4.
b) Zeigen Sie mit vollständiger Induktion:

n∑

ν=0

a2ν = anan+1 ∀n ≥ 2 .

Aufgabe 2 (3+3+3+3+3+3 = 18 Punkte)
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte.

a) lim
x→−π

x7 + π7

π + x
b) lim

x→∞

(√
ex(ex + 1)− ex

)
c) lim

x→0

cosx− e−x2/2

x4

d) lim
x→0+

(
log(x5+6x)−log(x2+3x+x5)

)
e) lim

x→∞

x3 log x

2x2 − 7x3
f) lim

n→∞

(
1−

π

n

)5−n

Aufgabe 3 (4+4+4 = 12 Punkte)
Berechnen Sie (d.h. das Ergebnis soll keine Summenzeichen mehr enthalten):

a)

2n∑

k=1

2k b)

n∑

ν=1

(
n
ν

)
(−1)ν c)

n∑

µ=0

n∑

ν=µ

(
ν
µ

)
3ν−µ(−1)µ

Aufgabe 4 (4+4+4+4 = 16 Punkte)

a) Bestimmen Sie Taylorreihen der folgenden Funktionen um Null, und geben Sie an,
wo diese konvergieren.

(i)
x

4− x2
(ii)

e−x2

− 1

x
(stetig fortgesetzt bei Null) (iii)

sin x

1− x2

b) Bestimmen Sie die Taylorreihe von sin x um x0 = π/2, und geben Sie an, wo diese
konvergiert.



Aufgabe 5 (5+5 = 10 Punkte)
Sei f : R+

0 → R
+

0 definiert durch f(x) = ex − cosx.

a) Zeigen Sie: f ist bijektiv. Hinweis: Denken Sie an Monotonie.
b) Bestimmen Sie die Ableitung der Umkehrfunktion von f an der Stelle eπ/2, d.h.

berechnen Sie f−1′(eπ/2).

Aufgabe 6 (1+3+2+2+2+3 = 13 Punkte)
Wir untersuchen die Funktion

f(x) =
x2 − x|x|+ 4x+ 1

2x
.

a) Bestimmen Sie den Definitionsbereich von f .
b) Bestimmen Sie alle Asymptoten.
c) Berechnen Sie alle Nullstellen.
d) Berechnen Sie f ′(x).
e) Bestimmen Sie alle Hoch- und Tiefpunkte.
f) Zeichnen Sie den Graph der Funktion.

Aufgabe 7 (3+2+4+3 = 12 Punkte)
Sei

A =



0 1 1
1 0 1
0 1 0


 und B =



1 −3
2 −2
3 −1


 .

a) Berechnen Sie A2.
b) Berechnen Sie detA.
c) Bestimmen Sie A−1.
d) Bestimmen Sie alle X ∈ R

3×2, die AX = B erfüllen.

Aufgabe 8 (4+6 = 10 Punkte)
Wir betrachten die folgenden Vektoren aus R

3:

~uα :=



1
α
3


 , ~vβ :=




3
−β
β2


 .

a) Für welche α, β ∈ R sind ~uα und ~vβ linear abhängig?
b) Bestimmen Sie die Hessesche Normalform der Ebene

E =
{
~x ∈ R

3
∣∣ ~x = ~v0 + s~u1 + t~v1 , s, t ∈ R

}
.

Welchen Abstand hat E zum Ursprung?

Aufgabe 9 (10 Punkte)
Seien f1(x) = 1, f2(x) = x2 und f3(x) = sin x. Dann ist V := span(f1, f2, f3) ein Unter-
raum von C([−π, π]), des Raums der stetigen Funktionen auf [−π, π]. Es gilt dimV = 3.
Sei L : V → V definiert durch L(f) = f ′′ + f . Geben Sie für die folgenden beiden
Unterräume von V jeweils die Dimension und eine Basis an:

U1 := {f ∈ V |L(f) = 0} , U2 := {g ∈ V | ∃ f ∈ V mit L(f) = g} .


