
Universität Tübingen Wintersemester 2013/14
Mathematisches Institut C. Hainzl

Mathematik für Physiker 3
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Aufgabe 1: (×)

Sei v : Rn → Rn ein beschränktes Vektorfeld, d.h. es existiert eine Konstante M < ∞, so dass
‖v(x)‖ ≤M . Sei x(t) eine globale Lösung von

d

dt
x(t) = v(x(t)) und x(0) = x0.

Zeige, dass
‖x(t)‖ ≤ ‖x0‖+ tM.

Aufgabe 2: (×, ∗, 4 Punkte)

Sei v : Rn → Rn Lipschitz-stetig. Wir betrachten die Gleichung ẋ(t) = v(x(t)) mit zugehörigem
Fluss ϕt(x0). Zeige, dass ϕt(x0) für festes aber beliebiges t stetig von x0 abhängt. Hinweis: Benutze
die Gleichung x(t) = x0 +

∫ t
0
v(x(s))ds.

Aufgabe 3: (×)

Diese Aufgabe zeigt, wie die Symmetrie einer Funktion gewisse Eigenschaften ihrer Fourierkoeffizien-
ten bestimmt. Sei f : R→ C eine 2π-periodische, Riemann-integrable Funktion.

a) Zeige, dass die Fourier-Reihe der Funktion f geschrieben werden kann als

f(θ) = f̂(0) +
∑
n≥1

[f̂(n) + f̂(−n)] cos(nθ) + i[f̂(n)− f̂(−n)] sin(nθ).

b) Beweise, dass falls f gerade ist, so gilt f̂(n) = f̂(−n) und wir bekommen eine Cosinus-Reihe.

c) Beweise, dass falls f ungerade ist, so gilt f̂(n) = −f̂(−n) und wir bekommen eine Sinus-Reihe.

d) Nehme an, dass f(θ + π) = f(θ) für alle θ ∈ R. Zeige, dass f̂(n) = 0 für alle ungeraden n.

e) Zeige, dass f reellwertig ist genau dann wenn f̂(n) = f̂(−n) für alle n.

Aufgabe 4: (×, ∗, 4 Punkte)

Betrachte die Funktion f : [−π, π]→ R definiert durch

f(θ) =

{
0 |θ| > δ,

1− |θ|/δ |θ| ≤ δ.

Zeige, dass

f(θ) =
δ

2π
+ 2

∞∑
n=1

1− cos(nδ)

n2πδ
cos(nθ).

Aufgabe 5: (×)

Es sei f : [−π, π]→ R definiert durch f(θ) = |θ|.



a) Zeichne den Graphen von f .

b) Zeige weiter:

cn =

{
π
2

n = 0,

(−1 + (−1)n)/πn2 n 6= 0.

Konvention:

cn =
1

L

∫ L/2

−L/2
f(x)ei

2π
L
nxdx.

c) Bestimme die Fourier-Reihe von f in Termen von Sinus und Cosinus.

d) Es sei θ = 0. Zeige, dass

∑
n odd ≥1

1

n2
=
π2

8
und

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6
.


