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Aufgabe 1: (x)

Sei der Vektorraum V = {f € C>°([—m,7|,C)|f(—7) = 0 = f(m)} gegeben. Mache Dir kurz klar, dass
V' wirklich ein Vektorraum ist. Bestimme die Eigenwerte und Eigenvektoren der linearen Abbildung
Hy:V =V, (Hof)(x) = —f"(x).

Aufgabe 2: (X, *, 4 Punkte)

Seien v, w € R? mit (v, w)r2 # 0, wobei (-, -)g2 das kanonische Skalarprodukt auf R? bezeichnet. Wir
betrachten die lineare Abbildung P : R? — R? gegeben durch

(v, u)g2

(v, W)Rz

a) Zeige, dass P eine Projektion ist, das heifit die Beziehung P? = P erfiillt.

b) Bestimme den Kern und das Bild der Abbildung P.

c¢) Ist P eine orthogonale Projektion? Antworte mit einem Beweis.

d) Seien v; = \%(1,—1,0), ve = (0,0,1) und Q : R — R3 Q(v) = (v1,v)psv; + (2, V)pava,
wobei (-, -)gs das kanonische Skalarprodukt auf R? bezeichnet. Stelle @ als Matrix dar. Ist Q
eine orthogonale Projektion? Anmerkung: In der Quantenmachanik wiirde man ¢ in der Form
Q = |v1)(v1| + |v2) (2] schreiben (Bracket-Notation).

Aufgabe 3: (X)

Zeige, dass auf dem R? durch (-,-) : R? x R* — R,

< (al) ) (bl) > = 2a1b1 + a1b2 + CLle + 3@2[)2
Qg by

ein Skalarprodukt definiert ist. Fiihre das Gram-Schmidt-Verfahren fiir die Vektoren (é) und <(1)>
durch.

R25u+— Pu:=w

Aufgabe 4: (X, *, 4 Punkte)

a) Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber dem Kérper K mit Basis A = (a4, ..., a,). Wir
definieren nun n lineare Abbildungen o : V' — K durch a}(a;) = 0;;. Zeige, dass A’ = (a}, ..., al,)

L an
eine Basis des Dualraums V" ist. Diese wird die duale Basis zu A genannt.

b) Sei nun eine zweite Basis B = (b, ...,b,) von V gegeben, die man durch die Transformation
mit S aus der Basis A erhélt, d.h. b; = Sa;, i = 1,...,n. Wie lautet die Abbildung, die A" in B’
iiberfiithrt?

c) Seien v, = (i’) und vy = (2) gegeben. Berechne die duale Basis zu (v, vs).

Aufgabe 5: (x)

. ~ [cos(p) —sin(y) : : :
Sei D(yp) = (sin (0)  cos(e) ) Berechne die (komplexen) Eigenwerte und Eigenvektoren von D(¢p).



