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Aufgabe 1: (x, %, 4 Punkte)

Die Pauli-Matrizen sind definiert durch

(0 1 (0 —i (10
g1 = 1 0)° 09 (= i 0 , O3 = 0 —1)/"

Weiter setzen wir fiir einen Vektor a € R3, a -0 := Z?Zl a;0; € M(2,C) und definieren den Raum
su(2) :={A e M(2,C)|A=a-0, a € R¥}, den wir als Vektorraum iiber R auffassen.

Zeige, dass
(a-0)(b-0)=(a,bgsEs+i(axb) o

10

gilt, wobei a x b das Kreuzprodukt im R3 bezeichnet und Ey = (0 1

Skalarprodukt auf su(2) durch

). Nun definieren wir ein

1
<,7 '>5u(2) 2511(2) X 5u(2) — ]R, <A, B)su(g) = §SPHF<AB).

Dabei ist Spur(A) = a1 + aga, wobel a;; (4,5 = 1,2,3), die Eintrdge der Matrix A sind. Zeige, dass
die lineare Abbildung ¢ : R* — su(2), a +— a - o ein isometrischer Isomorphismus ist. D.h. ¢ ist ein
Isomorphismus, der die Norm erhilt. Der R? ist mit dem euklidischen Skalarprodukt versehen.
Aufgabe 2: (x)

Sei n € R? normiert, also ||n|| = 1, und o = (04, 09, 03) der Vektor der Paulimatrizen aus Aufgabe
1. Zeige, dass '
o) — cos(a) By + i(n - o) sin(a).

Folgere daraus, dass exp(i su(2)) C SU(2) ist. Hinweis: Verwende die Beziehung aus Aufgabe 1 und
die Reihendarstellung der Exponentialfunktion.
Aufgabe 3: (X, *, 4 Punkte)
Seien Aquivalenzrel@tionen definiert wie auf Seite 62 im Skript (Def. 3.72). Welche der folgenden
Relationen ~ sind Aquivalenzrelationen (mit Beweis)?

a) Fir Matrizen A, B € M(n,K) und n > 1 setzen wir A ~ B < AB = BA.

b) Sei M eine nichtleere Menge von Vektorrdumen. Fiir U,V € M setze U ~ V, falls es einen
Isomorphismus ® : U — V' gibt.

c) Fiir Zahlen a,b € R, setze a ~ b < a > b.

Aufgabe 4: (%)
Bestimme die Spektraldarstellung der selbstadjungierten Matrix
1 0 3
A= 0 -3 0],
-3 0 1

d.h. schreibe A in der Form A = Z;’:l AjP; mit den Eigenwerten A\; und den zugehdrigen Spekral-
projektionen P;.



Aufgabe 5:

Bestimme eine Jordan-Normalform der Matrix

Bestimme ebenfalls die zugehorige Transformationsmatrix.



