Mathematik III fiir Physiker*

Sommersemester 2013

Christian Hainzl mit Vorlage von Stefan Teufel, Simon Mayer und Mario Laux
Mathematisches Institut
Uni Tiibingen

16. Dezember 2013

*Diese vorldufige Version des Skriptums ist nur zum Gebrauch parallel zum Besuch der Vorlesung
gedacht. Das Studium des Skripts kann den Besuch der Vorlesung nicht ersetzen! Falls Sie Fehler
finden, teilen Sie mir diese (auch die offensichtlichen) bitte mit!






Inhaltsverzeichnis

1 Gewdhnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme
1.1 Einleitung . . . . .« . . o e
1.1.1  Explizite Differentialgleichungen erster Ordnung . . . . . . . . . ... ... ... ...
1.1.2  Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung . . . . . . . . .. ... ... ... ...
1.1.3 Die exakte Differentialgleichung . . . . . . . .. ... .. oo
1.2 Dynamische Systeme und Fliisse . . . . . . . . . .

2 Fourier-Analysis
2.0.1 Einleitung . . . . . . . oL
2.1 Fourier-Reihen . . . . . . . .
2.1.1 Imtegralkerne . . . . . . . ...
2.1.2  Wiederholung: Hilbertraum und Skalarprodukt . . . . . .. .. .. .. ... ... ...
2.1.3 L?>-Konvergenz von Fourier-Reihen . . . . . .. ... .. ... ... ...........
2.1.4  Fourier-Transformation . . . . . . . . . ... .
2.1.5  Anwendungsbeispiele von Fourier-Transformationen . . . . . . . ... ... ... ...

3 Ausflug in Lineare Algebra
3.1 Vektorrdume mit Skalarprodukt . . . . . . . . ...
3.2 Symmetrische Operatoren . . . . . . . . .. L L L
3.3 Klassifikation von Matrizen . . . . . . . . . . . ..

4 Lineare Differentialgleichungen
4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme . . . . . . .. .. .. . L L

23
23
24
30
32
33
37
41

43
43
o7
62

71

iii






1 Gewohnliche Differentialgleichungen und
dynamische Systeme

1.1 Einleitung

Wir betrachten die Differentialgleichung erster Ordnung

T = f(t,x), (1.1)

wobei f(t,z) eine stetige Funktion von D C R? — R ist.

Fiir eine Losung z(t) auf dem Inter- A x
vall I ist definitionsgeméf3

w(t) = f(t,x(t)),

die Steigung & der Losungskurve
z(t) wird also in jedem ihrer Punkte
gegeben durch f(t,z(t)). Das heisst
in (t,z) angekommen wird die sie
mit der Steigung f(t,z) weiterge-
schickt. Die Differentialgleichung di-
rigiert die Kurve durch stédndige - 1
Richtungsangaben.

Das Anfangswertproblem
= f(t,x), xz(ty) = o (1.2)

zu 16sen, bedeutet, eine Kurve zu finden, die vom Punkt (¢p,z¢) ausgeht und in ihrem ganzen Verlauf auf
das Richtungsfeld passt.

Man kann numerisch leicht ndherungsweise eine Lésung konstruieren, in dem man I in Teilintervalle gleicher
Lénge mit den Punkten tg,t1,...,t,, .. teilt, bei typ mit dem Wert xy beginnt und im Intervall [tg, ;] eine
Gerade mit der Steigung f(to, zo) legt, sodass

T =T+ f(to, xo)(tl — t()),

und so weiter. So bekommt man eine Naherungslosung.
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1 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

In hoheren Dimensionen ist die rechte Seite der Differentialgleichung ein Vektorfeld. In vielen Anwendungen
der Physik ist die rechte Seite unabhéinging von der Zeit: Sei v : G — R"” ein stetiges Vektorfeld. Sei I C R
ein offenes Intervall. Man nennt eine stetig differenzierbare Kurve x : I — G, t — z(t), eine Losung der
Differentialgleichung

i= (),

wenn fiir alle t € I gilt
z(t) = v(x(t)) .
Falls 0 € I ist, so heiit z(¢) eine Losung zum Anfangswert zy € G, wobei xg = x(0) ist.

Die Losungskurven x(t) sind iiberall tangential an v und heifilen Integralkurven an das Vektorfeld v. Beim
Losen einer Differentialgleichung spricht man auch vom ,,Integrieren der Gleichung®.

1.1 Beispiel. Betrachten wir als Beispiel eine lineare Gleichung héherer Ordnung. Die Differentialgleichun-
gen

jfl (t) = allxl(t) + -+ alnazn(t)

Tn(t) = apiz1(t) + - + appan(t)
sind gekoppelt und in Kurzform schreiben wir
i = Ax.

Hier ist also
v(z) = Ax.

Es sei die Anfangsbedingung z(0) = a € R™ gegeben und wir suchen die Losung fiir alle anderen Zeiten,
also eine Funktion z : R — R™ welche $x(t) = Az(t) und z(0) = x¢ erfiillt.

Falls A diagonalisierbar ist, also

A1 0
SilAS: '-. :D
0 An

fiir eine regulire Matrix S gilt, dann ergibt sich fiir den Vektor y(t) = S~ x(t)
g(t) = S7ri(t) = ST Ax(t) = STTASS T a(t) = ST ASy(t) = Dy(t).
Wir erhalten also die entkoppelten Differentialgleichungen
91(t) = Mya(t), -5 9nlt) = Anyn(t).
Die Anfangsdaten fiir y ergeben sich aus denen fiir 2 durch
y(0) = S71z(0) = Stz =: b.
Die Losungen fiir das entkoppelte System kann man direkt ablesen,
y1(t) = breMt, ... yn(t) = byetnt

oder kurz
eAlt 0 b1

Durch Riicktransformation bekommt man auch wieder

z(t) = Sy(t) = SePlb = SePt S~ 1a =: eluy .



1.1 FEinleitung

Wir haben im letzten Beispiel eine explizite Losung z(t) = ez konstruiert, wobei e*4 : R® — R” fuer alle
t ein Diffeomorphismus ist. Wir werden spéter

tA
Yr =€,

als Fluss betrachten, der die Gruppeneigenschaften
Dt O Ps = Pstt, PO Pt = o =1,
erfiillt, sodass

¢i(zo) = v(pe(20))

1.1.1 Explizite Differentialgleichungen erster Ordnung

&= f(t)
A x
Sei f(t) eine stetige Funktion auf N, \
dem Intervall I. Dann ist das zu- f(t)
gehorige Anfangswertproblem ARt
_ I RN 8
= f(t), x(to) = o, : i
Lo AN
wohldefiniert auf g N
D=1xR. O NN
[ I' ¢
1
Mittels Hauptsatz der Integralrechnung
t
z(t)= [ f(s)ds+ zp. (1.3)

to

Es ist leicht zu sehen, dass x(t) nicht die Flusseigenschaften erfiillen kann, da die Gleichung explizit von
der Zeit abhingt. Man sagt dann das System ist nicht autonom. Man kann aber ein dynamisches System
daraus machen, indem man Man kann aber ein dynamisches System daraus machen indem man es wie folgt
umschreibt:

d
d
%x(s) = f(t)

sodass es die Form 2 = v(z), mit z = (¢,2), und v(z) = (1, f(¢)). Das System generiert nun Fluss ¢,, mit
ws: I xR — I xR, wobei ¢4(to, xo) die Losung (1.3) liefert.
T =v(x)

Sei v(z) stetig auf Intervall G, dann ist das Richtungsfeld #hnlich wie zuvor, nur dass die Rollen von x und ¢
vertauscht sind. Dies schlégt vor, die Rollen von x und ¢ zu vertauschen und eine Losung ¢(x) hinzuschreiben.
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AT AL

Wenn v(z) # 0 in einer Umgebung von xg, dann kann dort das Anfangswertproblem

z=wv(z), x=(ty) = xo,

in
d
%t(ﬂﬁ) =1/v(z), t(xo) = to
umgeschrieben und wie in (1.3) geldst werden, und die Umkehrfunktion x(t) := ¢t~1, erfiillt dann

. 1
T = =) =v(x(t)).

1.2 Bemerkung. Der Hauptsatz zeigt die Berechtigung der heuristischen Rechnung

. dx (x) dx /z du /t /m du
z=v(z) = —=v(r) = —=dt = = dt = =t.
@)= =" = 0w o 0@~ o o 0(0)

Den Schritt () nennt man oft ,, Trennung der Variablen“.

Hat v(x) eine Nullstelle i, dann ist die konstante Funktion z(t) = 7 eine stationére Losung der Gleichung.
Zwischen den Nullstellen ldsst sich die Gleichung durch invertieren l6sen und so lassen sich alle Losungen
finden, zumindest wenn v(z) so ist, dass die Teilchen in endlicher Zeit nie die Gleichgewichtslagen v(z) =0

erreichen.
In den Nullstellen von v ruht das Sy-

stem. Dazwischen lduft es monoton
von einer Nullstelle zur néchsten.
Ist v an den Nullstellen differenzier-
bar, so werden die Gleichgewichtsla-
gen in endlicher Zeit nicht erreicht.
An den Réndern des Intervalls G
konnen die Orbits in endlicher Zeit
entweichen.

A v(x)

G

/oo T N

To — 01 xo + 02

1.3 Beispiele. (a) Seia € Rund v:R — R, v(z) = az ein lineares Vektorfeld. Die Losung von & = v(x)
auf G = R zum Anfangswert xg > 0 fiir a # 0 ist nach Proposition 1.23 fiir z > 0 gegeben durch
Tdu 1 1. =z

t(z) = =—(Inz—Inzy) = —In—

2 QU @ a To

also

x
In— =at = z(t) =z9e™ VteR.
o

Diese Formel gilt auch fiir o < 0 und somit ist der Fluss ¢! : R — R, ¢!(zg) = e* o global.

(b) Sei v : R — R gegeben durch v(z) = 4/|z|. Dann erreichen die Losungen zu Startwerten x(0) < 0
in endlicher Zeit die Ruhelage x = 0. Dort kdnnen Sie beliebig lange verweilen und dann nach rechts
wieder aus der Ruhelage herauslaufen. Die Losungen sind also nicht eindeutig. Siehe Ubungen.
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= a(t)b(x)

Das Verfahren der Trennung der Variable funktioniert auch fiir den Fall, dass v zeitabhéingig und von der
Form

v:IxG—=R, o(tz)=a(t)blx)

ist, wobei I C R ein offenes Intervall und a und b jeweils stetig sind. Dann liefert Auflésen von

/t:(x) a(r) dr = /x: be(lz) (1.4)

nach ¢(x) analog zu oben eine lokale Losung von

z(t) = v(t, x(t)) zum Anfangswert z(tg) = xg .

1.1.2 Lineare Differentialgleichungen erster Ordnung

Eindimensionale lineare Differentialgleichungen, die Wachstumsraten und andere Vorgénge aus Biologie oder
Physik, beschreiben, sind von der Form

i = g(t)e, (15)
oder
i = gty + £(0), (1.6)
wobei (1.5) homogen und (1.6) inhomogen genannt wird. Die Funktion f(¢) wird Stérfunktion genannt.

Sei nun ¢(t) auf einem Intervall I stetig, so besitzt sie dort auch eine Stammfunktion und nach (1.1.1) lésst
sich die Losung des zugehorigen Anfangswertproblems & = g(t)x, x(tg) = o, als

z(t) = xoeftto g(r)dr

schreiben. Etwas allgemeiner lidsst sich sagen, dass genau die Funktionen
2(t) = Cel 9}
alle Losungen von (1.5) sind. Denn ist x(t) eine beliebige Losung von (1.5) dann gilt

dr 2'2—2v grz—gzx
dt z 22 22

=0.
Also muss z/z eine Konstante sein.

Nun nehmen wir uns die inhomogene Gleichung (1.6) vor. Ist nun x,(t) irgend eine (partikuldre) Losung
von (1.6), so gilt fiir jede andere Losung z(t) von (1.6) dass, fir y =z — z,

y'(t) = (@(t) —2p(t) = g(O)x(t) + f(t) — (g()ap(t) + [ (1) = g(t)(x — ) = g()y(?),
also y eine Losung von (1.5) ist. Infolgedessen muss z(t) die Gestalt
z(t) = zp(t) + Cel 9t

Das Problem alle Losungen fiir (1.6) zu finden reduziert sich auf die Aufgabe, eine spezielle Losung fiir (1.6)
zu finden. Wenn f stetig ist, kann man das mittels der Methode der Variation der Konstante machen.

Ansatz: .
zp(t) = O(t)elto 9%,

Da z, die Gleichung erfiillen muss, gilt

g(t)xp(t) + f(t) = dp(t) = C‘f(t)efttog(S)ds " C(t)g(t)eftto g(s)ds
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sodass

. t
C(t) = f(t)e o2
gelten muss, was wiederum durch die Stammfunktion
t T
cty= [ fr)e Josgr
to

integriert werden kann. Wir bekommen. Somit wissen wir, dass allgemeine Ldsung der inhomogenen Glei-
chung = partikuldre Losung der inhomogenen Gleichung + allgemeine Lésung der zugehorigen homogenen
Gleichung.

1.4 Lemma. Sind f(¢) und g(¢) auf dem Intervall I stetig, so besitzt das Anfangswertproblem

i = g(t)e + F(1), wlty) = 2o (1.7)
eine genau eine Losung.
1.5 Beispiel.
& = (sint)x +sint, x(0)=0.
Step 1: Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung ist offensichtlich zj,(t) = Ce™ ¢°5t,

Step 2: Bestimmung der partikuliren Losung durch z, = C(t)e™ %, mit C(t) = sinte®*?, und damit C(t) =
—e®t und z,(t) = —1.

Step 3: Anpassung der freien Konstanten der homogenen Lsung an die Anfangsbedingung. Sei z(t) = Ce™ st —
1, dann gilt 2(0) = Ce — 1 = xg, also C = e~ !(xg + 1).

1.1.3 Die exakte Differentialgleichung

Sei U : R? — R. Sei (2(t), y(t)) eine Paramterisierung der Aquipotentiallinien von U (z,y), sprich der Kurven
U(z,y) = c. Dann gilt

d
%U(x(t)ay(t)) = Uz + Uyy =0,

und wenn, zum Beispiel & # 0 ist, dann gilt auch

dy
U, +—U, =0.
@t de Y
Beziehungsweise,
dx

falls y # 0. Sei nun
VU=F=(P,Q):R* =R

dann ldssen sich die beiden Gleichungen aus Symmetriegriinden am besten durch
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0 (1.8)

schreiben.

Normalerweise ist die Problemstellung umgekehrt. Wir haben eine Diffgleichung der Form

dy
—U,+U,=0
dx T

oder
P(z,y)dx+ Q(z,y)dy =0
vorgegeben, und wir fragen ob wir die Losungskurven mittels einer Potentialfunktion U angeben kénnen.

Man nennt nun ganz allgemein die Gleichung (1.8) exakt, falls F' = (P, Q) eine Potentialfunktion U hat.
Losungen dieser Gleichung sind durch die Aquipotentiallinien gegeben.
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1.6 Beispiel.
2z sinydx + 2% cosydy = 0, y(1) = w/4.

Die Differentialgleichung ist auf R? exakt, denn sie hat dort die Stammfunktion U(x,%y) = 22 siny. Infolge-
dessen geht es nur darum die Gleichung

a?siny = U(1,7/4) = 1/V2

differenzierbar nach y aufzuldsen, oder nach x aufzulosen.

Es dréngen sich nun drei Fragen auf:
1. Wie kann man der Gleichung (1.8) ansehen, dass sie exakt ist?
2. Wie kann man, falls sie exakt ist, eine Stammfunktion bestimmen?
3. Unter welchen Vorraussetzungen kann man U(z,y) = c¢ differenzierbar nach y auflésen?

Die Fragen (1) und (3) wurden in Mathe 2 fiir Physiker beantwortet und sind in dem folgenden Satz
zusammengefasst.

1.7 Satz. Sind die partiellen Ableitungen von P, Q auf einem sternférmigen Gebiet D C R? vorhanden und
stetig, dann ist die Differentialgleichung

P(z,y)dz + Q(z,y)dy =0

genau dann exakt, wenn die Integrabilitdtsbedingung P, = @, erfiillt ist.

Weiters ist die Anfangswertaufgabe

P(z,y)dr + Q(z,y)dy = 0, y(zo) = yo

in einer hinreichenden Umgebung von z eindeutig 16sbar, wenn Q(zo,yo) # 0 ist. Eine analoge Aussage gilt
fiir das Anfangswertproblem

P(z,y)dr + Q(z,y)dy =0, x(yo0) = zo.

Beweis. Hier eine Wiederholung des des Argumentes, wie man die Sei a so dass jeder Punkt in D durch
Gerade erreichbar ist. Bezeichne © = (x1,z2), und F = (Fy, F) = (P, Q). Die Gerade sei parametrisiert
durch y(t) = a + t(x — a).
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(;Fk> (a+t(x —a))t- (g — ay) dt

J

(aiij> (a+t(z —a))- (2 —ax)t dt

1
/
1
/
—/1Fj(a+t(x—a)) dt—i—/l((iFj(a—i-t(m—a)))tdt
0 0
1
/
Ej

1

1
—/Fj(a+t(x—a)) dt
0 o

t=

Der zweite Teil der Aussage ist eine Konsequenz des Hauptsatzes iiber implizite Funktionen. U(x, y) ist nach
y auflésbar in Umgebung von (zg,yo) wenn Q(zo, yo) = Uy(xo, yo) # O ist. d

1.8 Beispiel.
(12zy + 3)dz + 62%dy =0, y(1) = 1.

Ist die Differentialgleichung
P(z,y)dz + Q(z,y)dy = 0

nicht exakt, so kann man mittels Multiplikation einer nichtverschwindenden Funktion, eines integrierenden
Faktors, M (x,y) versuchen, sie zu einer zu machen

M(I‘, y)P(m,y)dx + M(.%',y)Q(H?, y)dy =0,

wobei
L Mz, y)P(a,y) = = (M(z,y)P(x.)). (1.9)

dy dx
1.9 Beispiel.
(42 4 3y?)dz + 2zxydy = 0

Die Gleichung ist nicht exakt. Man kann nun versuchen einen integrierenden Faktor M einzufiihren. Es
empfiehlt sich eine Funktion zu nehmen, die nur von einer Variable abhéngt, z. B., M(z). Um (1.9) zu
erfiillen, muss M der Gleichung zM’ = 2M geniigen, mit Losung M = 22. Damit wird die Gleichung exakt
mit der Stammfunktion U = z* + 23y%. Die Potentiallinien erfiillen die urspriingleiche Gleichung, solange
x # 0 ist, also auf den beiden Halbebenen.

1.2 Dynamische Systeme und Fliisse

Wir betrachten im folgenden dynamische Systeme, die von Differentialgleichungen erster Ordnung erzeugt
werden. Wir werden primér an qualitativen Aussagen interessiert sein, wie in der Mathematik so iiblich. Dass
dies einen Grossteil der Systeme in der Physik abdeckt, folgt aus der Tatsache, dass Gleichungen héberer
Ordnung wie die Newton’s einfach auf ein System erster Ordnung reduziert werden kann, wie im folgenden
Beispiel ersichtlich.

1.10 Beispiel. Klassische Mechanik

Bewegt sich ein Teilchen der Masse m > 0 in einem Gebiet D C R? unter dem Einfluss einer Kraft K : D —
R3, so 16st die Bahnkurve des Teilchens t — x(t) die Gleichung

mE(t) = F(x(t)) (Masse x Beschleunigung = Kraft) .
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Setzen wir G : D x R?> C R und v : G — RS,

x(t
v(z,y) = ( le(x) ) , sowie z(t) = < ;Egti ) ,

so 16st z(t) die Gleichung

denn

0= (38) o)
(1) m ' (2(t)) = v(=(1))
Es ist also z die Losung der gewdhnlichen Differentialgleichung
Z=w(z).
Bestimmt man also zum Vektorfeld v : G — R® alle Losungskurven z : I(z) — G, so erhilt man durch

Projektion auf die ersten 3 Koordinaten alle Teilchenbahnen z : I(z) — D im Kraftfeld F.

Wie wir sehen werden bestimmen diese Losungskurven ein dynamisches System ¢. Oder, besser, einen Fluss
am Phasenraum G C RS.

In einem deterministischen dynamischen System kann man jedem Zustand = Punkt z im Phasenraum G
eine eindeutige zeitliche Entwicklung zuordnen: Ist das System zum Zeitpunkt tg = 0 im Zustand x € G, so
sei der Zustand zum Zeitpunkt ¢ gleich (¢, z). Dabei kann das “Existenzintervall* I(x) 3 0, auf dem die
Abbildung ¢(-, z) : I(z) — G erklért ist, von x abhéingen. Wir schreiben oft ¢!(z) := (¢, ) und verlangen
@Y(z) = x und die Vertriiglichkeitsbedingung

©* (o' (2)) = " ()

fiir alle t € I(z) und s € I(¢'(x)).

1.11 Definition. Dynamisches System

Ein dynamisches System auf einem Gebiet G C R™ ist gegeben durch eine stetig differenzierbare Abbid-
lung v : Q — G, (t,z) — ¢'(z) mit folgenden Eigenschaften:

(a) Q C R x G ist ein Gebiet, so dass {0} x G C Q ist und fiir jedes x € G ist
I(z) = {teR|(t,z) € Q} = {t|o'(zx) € G} CR

ein Intervall, das sogenannte Existenzintervall zum Startpunkt z.
(b) (i) Fiir alle z € G ist ¢°(z) = x;
(i) fir alle z € G und t € I(x) gilt:
Es ist s € I(¢!(z)) genau wenn s+t € I(x). In diesem Fall gilt

(@' (x)) = "M ().
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1.12 Bemerkung. (a) Man nennt G C R" den Phasenraum des dynamischen Systems ¢ .

(b) Weil Q C R x G € R™*! offen ist, ist auch I(z) C R offen und wegen Definition 1.11 (a) ein offenes
Intervall,

1) == (¢ (2), £+ (2).
Hierbei ist ¢_(z) € [~00,0) und t4(z) € (0,+o0c]. Wir nennen p(x) := {¢'(z)|t € I(x)} den Orbit
von z und I(z) sei Existenzintervall.
(c) Setzen wir fiir jedes t € R
Gy:={r e G|(t,x) €}

(G ist also die Menge derjenigen z € G, deren “Zeitentwicklung” mindestens bis zur Zeit ¢ existiert),
so folgt aus Definition 1.11 (b), dass

¢'(Gr) = {¢'(x) |z € Gi} = G

gilt und, dass ﬂ-
(pt : Gt — G_t m

ein Diffeomorphismus ist, denn ¢!
G_; — Gy ist sein Inverses:

P oyl (z) - Zt‘j;(_fvt)(; Plz) = x ‘ _ -

Man nennt die Familie (¢!);er von Diffeo-
morphismen den Fluss von .

\
Y

Statt ¢!(x) schreibt man oft auch kurz x(t). Nachteil: In dieser Notation ist der Anfrangspunkt °(x) =
x = z(0) nicht mehr explizit enthalten.

(d) Besonders schon ist die Situation, wenn I(z) = R ist, fiir alle z € G, also Gy = G fiir alle t € R. In
diesem Fall ist 2 = R x G und man spricht von einem globalen dynamischen System bzw. einem
globalen Fluss auf G. Es ist dann also

R — Diff(G), t +— "
ein Gruppenhomomorphismus von (R, +) in die Diffeomorphismengruppe von G,
Diff(G) = {¢ : G — G| ¢ ist Diffeomorphismus} .

Umgekehrt definiert jeder stetig differenzierbare Homomorphismus ¢ : R — Diff(G) ein globales dy-
namisches System auf G.

1.13 Definition. Vektorfeld eines Flusses
Sei ¢ ein dynamisches System auf einem Gebiet G C R™. Dann heifit

d
v:G—R", x = v(x) = agpt(:n) =: %(0)
das Vektorfeld von ¢ auf G.

1.14 Bemerkung. Sei ¢ ein dynamisches System auf G C R™ mit Vektorfeld v : G — R".
Dann gilt fiir alle € G und alle ¢t € I(z)

oder kurz

10
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Das Vektorfeld selbst hidngt also nicht von der Zeit ab.

Beweis. Seien x € G und t € I(z) beliebig. Mit y = ¢!(z) gilt nun:

WP @) =oly) = T W)| _ = S @)| = Setie)| = T = 5e@).

1.15 Bemerkung. (a) Jede der Kurven I(z) — R", t + ¢'(x) =: x(t) erfiillt also das System von n

Gleichungen
#1(t) = wvi(z1(t), -, zn(t))
Tn(t) = vp(x1(t),...,20(t))
oder kurz eben
T =uv(x).

Man nennt ein solches System ein autonomes System gewdhnlicher Differentialgleichungen.
,Differentialgleichung®, weil in den Gleichungen sowohl die Funktionen x1,...,z, als auch ihre Ab-
leitungen vorkommen; ,,gewthnlich®, weil die Funktionen nur von einer reellen Veridnderlichen ¢
abhéngen (nicht von mehreren, in welchem Fall man von ,partiellen®

Differentialgleichungen spricht); ,autonom®, weil das Vektorfeld v nicht selbst von der Zeit t abhéngt.

(b) In den meisten Fillen ist es nun so, dass man das dynamische System ¢ auf G C R™ gerne kennen
wiirde, aber zunichst nur das zugehorige Vektorfeld v : G — R™ kennt. Es stellt sich also die funda-
mentale Frage: Inwieweit legt das zugehorige Vektorfeld v das dynamische System ¢ fest? Wir werden
zeigen, dass jedes stetig differenzierbare Vektorfeld v auf G C R™ genau ein (maximales) dynamisches
System ¢ auf G festlegt.

1.16 Definition. Lésung einer Differentialgleichung

Sei v : G — R" ein stetiges Vektorfeld. Sei I C R ein offenes Intervall. Man nennt eine stetig differenzierbare
Kurve z : I — G, t — x(t), eine Losung der Differentialgleichung

& =w(z),

wenn fiir alle t € I gilt
() = v(z(t)) -

Falls 0 € I ist, so heifit z(¢) eine Lésung zum Anfangswert xy € G, wobei xg = x(0) ist.

1.17 Bemerkung. Phasendiagramm

Man verdeutlicht sich das Vektorfeld v : G — R"™ oft durch das sogenannte Phasendiagramm. Sei bei-
spielsweise v : R? — R2, (1, 29) > (—x2,21) und

& =v(z) = ( ;‘”i?)

Die Losungskurven x(t) sind iiberall tangential
an v und heiflen Integralkurven an das Vek-
torfeld v. Beim Losen einer Differentialgleichung
spricht man auch vom ,Integrieren der Glei-
chung®.

x2

11



1 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

1.18 Beispiele. (a) Der freie Fall

F(z) = —mges, g>0, , e3=(0,0,1).
Der zugéngliche Ortsraum (= Konfigurationsraum) ist D = R x R x (0,00) und der Phasenraum ist
G = D x R3. Wir suchen Lésungen von

i=LF(z) = —ges,

m

d.h. wir miissen das System Z = v(z) mit v(z,y) = (y, —ges) integrieren:

T1 =1 y1 =0
To =1y Y2 =0
T3 = Y3 Y3 = —g

Hier bekommt man die Losungen wirklich unmittelbar durch Integration:

Yy = b1 ry = blt+a1
Y2 = by Ty = bat+ap
ys = —gt+by w3 = —9t*+bst+as
mit Integrationskonstanten aq,...,b3 € R fiir alle ¢ € R. Es ist dann 2(0) = @ und %(0) = b und das

zuv: G — RS v(x,y) = (y, —ges) gehorende dynamische System ¢ auf 2 C R x G ist gegeben durch
v:Q—G,
o' (x,y) = (—§t%es +ty+a, —gtes+y).

Die Existenzintervalle sind durch die Bedingung x3(t) > 0 eingeschrénkt, es gilt also

2 2
How) = (8- 2 JE 2

und dementsprechend Q = {(t,2,9) € R x G|t € I(x,y)}. Die Lésung von mi = F(z) auf D C R3
zum Anfangswert (z(0),2(0)) = (zo, yo) ist somit

a(t) = —4 t2 es + tyo + xo - (Parabelbahn)

xs3

A Y3

T3

L.
>

X1,T2

Losung im Ortsraum Phasenraumdiagramm

(b) Das Hookesche Gesetz

12

Ein Gewicht der Masse m héinge an einer Feder der Federkonstante £ > 0 und x € R bezeichne die
vertikale Auslenkung aus der Ruhelage. Dann wirkt auf das Gewicht die Kraft F'(x) = —kx und die
Bewegungsgleichung lautet diesmal

mi = —kx bzw. I = —wx



1.2 Dynamische Systeme und Fliisse

mit w = \/%. Mit G =R x Rund v : G — R?, v(z,y) = (y, —w?x) ist also

T =y

= —wWx

zu losen, was wir auch als

Z= Az,

(2 e ) o

Nun gilt B2 = —1. Deshalb spielt B die Rolle von i, und man kann leicht sehen, durch Reihenentwick-
lung der Exponentialfunktion, dass

schreiben konnen, mit

e“'B = 1 cos(wt) + Bsin(wt),

gilt.

Die qualitative Form der AY
Losungen liest man direkt

aus dem Phasenraum-

diagramm ab, und muss
eine Drehung im Phasen-
raum sein. Explizit erhalt
man z(t) = (z(t),y(t)) =
e“'B2(0) = (z0,y0) cos(wt) +
B(xg,yo)sin(wt), sodass wir
fiir z(t) folgendes bekommen,

x(t) = o cos(wt) + N inwt .
w

1.19 Definition. Systeme gewdhnlicher DGLen m-ter Ordnung

Sei m € N. Ein System gewo6hnlicher Differentialgleichungen m-ter Ordnung auf einem Gebiet
D C R" ist gegeben durch eine stetige Funktion

f:DxR"x .- xR" - R"
S ——
(m—1)—mal

und die Gleichung
2" = f(z, &, ..., 2™ ). (%)

Unter einer Losung von () versteht man eine m-mal stetig differenzierbare Kurve x : I — D, I C R ein
offenes Intervall, so dass fiir alle t € I gilt

Falls 0 € [ ist, heiBt 2 : I — D Lésung zum Anfangswert (o, y1, - . -, Ym—1) wobei z(0) = zg und 2V) = y;
firj=1,...,m—1.

1.20 Bemerkung. Reduktion auf ein System erster Ordnung

Man kann jedes System m-ter Ordnung auf einem Gebiet D C R",

(M) = flx,z,... ,a:(mfl)) ,

13



1 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

immer auf ein System erster Ordnung auf dem Gebiet G := D x R™™~1) < R™ zuriickfiihren. Man definiert
dazu einfach das Vektorfeld v : G — R™ durch

Y
Y2
,U(:E7y1>"'7ymfl) = :

Ym—1
f(@yr o Ym—1)

und 16st dann mit z = (z,y1,...,Ym—1) € G das System
zZ=wv(z).
Beweis. Ist x : I — D, t — x(t), Losung von z(m) = flz,a,... ,x(m_l)), soist z: I — G
2(t) = (z(t), &(t),...,z" V(1))

Losung von Z = v(z). Ist umgekehrt z(t) = (x(t),y1(t), ..., ym—1(t)) Losung von Z = v(z), so ist t — x(t),
I — D Loésung von (M) — flx,a,... ,x(m_l)). n

1.21 Definition. Autonome und nicht-autonome Systeme

Sei I C R ein offenes Intervall. Ein stetiges zeitabhingiges Vektorfeld f auf einem Gebiet D C R" ist
eine stetig differenzierbare Abbildung

f:IxD—=R" (t,x)— f(t,x).
Man nennt dann das System gewohnlicher Differentialgleichungen
&= f(t x) (*)

nicht-autonom, wenn f explizit von ¢ € I abhéngt. Ist f (wie bisher) unabhéngig von ¢, so heifit & = f(x)
autonom. Sei J C [ ein Teilintervall. Eine stetig differenzierbare Kurve z : J — D heifit Losung von (x),
wenn fiir alle t € J gilt

a(t) = f(t, (1))

Fiir ¢t € J heifit  Losung zum Anfangswert zg = z(tg) zur Anfangszeit ¢.

1.22 Bemerkung. Reduktion auf ein autonomes System

Man kann jedes nicht-autonome System & = f(¢,x) auf einem Gebiet D C R" auf ein autonomes System
auf G := I x D C R"! wie folgt zuriickfiihren:

Man setzt v : G — R"™ w(s,y) = (1, f(s,9)), z := (s,9) € G, und lése dann = v(z) auf G zum
Anfangswert (s,y) = (to, o). Sei z(t) = (\(/)/ y(t)) diese Losung, dann ist z(t) = y(t — tg) Losung von

—to+t
T = f(t,x)

zum Anfangswert xg zur Anfangszeit .
Beweis. Es ist z(to) = y(0) = xo und es gilt

B(t) = gt —to) = f(s(t — to) ,y(t —to)) = f(t, (1)) .

=t

14



1.2 Dynamische Systeme und Fliisse

1.23 Bemerkung. (a) Im allgemeinen hat man keine Chance, ein System gewohnlicher Differentialglei-
chungen

T =v(x)

auf ein Gebiet G C R"™ bei Vorgabe von v : G — R”" zu integrieren, d.h. den zugehorigen Fluss
@ explizit zu bestimmen. Man ist daher schon damit zufrieden, qualitative Aussagen iiber die Bahn
t — x(t) zu bekommen, wie z.B. Antworten auf die Fragen:

(i) Konvergiert t — x(t) fiir t — oo gegen eine Gleichgewichtslage =, € G, also einen Punkt mit
v(xy) =07
(i) Ist ¢ — x(t) periodisch, also z(t + T') = z(t) fiir ein 7' > 0 und alle ¢t € R?

(iii) Oder auch nur: fiir welche x € G ist iiberhaupt I(z) = R, existieret also eine Losung fiir alle
Zeiten?

Man nennt das Studium dieser Fragen die ,,Qualitative Theorie gewthnlicher Differentialgleichungen®.

(b) Hat man spezielle Informationen iiber v oder G, z.B. Symmetrieaussagen oder G C R so kann man
& = f(z) in manchen Fillen doch explizit integrieren.

1.24 Proposition. Integration eindimensionaler DGLen

Sei G C R ein Intervall, v : G — R stetig und zg € G mit v(xg) # 0. Seien weiter d1,d2 > 0 derart, dass
(xg — 01,20 + 62) C G und v(z) # 0 fir x € (zg — d1,x0 + J2) ist. Definiere 7 : (xg — d1, 9 + d2) — R durch

T(x):/;v‘zz).

Dann ist I := Bild(7) C R ist ein offenes Intervall und 7 : (xg — 01, x¢ + d2) — [ ist ein Diffeomorphismus.
Seine Inverse ¢ := 771 : I — (29 — &1, 70 + d2) ist Losungskurve von & = v(x) auf G zum Anfangswert .

Beweis. von Proposition 1.24. Es ist 7/(x) = ﬁ # 0 und nach dem Zwischenwertsatz fiir alle € (z¢ —

01,20 + d2) von gleichem Vorzeichen. Damit ist 7 streng monoton und deshalb bijektiv auf sein Bild. Nach
dem Umkehrsatz ist 7 ein Diffeomorphismus auf sein offenes Bild I. Fiir ¢ = 77! gilt dann ((t) = = (;(t))

v(p(t)) fiir alle t € I. Wegen 7(xg) = 0 ist p(0) = xo.

O

1.25 Bemerkung. (a) Man kann also eindimensionale Gleichungen durch ,,Quadratur® 16sen, d.h. durch
die Prozesse ,,Stammfunktion bilden“ und ,, Invertieren®.

(b) Das Verfahren der Trennung der Variable funktioniert auch fiir den Fall, dass v zeitabhéngig und von
der Form

v:IxG—=R, o(t,x)=a(t)bx)

ist, wobei I C R ein offenes Intervall und a und b jeweils stetig sind. Dann liefert Auflésen von

/:x) a(t) dt = / x b‘?;‘)

nach 7(x) analog zu Proposition 1.24 eine lokale Losung von
z(t) = v(t, z(t)) zum Anfangswert z(tg) = g .

(c) Ganz allgemein sind die Punkte zg € G, wo ein gegebenes Vektorfeld v : G — R™ verschwindet,
v(zp) = 0, fir das dynamische System von & = v(x) besonders einfach: Es ist I(xg) = R und z((t) =
o (z0) = x fiir alle t € R. Man nennt diese Punkte Gleichgewichtslagen oder stationire Punkte.

(d) Mit Proposition 1.24 ist das dynamische System ¢ von & = v(x) auf G C R vollstéindig bestimmt. Sein
Phasendiagramm sieht so aus:

15



1 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

In den Nullstellen von v ruht das Sy-
stem. Dazwischen lduft es monoton
von einer Nullstelle zur né#chsten.
Ist v an den Nullstellen differenzier-
bar, so werden die Gleichgewichtsla-
gen in endlicher Zeit nicht erreicht.
An den Rindern des Intervalls G
koénnen die Orbits in endlicher Zeit
entweichen.

A v(x)

foo %oy

To — 01 xo + 02

1.26 Beispiele. (a) Seia € Rundv:R — R, v(z) = ax ein lineares Vektorfeld. Die Losung von & = v(x)
auf G = R zum Anfangswert z¢ > 0 fiir a # 0 ist nach Proposition 1.23 fiir z > 0 gegeben durch
Tdu 1 1. =z

t(z) = =—(Inz—Inzy) = —In—

2o AU Q a  To

also

In— =at = z(t) = z9e™ VteR.
zo

Diese Formel gilt auch fiir o < 0 und somit ist der Fluss ¢! : R — R, ¢!(z0) = e* o global.
(b) Seiv:R — R, v(x) = 1+ 22 quadratisch in x. Die Losungskurve ¢t — x(t) zum Anfangswert zo = 0 ist

T od
t(z) = /0 . +uu2 = arctan(x)
also

x(t) = tan(t) .

Somit ist I(0) = (=5, ) und ¢ — z(t) lduft ,in endlicher Zeit nach Unendlich®.

(c) Sei v : R — R gegeben durch v(x) = y/|z|. Dann erreichen die Losungen zu Startwerten x(0) < 0
in endlicher Zeit die Ruhelage z = 0. Dort kénnen Sie beliebig lange verweilen und dann nach rechts
wieder aus der Ruhelage herauslaufen. Die Losungen sind also nicht eindeutig. (vgl. Ubungen).

1.27 Definition. Lipschitz-Stetigkeit
Sei G C R™ ein Gebiet und v : G — R" ein Vektorfeld.
(a) Es heiit v Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 gibt, so dass fiir alle z,y € G gilt

lo(z) = v(y)l| < Lllz -yl

Es heifit dann L eine Lipschitz-Konstante fiir v.

(b) Es heifit v lokal-Lipschitz-stetig, wenn jedes z € G eine offene Umgebung U C G besitzt, so dass
v|y Lipschitz-stetig ist.

1.28 Bemerkung. Differenzierbar = lokal Lipschitz

Sei v : G — R™ ein stetig differenzierbares Vektorfeld auf einem Gebiet G C R™. Dann ist v lokal Lipschitz-
stetig.

Beweis. Ubungsaufgabe (leicht). O

1.29 Proposition. Sei G C R™ ein Gebiet und v : G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Fiir jedes
Kompaktum K C G ist v|g Lipschitz-stetig.

Beweis. Dies folgt aus folgender Tatsache: Es sei U, U, die Vereinigung dieser Umgebungen U, von x, wo
v(z) Lipschitzstetig ist. Es gilt natiirlich K C U,U,. Nun verwenden wir die Tatsache, dass aus jeder
offenen Uberdeckung einer kompakten Menge K man eine endliche Teiliiberdeckung Ug, Uy, fir e =1,.., M,
auswéhlen kann. Fiir seperable Rdume (es gibt eine abzdhlbare dichte Teilmenge) ist diese Eigenschaft

16
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dquivalent zu dem Begriff der Kompaktheit, die wir kennen, ndmlich dem dass jede Folge eine konvergente
Teilfolge besitzt.

Auf Grund der Seperabilitéit kann man némtlich zuerst schliessen, dass es eine abzihlbare Uberdeckung
Uz;Uz; geben muss. Angenommen man kann keine endliche Teiliiberdeckung auswéhlen, dann findet man
Folge xy € K \ u;,Vj Uy;. Aber da K kompakt ist gibt es konvergente Teilfolge z; mit Limes z € K. Dies x
liegt in mindestens einem Uy, wo aber auch alle bis auf endlich viele Elemente von z; liegen, damit einen
Widerspruch zu obiger Annahme.

Mit dieser endlichen Uberdeckung lisst sich jetzt leicht die Aussage zeigen.

O

1.30 Bemerkung. Sei D C R™ kompakt. Dann wissen wir aus Mathe 1 dass X = (C%(D),|| - |l«) ein
Banachraum ist, wobei C°(D) die Menge der stetigen Funktionen mit Bild in R” sind, und

)

[flloo = sup [|f(2)]
xzeD

und || - || die Euklidische Norm eines Vektors in R". Es ei erinnert, dass Banachraum bedeutet, dass der
Raum vollsténdig ist bezglich der Norm || - ||oo. Das heisst, dass alle Cauchyfolgen konvergieren.

Beweis. Sei f, eine Cauchyfolge, also || fn — fim|| = n.m—oo 0. Da fiir alle x € D f,(z) beschrinkt ist, gibt es
konvergente Teilfolge, die gegen einen Grenzwert, sagen wir f(x) konvergiert. Also fiir jedes € > 0 und jedes
z gibt es ein n(x) sodass || f(z) — fu@) (7)]| < /2. Da f, Cauchyfolge ist kénnen wir m und auch n(z) so
gross genug wihlen, sodass || f,(z) — fmlleo < &/2 ist. Also gilt

1 (@) = Fm @] < 1f(2) = fa@) @) + [ fa@) (@) = fm(@)[| <e/2+e/2 =,

und zwar unabhéngig von x. Das heisst ||f — fu]loo — 0. Und da wir wissen, dass der gleichméBige Limes
stetiger Funktionen stetig ist, gilt dass f stetig ist und somit ist X ein Banachraum. Die Stetigkeit von f
sieht man durch

1 () = FWI < £ (@) = fu@)] + [1fn(2) = fu@)]] + [1faly) = F(W)]

und der Tatsache, dass der erste uns dritte Term wegen der GleichméBigkeit kleiner als jedes € gewihlt
werden kann fiir n geiigend gross und der mittlere Term auf Grund der gleichméBigen Stetigkeit von f,(z)
kleiner als € wird fiir alle ¢ in einer geeigneten §-Umgebung. OJ

1.31 Theorem. Existenz- und Eindeutigkeitssatz von Picard-Lindel6f

Sei G C R™ ein Gebiet, v : G — R"” ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld und z¢ € G .

Dann existiert ein § > 0, sodass es genau eine stetig differenzierbare Kurve z : (—4,0) — G gibt, die Losung
von & = v(z) zum Anfangswert xg ist, also

z(t) = wv(z(t)), Vit e (—0,0)
z(0) = x }(*)

erfiillt.

1.32 Bemerkung. Die Grundidee des Beweises ist die Folgende: Ist x : (—¢,0) — G Losung von (x), so
folgt durch Integration und den Hauptsatz

also
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Jede Losung von (x) ist also Fixpunkt der Abbildung @, die jeder Funktion ¢ die Funktion ®[¢] zuordnet,
gegeben durch

t
Blet) =20+ [ vlels)ds.
0
Ist umgekehrt x Fixpunkt von ® und stetig, so liefert Differentiation von (xx), dass @(t) = v(z(t)) fir alle
€ (—9,9), also = Losung von & = v(z) zum Anfangswert x(0) = xg ist.
Man muss nun lediglich den Funktionenraum auf dem ® operiert so definieren, dass er ein Banachraum

stetiger Funktionen ist und ® eine Kontraktion darauf. Dann liefert der Banachsche Fixpunktsatz das
Resultat.

Beweis. von Theorem 1.31. Weil G offen ist, existiert ein 7 > 0, so dass K = B,(z¢) C G ist.
Da K kompakt und v|x : K — R" stetig ist, existiert ein M > 0 so, dass fiir alle z € K gilt ||v(z)]| < M.
Nach Proposition 1.29 existiert auch ein L > 0, sodass v|x Lipschitz-stetig ist mit Lipschitz-Konstante L.

Setze nun J := min{% , 77y und sei 0 < &g < 0 beliebig. Wir betrachten den Vektorraum
X ={p:[bo,00] = R" | ist stetig} = C([—do, do], R")

mit der Supremumsnorm
Ielloo = suPse|—60,50] llP (D] -
Es ist dann (X, || - [[s) ein Banachraum und der Teilraum

A={pe X |p(0)=2xund p([—d,d]) C K} C X
ist abgeschlossen. Fiir ¢ € A sei nun ®[p] : [—dp, dp] — R™ gegeben durch

P[] (t) == z0 +/0 v(p(s))ds.

Es ist dann ®[p] wieder in A, denn ®[y] ist stetig (sogar stetig differenzierbar), ®[](0) = z¢ und ®[p](t) € K
fiir alle ¢t € [—dp, dp]. Letzteres folgt aus

1B[](t) — o] < H/ ) ds
<M

Damit ist ® eine Abbildung von A nach A, ® : A — A. Schliefflich ist ® eine Kontraktion mit Kontrakti-
onskonstante 0 < 6 < 1, 6 := §y L . Denn fiir alle p, ¢ € A gilt

/||v Hds<50M<MM:r.

t
[ @fe] - @] :iauﬁ(““@"“W) <SEQ/H — v((s)) s
do
< s [ Llp(s) ~ v(s)lds < Ll — vl =l — e
[t|<do v/ 0O

mit § = oL < 1, weil §y < T ist.
Nach dem Banachschen Fixpunktsatz existiert also genau ein ¢ € A mit ®[p] = .

Setze nun z : (—0,0) — G, x(t) = p(t), wobei fiir t € (=4, ) erst ein |t| < dp < § gewihlt sei und ¢ dann
der eindeutige Fixpunkt von ® = ®;, sei. Da jeder Fixpunkt von ®5, auch Fixpunkt von ®5, mit d; < &g
ist, hiingt diese Definition nicht von der Wahl von §y ab. Es folgt, dass = stetig ist und V¢ € (-0, ) gilt:

¢
z(t) = o +/ v(z(s))ds.
0
Also ist x sogar stetig differenzierbar mit
z(t) =v(z(t)) und x(0) = xg.

Also ist & Losung von (x). Da jede Losung von (k) auch (xx) erfiillt und die Losung von (%) ja nach dem
Banachschen Fixpunktsatz eindeutig ist, ist « auch die eindeutige Losung von (x). O
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1.33 Bemerkung. (a) Man beachte, dass der Existenzsatz nur die Existenz einer Losung von & = v(x),
x(0) = xq ,fiir kurze Zeiten® liefert, z : (—4d,0) — G. Man spricht daher von lokaler- bzw. Kurzzeitexi-
stenz.

(b) Der Beweis gibt auch eine untere Schranke fiir die Lebensdauer der Losung x, ndmlich

5(z0) = min{i, r(ﬁ))} ,

wobei () so ist, dass K = B,(w9) C G ist und M > 0 eine Schranke fiir die ,, Geschwindigkeit® ||v||
auf K und L > 0 eine Lipschitzkonstante (z.B. eine Schranke auf ||Dv||, falls v stetig differenzierbar
ist) auf K ist.

1.34 Definition. Maximale Lésung

Sei G C R" ein Gebiet und v : G — R" ein stetiges Vektorfeld. Eine Losung = : I — G, I C R ein offenes
Intervall, von # = v(x) auf G heifit maximal, wenn gilt: Ist I C R ein Intervall mit / > I und 2 : I — G
eine Losung von & = v(x) mit |7 = x, so gilt bereits [ = I und somit Z = z.

Man sagt auch, eine maximale Losung kann nicht fortgesetzt werden.

1.35 Proposition. Sei G C R"™ ein Gebiet und v : G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Seien
1,J € R offene Intervalle mit 0 € INJ und x : I — G und y : J — G Losungen der Differentialgleichung
& = v(z) mit Anfangswert 2(0) = y(0) = zp € G. Dann gilt fiir alle t € INJ : z(t) = y(t).

Beweis. Sei A = {t € I N J|xz(t) = y(t)}. Wir zeigen, dass A = I N J ist. Sei dazu I = (t_,t4) und
J =1(s—,s4+) und 0.B.d.A. t; < sy und

to :=sup{7T € (0,t4)|z(t) =y(t) VO <t <T}.

Nach dem Eindeutigkeitssatz existiert ein 05, > 0, sodass z(t) = y(¢) fiir alle 0 < t < 0g,. Also ist
0 <0 <ty <tsy. Angenommen ty < t;. Die Stetigkeit von x liefert dann z(tg) = y(t9) =: To. Wiederum
nach Picard-Lindelof existiert dann aber ein dz, > 0 so, dass z(t) = y(t) fur alle t € (tg — 0z,, %0 + 0z),
was im Widerspruch zur Definition vor ty steht. Also ist tg = 4 und mit einem analogen Argument fiir die
andere Intervallgrenze ergibt sich A =1nNJ. O

1.36 Satz. Existenz und Eindeutigkeit der maximalen L&sung

Sei G C R" ein Gebiet und v : G — R" ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld. Dann existiert zu jedem
xo € G genau eine maximale Losung = : I — G von & = v(z) mit z(0) = xg.

Beweis. Ist y : J — G eine Losung von & = v(z) mit y(0) = zp und 0 € J, so notieren wir diese mit (y, J).
Sei nun
I:= U JCR
(y,J) ist Losung
Dann ist I C R ein offenes Intervall. Ist ¢ € I beliebig, so wihlen wir eine Losung (y, J) mit ¢ € J und setzen
x(t) := y(t). Wegen Proposition 1.35 ist dies unabhéngig von der Wahl (y, J). Es ist dann die so definierte

Funktion z : I — G eine Losung von & = v(z) mit 2(0) = . Nach Konstruktion ist # maximal und zwar
die einzige maximale Losung. O

1.37 Bemerkung. (a) Wir schreiben fiir das Definitionsintervall I der maximalen Losung von & = v(x),

z(0) = xo,
I(‘TO) = (t— ($U) ,t+(.’1§0)) )
wobei t_(xzg) € [—00,0] bzw. t4(xg) € [0, 0] die linke bzw. rechte Intervallgrenze bezeichnet.
(b) Wir setzen nun weiter
Q:={(t,z) eRxG|tel(x)}

und ¢ : Q = G, (t,z) = ' (x) = x(t), wobei I(z) — G, t — x(t) die maximale Losung von i = v(x)
zum Anfangswert x € G ist.
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1 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

(¢c) Man kann nun zeigen, dass 2 offen ist und ¢ : Q — G stetig ist. Man spricht von ,stetiger Abhéngigkeit
von den Anfangsdaten“. Falls v : G — R" stetig differenzierbar ist, so ist auch ¢ : @ — G stetig
differenzierbar.

(d) Wir zeigen hier noch, dass ¢ einen Fluss definiert, also die Vertriglichkeitsbedingung (b) aus Defini-
tion 1.12 erfiillt: Offenbar ist ¢°(x) = z fiir alle € G. Fiir z € G und t € I(x) 16sen nun sowohl

¢ (t-(2) =t tp(2) —t) = G, (s) =" (z)

als auch
P (- ('), 1 (9" (2) = G, Y(s) = ¢*(¢'(2))

die Differentialgleichung i = v(z) zum Anfangswert !(z). Auflerdem sind beide Lésungen maximal
und daher gilt: s € I(p'(x)) & s+t € I(z) und fiir diese s gilt ¢(s) = 1(s) also p*('(x)) = 5T (x).
(e) Ahnlich wie zuvor sagen wir, dass ein dynamisches System ¢ : Q — G maximal ist, wenn gilt: Ist
¢ : Q — G ein dynamisches System mit Q > Q und ®Pla = ¢, so muss bereits Q = Q sein und damit
p=¢.
(f) Das dynamische System ¢ : Q — G, das wir in (b) und (c) zu einem Vektorfeld v : G — R™ konstruiert
haben, ist offenbar maximal. Sein assoziiertes Vektorfeld ist offenbar gerade v.

1.38 Bemerkung. Insgesamt ergibt sich also, dass jedem maximalen dynamischen System ¢ auf G ein
stetiges Vektorfeld v = %(pt\tzo zugeordnet werden kann. Umgekehrt liefert zumindest jedes stetig differen-
zierbare Vektorfeld v auf G ein maximales dynamisches System ¢ auf G.

Dabei ist der Ubergang ¢ + v einfach (,, Differenzieren kann jeder) der Ubergang v — ¢ schwer (,,Integrieren
ist eine Kunst®).

Im allgemeinen weif§ man nicht einmal, ob bei gegebenem v : G — R™ und z € G das Ende ¢, (z) € (0, o0]
endlich oder unendlich ist. Der folgende Satz besagt aber immerhin, dass die Bahnkurve ¢ — z(¢) eines
Punktes x € G mit ¢4 (x) < oo jedes Kompaktum K in G verlassen muss, wenn ¢t — t,(z) geht, d.h.
t — x(t) strebt fiir ¢ — ¢4 (x) zum Rand von G oder nach Unendlich. Anders gesagt, ¢ — x(¢) kann sich in
endlicher Zeit ,,nicht einfach in Luft auflosen*.

1.39 Satz. Verhalten fiir ¢t — ¢ (x)

Sei G C R" ein Gebiet, v : G — R"” ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld und = € G so, dass t4(x) < oc.
Ist dann K C G kompakt, so gibt es ein 0 < 7 < t4(z), sodass fiir alle 7 < t < t4(z) gilt: z(t) € K.

Beweis. Da K kompakt ist, gibt es ein p > 0, so dass B,(x) C G fiir alle € K gilt. Denn die Distanzfunktion
zum Rand von G, dist: R” — [0, 00),

dist(z,0G) :=inf {||lx — y|| |y € G}

ist stetig und nimmt auf K ihr Minimum p an. Es ist ¢ > 0 denn sonst wire K N0G # 0, also K ¢ G.
Seien weiter ||v(z)|| < M fiir # € B,(K) und L eine Lipschitzkonstante fiir v auf B,(K). Dann gilt fiir
t € (0,t4(z)) mit z(t) € K, dass

mit § := min {1, £}. Fiir alle ¢t € (7,4 (z)) mit 7 := ¢, (z) — 6 muss also gelten, dass z(t) ¢ K. O

1.40 Bemerkung. (a) Eine entsprechende Aussage gilt natiirlich, wenn ¢_(x) > —oo ist.

(b) Bleibt eine Losungskurve t — z(t) in einem Kompaktum, z.B. wenn lim;_,;, x(t) = p fiir ein p € G
ist, so muss also ¢4 (z) = oo sein. In diesem Fall muss dann p eine Gleichgewichtslage sein.

Falls wir wissen dass v(x) hochstens linear wichst, dann kann man garantieren dass t4(z) = oo. Sei auf
G =R" ||v(z)|| < L||z||, dann wissen wir fiir

x(t) = xg —I—/O v(z(s))ds,
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1.2 Dynamische Systeme und Fliisse

dass .
le(®)] < llzo]l + L / o (s)]|ds.

Mit dem folgenden Lemma wissen wir, dass eine solche Losung hochstens exponentiell anwachsen kann und
somit NICHT in endlicher Zeit divergieren kann. Wir wissen dann dass fiir alle z gilt ¢4 (z) = oo.

1.41 Lemma. von Gronwall

Sei a < bund u : [a,b] — [0, 00) eine stetige Funktion. Es gebe Konstanten L, C' > 0 so, dass fiir alle ¢ € [a, b]
gilt

u(t) §C+L/tu(s)ds.

Dann ist
u(t) < Celt=a) fiir alle ¢ € [a, b] .

Beweis. Sei zunéchst C' > 0. Setze U : [a,b] — [0, 00)
t
U(t) = C+L/ u(s)ds.

Dann ist U stetig differenzierbar und U(t) = Lu(t) > 0, also monoton steigend. AuBerdem ist U(a) = C' > 0,
also U(t) > C fiir alle t € [a,b]. Es folgt

d _U(t)  Lu(t)
3 nU) = 5o = <L

da v < U. Also ist
td t
an(t)—lnC:an(t)—an(a):/ dsan(s)dsg/ Lds=L(t —a).

und somit

u(t) < U(t) = exp(InU(t)) < exp(InC + L(t — a)) = C eHt=9)

<
< Ce™ fiir jedes C' > 0, also u(t) = 0. O

Falls C' = 0, so liefert unser Argument, dass u(t)
Damit haben wir folgendes bewiesen.

1.42 Satz. Sei G = R", v : G — R” ein lokal Lipschitz-stetiges Vektorfeld und ||v(z)|| < L||z| fir alle
x € G. Dann gilt fiir alle € G, dass I(z) = (—o00,00) und

lz(®)] < lolle™,
falls x(0) = xq ist.

1.43 Beispiel. Das N-Koérper Problem
Betrachte N Punktteilchen im R? die iiber das Gravitationspotential

1
"Ii_Qj|

V(gi—qj) =

wechselwirken (Masse und Gravitationskonstante = 1). Der Phasenraum des Systems ist der R®Y und wir
schreiben
z=(q,p) e R%V.

Die zugehorige Differentialgleichung ist
z2=v(z)
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1 Gewohnliche Differentialgleichungen und dynamische Systeme

mit
1 i — 4y
R AP PRl Rl L S
i<y Mt i<j 1t

Es ist v lokal Lipschitz-stetig auf dem Gebiet

G={(g.p) eR"™ |q; # q; Vi # j}.

Fiir N = 2 kann man die Losungen explizit berechnen (Keplerproblem) .
Fiir N = 3 existieren die Losungen fiir , fast alle“ Anfangdsdaten global, man kennt sie aber nicht. Fiir N > 3
wiirde man gerne zeigen, dass die Losungen fiir ,,fast alle“ Anfangsdaten existieren.

Problem: Fiir alle N > 2 gibt es Losungen, die nicht global existieren, ndmlich die direkte Kollision zweier
Teilchen. Fiir N > 5 ist bekannt, dass Losungen in endlicher Zeit nach unendlich laufen kénnen.

Eine naheliegende mathematische Frage ist also: Wieviel ,;schlechte Anfangsdaten gibt es ?

Das quantenmechanische N-Korper Problem ist iibrigens kein Problem mehr. Die Lésungen der entsprechen-
den Schrodingergleichung existieren fiir alle Zeiten, die zugehorigen Teilchentrajektorien in der Bohmschen
Mechanik existieren fiir fast alle Anfangsdaten global.
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2 Fourier-Analysis

2.0.1 Einleitung
Die Wellengleichung ist gegeben durch
Otu = 9u.

Wir untersuchen nun zwei Losungansétze.

Den ersten Losungsansatz erhalten wir durch ,,Faktorisieren“ der Wellengleichung, schreibe dazu
(8t — &r)(ﬁt + Gx)u =0, (615 + 6x)(6t — (%;)U =0.

Man liest daran ab, dass Losungen die Form u(z,t) = F(x+t)+G(z—t) haben, sich also in einen rechts- und
einen linkslaufenden Teil aufspalten lassen. Gib die Randbedingungen vor: u(t,0) = 0 und u(t,7) = 0Vt > 0.
Gibt man jetzt noch eine Anfangsauslenkung sowie eine Anfangsgeschwindigkeit vor, so erhélt man folgendes
Gleichungssystem:

f(@) = u(0,z)
g(z) = 0wu(0, x)

1l

1
=
+
Q
2

Lost man dieses nach F/ und G’ auf, so erhilt man zuniichst

(7@ + [ gtwan) +e
<f(:c) — /0373 g(u)du> + co.

Flz)+G(z)=f(z)+c1+c2 =c1+c2=0.

2F' (@) = ['(2) + 9(2) = Fla) =

N = N =

26 (@) = /() — gw) = Gla) =

Addiere nun die beiden erhaltenen Gleichungen:

Setze nun t ein und erhalte eine Losung fiir u:

1

T+t
(flx+t)+ flx—1) + 3 /_t g(u)du.

DN |

u(t,z) =F(x+1t)+ Gz —t) =

Diese allgemeine Losung heifit d’Alembert-Losung. Setze nun die oben vorgegebenen Randbedingungen ein:

t

u(t.0) = 3 (FO) + 1=0) +3 [ gwauo
T+t |
utim) =5 e+ fr=0)+5 [ atwpdu o

Also miissen f und g ungerade Funktionen und 27-periodisch sein.

Als zweiten Losungsansatz haben wir einen Separationsansatz: u(z,t) = p(x)y(t). Setzt man dies in die
Wellengleichung ein, so erhélt man

W (t)p(z) = P(t)¢" (2)
() _ ()

et)  elz)
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2 Fourier-Analysis

Da dies fiir alle Orte und alle Zeiten gelten muss, kénnen beide Seiten der Gleichung nur konstant sein. Man
erhélt damit

¢"(x) = Xp(z) und () = Ap(2).
Lose die DGL mit einem Exponentialansatz, p(z) = AeVA® 4 Be=V2r_ Fiir eine oszillatorische Losung muss
A negativ sein, also A = —m? und ¥ (t) = —m?y(t) sowie " (x) = —m?¢(z). Dann ist
o(x) = Acos(mx) + Bsin(mx)
¥(t) = A’ cos(mt) + B’ sin(mt).
Setzt man wieder die Anfangsbedingungen ein, ¢(0) = ¢(7) = 0, so erhilt man, dass ¢(x) = Asin(maz) mit
m ganzzahlig. Also ist

U (t, ) = (A, cos(mt) + By, sin(mt)) sin(mz) m € Z

eine Losung der Wellengleichung. In Abbildung 2.1 sind beispielhaft einige Funktionen wu,, gezeigt. Die
allgemeine Losung ergibt sich dann als Superposition der Einzellosungen:

u(t,z) = (A, cos(mt) + By, sin(mt)) sin(mz).

m=1

Die Koeffizienten A,, und B,, bestimmt man aus den Anfangsbedingungen:

f(z) =u(0,2) = Z Ay, sin(mz)
m=1

g(x) = %u((),:c) = Z mBy, sin(mz).

m=1

AYAYA)
VY

Abbildung 2.1: Funktionen wu,,(¢,z) = cos(mt)sin(mz), die die Wellengleichung losen. Es wurden die Gra-

phen fiir m = 1,...,4 gezeichnet, jeweils fiir € [0,7] und ¢ = n mit n =0,...,4.

2.1 Fourier-Reihen

Wir behandeln die folgende Problemstellung: Gegeben eine periodische (moglicherweise komplexwertige)
Funktion f(z) mit, zum Beispiel) Periode 2, also

f(z +2m) = ().

Wir kennen solche periodischen Funktionen, namlich e, fiir € Z. Also jede Linearkombination Y ¢,,e™™*
ist auch eine periodische Funktion.

Frage: Gilt umgekehrt dass jede periodische Funktion F'(z) als trigonometrisches Polynom

dargestellt werden kann. Wenn ja, in welchem Sinne gilt Gleichheit. wir werden folgendes zeigen:
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2.1 Fourier-Reihen

e Wenn F stetig, dann gilt es , fast®
e Definiere Sy (F)(z) = SN __ \ ane™, dann gilt ST 1SN (F)(z) — F(z)|*dz — 0 fir N — oo. Also
konvergiert Sy (F)(x) gegen F(x) im L2?-Sinne (Lebesgue-Integral):

wambz{fyf]ﬂm&u<w}.

e Anders formuliert bedeutet das, wenn F' integrierbar, dann konvergiert Sy (F')(x) — F(x) fast iiberall.
Um dies zu beweisen werden wir als Zwischenschritt das Mittel, genannt Cesaro-Mittel, % Zf\;l Si(F)
betrachten und zeigen, dass dies fiir alle stetigen Funktionen F' konvergiert. Dies impliziert dann auch
dass alle stetigen Funktionen auf einem endlichen Intervall durch trigonometrische Polynome beliebig
genau approximiert werden kénnen.

2.1 Bemerkung. Es gelte nun F(z) =Y, a;,e"™®. Berechne folgendes Integral:

T . T 0
/ eMTeT My = / elm=mzqq — { e = 27 0.
. r 2r m=n

Ersetzt man in diesem Integral nun e™* durch F, so erhilt man

/ F(x)e_mmdz = Z am/ elm—m)zq, — Z A 2T O0mn = 2many,.

—Tr —Tr

Also liefert
1 (™ ,
ap = — F(x)e "™ dx
2 J_,

den n-ten Fourier-Koeffizient.

2.1.0.1 Bemerkung.

Es gibt einen natiirlichen Zusammenhang zwischen 27 periodischen Funktionen und Funktionen, die auf
dem Einheitskreis e gegeben sind. Ein Punkt auf dem Einheitspreis ist durch e? gegeben. wobei 6 eine
reelle Zahl ist die eindeutig bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 sind. Wenn F'(z) eine Funktion am Kreis
ist, dann ist die Funktion f, mit

f(8) = F(e”)

periodisch mit Periode 2. Die Integratbilititsbedingung, Stetigkeit und andere Glattheitsbedingungen von
von F sind durch f gegeben. Zum Beispiel ist F' integrierbar wenn f integrierbar ist auf irgendeinem Intervall
der Lante 2w. Also F ist stetig wenn f stetig ist auf R. Da f Periode 27 hat kinnen wir f auf irgendein
Intervall der Lénge 27 reduzieren und bekommen dennoch die usrpriingliche Funktion F' am Kreis Siehe
Abbildung 2.2 fiir ein Beispiel. Bemerke dass f denselben Wert an den Endpunkten des Intervalls haben
muss. Umgekehrt jede Funktion f auf [0, 27] gibt eine stetige Funktion am Kreis genau dann wenn

f(0) = f(2m).

Also, Funktionen f auf R, die 27 periodisch sind und Funktionen auf einem Intervall 27 die denselben Wert
an den Endpunkten annehmen beschreiben ein und das selbe Objekt, ndmlich Funktionen am Kreis.

2.1.0.2 Definition. Fourier-Koeffizient

Sei f(z) Riemann-integrierbar auf [a,b] mit b —a = L, dann ist der n-te Fourier-Koeffizient definiert durch

~ b o -
o= f =1 [ 1@ Frda
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2 Fourier-Analysis

el

Abbildung 2.2: Eine Funktion auf dem Kreis; eine Sinusfunktion wire in dieser Darstellung lediglich eine
Ellipse, welche gegen das Nullniveau geneigt ist.

2.1.0.3 Bemerkung.

Sei f auf [—m, 7] integrierbar, dann ist der n-te Fourier-Koeffizient

. 1 [~ .
=a,=— 0)e "0 dp.

f = =5 [ 10y

Rein formal ist die Fourier Reihe von f gegeben durch

[o.9]

Z a einO
n .

Die Frage ist, wie oben erwahnt, in welchem Sinne konvergiert die Partialsumme

N
SN(f) _ Z aneiné
n=—N
gegen f 77
2.1.0.4 Beispiel.

Als konkretes Beispiel einer Funktion auf [—7, 7] wéhlen wir die Sdgezahnfunktion, F'(#) = 6. Die Fourier-

Koeflizienten sind .
1 ™ . —1)nt+
Ap = / fe~ ™ dh = i
2

- m

Die Reihenentwicklung ist
F6) = i ane™ = i o em? = Zi (bl sin(nd)
" in ~ n '

n=—oo n=—oo

Man bemerkt, dass die Reihe nicht absolut konvergiert, da die a,, mit % abfallen. Wir werden spéter sehen
in welchem Sinne = wirklich gilt.
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2.1 Fourier-Reihen

Wenn wir annehmen kénnten, dass Die Fourier-Reihe Sy (f) gegen f konvergiert in geeignetem Sinne, dann
kann man schliessen, dass eine Funktion eindeutig durch die Fourier-Koeffizienten gegeben ist. Das wiirde
folgendes bedeuten: wenn f und ¢ die selben Fourier-Koeffizienten haben, dann miissen f und g sogar
notwendigerweise gleich sein. Oder anders formuliert Falls f (n) =0 fiir alle n € Z, dann muss f = 0 sein.

In der Allgemeinheit kann die Aussage nicht stimmen, denn wenn zwei Funktionen sich nur auf endlich
vielen Punkten unterscheiden, dann haben diese dieselben Fourier-Koeffizienten, weil diese durch Integration
gewonnen werden. Aber falls f stetig ist, dann gilt die Aussage, wie folgendes Theorem zeigt:

2.1.0.5 Theorem.
Sei f integrierbar am Kreis mit f(n) =0Vn € Z. Dann gilt f(0y) =0 < f stetig im Punkt 6.

1+e€
1+€/2

—S—nO n o

Abbildung 2.3: Veranschaulichung des Beweises zu Theorem 2.1.0.5.

Proof. Wihle 0.B.d.A. 6y = 0 und nimm an, dass f(0) > 0, f reell. Definiere P, () := € 4 cos . Wihle nun
d,€,m > 0 entsprechend der folgenden Kriterien (Stetigkeit von f im Punkt 6y = 0, vgl. Abbildung 2.3):

1. § so, dass f(0) > 3 f(0) fiir [§] <6
2. €50, dass |P(0)] <1—§ fiir [0] >0
3. nso, dass |P.(0)] > 1+ § fiir |[0] <7
Da nach Voraussetzung f(n) = 0 Vn, gilt ST f(0)P.(0)"d6 = 0. Betrachte zuerst den Fall 0] > §:

0.

<2r swp [fO)] (15

" n—co
) s
oe[—m,m] 2

| s@roras
|61>6
Fiir |0| zwischen n und ¢ ist das Integral sicher positiv, da f stetig und f(#) > 0 in einer Umgebung von 0:
/ FO)P.(0)"d0 > 0.
n<|0]<6
Fiir |6] kleiner als 7 gilt dann
[ s@rerao> 1) [ (1+5) e

|0]<n 2 Jioj<n 2

Damit folgt, dass

! F(O)P.(0)"d0 =5 c.

—T

Dies ist allerdings ein Widerspruch zur Annahme, dass f(0) > 0 und somit kann nur f(0) = 0 gelten. [
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2 Fourier-Analysis

2.1.0.6 Korollar.
Wenn f stetig ist am Kreis und f(n) =0 Vn € Z, dann ist f = 0.
2.1.0.7 Korollar.

Ist f stetig am Kreis und konvergieren die Fourier-Koeffizienten absolut, ist also die Summe » 7 |ay|
konvergent, a, = f(n), dann konvergieren die Partialsummen Sy(f)(#) gleichmiBig gegen f(6). Dies ist

dquivalent zur Formulierung f(0) = 320 a,e™ V0 € -7, 7).

Proof. Definiere g(6) := 3> _ a,e™ mit a,, = f(n). Die Partialsummen der Fourier-Reihe von f konver-

gieren gleichméfig gegen g, denn

—(N+1

N ] e8] )
1SN O) =g =| D ane™ = Y ane™| =] Y ane™+ Y ane™
n=—N

n=-—oo n=N-+1 n=-—oo

= Z ane™| < Z ]an]NﬂoO Vo € [—m, 7).
|n|>N |n|>N

Oder anders formuliert:
Ve > 03N, e NVn > N :|S,(f)(0) —g(0)| <e Vb€ [—m, x|

Da der gleichmiiflige Limes stetiger Funktionen wieder stetig ist, ist g stetig. Definiere nun h(0) := f(0)—g(0).
Die Funktion h ist stetig, da sie eine Verkettung stetiger Funktionen ist. Die Fourierkoeffizienten von f und
g sind die selben, also gilt h(n) = f(n) — g(n) = 0 VYn € Z. Nach 2.1.0.5 folgt dann A(f) = 0 und damit

f(0) = g(0). O
2.1.0.8 Korollar.

Sei f(0) € C2%(]—m,7]) (zweimal stetig differenzierbar am Kreis). Dann gilt |f(n)| < cn% und damit
Sn(f)(0) — f(0) (denn die Fourier-Koeffizienten konvergieren dann absolut).

Proof. Integriere zweimal partiell:

orf(n) = i F(0)e"™d0

1 |7 1 & .
— (6 —inf - / 9 —2n0d9
o [ o
=0
1 ! —inf " 1 " " —inf
=0

Also gilt fiir den Betrag der Fourier-Koeffizienten

1f(n)] < ! /!f”(&)]d@zcnlg.

2
2mn® J_ .

Nach Theorem 2.1.0.7 konvergieren die Partialsummen dann gegen die Funktion, da die Fourier-Koeffizienten
absolut konvergieren. Bemerke, dass dies z.B. bei der Sdgezahnfunktion nicht der Fall ist, diese ist nicht

zweimal stetig differenzierbar und die Fourier-Koeffizienten fallen nur ab wie % O

2.1.0.9 Bemerkung.
Bildet man die Fourier-Koeffizienten von der Ableitung einer Funktion die stetig differenzierbar am Kreis
ist, so erhélt man durch partielle Integration

~ 1 [T

Frim =5 [ 1@ = % _ﬂ F(O)e=md0 = inf(n).
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2.1 Fourier-Reihen

Wir sehen damit, dass die Glattheit von Funktionen in z in direktem Zusammenhang zur Schnelligkeit des
Abfalls von f(n) stehen.

Wir wissen jetzt auch dass fiir 2-mal stetigen Funktionen die Fourier-Reihe punktweise gegen f konvergiert.
Wie konnen die Partialsumme etwas eleganter schreiben und definieren nun die Faltung von Funktionen.

2.1.0.10 Definition. Faltung
Seien f, g 2m-periodische Funktionen auf R. Die FALTUNG von f mit g ist definiert durch

1

(F+9)e) = 5- [ gt~ ).

2.1.0.11 Satz.

Seien f, g und h 2m-periodische, integrierbare Funktionen auf R. Dann gilt
(a) (fxg)xh=[fx(gxh)
(b) frg(x)=gxf(z)
(c) fx(g+h)=[fxg+fxh

(d) fx*g ist stetig.

(e) F+g(n) = f(n)g(n)

Proof. Fiir (b): Substituiere im Integral y = 2 — z und nutze die Periodizitéit der Funktionen:

Feo)= 5o [ S —ndy= 5o [ s -2
= o [ 9@ - 2z = g f).

Beweis fiir (e):

1 "1 " —ine
n)—g / o 7Wf(y)g(x—y)dye d

/ f zny y)einye—inzdydl‘

_ 1 / Fly)eim = / oz — y)e "V dzdy
™) 2 J_,

=5 [ e [ e mauy = fom)

Der schwierigste Teil ist (d). Dies sagt aus, dass das Falten die Regularitéit verbessert. Wir skizzieren hier
nur kurz den Beweis. Wir zeigen in den Ubungen, dass die Faltung zweier stetiger Funktionen wieder stetig
ist. Nun verwenden wir, dass weiters jede Riemann-integrierbare Funktion f durch eine Folge von stetigen
Funktionen f,, approximiert werden kann, sodass

[ @) - @ 0

—T

Um dies zu sehen kann man die Riemann-integrierbarkeit verwenden und bis auf ein € die Funktion f mittels
Stufenfunktion f* approximieren, auf einer Zerlegung {z1,...,xn}. Dieses f* ldsst sich wiederum bis auf ¢
durch eine stetige Funktion f approximieren, wobei wir f* von z; — § bis z; + 0 linear ergénzen und so f
erzeugen. Da § beliebig klein werden kann und N fest ist, 148t sich die Differenz [*_|f*(x) — f(x)|dz kleiner
als das vorgegebene € machen. Als letzter Schritt finden wir nun stetige f,, gn, dle f, g approximieren. Es
geniigt nun zu zeigen dass

im |[fn* gn — f*glleo = sup lim | fy % gn(x) — f*g(x)] = 0,
n—oo n—oo

r€[—m,m]

29



2 Fourier-Analysis

Denn da der gleichméfige Limes stetiger Funktionen stetig ist, muss f * g stetig sein. Da

an*gn_f*gHOO S ||fn*gn_fn*g||00+ an*g_f*gHOOv

und zum Beispiel
[fn*g—f*glle = sup/ [fn(z—y) = Flz=yllg@)ldy <suplg)| [ [fulz—y) = f(@z—y)ldy —n-soe O,
xT —1TT Yy -

woraus obige Behauptung folgt.

2.1.1 Integralkerne

Die Partialsumme einer Fourier-Reihe ist darstellbar als Faltung mit einer neuen Funktion:

_ Z e’ Z —inydyeinz

[In|<N \n|<N
— 5 [ ) 3 ey % | 7@Dx(a )y = 1+ Dyl
In|<N -

Dabei heifit Dy (2) == >, 1<y e Dirichlet-Kern.

2.1.1.1 Definition. Familie guter Kerne

Es sei {K,(z)}72 ; eine Familie von Integralkernen auf dem Kreis. {K,(x)} heifit FAMILIE GUTER KERNE,
wenn

(a) Vn>1: & [T Ky(z)de =1
(b) 3IM > O. vn>1:5 [ |Ky(z)|de < M
(c) V6 >0: & f&gmgn |Kp(2)|de — 0 fiir n — oo.
2.1.1.2 Beispiel.
Betrachte eine Funktlon d1e Jg(z)dz = 1 und g(z) > 0 erfiillt. Definiere K,(z) := ng(nz). Dann ist
[ Kn(x) x—nfgnx = [g(z)dx = 1.
2.1.1.3 Theorem.

Sei {K,,(z)} Familie guter Kerne, f integrierbare Funktion auf dem Kreis. Dann gilt f x K,,(z) — f(z) fiir
n — oo Va mit f(z) stetig. Wenn f stetig auf dem Kreis ist die Konvergenz sogar gleichméBig.

Proof. f stetig in x bedeutet Ye > 036 > 0: |f(x—y)— f(z)| < e V|y| <. Unter Ausnutzung der Tatsache,
dass [ Kp(z)dz =1 und f x g = g = f schreibt man

frKa(w) = 5@ = 5 | Kal)(fe—v) ~ £y
= [ K —y) ~ @)y
T Jlyl<é

S

21 Jo<|y|<n

Kn(y)(f(z —y) — f(z))dy.
Nun lésst sich der Betrag dieses Ausdrucks abschitzen mithilfe der Stetigkeitsforderung an f:

% Knlz) — f(0)] < /| K lIfe =) = )iy

27
1
o |Kn(y)[2 sup |f(2)|dy
27 o<|y|<m z€[—m,7]

< Me + F(n) mit F(n) " =30.
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2.1 Fourier-Reihen

Lassen sie uns bemerken, dass die Dirichelet Kerne Dy keine Familie guter Kerne bildet. Falls wir dies Kerne
aber mitteln, dann bekommen wir eine Familie guter Kerne und dies werden wir spéater nutzen.

2.1.1.4 Definition. Fejér-Kerne

Der FEJER-KERN ist definiert durch
N—
1
=% Z
k=0

Als CESARO-MITTEL bezeichnet man

2.1.1.5 Beispiel.

Betrachte die Folge a,, = (—1)" = (—1,1,—1,1,...), deren Partialsumme lautet Sy = ZnSN ap, = (—1,0,-1,0,...).

Bildet man das Cesaro-Mittel davon erhilt man oy = (—1,0, —%, 0, —%, 0,...)—0.
2.1.1.6 Lemma.
Die diskrete Darstellung des Fejér-Kerns ist gegeben durch

z

sin? (&2
Fy(w) = % sin2(( )

)

[SIISRIN)

und Fy ist eine Familie guter Kerne.

Proof. Die diskrete Darstellung erhédlt man durch Anwendung der Summenformel der geometrischen Rei-
he und wird hier nicht niher ausgefiihrt (Ubungen). Die drei Eigenschaften der guten Kerne zeigt man
folgendermaflen:

(a) Vn>1: & [T Fy(z)de = 525 Zivzl [T Dy(x)dz = 1.
(b) Da die Fy stets positiv sind, ist |Fx(z)| = Fy(z) und damit die obere Grenze durch 1 gegeben.
(c) Wihle 6 > 0 beliebig aber fest.

1 in2 N—)

s
— Fy(xz)dx = / 224y
27 Js<|z|<n 2N 5<|a|<n sin? %)

dx

N <]zl <7 s1n2 (%)

1 N—o0
=—M —=0.
N

2.1.1.7 Bemerkung.

Die Konsequenz aus 2.1.1.6 ist, dass {ox} eine Familie guter Kerne ist, also on(f)(z) — f(x) gleichmé&Big,
wenn [ stetig auf dem Kreis ist.

2.1.1.8 Theorem.

Stetige Funktionen am Kreis konnen gleichméflig approximiert werden durch trigonometrische Polynome.
Proof. f ist stetig, daraus folgt direkt, dass on(f)(z) = (f * Fn)(z) — f(z) gleichméiBig. Dabei ist

on(f)(z) = Zlnl <N Cn (eix)n trigonometrisches Polynom, dessen Koeffizienten ¢, nicht notwendigerweise

gleich den Fourier-Koeffizienten a,, = f(n) der Funktion sein miissen. O
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2 Fourier-Analysis

2.1.2 Wiederholung: Hilbertraum und Skalarprodukt

2.1.2.1 Definition. Skalarprodukt

Ein SKALARPRODUKT (inneres Produkt) auf einem komplexen Vektorraum H (welcher dann Pra-Hilbertraum
heifit) ist eine Abbildung (-,-) : H x H — C fiir die Vo, 9, x € H und a € C folgendes gilt:

(a) @) >0, (¢p,0) =0« ¢ =0 (pos. Definitheit)

(9
(b) (&, x + ) = (o, X) + (¢, ¥)
(c) {¢,ar)) = a(¢,v) (Linearitit in 2. Komponente)
(d

) (6,9) = (1, ¢) (Hermitezitiit)
2.1.2.2 Bemerkung.
Aus der Definition des Skalarprodukts folgt, dass

(@ +x,0) = (¢, 9) + (x, ¥) und (g, ¥) = (¢, 1)).

Wegen der Linearitét in der zweiten Komponente und der Antilinearitéit in der ersten Komponente nennt
man solche Abbildungen Sesquilinearformen.

2.1.2.3 Definition. Orthogonalitat

Zwei Vektoren ¢,1 € H heilen ORTHOGONAL, falls (¢,1) = 0. Eine Folge (¢;)72; heilt ORTHONORMAL-~
FOLGE (ONF), falls (¢;, ¢r) = 0;i. Fiir jedes ¢ € H und beliebiges n € N gilt beziiglich einer beliebigen
Orthonormalfolge (¢;), dass

b= (65 0) i +U =D (dj,0) ¢
j=1 =1

=t b4

Dabei ist 1), orthogonal zu v:-, denn (1, ¢:;-) = 0
2.1.2.4 Satz. Pythagoras

Der SATZ VON PYTHAGORAS lautet in der allgemeinen Form (verwende die Orthogonalitit von 1, und ;)

1917 = (Wn + s 0+ 9) = lnll® + 0 |I> = ZI% ) P+ Il |12

2.1.2.5 Korollar.
Sei (¢;) ONF. Dann gilt Vi),¢ € H und n € N, dass

R v AR T N AT TR
(Bessel-Ungleichung) (Schwarz-Ungleichung) -

Proof. Die Bessel-Ungleichung folgt direkt aus dem Satz von Pythagoras. Die Schwarz-Ungleichung erhélt

man aus dem Satz des Pythagoras als Spezialfall fiir n = 1: Sei ¢ = II%H und ¢ # 0, dann ist
i = (20| = il
fad] ]|
und es folgt direkt die Schwarz-Ungleichung. O

2.1.2.6 Korollar.

Sei (-, ) ein Skalarprodukt auf einem komplexen Vektorraum #. Dann definiert [[1]| := 1/ (¢, %) eine Norm
auf H und das Skalaprodukt ist stetig beztiglich dieser Norm.
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2.1 Fourier-Reihen

Proof. Die ersten beiden Eigenschaften der Norm (pos. Definitheit und Homogenitét) sind sofort bewiesen
und werden daher ausgelassen. Die Dreiecks-Ungleichung folgt aus der Schwarz-Ungleichung und aus Re(z) <
|z| Vz € C:

6+ »))* = (¢ + b, ¢+ )
= 16| + ||| + 2 Re (¢, )
< (llo]l + [[w])?-

Fiir den Beweis der Stetigkeit definiere konvergente Folgen ¢, — ¢ und v, — % in H. Da in metrischen
R#aumen Folgenstetigkeit identisch zur Stetigkeit ist, folgt die Stetigkeit aus

Tim [ (G, ) = (6,6) ] < T (1 (6n = 6,0} | +1 (6,60 — ) )
< tim (9w = @ll1gnll + 1911160 — 1)
= 0.

2.1.2.7 Definition. Hilbertraum

Ein HILBERTRAUM ist ein vollstdndiger, normierter Vektorraum, dessen Norm || - || = /(:, ) durch das
Skalarprodukt gegeben ist. ERINNERUNG: Vollstindig heifit, dass jede Cauchy-Folge gegen ein Element des
Raumes konvergiert.

2.1.3 L2-Konvergenz von Fourier-Reihen

Fiir zwei Riemann-integrierbare Funktionen f und g ist das innere Produkt gegeben durch

2

9= 5 | F@s

(R, (-,-)) bildet einen Pri-Hilbertraum mit Norm [|f||? = -& fzﬂ

o= Jo " 1f(@)]*da. (L%, (-,-)) bildet einen Hilber-

traum.

2.1.3.1 Theorem.

Sei f Riemann-integrierbar am Kreis. Dann gilt

2T
1Sn — fII* = 2;/0 1Sn(f)(2) — f(z)2dz =500.

Proof. Fiir alle ganzen Zahlen n sei e,(0) = ™. Somit ist die Famile {e, },ez orthogonal, also (e, em) =
Onm. Sei nun f integrierbar auf dem Kreis und seien a,, die Fourier-Koeflizienten von f; diese lassen sich

iiber
1 2T )
(f.en) = /) f(0)e"%d0 = a,

darstellen. Insbesondere gilt

Sn(f) = Z O,

[n|<N

Dann folgt aus der Orthogonalititseigenschaft der Familie {e,},ecz und der Darstellung der a,, dass f —
Z|n| <N @nén orthogonal zu allen e, mit In| < N ist. Daher muss

f_ Z anen L Z bnen Vb, € C

In|<N In[<N

gelten. Daraus folgt nun zweierlei:
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2 Fourier-Analysis

Abbildung 2.4: Die Differenz von f und Sy(f) steht senkrecht auf allen Basisvektoren e,,, aus denen sich
Sn(f) zusammensetzt.

1. Wendet man den allgemeinen Satz von Pythagoras (Satz 2.1.2.4) auf

f=f- Z anén + Z An€n

In|]<N In|<N
an (wahle also b, = a,), so ergibt sich
2 2
AP =\f = D anenl| +| D anen
In|]<N In|<N

Wegen Orthogonalitdt gilt aber auch

2
D aneall = D lanl

In|<N [n|<N

und damit folgt schlieBlich
AP = 1Lf = Sn(AIP+ D lanl?

In|<N
2. Ferner nehmen wir im Moment das Lemma 2.1.3.2 an, welches welches aussagt, dass || f —Sn(f)||? nach
oben mit beliebig anderen Fourier-Koeffizienten c_ N, ..., ¢y abgeschétzt werden kann. Wir kénnen also
auch die Koeffizienten des Cesaro-Mittels nehmen und wissen mit Theorem 2.1.1.8 dass |[|Sy(f)— f|| —

0 fir N — oo.

Falls f aber nur integrierbar ist, so kann man f nicht notwendigerweise durch trigonometrische Polynome
punktweise approximieren; vielmehr verwenden wir, dass wenn f auf dem Kreis integrierbar und durch B
beschrénkt ist, eine Folge ( ;)72 stetiger Funktionen auf dem Kreis existiert, sodass

sup |fx(z)| < B VkeN
x€[0,27]

und

2 k—
/0 (@) — ful@)|dz 20,

Wihle also nun eine stetige Funktion g auf dem Kreis, welche den Einschrénkungen

sup |g(0)] < sup |f(0)| =B
0€[0,27] 0€[0,27]

und

27
/0 1(6) — 9(0)|d6 < &

34



2.1 Fourier-Reihen

geniigt. Dann erhélt man

1 2

If = gl* = |£(0) — g(0)]*de

2m Jo
1 2

= 1£(0) = g(0)] |£(8) — g(0)[do

2m Jo
28 2w
2 o
< Cé

= £(0) — 9(0)|d0

fiir eine Konstante C. Nun lisst sich g aber wegen Theorem 2.1.1.8 durch ein trigonometrisches Polynom p
approximieren, sodass ||g — p|| < € fiir ein vorgegebenes € > 0. Dann gilt aber auch mit einer Konstanten
C’ die Abschitzung [|f — p|]| < C’e. Daraus folgt dann mit Lemma 2.1.3.2, dass die Partialsummen der
Fourier-Reihe von f im Sinne der Behauptung gegen f konvergieren. O

2.1.3.2 Lemma. Bestmdgliche Approximation

Sei f integrierbar am Kreis mit Fourier-Koeffizienten a,,, dann gilt ||f — Sn| < ||f — Z\HK N Cnénll Ve, mit
In| < N. Es gilt Gleichheit genau dann, wenn ¢, = a,, V|n| < N.

Proof. Verwende die Orthogonalitit von Sy (f) — f und ey, mit |m| < N:

f- Z Cnen = f— SNy + Z bpe, mitb, :=a, —cp,

[n|<N In|<N
2
f_ Z Cnénl|| = <f_SN+ Z bn€n7f_SN+ Z bnen>
In|<N In|<N [n|<N
_<f_SNaf_SN>+<Z bpen, Z bnen>
[n|<N In|<N

2

= ”f_SN”2+ Z bnen

[n|<N

Da der hintere Term grofler oder gleich Null ist, folgt sofort die zu zeigende Ungleichung:

2

||f_SN||2 <|\f- Z Cn€n

In|<N
O
2.1.3.3 Theorem. Parseval’s ldentitat
Es sei f Riemann-integrierbar auf [0, 27|, dann gilt
1 2 - 2
3 ), M@l = 3 o

Proof. Durch Einfiigen einer Null und durch Grenzwertbildung N — oo erhélt man:

1 2T

|[f(@)PPdz = [If[I* = |f — Sn(f) + Sn(£)II
=f = Sn(HIP+ [ISv(H)I’

—0 Yt oo lanl?

2 Jo
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2 Fourier-Analysis

Denn:

_ 2
< E AmCEm, E CLn6n> = § <am€maan€n § Ap Ay emaen § |an|
m n

m,n

767”’)1
O
2.1.3.4 Theorem. Riemann-Lebesgue-Lemma
Sei f integrierbar am Kreis. Dann gilt
R 2 2
lan] = |f(n)] =370 & f(z) sin(nz)dz =30 A f(x) cos(nz)dz =3 0.
0 0
2.1.3.5 Lemma.
Seien F, G integrierbar am Kreis, F'(z) ~ >, ane, und G(z) ~ >, byey,, dann gilt
1 2m e -
o (2)G(z)dx = n;w anbp
Proof. Ubung. O

2.1.3.6 Beispiel. Anwendung

Sei I eine Kurve mit Linge I, A die eingeschlossene Fliche. er mochten nun bestimmen, wann A maximal
wird. Sei dazu y(t),t € [a, b], die Parametrisierung von I, [ = f |7/ (t)|dt. Die Bogenlingenparametrisierung
lautet dann 7(s),s € [0,1] mit [7/(s)] = 1, s = y(s) = (x(s),y(s)), wobei |7/(s)]? = 2'(s)? + ¢/(s)? = 1.
Mittels Green’s Theorem erhélt man fiir die eingeschlossene Fléche

L[ (—y
A= //ldxy /xdy ydx—2/r<$>-da:.

Das bedeutet also man kann schreiben A = %fol(:c(s)y'(s) —y(s)2’(s))ds. Die Behauptung ist nun, dass

l2
AL P Gleichheit, wenn I' ein Kreis ist.
7T
Um die Behauptung zu zeigen, wihle 0.B.d.A. l 27 und stelle die Komponenten der Parametrisie-
rung als Fourier-Reihen dar: x(s) = Y 00 a,e™® y(s) = >.o00 _ bye™*. Dies ist moglich, da z(0) =

x(2m) und y(0) = y(27) und die Kurve als zwelmal stetig differenzierbar angenommen wird. Jetzt bleibt
also zu zeigen, dass A < m. Die Ableitungen der Komponenten der Parametrisierung lauten z/(s) =
S0 inane™ y(s) = Y00 inb,e'™. Zeige fiir spiteren Gebrauch folgende Gleichung mittels Par-

n=—oo n=—oo

seval’s Identitat (2.1.3.3)
1= 2”(x,(8)2 +1/(s)*)ds = EOO 1 (|an| + [ba]?).
2w 0

n=—oo

Da z(s) und y(s) reell sind, kann man Lemma 2.1.3.5 anwenden und erhélt fiir die Flidche

2
A= [ @) - ds—mZ @by — anbn).

Da |z| = |Z| kann man mittels Dreiecksungleichung und binomischer Formel weiter abschétzen:
[e.e] [ee] o
Z in(@nbn — anby)| < Z n[2]an|[bn] < Z |n|(\an]2 + ‘bn|2)'
n=-—o0o n=-—o0o0 n=-—o0o0
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2.1 Fourier-Reihen

Setze dies nun in den Ausdruck fiir die Fliache ein, ersetze mittels des ersten hergeleiteten Ausdrucks und

erhalte
[oe)

A< Y nl(lanf® +10a?) <7 Y 0¥ (lanf® + |oaf?) =

n=—oo n=—oo

Fiir Gleichheit muss n = 1,0, —1 sein und deswegen auch x(s) = ag + a1e” + a_1e7%,y(s) = by + b’ +
b_1e7%. Da z und y beide reell sind, fordert man @_7 = a1, b_1 = by sowie ag, by € R. Bestimme nun a;
und by, setze dazu ein und fiithre die Summen aus:

=2(lar[* + 1) A Afabr] =1
Also gilt |a1| = |bi| = 3, d.h. ay = €, by = €. Setzt man dies in 2 und y ein ergibt sich

x(s) = ag +cos(a+s), y(s)=ap=Esin(a+s).

Bei Gleichheit ist die Kurve also tatsichlich ein Kreis.

2.1.4 Fourier-Transformation

2.1.4.1 Definition. kontinuierliche Fourier-Transformierte

Es sei f : R — R beschrinkt, |f(z)] < ¢y + . Die KONTINUIERLICHE FOURIER-TRANSFORMIERTE ist
definiert durch

= / f($)6—12ﬁk$dx = 11m / f(x)6_227rkxdl',
- N—oo J_ N

Diese ist auch beschrinkt, denn | f(k)| < 75 1 f(@)|de < oo.

2.1.4.2 Definition. Schwartz-Raum

Wir definieren den Schwartz-Raum als

S(R)::{f:]R—)]R

sup |z|'|f ) (z)| < 00 VI, keN } .
z€R

S bezeichnet also die Menge aller Funktionen, fiir die alle Ableitungen existieren und die schneller abfallen
als jedes Polynom. Z.B. ist = S, aber eIl ¢ §.

2.1.4.3 Satz.
Sei f € S. Dann gilt
(a) f(o+ h)(k) = f(k)ei2mhk

—

o —

(e) —2mixf(x )( )= f(k)

Proof. Fiir (c): Substituiere y = dx und erhalte

0o ) oo -k k

Fiir (d): Integriere partiell und nutze aus, dass die Randterme verschwinden, da f hinreichend schnell abfzllt:

(b) f(z)e=mh(k) = f(k + 1)
(c) F(oa)(k) :%f(%)
(d) f'(a)(k) = i2nkf (k)

) &

= / f(x)e ke dy = i27rk/ f(x)e ™ dg = 2k f (k).
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2 Fourier-Analysis

2.1.4.4 Theorem.
Sei f(z) = e ™, dann ist f(z) = f().

Proof. Es sei zuerst festgestellt, dass

was man durch

0 2 0 o) 0 o)
</ e_mzdac> = / / e_”(x2+92)d$dy = /27?/ e~ rdrdf = 27T/ re ™ dr = 1 (2.1)
oo —o0 J—0c0 0 0 0

Definiere
o0

F(&) = f(¢) = / T2 gy,

—0o0

und beobachte F'(0) = 1, nach obiger Rechnung. Wir sehen einfach, dass f’'(z) = —27xf(z), un deshalb gilt

/ f(z)i(—2mix)e™ ma? o= 2mia .

Mittels unserer Beziehung zwischen Fourier-transfomierter und seiner Ableitung, Satz 2.1.4.3 Gl. (d), wissen
wir weiters, dass

F'(€) = i(2mi€) f(€) = —2mEF (€).
Definiere nun ,
G(&) = F(§)e™,

dann schliessen wir dass G'(§) = 0, und dass G(§) = 1 sein muss, da F(0) = 1. Deshalb muss F(§) = e’
sein.

Also ist f(z) = f(2).

2.1.4.5 Definition. Familie guter Kerne (auf R)

Es sei {Ks(z)} eine Familie von Integralkernen auf R. {Ks(x)} heiit FAMILIE GUTER KERNE, wenn
(a) V6 >0: [7 Ks(x)de =1
(b) IM >0: V6 >0: [ |Ks(z)|de < M
() Vn>0: flx\zrz |Ks(z)|dz — 0 fiir § — 0.

2.1.4.6 Theorem.

»2
Definiere Kj(x) := 61%6_”7. Dann ist {Ks(x)} eine Familie guter Kerne.

Proof. Die ersten beiden Eigenschaften sind leicht zu zeigen, fiir die dritte wihle n > 0 beliebig, aber fest.

Substituiere y = 51%
1 22
7 / e "sdr = / e*”dey 229,
0 |lz|>n [y|>

2.1.4.7 Definition. Faltung (auf R)
Seien f, g € S(R). Die Faltung ist dann definiert als

- / " fwgle — y)dy

2.1.4.8 Satz.
Seien f,g € S(R). Dann gilt
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2.1 Fourier-Reihen

(a) frg=gxf
(b) fxgeSR)

— A~

(©) fxg(k) = f(k)g(k)

Proof. Fiir (c): Durch die Substitution z =  — y erhélt man
= [ fata - ety
/ / 127rykf (1‘ o y)e—i27r(x—y)kdydx

/ f(y) 127ryk:/ g(z)efiQﬂ'zdedy
= f(k)g(k).

2.1.4.9 Korollar.
Sei f € S(R). Dann konvergiert f * K5(z) — f(x) gleichméBig fiir § — 0.

Proof. Da f € S(R) gilt fiirein e > 0, IR : |f(x)| < e fur |z| > R. f ist auf dem Intervall [- R, R] gleichméBig
stetig, das bedeutet 3n > 0: Va € [-R,R] : |f(x —y) — f(x)| < € fiir |y| < n. Da K; eine Familie guter
Kerne ist, kann man schreiben

e Ksla) = @) = [ Kst)(flo =)~ F(@)ay.
Schétze nun den Betrag ab:

|/ * Ks(x) = f(2)] S/ !Ka(y)(f(x—y)—f(ﬂf))\dy+/ [Ks(y)(f(z —y) — f(z))|dy

ly|<n ly|>n
oo
<e [ sy [ (Ks)ldy.
—00 ly|>n
=1 —0 fiir 6—0

2.1.4.10 Satz.
Seien f,g € S(R), dann gilt

| t@iiz = [ fal

Proof. Definiere F(z,y) = f(x)g(y)e~"™%, Wenn nun F iiber z und y integriert wird, kann nach Fubini die
Integrationsreihenfolge vertauscht werden:

JLrwaaen = [ ([ rema)a= [ ([ repa) .

=23 F(@)g(z)dx =/ FW)a(y)dy

2.1.4.11 Theorem.

Sei f € S(R), dann ist die Umkehrung der Fourier-Transformation gegeben durch

:/OO f(k:)ei%mkdk.
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2 Fourier-Analysis

~ 2
Proof. Definiere Gs(x) = e*”zz‘s, die Fourier-Transformierte von Gy ist Gs(k) = %e‘”%, denn definiert

man f(z) = e~ und verwendet, dass f(z) = f(z) und ﬁ&n\)(k‘) = %f (%) erhélt man

1 k2

@@ﬁ#@EMmzé;<%>=¢fﬁazmw»

Zeige zuerst, dass f(0) = [* f(k)dk gilt. Verwende Satz 2.1.4.10 und schreibe

/ F(2)Gs(z da:_/ Fk)Gs(k dk‘HO/ fk

6—0

/ffmewm=/ffumumm:f*mmw%f@,

Es gilt aber ebenso

nach Korollar 2.1.4.9. Also gilt insgesamt f(0) = [ f(k)dk. Definiere nun eine Funktion F(y) := f(z +y)
und schreibe

f(x) = F(0) = / h E(k)dk = /_ b f(k)e ™k dE.

—0o0

Beim letzten Gleichheitszeichen wurde verwendet, dass

F(k) = /°° Fly)e-i2mvkdy — /OO o+ y)e= 2y

—00
00 00

_ ez%r:pk/ f($+y)e—227r(x+y)kdy _ 6127rack/ f(z)e—z27rzkdz
—00 —00

— f(k)eizka.

2.1.4.12 Bemerkung.

Eine andere Schreibweise fiir die Fourier-Transformation ist f(k) = F(f)(k) = [, f(z)e™ ™k dz. Die
Riicktransformation wird dann als F~1(g)(z) = F*(g9)(z) = [° g(k)e™™**dk geschrieben. Dabei gilt auf
S(R) (auch auf L?(R)), dass F*F = Id und FF* = Id.

2.1.4.13 Theorem. Plancherel /Parseval
Sei f € S(R). Dann gilt

A2 =171 & [ 1r@Pde = [~ 1iwPak
Proof. Definiere f_(z) := f(—x), wie weiter oben schon bewiesen gilt auBerdem g(0) = [*_ G(k)dk. Schreibe
dann
/ z)2dr = / f(z = fx*f_(0)
= [T rma= [ T mas
—00 —00

—/ NORE

denn es ist

-/ T Ca)e hdy = / " F@er e = / @) mekde = f(k).

— 00
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2.1 Fourier-Reihen

2.1.5 Anwendungsbeispiele von Fourier-Transformationen

2.1.5.1 Beispiel. Warmeleitungsgleichung auf R

Die Wirmeleitungsgleichung hat im Reellen in einer Dimension folgende Form:

0 0?
au(m t) = @u(x,t).

Dabei bezeichnet u(z,t) die Temperatur am Ort x zur Zeit ¢. Die Anfangstemperatur ist vorgegeben durch
u(z,0) = f(z). Wendet man nun eine Fourier-Transformation auf beide Seiten an, nimmt die Gleichung
folgende Form an:

0
Y . — 422125
tu(k:,t) = —4n*k“u(k,t)

Eine Separation der Variablen fithrt auf

0 )
o7 log (k. t) = 47k = ak,t) = A(k)e ™R,

A~

wobei a(k,0) = A(k) = f(k). Also lautet die Losung im k-Raum a(k,t) = f(k)e *™*t. Im z-Raum erhilt
man u(z,t) = f * Hy(x) wobei

)

42024 1 _z*

Ht(a:):/ e 47rkt€z27rkzdk: T
—00

der Wirmeleitungskern (Heat Kernel) ist. Die Losung ist dann

= u(x,t) =

\/E/ y e Hy(2).

Da H; eine Familie guter Kerne ist, gilt f * Hy(z) — f(x) fiir t — oo.
2.1.5.2 Theorem. Poisson’sche Summenformel

Sei f € S(R). Dann gilt > 2 f(z+n)=> f(n)e2™ _fiir den Spezialfall 2 = 0 erhilt man

n=—oo

Yoty =Y fn)

n=—oo n=—oo

Proof. Definiere Fi(z) = > 27 f(x + n), Fa(x) == > 00 f(n)e*™ = Man bemerkt zuniichst, dass
Fy(z + 1) = Fy(x), also F» periodisch mit Periode 1 ist. Weiterhin ist F; stetig, denn die Reihe konvergiert
absolut, da die Fourier-Koeffizienten schnell genug abfallen (f € S(R)). Die Fourier-Transformierte f(n)
liefert also die Fourier-Koeffizienten der Reihenentwicklung von Fs. F} ist ebenfalls periodisch mit Periode

1, denn
Fi(z+1) Z flx+n+1)= Z flx+m) = Fi(x).

Da f € S(R) ist auch F stetig. Nun bleibt also zu zeigen, dass F; und F, dieselben Fourier-Koeffizienten
haben, denn dann sind sie identisch auf [0, 1]. Substituiere dazu y = = + n im Integral:

Fl(m):/ Fl( ) z27rmxdx_/ Z f x_'_n z27rmxdx

0 n=-—00
_ 7227rm:1: _ 7i27rmy 2Tmn
= r+n)e dz = e d
> [ > [ ¢ dy
n=-—o00 n=-—0oo =1

- / Fy)e2mdy = fm).
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2 Fourier-Analysis

2.1.5.3 Theorem.
Sei 1) € S(R) mit [*_|¢)(x)[*dz = 1. Dann gilt

/ () Pda / T AR (k) Pk >

—0o0 — 00

W~ |

Die Ungleichung gilt auch fir  — (x — z¢) und k — (k — ko).

Proof. Aus der Normierungsbedingung erhilt man mittels partieller Integration

1= [ @Pde = - [ oo pe)as = - [ o @0 + @ T,

—00 — 00

Bildet man den Betrag dieses Ausdrucks und wendet die Dreiecksungleichung sowie die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung an, erhélt man

vz [ @i < ([ ) " ([ wwpa) -

—00

= (2, 4m2k2| (k) |2dk)

oo
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3 Ausflug in Lineare Algebra

3.1 Vektorraume mit Skalarprodukt

3.1 Definition. Skalarprodukt
Sei V' ein Vektorraum {iber K. Eine Abbildung

() VxV oK

heifit Skalarprodukt oder inneres Produkt, falls
(a) (u,uy >0 VueV und (u,u)=0<u=0. (positive Definitheit)

(b) (-,-) ist linear im zweiten Argument, also
(u, a0 + fu) = au,v) + Blu, )

fir alle u,v,w € V und o, € K.
(¢) (u,v) = (v,u) fiir alle w,v € V. (Symmetrie)
Einen Vektorraum V mit Skalarprodukt nennt man Skalarproduktraum oder Pra-Hilbertraum. Im Falle
K = R spricht man auch von euklidischen Rdumen.

3.2 Bemerkung. e Im Fall K = R besagt (c), dass (u,v) = (v,u). Zusammen mit (b) impliziert das
die Linearitdt auch im ersten Argument. Fiir K = R ist ein Skalarprodukt also eine Bilinearform.

e Im Fall K = C ist (-,-) antilinear im ersten Argument, denn

{oau + pw,v) = (v, au + pw) = a(v,u) + B(v,w) = a(u,v) + B({w,v).
Man spricht dann von einer Sesquilinearform (sesqui = 13).

3.3 Beispiele. (a) R"™ mit dem natiirlichen Skalarprodukt
n
(@ y)rn = Yz
k=1

(b) C™ mit dem natiirlichen Skalarprodukt

3

3.4 Definition. und Satz. Die quadratsummierbaren Folgen

Sei £2 der Vektorraum der komplexen Folgen a = (ay, az,...) fiir welche die Reihe Y 32 |ax|* konvergiert.

Fiir a = (a1, as,...),b = (by,ba,...) € £? konvergiert die Reihe

<a7 b>€2 = Z kak

k=1

und definiert ein Skalarprodukt auf ¢2.
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3 Ausflug in Lineare Algebra

Beweis. Fiir a = (ay,az,...) € £2 und X € C konvergiert auch > 72 |[Aag* = [A]* Y5c; |ag|?. Fiir a,b € ¢
gilt

Jar, + bel* < 2(Jax|* + [bx]?)
und

1
lakbr| < §(|ak|2 + |bk|?)

und somit (nach dem Majorantenkriterium)

S ot b <23l + 23 < o
und

bl < 25 Jarl2 + 257 b2 < o0
2 2

Also sind auch Aa und a + b quadratsummierbar und der Ausdruck (a, b) ist endlich fiir a,b € 2.
Dass (-, -) ein Skalarprodukt ist, rechnet man einfach nach:

(a) {a,a) =S arar =Y |ag/>* >0 und Y |ax?*=0 & axr=0Vk & a=0.
(b) (a,\b+c) = > ar(Nb + cx) = XD arbr + D axcr, = Ma, b) + (a,c).
(

(c) {a,b) =Y apby = 3" axby = (b,a).
0

3.5 Bemerkung. /2 ist in der Tat ein Hilbertraum. Dazu muss man zeigen, dass jede Cauchy-folge konver-
giert. Also falls ||z, — z||2 — 0 fiir n, m gegen unendlich, gilt zu zeigen dass ein Grenzwert € ¢* existiert.
Ubung.

3.6 Bemerkung. Fiir zwei Riemann-integrierbare Funktionen f und ¢ ist das innere Produkt gegeben
durch

(f.9)= [ fl@)g(x)d"z

R
(R, (-,-)) bildet einen Pré-Hilbertraum mit Norm || f[|* = [i. | f(2)|*d"z. (L?, (-,-)) bildet einen Hilbertraum.

3.7 Definition. Orthogonalitit

(a) Zwei Vektoren u, v eines Skalarproduktraumes V heiflen orthogonal, falls
(u,v) =0.

Man schreibt dann auch v L v.

(b) Eine endliche oder abzidhlbare Menge von Vektoren {v;, ve,...} in V heifit Orthonormalsystem (ONS)
oder Orthonormalfolge (ONF), falls

o J 1 fallsi=j
<Uza%>_5w_{ 0 fallsi##j.

Mit Hilfe eines Orthonormalsystems kann man einen Vektor orthogonal zerlegen. Sei vq, vo, ..., vy ein ONS
in V, dann gilt fiir beliebiges v € V und n < N, dass

n n

u = Z(Uj,’d)@j +u— Z(vj,u)vj = Up + U .

J=1 J=1

=iUn =t

Man rechnet leicht nach, dass (u,,uy) = 0 gilt.

Diese simple Zerlegung hat zwei wichtige Konsequenzen:
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3.1 Vektorrdume mit Skalarprodukt

3.8 Satz. Bessel und Cauchy-Schwarz

Sei V' ein Skalarproduktraum und vq,...,vy ein ONS (N = oo, d.h. eine Orthonormalfolge, ist erlaubt).
Fiir u € V definieren wir

Jull := v/ {u,u).
Dann gilt fiir alle u,v € V und n < N die
Bessel’sche Ungleichung |wl/? > Z vj,u)l*,
und die
Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung |(u, v)| < |Jul] - ||v]].

Beweis. Wegen (uy,u;) = 0 gilt der ,,Satz des Pythagoras®:

[ull = () = (n 4 vy Un 4 Usy) = (U Un) + (Uays Un) + (U ) + (s ) = [fun | + [Jug |12
n n
= <Z<Ujvu>vj7z<vkau>vk> + HU#HQ
j=1 k=1

3

n
= > > (v u{oew) vy, o) g |1? = Zlvg, P+ s 17
: N——

=5,

Daraus folgt mit der Positivitét des Skalarprodukts sofort die Bessel’sche Ungleichung. Die Cauchy-Schwarz’sche
Ungleichung ist trivial fiir w = 0, sei also u # 0. Dann ist uy = ”“T” ein ONS (zugegeben ein sehr kleines)
und Bessel fiir n = 1 liefert Cauchy-Schwarz:

u
ol? > ]< >
Tl

3.9 Definition. Normierter Raum
Eine Abbildung

2

1
:WK%’UHQ-

-1 V= [0, 00)
auf einem K-Vektorraum heifit Norm, falls
(a) JJlu| =0 u=0 (Definitheit)
(b) || Aul| = |A] ||u|| fir alle A € K,u eV (Homogenitét)
(€) llu+wvl < |lul| + [jv] fir alle u,v € V (
Eine Norm weist also jedem Vektor u seine Lénge ||u|| zu. Das Tupel (V|| - ||) heifit normierter Raum.

3.10 Satz. In einem Skalarproduktraum (V; (-,-)) wird durch

Dreiecksungleichung)

llul| == v/ (u, u) fir ueV

eine Norm auf V definiert.

Beweis. ||u|| > 0 und ||ul] = 0 & u = 0 folgen aus der positiven Definitheit (Definition 3.1 (a)) des
Skalarproduktes. Die Homogenitét folgt aus der Sesquilinearitéit des Skalarproduktes:

Al = /(s Ay = /AN, w) = [NV (u, w) = [A] [Ju]]-

Die Dreiecksungleichung folgt aus Cauchy-Schwarz und Re(z) < |z| fir z € C.

lu+v]? = (u+tov,u+v) = (uu)+ (u,v) + (v,u) + (v,0) = (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,0)
lull* + 2 Re(u, v) + |||

lull® + 2/, v)] + [Jv]®

ull® + 2]l floll + [[ol* = (ull + [[0]])?.

IN A
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3 Ausflug in Lineare Algebra

3.11 Bemerkung. Sei /P der Vektorraum der komplexen Folgen a = (a1, as,...) mit der Norm

o0 1/17
lallp = (ZI%I”) :
k=1
Dieser ist auch ein Banachraum.

£ ist dann der Banachraum der beschrinkten Folgen mit Norm

lalloo = sup [an].
n

3.12 Definition. Aquivalenz von Normen

Zwei Normen | - || und | - [|2 auf einem Vektorraum V heiflen &quivalent, wenn es Konstanten ¢,C > 0
gibt, so dass fiir alle z € V gilt:
cllzfly < llzfl2 < Cllz

(Umgekehrt gilt dann offensichtlich auch

1 1
clrlz<lzlh<lzlz. )

3.13 Bemerkung. Seien || - ||; und || - |2 dquivalente Normen auf V. Dann gilt:
(a) imx, =ain (V)| - |1) < limz,=ain (V,|-]|2)-
(b) (xy) ist Cauchy in (V|- |1) < (@) ist Cauchy in (V.|| - |[2).
(c) (V|- ||1) ist vollstandig < (V.|| - ||2) ist vollstandig.

Beweis. (a) Seilimz, = ain (V,||- |l1), also li_>m ||z, —al|1 = 0. Dann ist auch 1i_>m |zn—all2 < li_}rn Cllzn—
ally = 0. (b) Analog. (c) folgt aus (a) und (b). O
3.14 Satz. Alle Normen im C" sind dquivalent.

Beweis. Es geniigt zu zeigen, dass jede Norm || - || zu || - [+ mit [lz[ly = >°7_; [2;] dquivalent ist. Sei

r =31 xje; € R". Dann gilt

lzll = 11D ajesll < D lajlllesll < nmax{llegll [ =1,...,n} Y |z;| =: Cll]|s -
Angenommen es gibt kein ¢ mit c||z|; < [|z|| fiir alle z € R"™, dann existiert eine Folge (z1) in R™ mit
tllzklls = ok und 0oB.d.A. gl = 1. (3.1)

Diese enthilt eine bzgl. || - |1 konvergente Teilfolge, wieder mit (zj) bezeichnet, da die Komponentenfol-
gen (xy ;) beschrénkte Folgen in R sind und somit nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl konvergente
Teilfolgen enthalten. Wegen (3.1) konvergiert die Folge (zj) auch in der || - ||-Norm gegen den eindeutigen
Grenzwert x := limy_, o, . Aufgrund der Stetigkeit der Normen, welche eine Konsequenz der umgekehrten
Dreiecksungleichung ist, ist dann einerseits 1 = lim ||zg||1 = || lim |1 = ||z]]1, also z # 0. Andererseits ist
|z = lim ||z < lim ¢ |lzxlli = 0, also 2 = 0. O

3.15 Bemerkung. Der Raum der Funktionen, in dem |f|P eine Riemann-integrierbare Funktion ist bildet

mit der Norm
1/p
1= ([ s

3.16 Lemma. Jedes Orthonormalsystem vy, vs, ... ist linear unahéngig.

einen normierten Raum.
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3.1 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Beweis. Aus Z?Zl ajvj = 0 folgt durch Projektion auf vy, k € {1,...,n},

n n
0= <vk,2ajvj> = Zaj <?)k,1)j> = Q.
j= j=1 N——

O

3.17 Korollar. Orthonormalbasen

(a) Ist vy,...,v, ein ONS in einem n-dimensionalen Skalarproduktraum V', so ist (vy,...,v,) eine Basis

fiir V und heiit dann Orthonormalbasis (ONB).
(b) Sei vy, ...,v, eine ONB von V', dann ist die Basisdarstellung von u € V' durch

n

u= (i, )y + o+ (U, uhn = (g, vy
k=1

gegeben.
(¢) Fiir u,w € V und vy, ...,v, eine ONB ist

3

Insbesondere gilt die Parseval’sche Gleichung
n
lull? = [(or, w)|?
k=1

Beweis. (a) In einem n-dimensionalen Raum bilden n linear unabhéngige Vektoren eine Basis.

(b) Sei u = >}, ojv; die Basisdarstellung von u. Dann folgt durch Projektion auf vy, k € {1,...

dass

n
(g, u (vg, E a;vj) E a;j(vg, vj) = ai .
k=1

(¢) Fir u,w gilt nach (b),

also

3.18 Definition. Projektion

Sei V ein Vektorraum und P € £(V'). Dann heifit P Projektion falls,
(a) P? =P,

und orthogonale Projektion beziiglich eines Skalarprodukts (-, -), falls zusitzlich
(b) (u, Pv) = (Pu,v) fir alle u,v € V.
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3 Ausflug in Lineare Algebra

3.19 Bemerkung. In der Quantenmechanik werden Projektionen auf einen normierten Vektor |u) als |u)(u]
bezeichnet. Mit der Bedeutung, dass es auf einen Vektor |v) so wirkt

|u) (ul|v) = w(u, v).

Als Beispiel, sei |u) = f( ,2,3) € C3, dann ist aus mathematischer Sicht |u)(u| das Tensorprodukt

1
14

1 1 1 2 3
2] (1L,2,3)= (2 4 6
3 3 69
Also allgemein, bei normiertem |u) = (u1, ug, u3) ist

[u)(ul = (aij) = (usu;).

3.20 Definition. Orthogonales Komplement

Fiir nichtleere Teilmengen A C V eines Skalarproduktraumes heifit der Unterraum
L={ueV|{uv)=0VYve Al
das orthogonale Komplement von A.

3.21 Satz. Sei vy,...,v, ein ONS in V und sei P € L(V) definiert durch

n

Pu := Z(vk, wvg . (= up)

k=1

Dann ist P eine orthogonale Projektion, genannt Projektion auf W = Span{vy,...,v,}, und es gilt fiir alle
ueV

(a) Pue W und (1 — P)ue W+,
(b) llu— Pul| = min{[ju — w|[ |w € W}
Beweis. (a) haben wir bereits gezeigt ((uy,u.) = 0), siche Ubungsaufgabe.
(b) Sei w € W, dann ist w = 37| A\ju; fiir geeignete \; € K und es gilt

lu—w|* = IIU—Z)\ vill* = U—ZA vj U —thvw
= (u,u)—z (v, u Z)\kuvk +Z])\ |2
j=1
= Jlull? +Z\/\J (i, w)]* = [{vg,u)]?
j=1

J/

-~

>0
Das Minimum wird angenommen fiir A\; = (vj,u) .

Wir zeigen noch, dass P eine orthogonale Projektion ist. Linearitét folgt aus der Linearitéit des Skalarpro-
dukts. Sei w € W, dann gilt nach (b) Pw = w und mit (a)

P?>u=P(Pu)=Pu YucV.
N——"
cew

P ist also eine Projektion. Wegen

(Pu,v) — (u, Pv) = (Pu,v— Pv) — (u—Pu, Pv)=0
~~ ——
ew  ewl ewt W

ist sie auch orthogonal. O

Wie findet man Orthonormalsysteme bzw. Orthonormalbasen, und gibt es iiberhaupt immer welche?
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3.1 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt

Sei V' Skalarproduktraum und ug, use, ... eine endliche oder abzihlbare linear unabhingige Menge von Vek-
toren in V. Wir konstruieren nun ein ONS v, vs, ... mit

Span{vy,...,v,} = Span{uq,...,u,} fir alle n € N.

1. Schritt: v, = m erfiillt ||vy|| = ”m” =1 und ist somit ein ONS mit Span{v; }=Span{u, }.
2. Schritt: Sei P; die orthogonale Projektion auf W7 = Span{u; } = Span{v;}. Daug ¢ W1y, gilt ug—Piug # 0
und wir kénnen vy = % definieren. Es gilt wieder ||vz| = 1 und vy € VVlL da ug — Pius € VVlL

und Wi+ Unterraum ist. Da vq,v2 beide in Wy = Span{uj,us} liegen und linear unabhiingig sind, folgt
Span{vy, vy} = Wa.

n-ter Schritt: Seien vy, ...,v,_1 schon konstruiert mit
Span{vi,...,vnp—1} = Span{uy,...,up—1} = W1

und sei P,_1 die orthogonale Projektion auf W,_1 .
Dann folgt wieder aus u,, € W,,_1, dass u, — Pp_1u, 7# 0 und

Up — 'p—1Un

vy, = ———
" |tn — Pn—1un|

erfiillt ||v,|| = 1 und v, € W= ;. Wiederum folgt aus v1,...,v, € Span{us,...,u,} und vy,...,v, ONS,
dass Span{vy,...,v,} = Span{uy,...,u,}. Bei abzihlbar vielen wuj, uy folgt die Existenz des behaupteten
ONS per Induktion.

3.22 Korollar. Fiir jeden n-dimensionalen Skalarproduktraum V' gilt:
(a) V besitzt eine ONB.
(b) Jedes ONS vy, ..., vy, ldsst sich zu einer ONB (vy,...,v,) fiir V ergéinzen.
(c) Fiir U= Span{vi,...,v,} gilt dann U+ = Span {vp41,...,v,} also dim U + dim U+ =n.

3.23 Bemerkung. Wir haben bereits gesehen, dass V = {€™®} eine ONS in L?([—n,7]) bildet.

Die Norm in Skalarproduktrdumen ist durch das Skalarprodukt gegeben, ||u| = \/(u,u). Man kann aber
auch umgekehrt das Skalarprodukt aus der Norm rekonstruieren.

3.24 Satz. Polarisation und Parallelogrammgleichung

(a) In jedem Skalarproduktraum iiber R gilt
1 2 2
(u,v) = 2 (lu+0f° = flu =]
(b) In jedem Skalarproduktraum iiber C gilt
1
(u,v) = (w40l = flu = of* +illu = iv|* = ifu+iv]|*)

(¢) In jedem Skalarproduktraum gilt die Parallelogrammgleichung.

4 ol* + flu = vf|* = 2]jul® + 20|

Umgekehrt ist ein Vektorraum mit Norm || - || genau dann ein Skalarproduktraum, wenn die Par-
allelogrammgleichung gilt. Das zugehorige Skalarprodukt ist dann durch die Polarisationsgleichung
gegeben.
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3 Ausflug in Lineare Algebra

Beweis. (a) und (b) rechnet man einfach nach, indem man auf der rechten Seite jeweils || - |2 = (-,
einsetzt und zusammenfasst. Ebenso zeigt man die Parallelogrammgleichung in Skalarproduktrdumen. Es
bleibt zu zeigen, dass durch die Polarisationsgleichung ein Skalarprodukt definiert wird, wann immer eine
Norm die Parallelogrammgleichung erfiillt. Dazu priift man direkt die Eigenschaften (a), (b) und (c) aus
Definition 3.1. O

3.25 Definition. Isometrie, orthogonale und unitire Abbildung

(a) Eine lineare Abbildung L € L(V, W) zwischen normierten Raumen V und W heifit Isometrie, wenn
| Lullw = ||u|y fir alle w € V.

(b) Eine surjektive Isometrie L zwischen Skalarproduktriumen heifit unitir, bzw. im Fall K = R und
V = W auch orthogonal.
3.26 Lemma. Sei L € L(V, W) eine Isometrie. Dann gilt
(a) L ist injektiv.
(b) Falls dimWW = dimV < oo, so ist L surjektiv.
(¢) Sind V und W Skalarproduktriume, so gilt auch (Lu, Lv)w = (u,v)y Vu,v € V.

Fir W =V = R” mit dem natiirlichen Skalarprodukt sind Isometrien also auch winkeltreu.

Beweis. (a) Lu=0 = |u|ly =||Lul|lw =0 = u=0.
(b) Fiir lineare Abbildungen zwischen endlichdimensionalen Rdumen gilt nach Satz 7?7, dass L injektiv <
L surjektiv.

(c) folgt aus Polarisierungsidentitét.
O

3.27 Bemerkung. Fiir dimV = oo gilt (b) im Allgemeinen nicht. Ein Beispiel ist der Rechtsshift R auf
0% := {(an)nen| Y02y lan|* < oo} Es ist
R:0* = 12 (ay,az,...) — (0,a1,az,...)
offensichtlich eine Isometrie, aber nicht surjektiv.
3.28 Lemma. Sei B = (v1,...,v,) eine ONB von V. Dann ist die Koordinatenabbildung
<U17 u)
Op:V ->K" u— (u)g = :
(Un, u)

unitir, wobei K" mit dem natiirlichen Skalarprodukt versehen ist.
Beweis. Parseval’sche Gleichung. O

Also ist jeder endlichdimensionale Skalarproduktraum V' iiber K unitdr &quivalent ( = isometrisch
isomorph) zu K" mit dem natiirlichen Skalarprodukt.

3.29 Bemerkung. In der Mathematik betrachtet man zwei Objekte vom gleichen Typ (z.B. Vektorrdume,
Skalarproduktréiume, Gruppen usw.) als im wesentlichen identisch, wenn es strukturerhaltende Abbildun-
gen zwischen ihnen gibt: fiir Vektorrdume sind das die Isomorphismen (lineare Bijektionen), fiir Skalar-
produktriume die isometrischen Isomorphismen (also die unitire Abbildungen), fiir Gruppen die Gruppen-
Isomorphismen (also Bijektionen, welche die Gruppenstruktur erhalten).

Wir betrachten im folgenden endlichdimensionale Skalarproduktriaume. Da diese alle isometrisch isomorph
zu K" sind, betrachten wir zunéichst nur den K”. Man sollte aber im Hinterkopf behalten, dass alle Resultate
und Definitionen sich direkt auf beliebige endlichdimensionale Skalarproduktrdume mittels des isometrischen
Isomorphismus aus Lemma 3.28 iibertragen lassen.

AuBlerdem finden sich viele der folgenden Konzepte in sehr dhnlicher Form auch fiir co-dimensionale Skalar-
produktridume und insbesondere fiir Hilbertrdume wieder. Sie sind fiir die Physik von grofier Bedeutung.
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3.1 Vektorrdume mit Skalarprodukt

3.30 Definition. Die adjungierte Matrix

Die zu einer m x n-Matrix A adjungierte Matrix A* ist A* = AT, also a;;

demnach A* = AT,

= aj;. Fiir reelle Matrizen ist

3.31 Lemma. Sei A € M(n x m,K) dann gilt:
(a) (z, Ay)gn = (A*z, y)gm fir alle z € K",y € K™
(b) Rang A* = Rang A.
Falls A € M(n x n,K) dann gelten weiterhin
(c) det A* = det A.
(d) \ist genau dann Eigenwert von A, wenn A Eigenwert von A* ist. Die geometrische und die algebraische

Vielfachheit stimmen iiberein.

n

Beweis.  (a) (@, Ay)gn = D T (AY); =D T3 Y apye = Y Y ik Uk
j=1 k=1

j=1 k=1 j=1
m n m
= YD apmiue =Y (A)yk = (A", y)gm
k=1 j=1 k=1
(b) Da Spaltenrang = Zeilenrang gilt, folgt die Aussage daraus, dass Vektoren aq,...,a; € K" genau dann
linear unabhéngig sind, wenn ag, ..., a; € K" linear unabhéngig sind.

(c) Wir wissen bereits, dass detA = detA”. Aus der Leibnizformel ergibt sich detA* = detAT.
(d) Ubungsaufgabe.

3.32 Lemma. (a) Sei A € M(m x k,K) und B € M(k x n,K), dann gilt
(AB)" = B*A*.
(b) Sei A € M(m x n,K), dann ist A*A € M (n x n,K) und es gilt fir z € K"
(&, A" Az)in = Az

3.33 Bemerkung. Wir haben bisher nur die adjungierte Matrix aber nicht die adjungierte Abbildung
definiert. Nun kénnte man einfach mittels des Basisisomorphismus

Op:V - K", u— (u)p

die Definition der adjungierten Matrix auf lineare Abbildungen L € L£(V,W) hochziehen: Seien dimV = n,
dimW = m und A und B Orthonormalbasen, dann bildet M5 (L) den K" auf K™ ab und M5(L)* den K™
auf den K”. Also wire

L*:=2,' (M5(L))" ®5

eine lineare Abbildung von W nach V. Diese Definition ist zwar naheliegend und gewissermassen auch
korrekt, man iibersieht dabei aber einen wichtigen strukturellen Aspekt.
Exkurs: Der Dualraum

3.34 Definition. Dualraum

Sei V' ein endlichdimensionaler Vektorraum. Dann heifit der Vektorraum £(V, K), also der Raum der linearen
Abbildungen von V nach K, der Dualraum von V und wird mit V’ bezeichnet.

3.35 Bemerkung. In unendlichdimensionalen Vektorridumen ist V’ der Raum der stetigen linearen Abbil-
dungen von V nach K. In endlichdimensionalen Raumen sind aber alle linearen Abbildungen stetig.
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3 Ausflug in Lineare Algebra

3.36 Beispiel. Der Dualraum (K™)’ von K™ (=Spaltenvektoren) ist der Raum der 1xn-Matrizen, £L(K", K) =
M (1 x n,K), also der Raum der Zeilenvektoren: Fiir x € (K™)" und y € K" ist

y
r(y) = (21,...,70) | ¢ | =11+ TaYn
Un

Es sind also K" und (K")’ in natiirlicher Weise isomorph.

3.37 Bemerkung. Fiir beliebige Skalarproduktrdume V' gibt es eine natiirliche Identifizierung I zwischen
Vund V': Zuu e Vist I(u) € V' = L(V,K) gegeben durch

I(u): V=K, v (u,v).

Tatséchlich 148t sich jede lineare Abbildung L : V' — K in der Form L(v) = (u,v) fiir ein geeignetes u € V'
schreiben. Fiir K" ist das klar und mit Lemma 3.28 folgt das fiir beliebige endlichdimensionale Skalarpro-
duktriume. Somit ist I : V' — V' eine antilineare Bijektion. Fiir unendlichdimensionale Hilbertriume gilt
ein entsprechendes Resultat.

Wir formulieren das ganze noch etwas allegmeiner.

3.38 Satz. Sei also H, (-,-) ein Hilbertraum, und L € H'. Dann gibt es genau ein v € H, mit

L(v) = (u,v) Vv e H.

Beweis. Wir skizzieren den Beweis. Zuerst betrachten wir
M = kernL.

Es gilt H = M @ M*. Nun ist es entscheidend zu erkennen dass dim M+ = 1. Angenommen der Raum
hiitte zwei linear unabhingige Vektoren, ¢, 1) € M-+ dann gelte

L(A¢ + pp) = AL(¢) + pL(p) = 0

mit A = —MM. Damit muss A¢ + py = 0 sein, und die beiden Vektoren kénnen nicht liner unabhéngig

L(¢)
sein. Sei nun ¢ € M+ mit ||¢|| = 1. Dann gilt fiir v € H, dass

v = ¢<¢7U> + 2,

with z € M. Also
L(v) = L(¢)(,v) = (u,v),
with u = L(¢)¢. 0

3.39 Bemerkung. Es ist nun relativ einfach zu zeigen, dass fiir 1 < p,q < oo gilt, dass
Py = ¢

3.40 Definition. Adjungierte Abbildung
Fiir L € £(V,W) ist die adjungierte Abbildung Lt definiert durch

LW =V, (L'w)(v) :=w'(lv) Yo' e W, veV.
eV’
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3.1 Vektorrdume mit Skalarprodukt

Diese Definition nimmt keinen Bezug auf ein Skalarprodukt. In Skalarproduktrdumen kann man nun aber die
Dualrdume V' und W’ mit den Riumen selbst identifizieren und bekommt somit eine Abbildung L* : W — V
geméf

LWV, 'v=I;' L' yw.

Dann folgt die Eigenschaft
(w, Lv)yw = (L*w,v)y firalle we W, veV,
direkt aus der Definition:

— —(If (71t
(w, Lv)w = Jw (Lv ) = (L"(Iw))( v )= I " L'ITw,v)y.
W’ ew o, €V

Sei nun H Hilbertraum und L € £(H). Dann gilt

(L*u,v) = (u, Lv).

Wir merken uns also: Der adjungierte Operator zu L € L(V, W) ist eigentlich eine Abbildung zwischen
den Dualrdumen W’ und V’. Fiir Skalarproduktriume kann man aber die Dualriume mit den Rdumen selbst
identifizieren und somit die adjungierte Abbildung als Abbildung von W nach V auffassen.

3.41 Bemerkung. In der Physik nennt man die Elemente eines Vektorraums V oft die kontravarianten
Vektoren und die Elemente des Dualraums V' die kovarianten Vektoren. Hat man ein Skalarprodukt auf
V', so kann man ko- und kontravariante Vektoren ineinander umwandeln. Die Bezeichnungen gehen auf das
unterschiedliche Transformationsverhalten unter Basiswechseln zuriick, sieche Ubungen. Angenommen wir
haben Vektorraum mit Basis X, Xo und innerem Produkt ¢(Z,Y’), mit ¢;; = ¢g(X;, X;). Dann sind fiir
einen Vektor Y = ' X;, die y* die kontravarianten Vektoren und y; = gmyi die kovarianten Vektoren. g(Y, )
ist lineares Funktional, Ly (-). Diesem Funktional entspricht der kovariante Vektor g; ;y°.

3.42 Satz. Eine Matrix A € M (n x n,K) definiert genau dann eine unitire Abbildung A : K" — K", wenn
A* = A7 gilt.

Beweis. Mit Lemma 3.26 ist A genau dann unitir, wenn A isometrisch ist. Sei also A* = A~! und = € K,
dann gilt
|Az|? = (Az, Az) = (A" Az, 2) = (A Az, 2) = (2,2) = ||z

Also ist A eine Isometrie. Sei umgekehrt A eine Isometrie, dann ist fiir jedes x € K"
(A*Az,y) = (Az, Ay) = (z,y)
fiir alle 5y € K und somit A* Az = z, also A* = A~L. O

3.43 Korollar. Seien V und W endlichdimensionale Skalarproduktraume und L € £L(V,W). Es ist L genau
dann unitdr, wenn L* = L~! gilt.

3.44 Bemerkung. Eine n x n-Matrix ist genau dann unitér bzw. orthogonal, wenn ihre Spalten (oder
analog ihre Zeilen) eine ONB des K" bilden, denn fiir die Spalten von A = (ay,...,ay) gilt dann

<aj7 a;) = (A*A)ji = (En)jz = dj; -

Die Transformationsmatrix S eines Basiswechsels zwischen ONBen des K™ ist also unitédr, da die Spalten
als Bilder der Basisvektoren wieder eine ONB bilden. Umgekehrt kann man jede unitédre Matrix als Trans-
formationsmatrix eines Basiswechsels zwischen ONBen interpretieren.

3.45 Satz. Sei S eine unitdre n x n-Matrix.
(a) Jeder Eigenwet A von S liegt auf dem Einheitskreis, d.h. |A| = 1.
(b) |detS| =1
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3 Ausflug in Lineare Algebra

Beweis. (a) Sei A € C Eigenwert von S und u ein zugehériger Eigenvektor. Dann gilt
[ull = [1Sull = [|Au] = [Alllu]-

Da u # 0, muss |A\| = 1 gelten.
(b) 1 = detE,, = detS*S = detS* detS = detS detS = |detS|?. O

3.46 Beispiel. Die unitiren Abbildungen auf dem R?, also in diesem Fall die orthogonalen, sind die Spiege-
lungen und Drehungen. Nur diese lassen alle Winkel und Lingen intakt. Formal folgt das so: da die Spalten
einer orthogonalen Matrix eine ONB bilden, kann man fiir die erste Spalte

_ [ cosg .
51 = ( sin > fiir ein ¢ € [0,2m)

ansetzen. Es gibt nun genau zwei zu s; orthogonale Vektoren der Lénge eins, ndmlich

82:<—s1ng0) und 33:( sin ¢ >
Cos —cos
Es ist Dy, = (s1,s2) die Drehung um den Winkel ¢ und S, /o = (s1,53) die Spiegelung an der Ursprungsge-

raden mit Winkel ¢/2 zur z-Achse.

Es gilt detDy, = 1, da Drehungen die Orientierung einer Basis nicht &ndern und detS,» = —1, da Spiege-
lungen die Orientierung einer Basis d&ndern.

Exkurs: Gruppen

3.47 Definition. Gruppe
Eine Gruppe ist ein Paar (G, o) bestehend aus einer Menge G und einer Abbildung

o:GxG — G
(a,b) — aob

mit den folgenden Eigenschaften:
(a) (aob)oc=uao(boc) firalle a,b,c € G (Assoziativitit)

(b) Es gibt ein e € G mit aoe =eoa =a fir alle a € G (Existenz des neutralen Elements).

1 1

(c) Zu jedem a € G gibt es ein a™! € G mit aca™! =a"loa=e. (Existenz des Inversen).

Eine Teilmenge H C G, welche selbst wieder eine Gruppe ist, heiit Untergruppe.

3.48 Bemerkung. Es geniigt in (b) und (c) jeweils nur e oa = a und a~! o a = e zu fordern. Die jeweils
andere Gleichung folgt dann:

1

e Jedes linksinverse Element ist auch rechtsinvers: sei ™" o @ = e, dann ist aufgrund der Assoziativitét

aoal = eo (aoa_l) = ((a_l)_1 oa_l) o(ao a_l) =

= (@ Hlo(atoa)oat=(aH toat =e.

e Jedes linksneutrale Element ist auch rechtsneutral: sei e o a = a, dann ist

-1

aoe=ao(atoa)=(aocaNoa=a.

3.49 Beispiel. Matrixgruppen:

Die Verkniipfung ist im Folgenden durch das Matrixprodukt gegeben, das neutrale Element ist jeweils die
Einheitsmatrix.

(a) Alle invertierbaren n x n-Matrizen bilden die lineare Gruppe GL(n,K) :
fir A, B € GL(n,K) ist auch AB wieder invertierbar, da (A B)~! = B71A~!.
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3.1 Vektorrdume mit Skalarprodukt

(b) Die unitéren komplexen Matrizen bilden die unitére Gruppe U(n):
fir A, B € U(n) ist auch AB wieder unitér, da (AB)* = B*A* = B~'A~! = (AB)!.
U(n) ist Untergruppe von GL(n).
(c) Die orthogonalen n x n-Matrizen bilden die orthogonale Gruppe O(n). O(n) ist Untergruppe von U(n) .
(d) Die spezielle lineare Gruppe ist SL(n,K) = {A € GL(n,K)|detA = 1}. Wegen det AB= detA-detB
ist SL(n,K) wieder eine Gruppe.
(e) Die spezielle unitédre Gruppe SU(n) = {A € U(n) | detA = 1}.
(f) Die spezielle orthogonale Gruppe S0(n) = {A € O(n) | detA = 1} besteht genau aus den Drehmatrizen.

Analog zu (a)—(f) definiert man fiir Vektorrdume V' die Gruppen GL(V'), SL(V') und fiir Skalarproduktraume
zusétzlich U(V) und SU(V).

(g) Sei Allgemein M eine Menge und Bij(M) die Menge der bijektiven Abbildung f : M — M. Dann ist
(Bij(M), o) eine Gruppe. Hier steht o fiir die Komposition von Abbildungen und das neutrale Element
ist die Identitét.

3.50 Definition. Abelsche Gruppe
Ist eine Gruppe (G, o) kommutativ, d.h.

aob=boa firallea,bedG,

dann heiffit G eine abelsche Gruppe.

3.51 Beispiel. e (Z,+) ist eine abelsche Gruppe
e (R, +) ist eine abelsche Gruppe
e Ist (V,+,:) ein Vektorraum iiber K, so ist (V,+) eine abelsche Gruppe
e SO(2) ist eine abelsche Gruppe
e SO(3) ist nicht abelsch

3.52 Beispiel. Transformation des Raumes und der Raumzeit

e Die Bewegungsgruppe B ist die Gruppe der lingentreuen Abbildungen f : R?® — R3 mit || f(z) —
f@)| = |z — y| fiir alle z,y € R3. Man kann zeigen, dass sich jedes f € B schreiben lifit als
Verkniipfung einer Translation und einer Drehung, also fiir f € B gibt es a € R? und D € SO(3) so,
dass f(z) =Dx+a.

e Die Galilei-Gruppe (nichtrelativistische Raumzeitsymmetrie)

Die nichtrelativistischen Gesetze der Physik (Newton’sche Mechanik, Quantenmechanik) sind invariant
unter

— Drehungen und Tanslationen des Raumes
z— 12’ =Dr+a, DeSO3), acR3.

— Verschiebung des Zeitnullpunktes

t—t =t+717, TER.

— gleichformige Bewegung

r—r =z+tv, veR3. (Galilei-Boosts)

Zusammen bilden diese Transformationen die Galilei-Gruppe. Fassen wir Zeit und Ort zu einem Vektor

t . . o .
( - ) € R* (=Raumzeit) zusammen, so sind alle Galilei-Transformationen von der Form

A t\ t+T
x Daro) \ g )T\ Dr4+a+tv )
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56

Zusammen bilden die Abbildungen T(p 4 ) : R* — R* die inhomogene Galilei-Gruppe. Die Gruppe-
neigenschaft rechnet man direkt nach:

t t+ 1
T(Dz,az,TQ,vz) © T(D17a177'1,1)1) < z > = T(D27a2y727v2) ( Diz + ay + tvy ) -

_ t+7+ 7
Dy(Dix + ay +tvy) +as + (t + 71)v2

t
- T(D2D17D2a1+a2+T1v2771+72,D2v1+02) < T :

Die Galilei Transformationen erhalten die Gleichzeitigkeit. Fiir ( ; ) und ( Z ) gilt: Falls t = s,

dann stimmen auch nach jeder Galilei Transformation die ersten Komponenten wieder iiberein. Setzt
man ¢ = 0 und 7 = 0, so bilden die T(p , die homogene Galileigruppe, eine Untergruppe von GL(R%):

o (£)= (L) ()= (naur )

Was bedeutet es nun, dass ein physikalisches Gesetz oder eine Theorie Galilei-invariant ist? Dazu
sollten die Losungen durch Objekte auf der Raumzeit R* gegeben sein, z. B. Weltlinien von Teilchen,
d.h. Kurven

wiRSEL €m0 - (DG, -1,

wobei v; die Weltlinie des j-ten Teilchens ist und normalerweise angenommen wird, dass t; : R —
R, & — t;(&) eine Bijektion ist. Eine Theorie deren Losungen solche Weltlinien sind, z.B. Newton’sche
Mechanik, heifit nun Galilei-invariant, wenn mit jeder Losung (7;);=1,...~ und fiir jede Galileitrans-
formation T{p 4 r.v) auch (T(pq.rv) © Vj)j=1,.. N eine Losung ist. Die Parametrisierung der Kurven -;
spielt hier iibrigens keine Rolle.

Die Lorentz-Gruppe (relativistische Raumzeitsymmetrie)

Ersetzt man die Galilei-Boosts 7(q ¢,,) durch Lorentz-Boosts,

. T
T T T 1_ v x + vt 102 v 1 T
c? c2

erhélt man die Lorentzgruppe (oder auch Poincarégruppe). Die Lorentztransformationen erhalten die

. ce t . . . t
Gleichzeitigkeit nicht: fiir < - > und < Z > mit ¢ = s stimmen die ersten Komponenten von L, ( - )

und L, < y > im Allgemeinen nicht iiberein. Andererseits ist L,, auf den letzten drei Komponenenten

auch nicht mehr langentreu:

() () A ()

Was bedeutet das fiir die Losungen Lorentz-invarianter Theorien? Nehmen wir an, die Endpunkte
eines ruhenden Stabes seien durch die Weltlinien

w©=(§) wi wo=(1)

gegeben. (Der einfacheren Notation wegen nehmen wir einen eindimensionalen Raum also eine zwei-
dimensionale Raumzeit an). In einer Lorentz-invarianten Theorie ist dann auch

hO = Low© - ———( 5 )+ 0= oo -——=( 7% )

[{1_ 2 1+v¢
c? c?
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eine Losung. Wie lang ist nun aber dieser bewegte Stab? Die Zeitkomponenten der Lésungen stimmen
tiberein, wenn wir § = ¢ + -z wihlen. Die Differenz der Ortskomponenten ist dann

2

S| (YA

also um den Faktor /1 — ’C’—; kleiner als die urspriingliche Differenz. Das ist die sogenannte Léngen-
oder Lorentzkontraktion. Bewegte Korper erscheinen uns (in unserem ruhenden Koordinatensystem)
in der Bewegungsrichtung verkiirzt. Natiirlich konnten wir die Lorentztransformation auch als einen
Koordinatenwechsel interpretieren, d.h. v{(§) und ~4(¢) wiren die Koordinaten des Stabes in einem
gleichformig mit der Geschwindigkeit —v bewegten Koordinatensytems. Jemand der dieses Koordina-
tensystem verwendet (man spricht dann von einem bewegten Beobachter), wiirde dann ebenfalls die

Lange des Stabes mit /1 — Z—i angeben.

3.2 Symmetrische Operatoren

3.53 Definition. Symmetrie und Selbstadjungiertheit

(a) Eine n x n-Matrix A heiffit symmetrisch oder selbstadjungiert, wenn A = A* gilt.

(b) Eine lineare Abbildung 7' € L(V') auf einem Skalarproduktraum V heifit symmetrisch oder selbst-
adjungiert, wenn
(Tu,v) = (u, Tv) fiir alle u,v € V.

3.54 Bemerkung. Zumindest auf einem endlichdimensionalen Raum ist also 7" symmetrisch genau dann
wenn 7' = T™* gilt. (Vgl. Lemma 3.31 und Exkurs Dualraum). Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn
die Matrix Mp(T') bzgl. einer (und damit bzgl. jeder) ONB symmetrisch ist.

3.55 Satz. Seien S und 7' Endomorphismen eines Skalarproduktraumes V. Dann gilt
(a) Sind S und T selbstadjungiert, so auch aS + ST fiir o, 5 € R.
(b) Ist T selbstadjungiert und invertierbar, so ist auch T~! selbstadjungiert.

(c) Ist V ein komplexer Skalarproduktraum, so ist 7' genau dann selbstadjungiert, wenn

(u,Tu) € R fiir alle uwe V.

Beweis. (a) Klar, Sesquilinearitéit des Skalarprodukts.
(b) Seien u,v € V, dann ist
(T, v) = (T, TT ) = (TTu, T"1) = (u, T" ).

(c) Ubungsaufgabe.
O

Wir werden zeigen, dass selbstadjungierte Operatoren auf endlichdimensionalen Skalarproduktraumen im-
mer diagonalisierbar sind. Das folgt im Wesentlichen schon aus den folgenden sehr simplen Beobachtungen:

3.56 Satz. Sei V ein Skalarproduktraum und 7' € L(V) selbstadjungiert. Dann gilt:
(a) Alle Eigenwerte von T sind reell.
(b) Eigenvektoren von T zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.

(c) Ist u ein Eigenvektor von 7', so ist der zu u orthogonale Teilraum
W ={u}* ={veV|(uv) =0}

T-invariant, d.h. T(W) C W (also Tw € W Yw € W).
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Beweis. (a) Sei Tw = Au mit u # 0, dann ist
Mu, u) = (u, M) = (u, Tu) = (Tu,u) = (M, u) = Mu,u),

also folgt mit (u,u) # 0, dass A = \.
(b) Sei Tu = Au und Tv = pw fiir A # p und u,v # 0, dann ist

Mu,v) = (Au,v) = (Tu,v) = (u, Tv) = (u, pv) = plu,v),

also folgt mit A\ # u, dass (u,v) = 0.
(¢) Sei Tu = Auund w € W, also (w,u) = 0. Dann ist auch

(Tw,u) = (w, Tu) = (w, \u) = Mw,u) =0,

also Tw € W.
O

3.57 Satz. Jeder selbstadjungierte Endomorphismus 7" auf einem endlichdimensionalen Skalarproduktraum
iiber R oder C besitzt wenigstens einen Eigenwert (welcher dann gemifl Satz 3.56 reell ist.)

Beweis.  (a) Im Fall K = C besitzt das charakteristische Polynom Pr von T nach dem Fundamentalsatz
der Algebra eine Nullstelle A € C. Diese ist ein Eigenwert von 7.

(b) Auch im Fall K = R hat das charakteristische Polynom Pr von T sicherlich eine Nullstelle A € C.
Diese ist Eigenwert von A = Mp(T') als Element von £(C"), wobei B eine ONB ist. Nach Satz 3.56
ist aber A reell und somit auch Eigenwert von T

O

3.58 Satz. Diagonalisierbarkeit selbstadjungierter Endomorphismen

Jeder selbstadjungierte Endomorphismus auf einem endlichdimensionalen Skalarproduktraum ist diagonali-
sierbar, besitzt also eine Orthonormalbasis aus Eigenvektoren.

Beweis. Induktion iiber dim V = n:

Im Fall dim V' =1 ist jede lineare Abbildung T': V' — V diagonalisierbar, denn ist V' = Span{v} mit v # 0,
so gibt es wegen Tv € V ein A € K mit Tv = lv.

Sei also die Behauptung fiir alle Skalarproduktraume der Dimension n richtig, V' ein (n + 1)-dimensionaler
Skalarproduktraum und 7" € L(V) selbstadjungiert.

GeméB Satz 3.57 hat T einen reellen Eigenwert \;. Sei Tv; = Ajvq mit ||vy]| = 1 und Wy = {vg }*-.
Nach Korollar 3.22 ist dimW; = dimV — 1 = n. Gemé&f Satz 3.56 ist 73 = T'|w, eine selbstadjungierte

Abbildung auf dem Skalarproduktraum Wj. Nach Induktionsannahme gibt es eine ONB ws, ..., v,41 von
Wi und Zahlen Ao, ..., Aps1 € K mit

Tivy =Tvp = My, flir k=2,...,n+1.
Also bilden (v1,...,vn41) eine ONB fiir V' mit

Tvk:)\kvk fir k= ,...,n+1.

3.59 Korollar. Hauptachsentransformation selbstadjungierter Operatoren

Zu einem selbstadjungierten Endomorphismus 7' : V' — V eines n-dimensionalen Skalaproduktraumes V
iiber K l483t sich stets eine unitdre Abbildung

S: K" =V
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3.2 Symmetrische Operatoren

finden, welche T' diagonalisiert, also

A O oo oo 0
0 M :
STITS =
: Am O
0 0 An
erfiillt. Hier sind Ay, ..., A\, die verschiedenen Eigenwerte von T', wobei jeder Eigenwert entsprechend seiner

geometrischen Vielfachheit oft wiederholt wird.

3.60 Korollar. Spektraldarstellung selbstadjungierter Operatoren

Ist T': V — V selbstadjungiert auf dem endlichdimensionalen Skalraproduktraum V', dann gilt

m
T = Z e P,
k=1
wobei A, ..., Ay, die verschiedenen Eigenwerte sind und Py : V' — V jeweils die orthogonale Projektion auf

den Eigenraum F), bezeichnet.

Beweis. Es reicht aus zu zeigen, dass beide Seiten auf Eigenvektoren von T diesselbe Wirkung haben, denn
es gibt ja eine Basis aus Eigenvektoren. Sei also Tv = A;v, dann gilt

Pk?} = 5kj?},

da Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten orthogonal sind. Also ist

Z MePrv = Aju.
k=1

O

3.61 Bemerkung. Diese Spektraldarstellung 1483t sich auf geeignete selbstadjungierte Operatoren auf oo-
dimensionalen Rdumen verallgemeinern.

Zusammenfassend geben wir an dieser Stelle noch das Rezept zur Hauptachsentransformation von selbst-
adjungierten Matrizen an (bzw. Hauptachsentransformation von Operatoren: dann bestimme im nullten
Schritt die Matriz bzgl. irgendeiner ONB).

Rezept zur Hauptachsentransformation von selbstadjungierten Matrizen

Sei A € M(n x n,K) selbstadjungiert. Zur Bestimmung einer Hauptachsentransformation S € U(n) fiir A
fithre man die folgenden Schritte durch.

1. Schritt. Man bestimme die verschiedenen Eigenwerte Ay, ..., A, von A als die verschiedenen Nullstellen
des charakteristischen Polynoms
Pa(X\) = det(A — \E,) .
(k) (k)

2. Schritt. Fiir jedes £ = 1,...,m bestimme man eine Basis (w; ',...,wy, ) des Eigenraums FE),, indem
man das Gaufi’sche Verfahren zur Losung des Gleichungssystems (A — A Eyp,)z = 0 anwendet.

3. Schritt. Man {iiberfithre die Basis w%k), . ,w,S’Z) mittels des Gram-Schmidt’schen Verfahrens in eine
Orthonormalbasis (vgk), e ,v,(i)).

4. Schritt. Durch Aneinnanderreihung dieser Basen entsteht dann die ONB

1
(V1,...,0n) = (v% ),...,vr(lll),...,Ugm),...vr(ﬁ))
von V aus Eigenvektoren und die Transformationsmatrix S enthélt die Basisvektoren (vy, ..., v,) als Spalten.
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3 Ausflug in Lineare Algebra

3.62 Definition. Quadratische Form

Eine symmetrische Sesquilinearform auf einem K-Vektorraum heifit quadratische Form. D.h.

Q:VxV-K

ist eine quadratische Form, falls
(a) Q(u,av + w) = aQ(u,v) + Q(u,w) fir alle u,v,w € V und a € K.
(b) Q(u,v) = Q(v,u) fiir alle u,v,e V.

Fiir eine quadratische Form @ gilt zwar aufgrund der Symmetrie Q(v,v) € R, aber nicht wie beim Skalar-
produkt Q(v,v) > 0 bzw. Q(v,v) =0 < v = 0.

3.63 Satz. Sei V ein Skalarproduktraum.
(a) Zu jedem symmetrischen Operator 7" auf V' wird durch
Qr(u,v) = (u, Tv)
eine quadratische Form definiert.

(b) Falls dimV < oo, dann gibt es zu jeder quadratischen Form @ auf V' einen eindeutigen symmetrischen
Operator T' € L(V) mit
Q(u,v) = (u, Tv) Vu,veV.

Beweis. (a) Linearitéit von Qp im zweiten Argument ist offensichtlich und die Symmetrie ebenfalls:
QT(ua 1}) = <Tua U> = <’U, TU) = QT(ua U) :
(b) Sei eine ONB A = (v1,...,v,) von V gegeben. Dann hat der Operator definiert durch

Tv, = ZQ Vj, V)V = Za]kvj

7j=1

die gewiinschten Eigenschaften: T ist symmetrisch, denn die Matrix M4(T) = (a;i) ist selbstadjungiert,

ajr = Q(vj,v) = Q(vk, vy) = rj

und es gilt
(Um, Tog) = Q(vim, vk)

nach Definition. Wegen Sesqulinearitét auf beiden Seiten folgt
(v,Tu) = Q(v,u) Vu,veV.
Die Eindeutigkeit folgt wieder aus der Definitheit des Skalarprodukts:
(u,Tv) = (u,Tv) YueV = Tv=Tv.

3.64 Satz. und Definition. Hauptachsentransformation quadratischer Formen

Sei V' ein n-dimensionaler Skalarproduktraum und @ eine quadratische Form , also

Q(u,v) = (u, Tv)

mit einem symmetrischen Operator 7. Nach Satz 3.57 gibt es eine ONB A = (v, ..., v,) aus Eigenvektoren
von T
Tv1 = )\11)1, c. ,Tvn = )\nvn .

Dann hat @ beziiglich A die Hauptachsendarstellung
n
Q(u) == Q(u,u) = Y Aj|(vj,u)
j=1

Die Geraden Span{v;} heifien die Hauptachsen von Q.
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3.2 Symmetrische Operatoren

3.65 Korollar. Rayleigh-Ritz-Prinzip
Seien die Eigenwerte Ay < A9 < .- < A, des symmetrischen Operators T der Gréfle nach geordnet, so gilt

A =min{Qr(u) [[lu =1} und A = max{Qr(u) |[lu] = 1}.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

3.66 Definition. Positive Operatoren und Matrizen

Ein symmetrischer Operator T' heif3t
e positiv und wir schreiben 7' > 0, falls (u,Tu) >0 VYue V.
e positiv definit und wir schreiben 7" > 0, falls (u, Tu) >0 VYu # 0.

Entsprechend definiert man positiv (definite) quadratische Formen und Matrizen, bzw. negative und negativ
definite Operatoren.

3.67 Satz. In einem endlichdimensionalen Skalarproduktraum gilt
e T > (0 & alle Eigenwerte von T sind nichtnegativ.
e T > ( & alle Eigenwerte von T sind positiv.

Beweis. Folgt sofort aus der Darstellung
n
(u, Tu) =Y N [ (g, u)| 2
k=1

aus Satz 3.64. ]

3.68 Beispiel. Die Matrix der Gauf3schen Normalengleichung (vgl. Ende Kapitel 3)

Zu 10sen ist
Ax =y

mit A € M(m x n,R) und y € R™ bekannt und = € R™ gesucht, wobei RangA = n < m. Im Allgemeinen
ist y ¢ RangA und somit hat die Gleichung keine Losung. Deshalb such man die beste Approximation, d.h.
ein u das ||Au — y|| minimiert. Am Ende von Kapitel 3 haben wir gezeigt, dass ein solches U die Gleichung
AT Au = ATy 16sen muss. D.h., B = AT A ist zu invertieren. Es ist B € M (n x n,R) positiv definit, denn

(z, Bx)gn = (x, AT Az)pn = (z, A* Ax)gn = (Az, Az)pm = ||Az|3m > 0.
Da A vollen Rang hat, also Rang A = n, ist KernA = {0} und somit
(x, Bx)gn = ||Az|Emn >0 Yz #£0.

Nun sind aber positiv definite Matrizen insbesonder injektiv und somit invertierbar. Also haben die Gauf-
schen Normalengleichungen immer eine eindeutige Losung. Dieselbe Losung erhélt man, wenn man Au =
Pgilaay 16st, wobei Pgjqa die orthogonale Projektion auf das Bild von A ist.

3.69 Bemerkung. Quadratische Formen und Kegelschnitte

Die Losungsmenge der Gleichung
(x, Az) + (b,x) = ¢ z,beR? ceR, Ac M(2x2,R)

beschreibt einen Kegelschnitt, denn nach Hauptachsentransformation S € O(2) von A (Drehung des Koor-
dinatensystems) gilt mit

A0

-1 . .
S AS—D—< 0 A

) ; y=5""'z und b= S"1b,

dass
<LE, ACC> + <b) IL’> =C A <y7 Dy> + <ba y> =C= )\1912 + )\23/22 + blyl + b2y2 .

Als Losungsmenge hat man beispielsweise fiir ¢ > 0 und
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3 Ausflug in Lineare Algebra

a) A>0und b=0, also A, A2 > 0, eine Ellipse mit Hauptachsen )\1_1/2561 und )\2_1/25’62,
b) A1 A2 < 0 und b = 0 eine Hyperbel,

(¢) A1 >0, A2 =0 und b # 0 eine Parabel, bzw. fiir b = 0 ein Geradenpaar,

(d) A <0 und b=0 die leere Menge.

(
(

3.70 Definition. Funktionalkalkiil fiir selbstadjungierte Operatoren

Sei T' € L(V) selbstadjungiert, dimV = n < co mit Eigenwerten Ay, ..., \,. Fiir jede Funktion f : R D U —
K mit {A1,..., Ay} C U definiert man

f(A1) 0
f(T): V=V v f(T)v:=_S S~y

3.71 Beispiel. Wurzel eines positiven Operatores

Sei A € L(V) positiv und selbstadjungiert. Dann ist

VAL 0
VA:=S S~

selbst wieder positiv und es gilt VA - vA = A.

3.3 Klassifikation von Matrizen

Wir fithren nun die Begriffe der Aquivalenzrelation und der zugehorigen Aquivalenzklassen ein. Ziel des
Folgenden ist eine mathematische Prézisierung der Idee, dass verschiedenen Objekte im Bezug auf bestimm-
te Kigenschaften gleich sind. Beispielsweise sind alle Vektordume der endlichen Dimension n zueinander
isomorph.

3.72 Definition. Aquivalenzrelation

Sei M eine Menge. Unter einer Aquivalenzrelation auf M versteht man eine Relation (d.h. eine Teilmenge
R C M x M, wobei man statt (z,y) € R auch x ~ y schreibt), welche die folgenden Eigenschaften hat.

(a) Reflexivitét: x ~ x fiir alle x € M
(b) Symmetrie: rT~ySYy~T
(c) Transitivitét: r~yundy~z=>2x~2

3.73 Beispiel. Sei V' ein Vektorraum iiber K und U C V ein Unterraum. Wir definieren ~¢ auf V' durch
r~py & z—yeU.
Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Beweis. (a) v~y x,dennxz—x=0¢eU firalez e V.
b)z~pysr—yeclsy—axcl sy~yz
(c)z~pyundy~pyz=>r—yclUudy—z2elU=>2—2=@—-y)+(y—2)cU=x—2€U.

3.74 Definition. Aquivalenzklassen

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir 2 € M heifit die Teilmenge
[2] ={ye M|z ~y}C M

die Aquivalenzklasse von z beziiglich ~.
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3.75 Satz. Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Dann gilt
(a) M = Ugen|z]
(b) N #0 e a~y e [2]=[y]

Beweis. (a) ist trivial, da = € [z]. (b) ist es auch, aber das muss man sich zumindest einmal klar machen.
Dazu findet man

[Z]N[y] #0 < Fzez]ln[y] < FTzeMmitz~zundz~y < z~y.

Sei nun z ~ y und z € [z], also z ~ x. Dann ist auch z ~ y und somit z € [y], also [z] C [y], und analog
findet man [y] C [z]. Ist umgekehrt [z] = [y], so ist insbesondere y € [z], also x ~ y. O

3.76 Definition. Eine Menge von nichtleeren Teilmengen von M die paarweise diskjunkt sind und deren
Vereinigung ganz M ergibt, nennt man Zerlegung von M.

Die Menge der Aquivalenzklassen {[z]|x € M} ist also eine Zerlegung von M.

3.77 Definition. Quotient bzgl. einer Aquivalenzrelation

Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, so nennt man die Menge
M/~ = {[a] |z € M}
der Aquivalenzklassen den Quotienten von M nach ~. Die Abbildung
Tt M — M/~, x> |2]
heiit die kanonische Projektion der Aquivalenzrelation.

Man kann also die Elemente der Menge M dadurch klassifizieren, dass man eine Aquivalenzrelation ~ auf
M angibt. Geht man nun zum Quotienten M/~ {iber, so betrachtet man diejenigen Elemente der Menge
M als im wesentlichen gleich, welche unter ~ dquivalent sind.

3.78 Beispiel. Auf dem R? wird durch
T~y <& T3=Y3

eine Aquivalenzrelation definiert. Es ist R?/~ isomorph zu Span{es} wenn wir zu jedem [z] € R3/~ den
Vertreter y € [z] mit y; = y2 = 0 wéhlen. Die kanonische Projektion 7., ist dann einfach die orthogonale
Projektion auf Span{es}. Diese Charakterisierung von R3/~ ist eine Klassifikation durch Repriisentanten.

2 Y

Sei ~ eine Aquivalenzrlation auf einer Menge M. Die Menge M “nach ~” oder “bis auf ~” zu klassifizieren
heifit, M/~ und moglichst auch 7. zu “verstehen”. Zwei hdufige Varianten dieses zunéchst etwas vagen
Konzepts sind

(a) Klassifikation durch Reprisentanten. Die Klassifikation durch Reprisentanten besteht darin,
eine “iiberschaubare” Teilmenge My C M anzugeben, so dass

7T’M0 2M0—>M/N

bijektiv ist, es also zu jedem x € M genau ein xg € My mit  ~ x( gibt.
Besipiel 3.78: M = R3, My = Span{es}.

(b) Klassifikation durch charakteristische Daten. Die Klassifikation durch charakteristische Daten
besteht darin, eine “wohlbekannte” Menge D und eine Abbildung ¢: M — D zu finden, so dass

r~y o or)=cy)

gilt. Die Abbildung ¢ : M/~— D, [z] — c(x) ist dann eine Bijektion. Typische Mengen D die als
charakteristische Daten Verwendung finden sind Z, N oder Polynome.
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3 Ausflug in Lineare Algebra

3.79 Beispiel. Sei V' eine unendliche Menge und M die Menge aller endlichen Teilmengen von V. Fiir
XY € M sei
X~Y & esgibt eine Bijektion f: X — Y.

Dann erhélt man eine Klassifikation von M nach ~ durch charakteristische Daten, indem man setzt: D := N
und ¢(X) := | X| = Anzahl der Elemente von X.

3.80 Definition. Zwei Matrizen A, B € M(m x n,K) heiflen &quivalent, geschrieben A ~ B, wenn es
invertierbare Matrizen P und @ gibt, sodass

B=Q 'AP

gilt. Offensichtlich ist hierdurch eine Aquivalenzrelation auf M (m x n,K) erklirt:
(a) A= E,AE,
(b) B=Q 'AP & A=QBP!
(c) B=Q 'AP,C=R'BS = C=R1'Q'APS = (QR)"'A(PS).

3.81 Satz. Zwei m x n-Matrizen sind genau dann dquivalent, wenn sie denselben Rang haben.

Beweis. “=": Sei A ~ B, dann ist dim(BildB)=dim(BildQ ' AP)=dim(Bild4), da Q! und P Isomorphis-
men sind.

“<”: Sei RangA =RangB = r. Sei (v1,...,v,—,) Basis von KernB und (vi,...,v,) Basis von ganz K".
Dann ist (wy,...,w,) := (Bvp—r41,. .., Bv,) eine Basis von BildB, die wir zu einer Basis (w1, ..., w,,) von
ganz K™ ergéinzen. Analog verfahren wir fiir A und erhalten Basen (v], ..., v),) fir K" und (w],...,w],) fiir

K™, Seien nun P und @Q die Isomorphismen, welche die ungestrichenen in die gestrichenen Basen iiberfiihren.
Dann gilt
QB = AP

fiir die Basisvektoren v1, ..., v, und somit fiir all v € K". O

Der Rang ist also ein charakteristisches Datum fiir die Klassifikation der m x n-Matrizen bis auf Aquivalenz,
d.h.
M(m xn,K)/~={0,1,2,...,min(m,n)}.

Man erhélt aber auch leicht eine Klassifikation durch Reprisentanten:

Emm = |0 1 m

Man nennt die einfachsten Représentanten einer Aquivalenzklasse oft auch Normalformen.
Aquivalenz von Matrizen ist offenbar eine sehr grobe Klassifikation. Eine feinere ist Ahnlichkeit.
3.82 Definition. Zwei Matrizen A, B € M(n x n,K) heiflen #hnlich, wenn es eine regulire n x n-Matrix

P gibt so, dass
B=P AP

gilt.

Auch Ahnlichkeit ist wieder eine Aquivalenzrelation und dhnliche Matrizen sind sicherlich dquivalent im Sin-
ne von Definition 4.8. Umgekehrt sind sicherlich nicht alle dquivalenten Matrizen &hnlich, da z.B. &hnliche
Matrizen jeweils das gleiche charakteristische Polynom haben. Wir fiihren nun die Normalformenklassifika-
tion dhnlicher Matrizen ein, die so genannte Jordansche Normalform.
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3.83 Definition. Sei z € C und m > 1. Die m x m-Matrix

<
s
©

i
(e}

heifit das Jordankéstchen der Grofle m zum Eigenwert z.

Jm(2) hat den einzigen Eigenwert z mit algebraischer Vielfachheit m und geometrischer Vielfachheit 1: Das
charakteristische Polynom von J,,(2) ist

P (A =(z=A)"

1
0
und der einzige Eigenvektor ist . |, denn
0
0 1 0 0
0 0 :
Im(2) — 2By, = ()
: -0 1
0 -+ - 0 0

Fiir m > 2 ist J;,,(2) also so nichtdiagonalisierbar, wie eine komplexe m x m-Matrix nur sein kann.

Die Jordansche Normalform fiir eine komplexe n x n-Matrix A hat nun folgende Form. Zu jedem Eingenwert
Ar gehort eine Blockmatrix By, aus n einzelnen Jordankéstchen:

e 1 0
k
: o
1
0 A
k
o
By =
A 1 0
0
m%’?
1
0 i

Die algebraische Vielfachheit von Ay ist dabei Z?i 1 mg-k) und die geometrische Vielfachheit ist ng. Die gesamte Jordans

B

]

0
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3 Ausflug in Lineare Algebra

3.84 Satz. Jordansche Normalform

Sei A € M(n x n,C) mit verschiedenen Eigenwerten \1,...,\, € C mit geometrischen Vielfachheiten
ni,...,n, und algebraischen Vielfachheiten /1, ..., ¢,.
Dann gibt es zu jedem k£ = 1,...,7 eindeutig bestimmte Zahlen
ng
mgk) < mgk) <. < mgi)’ ng_k) — 0
j=1

mit der Eigenschaft, dass es eine invertierbare Matrix P € M (n x n, C) gibt, fiir die P~' AP die Blockmatrix
ist, welche durch Aneinanderreihung der Jordan Késtchen

ngl) (Al), ey J (1) ()\1), Jm(12) (AQ), ey ng; ()\2), ey ngr) ()\T‘)u ey J’/TL(T) ()\T‘)

Mny ny

langs der Diagonalen entsteht.

Bis auf die Reihenfolge der Eigenwerte liefert die Jordansche Normalform also eine Klassifikation dhnlicher
Matrizen durch Repréasentanten.

3.85 Bemerkung. Eine Matrix ist also genau dann diagonalisierbar, wenn alle Jordankéstchen die Grofle
1 haben.

3.86 Beispiel. Bei der Losung des geddmpften harmonischen Oszillators, vgl. Beispiel 77, standen wir vor
dem Problem eine nichtdiagonalisierbare 2 x 2-Matrix zu exponentieren. Geméfl Satz 4.18 kénnen wir diese

Al

0 A
A1\ A !
ox) Lo ’

Al ot /A gl eM et
e |(5 3 )]=Xa(s e )=(% &)

3.87 Bemerkung. Fiir Diagonalmatrizen

auf die Form

bringen. Dann gilt aber wegen

dass

A1 0
D=
0 An
und Funktionen f : K — K hatten wir
f(A) 0
f(D) =
0 f(An)

definiert. In Beispiel 3.86 hatten wir gesehen, dass man auch Jordankéstchen exponentieren kann. Wir wollen
nochetwas allgemeiner untersuchen, inwiefern man Funktionen von Jordankéstchen bilden kann. Dazu setzen
wir

Jm(A) =t AEpm + Ny,

mit der nilpotenten Matrix

0 1 0 0
0 0
Ny, = 0
0 1
0 0 0
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Eine Matrix oder ein Operator A heifit nilpotent, falls A™ = 0 fiir ein n € N. Im Fall von N, gilt

(%)= {

also insbesondere (N,,)" = 0 fiir n > m. Damit ist

n m—1
Tn)" = ABy+ Ny =3 < i ) NTENG = ( K ) AN,

1 falls j—i=n

fii N
0 sonst. ur n € Ro,

k=0 k=0
also beispielsweise
A1 o0\® /% 2302 B2
0 X 1 = 0 A2 23\
0 0 X 0 0 23

Fiir Polynome bzw. bei 0 analytische Funktionen f (d.h. Funktionen die sich als konvergente Potenzreihe
um 0 schreiben lassen) findet man allgemeiner

o) prey B R
0 f) .
Fllm)) =0 Y
f) ')
0 0 )

SchlieBlich kénnen wir nun auch noch den Beweis des Satzes von Cayley-Hamilton nachliefern:

3.88 Satz. von Cayley-Hamilton

Sei L € L£(V') ein Endomorphismus des endlichdimensionalen Vektorraums V' und Py, sein charakteristisches

Polynom. Dann ist
Pr(L)=0.

Hier steht Pr(L) € L(V) fiir diejenige Abbildung, die man erhilt, wenn man L in das charakteristische
Polynom einsetzt, also
Pr(L) = ap L™+ ap 1 L" '+ 4+ a1 L + agE, .

Beweis. Sei B eine Basis in der Mp(L) Jordansche Normalform hat. Es geniigt nun, jeden Jordanblock fiir
sich zu betrachten. Ist J;,,(\;) ein Block in der Jordanschen Normalform, so ist A; sicherlich Eigenwert der
algebraischen Vielfachheit mindestens m. Das charakteristische Polynom enthilt also einen Faktor (A—A;)™.
Da
(Jm(Aj) = AjEm)™ = Ny =0,

folgt Pr(L) = 0. O
Auch die Hauptachsentransformation selbstadjungierter Matrizen liefert eine Klassifikation durch Représen-
tanten.

3.89 Definition. Es bezeichne Sym(n,K) den Vektorraum der selbstadjungierten n x n-Matrizen. Zwei
Matrizen heifilen orthogonal dhnlich, wenn es eine orthogonale Matrix P € U(n) gibt, so dass

B=P'AP
gilt.

3.90 Satz. Jede selbstadjungierte n x n-Matrix ist bis auf die Reihenfolge der Eigenwerte zu genau einer

Diagonalmatrix
A1 0

0 An

orthogonal dhnlich.
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Der Weg zur Jordanschen Normalform: eine Beweisskizze von Satz 4.18

1. Schritt: Jede komplexe n x n-Matrix A 148t sich durch eine unitére Ahnlichkeitstransformation @ auf
obere Dreiecksform

Al T2t T
0 .o »
R = . _ =Q TAQ
: e o Th—1n
0O --- 0 A
bringen, wobei Ay, ..., A, die Eigenwerte von A, wiederholt gemé&fl ihrer algebraischen Vielfachheit, sind.

Beweis. Induktion iiber n, wobei n = 1 klar ist. Es gelte die Aussage also fiir n — 1 und es sei A € M(n,C).
Dann hat A mindestens einen Figenvektor v und es gilt Av = Av. Sei T’ ein Basiswechsel zu einer ONB

(v,wi,...,wp—1), dann ist
~ P
_ -1 _
A=T AT = < 0 B )

mit x € C"~!. Nach Induktionsannahme gibt es fiir B € M(n — 1,C) eine unitére Abbildung Q mit
Q_lBQ =Rp1.

10
0 Q

1 0 10 1 0 A 270
oaa = (4 g ) (g g )= (o g0 ) (0 6 )

Sei @ :=1T < >, dann ist

2. Schritt: Hauptvektoren

3.91 Definition. Sei A\ Eigenwert von A € M (n,C) mit algebraischer Vielfachheit m, dann heiit jeder
Vektor v mit
(A= XE,)"v =0, v#0,

Hauptvektor zum Eigenwert .

3.92 Satz. Alle Hauptvektoren zu einem Eigenwert A von A € M (n,C) mit algebraischer Vielfachheit m
bilden einen m-dimensionalen Unterraum H), den so genannten Hauptraum des Eigenwertes. Dieser ist
invariant unter A. Der Gesamtraum ist die direkte Summe der Hauptriaume,

c' = H..
A

3.93 Definition. Man sagt eine Summe ), H) = Span{U)H)} ist direkt und schreibt @, H), falls sich
jeder Vektor v € >, Hy in eindeutiger Weise als Linearkombination v = ), vy mit vy € H) schreiben la8it.

Beweis. (von Satz 3.92) Sei v € Hy also (A — X\)™v = 0. Dann ist auch Av € Hy, denn
(A)™Av = (A3)™(A = Ao = (A3)(A = \)™ = 0.
Um dimH ) zu bestimmen, transformiert man A auf obere Dreiecksform:
A *

A—B=Q'4Q=
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3.3 Klassifikation von Matrizen

Es ist klar, dass (A — A\)™v = 0 genau dann, wenn (B — \)™Q v = 0, die Hauptriume von A und B zu A

also die gleiche Dimension haben. Nun sind die Vektoren e;, ¢ = 1,...,m, genau die Hauptvektoren von B,
also dimHy = m. Da ), dimHy = ), m) = n ist, geniigt es, die lineare Unabhéngigkeit der Hauptraume
zu zeigen. Das ist eine Ubungsaufgabe. O

3. Schritt: Zyklische Teilriume
Jeder Hauptraum H) einer Matrix A € M(n,C) 148t sich in eine direkte Summe zyklischer Teilrdume
zerlegen:

H=VieVe --aV,. (3.2)

Ein Teilraum V heifit hier zyklisch, falls es einen Vektor v € V gibt (einen zyklischen Vektor), so dass die
Vektoren
v, (A= AE)v, (A—AE)?v,..., (A= AE)ry,

eine Basis von V bilden und w := (A — AE)*v Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist. D.h., jeder der
Teilrdume V; in (3.2) besitzt eine Basis der Form

ki ki—1
B"“I}Z',BZ ViyeoeyUi,

wobei wir B = (A — AE) abkiirzen und w; := B¥v; Eigenvektor von A zum Eigenwert X ist. Es ist dann
dimV; = k; und 3°°_, k; = dimH,,.
Es a6t A die zyklischen Teilrdume V; invariant und hat dort die Matrixdarstellung

A1 0 -+ 0
0 A

I, (A) = 0
: A1l
0 0 A

Beweis. (Skizze) Um die geeigneten Eigenvektoren w; € KernB zu finden, betrachtet man die Teilrdume
U; := KernB N BildB? C KernB = E, .

Offensichtlich ist
{0} cU,, CUp-1 C--- CUy=KernB.

Man bestimmt nun die w; induktiv, ausgehend von der leeren Menge. Sind w1, ..., w;_1 festgelegt, so nimmt
man das grofite k;, fiir welches Uy, nicht in Span{wy, ..., w;_1} enthalten ist, es also ein v; # 0 gibt mit

BFiy;, = w; ¢ Span{wi,...,wi—1}, Bw; =0.
So entsteht eine Basis {w1,...,wy} von F) und zyklische Basen der zugehorigen V;. Jetzt muss man noch
Hy=Vi&- -8V,

zeigen.

(i) Die lineare Unabhiingigkeit zeigen wir nur am Beispiel zweier zyklischer Ketten
Buvy,v1, Bug,va.
Sei
a1 Buy + agvy + 1By + Pave =0

dann liefert Multiplikation mit B
oo Bvi 489 Buy = 0.
~—~ ~~
w1 wo

Es sind aber w; und wy nach Konstruktion linear unabhéngig, also as = 2 = 0 und somit auch
arp = p1=0.
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3 Ausflug in Lineare Algebra

(ii) Es bleibt zu zeigen, dass jeder Vektor u € Hy durch die Vektoren BJv; darstellbar ist. Sei also B*u = 0
fiir ein £ < m. Fiir £ = 1 bilden die w; nach Konstruktion eine Basis fiir den Eigenraum KernB. Seien
also die Vektoren in KernB*¥~1 darstellbar und v € KernB¥. Es ist

BF 1y = Z w; = Zainivi ,
cKernB i i

wobei «; = 0 falls k; < k — 1. Damit ergibt sich

BF1 (u — Zaini_k"‘lvi) =0.
%

N~
'LL,

Also ist @' darstellbar und somit auch wu.
O

3.94 Beispiel. Fiir eine komplexe 3 x 3-Matrix gibt es die folgenden qualitativ verschiedenen Jordanschen
Normalformen J = Q1 AQ.

(i) Paarweise verschiedenen Eigenwerte A, p, o:

A0 O
J=10 p O
0 0 o
(ii) Ein doppelter Eigenwert \:
A 00 A1 0
J=1 0 X 0 oder J=| 0 XA O
0 0 p 0 0 p

Im zweiten Fall ist Q = (wy, vy, w,) mit Eigenvektoren wy,w, welche man aus
(A=MNwy und (A-pw,=0
erhalt. Den Hauptvektor vy bekommt man als Losung von

(A—/\)U)\ = w) -

(iii) Dreifacher Eigenwert A:
A 00 A1 0 A1 0
J=10 X 0 , 0O X 0], 0 X 1
0 0 A 0 0 X 0 0 A
Im zweiten Fall bestimmt man zunéchst einen Hauptvektor v durch Lésen von

(A—XNv #0.

Der zugehorige Eigenvektor ist w = (A — A)v. SchlieBlich bestimmt man noch einen weiteren linear
unabhéngigen Eigenvektor aus

(A= XNw=0 mit (w,w)=0.

Dann ist Q@ = (w, v, w).
Im dritten Fall ist @ = (w, v, u) mit

A-XNw=0, A-MNv=w, (A-Nu=wv.
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4 Lineare Differentialgleichungen

4.1 Definition. Lineare Systeme
Sei I C R ein offenes Intervall und A : I — M (n,R) eine stetige Abbildung.

(a) Man nennt dann die Differentialgleichung

&= A(t)x
ein nicht-autonomes, homogenes, lineares System.
(b) Ist b: I — R™ stetig, so heifit
T = A(t)x + b(t)

ein nicht-autonomes, inhomogenes, lineares System.

4.2 Motivation. Aus der linearen Algebra wissen wir, dass im autonom homogenen Fall
T = Ax

die globale Losung durch x(t) = e4*z(0) gegeben ist. Es liegt nahe, dass auch im nicht-autonomen linearen
Fall die Losungen hochstens exponentiell wachsen kénnen, falls ||A(t)|| beschrankt bleibt. Da sie dann aber
nicht in endlicher Zeit nach Unendlich laufen kénnen, existieren sie gemafl Satz 1.39 fiir alle Zeiten in I.
4.3 Satz. Globale Existenz fiir lineare Systeme

Sei I C R offenes Intervall, A : I — M(n,R) und b : I — R™ seien stetig. Dann existiert zu jedem to € I
und zg € R™ eine eindeutige maximale Losung x : I — R™ von

x = A(t)x + b(t) mit x(tg) = xg -

Beweis. Wir fiihren den Beweis nur fiir lokal Lipschitz-stetiges A(¢) und b(¢) aus. Sonst miissten wir im
Beweis nochmals die Picard-Iteration fiir dieses spezielle Problem durchgehen, worauf wir aus zeitgriinden
verzichten. Geméfl Bemerkung 1.22 liefert die Anwendung von Satz 1.36 auf das lokal Lipschitz-stetige
Vektorfeld (hier verwenden wir die Zusatzannahme, dass A(¢) und b(t) auch lokal Lipschitz-stetig sind!)

v(t,z) = ( A(t)$1+ b(t) )

die Existenz einer eindeutigen maximalen Losung auf dem Zeitintervall J := (s_, sy) C I =: (t—, t4). Wir
zeigen nun s; = t4 (analog sieht man dann s_ =¢_, also I = J). Angenommen s; < t;, dann muss nach
Satz 1.39 die maximale Losung (s_,sy) — I x R, ¢t — (t,z(t)) jedes Kompaktum von I x R™ verlassen,
also ||z (t)|| = oo fiir t — sy gelten. Wir zeigen nun, dass ||z(t)|| beschrénkt bleibt fiir ¢ — s falls sy < t4.
Insgesamt folgt dann s, =t.

Setze dazu L := max{||A(t)||to < t < sy} und M := max{||b(t)|||to < ¢t < sy}, so gilt fiir die stetige
Funktion w : [tg, s+) — [0,00), u(t) = ||z(t)]|, dass

u) = [lz@l = Hw(toH/t i(S)dSISIIw(to)IH/t 1£(s)llds

= wu(to) + [ ||A(s)x(s)+ b(s)||ds

to
Sy t
< <u<to>+ / ||b<s>|rds>+ JA@)] - 2(s)]] ds
to tog S—~—" ~—~—
<L =u(s)
t
< C—I-L/ u(s)ds.
to
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4 Lineare Differentialgleichungen

4.4 Lemma. von Gronwall

Sei a < bund u : [a,b] — [0, 00) eine stetige Funktion. Es gebe Konstanten L, C' > 0 so, dass fiir alle ¢ € [a, b]
gilt

u(t) §C+L/tu(s)ds.

Dann ist
u(t) < Cellt=a) fiir alle ¢ € [a, b] .

Ende des Beweises von Satz 4.3. Also ist u(t) < Cellt=to) < Cells+t0) fiir alle ty < t < s, und somit
t — ||z(t)|| beschrankt fir t — sy . O

Beweis. des Gronwall Lemmas. Sei zunéchst C' > 0. Setze U : [a,b] — [0, 00)
t
U(t) :== C’—i—L/ u(s)ds.

Dann ist U stetig differenzierbar und U(t) = Lu(t) > 0, also monoton steigend. AuBerdem ist U(a) = C' > 0,
also U(t) > C fiir alle ¢ € [a,b]. Es folgt

d CU)  Lu(t)
3 nUW) = 5o = <L

da v < U. Also ist
t d t
InU(t)lnC:an(t)an(a):/ dan(s)dsS/ Lds = L(t — a).
a S a

und somit

exp(InC + L(t — a)) = C P,
C el fiir jedes C' > 0, also u(t) = 0. O

u(t) <U(t) =exp(InU(t)) <
Falls C' = 0, so liefert unser Argument, dass u(t) <

Die wichtigste Eigenschaft homogener linerarer Systeme ist, dass Linearkombinationen von Lisungen wieder
Losungen sind.

4.5 Satz. Der Losungsraum homogener linearer Systeme

Sei I C R ein offenes Intervall und A : I — M (n,R) stetig. Sei L, C C*(I,R") die Menge aller maximalen
Losungen des homogenen linearen Systems

i = A(t)z (+)

auf R”. Dann gilt:
(a) Ly ist ein n-dimensionaler Unterraum von C*(I, R").

(b) Ist tgo € I, r € N und &,...,& € R”, so seien z1,...,x, € Lj die Losungen von & = A(t)zr mit
zj(to) =&, 7 =1,...,r. Dann sind dquivalent:

(i) (z1,...,z,) ist linear unabhéngig in Ly,.
(i)

(
(x1(t),...,z,(t)) ist linear unabhéngig in R” fiir alle t € I .
(iii) (

&1, ..., &) ist linear unabhéngig in R™.
Beweis. Zu (a): Seien z,y € L, und A € R. Dann ist
L@ty =i+y=A0)z+ Aty = At)(z + y)

und
d(A\z) = i = M(t)z = A(t)(\z) |
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Also sind auch = + y und Az Losungen von (x) und somit ist Lj; ein Untervektorraum. Die Aussage zur
Dimension folgt sofort aus Teil (b).

Zu (b): (i) = (ii): Seien (x1,...z,) C Lj linear unabhiingig und sei ¢ € I beliebig aber fest. Erfiillen dann
AL, .- A € R die Gleichung

)\11’1(75) + -+ )\Tl'r(t) =0 (**)
als Gleichung in R", so ist zu zeigen, dass aus (+*) schon A\; = 0 fiir j = 1,...,r folgt. Setze dazu « : I — R",

x(t) := Ma1(t) + - 4+ M\ar(t). Nach (a) ist z(t) Losung von () und wegen (**) ist z(£) = 0 und somit,
wegen der Eindeutigkeit der Losung, z(¢) = 0 fiir alle t € I. Also ist

Mz + ...+ N2 =0

in C'(I,R") und nach Voraussetzung A\; = --- = A\, = 0. Es ist also (21(f),---,2.(f)) C R" linear un-
abhéingig fiir alle ¢t € I.
(ii) = (iii): klar, weil §; = x;(to) ist,
(iii) = (i): auch klar, denn ist
Ay + -+ Ay =0
so ist insbesondere

MEL+ -+ NE = >\1$1(t0) + -+ )\r$r(t0) =0.

Also muss nach Voraussetzung A\ = --- = A, = 0 sein. O

4.6 Korollar. Der Propagator

Sei A: 1 — M(n,R) stetig, tp € I und ¢’ : R” — R™ der zu & = A(t)x gehorige Fluss (vgl. Bemerkung 1.12
(c)) zum Anfangszeitpunkt to: Sei x : I — R" die Losung von & = A(t)xz zum Anfangswert z(tg) = xo, so
ist also ©'(z0) = z(t).

Dann ist ¢ fiir jedes feste t € I ein linearer Isomorphismus des R™, welcher im Folgenden auch mit ®(t)
bezeichnet und Propagator genannt wird.

Die Abbildung ® : R — L(R") erfiillt die Matrix Differentialgleichung

() = A(t)D(t) mit Anfangsbedingung  ®(tp) = Id.

Beweis. Ubungsaufgabe. O

4.7 Definition. Fundamentalsystem

Sei A : I — M(n,R) stetig. Ein n-Tupel (x1,...,2,) C Lj von Losungen der homogenen Gleichung & =
A(t)z heifit Losungs-Fundamentalsystem, wenn (z1,...,z,) eine Basis von Lj, ist.

4.8 Satz. Der Losungsraum inhomogener linearer Systeme

Sei I C R ein offenes Intervall und A : I — M(n,R) und b : I — R seien stetig. Mit L; ¢ C'(I,R™) werde
die Teilmenge aller Losungen der inhomogenen Gleichung

i = A(t)z + b(t)

bezeichnet, also
Li = {z € CYI,R") | & = A(t)x + b(t)}

und

Ly ={x e CYI,R") | i = A(t)x}.

(a) Ist x : I — R™ eine Losung der inhomogenen Gleichung, so gilt

Li=x+Ly:={z+9oc CYLLR") |p € Ly}.
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4 Lineare Differentialgleichungen

(b) Variation der Konstanten

Sei ®(t) : R™ — R™ der Propagator des homogenen Systems zur Anfangszeit ¢ty € I und sei xg € R™.
Dann ist

z(t) = ®(t) <x0 + /t @(s)—lb(s)ds)

to

die Losung der inhomogenen Gleichung & = A(t)x + b(t) zum Anfangswert x(ty) = zo.
Beweis. (a) Ist x eine Losung von & = A(t)z + b(t), so ist T genau dann eine weitere Losung von & =
A(t)x + b(t), wenn ¢ := T — x Losung der homogenen Gleichung ist:
= A@t)T +b(t) = p=0—1=At)T — Alt)x = A(t)p.

(b) Es gilt x(tg) = ®(tg)zo = zp und

B(t) = ) <a:o+/t<1>(s)_1b(s)ds>—|—<I>(t)<I>(t)_1b(t)

to

= A@t)®(t) (xo + /tq)(s)lb(s) d5> + b(t)

to

= A(t)x(t) + b(t).
O

4.9 Bemerkung. Die Bezeichnung ,, Variation der Konstanten* kommt aus folgendem Ansatz fiir die
Losung: x(t) = ®(t)c(t) statt x(t) = ®(t)xo wie fiir die homogene Gleichung. Dann muss namlich c¢(¢)
folgende Differentialgleichung erfiillen:
i = dc+ Oé = Abe + Bé = x + B = 2 + b(t)

also ®¢ = b oder ¢(t) = @ 1(¢)b(t). Somit folgt

t

c(t) = +/ O 1(s)b(s) ds.
to

4.10 Bemerkung. Die Menge aller Losungen des homogenen Systems & = A(t)z ist ein n-dimensionaler
Unterraum von C'! (I, R™). Die Menge aller Losungen des inhomogenen Systems ist ein n-dimensionaler affiner
Unterraum von C*(I,R™). Kennt man die vollstindige Losung des homogenen Systems (also zumindest n
linear unabhéngige Losungen), so kann man auch das inhomogene System vollstindig 16sen.

4.11 Beispiel. Betrachte die Differentialgleichung
i = 2tx + 3 (%)

auf R. Mit a(t) = 2t und b(t) = t3 wird das zu @ = a(t)z + b(t). Die Losung der homogenen Gleichung
& = a(t)x mit z(ty) = xo ist
2(t) = el gy

also mit tg =0

z(t) = elo 2)ds g0 — etz .

Da dimL;, = 1 ist, ist z(t) = et2m0 eine Basis fiir Ly und der Propagator ist ®(t) = et’. Variation der
Konstanten liefert nun die Losung der inhomogenen Gleichung zum Anfangswert xg durch

t
2i(t) = e’ <x0 +/ e g3 ds> = (zo+ 1) — L1 +1?),
0
wobei

t t2 2
_g2 _ _ t2 _ 42 42
s .3 _ 1 T _ _1.-7 1 T _ 1, —t=42 1 _—t 1
/Oe sd32/0 e 'rdr = —3e TO+2/O e 'dr=—ge "1 € +3.
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4.12 Bemerkung. Dyson Reihe

Auch im Fall n > 1 kann man noch eine explizite Formel fiir die Losung der homogenen Gleichung angeben,
die sogenannte Dyson Reihe. Sei A : I — M (n,R) stetig, dann ist die Losung ® : I — M (n,R) von

d = A(t)P

mit ®(tg) = E,, gegeben durch die absolut konvergente Reihe

to

o t T1 Tj—1
o) = Eu+ . [an [Cdne [T any aln)- A,
j=1 to to

Beweis. Ubungsaufgabe. O

4.13 Bemerkung. Fiir den autonomen Fall A(t) = A erhélt man die Losung ® : R — M (n,R) von

mit ®(0) = E,, durch exponentieren

Insbesondere existieren die Losungen fiir alle Zeiten. Um e4? := Z;O:o (’L;t!)]

miert man A auf Jordansche Normalform (vgl. Lineare Algebra).

explizit auszurechnen, transfor-

Sei z.B. A diagonalisierbar, also
A 0
ST1AS = =D
0 An

eine Diagonalmatrix und S € GL,(R), so 16st ¥ = S~1®S die Gleichung
U =515 =5"1405=5""1455"19S=D U,

also

und somit

Um die Normalformtheorie von Matrizen iiber C beniitzen zu konnen (viele Matrizen haben eben keine
reellen Eigenwerte, aber komplexe), betrachtet man die Differentialgleichung & = A(t)x statt auf R™ auf C™
und sucht Losungen z : I — C" von

Z2=A(t)z.

Die Zeitvariable bleibt aber reell! Die Losungen bilden dann einen Unterraum der komplexen Dimension n
in C1(I,C") und alles in diesem Kapitel gesagte gilt analog.
Beachte, dass fiir A(t) € M(n,R) zwar S und \q,..., A, komplex sein kénnen, der Propagator

ist aber immer noch reell.
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4 Lineare Differentialgleichungen

Die Resultate zu linearen Differentialgleichungssystemen 1. Ordnung lassen sich direkt auf lineare (Systeme)
n-ter Ordnung {ibertragen:

4.14 Definition. Homogene lineare DGL m-ter Ordnung

Sei I C R ein offenes Intervall und ai : I — K, k =1,...,m — 1, stetige Funktionen. Hier ist K = R oder
K = C. Dann heifit

2T @) + a1 () 2 TV(E) 4+ ar(8) B(8) + ao(t) 2(t) = 0

homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung.
Ist b: I — K stetig, so heifit

2 () 4 am_1 () 2™ D@ + .+ a1 (t) #(t) + ao(t) z(t) = b(t)

inhomogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung.

4.15 Satz. Losungsraum linearer DGLen m-ter Ordnung

(a) Sei Lj, die Menge aller Losungen x : I — K der homogenen Gleichung

2(m) —l—am,l:p(m_l) +...+a12+aygx=0.
Dann ist Lj, ein m-dimensionaler Unterraum von C" (I, K).

(b) Sei L; die Menge aller Losungen x : I — K der inhomogenen Differentialgleichung
2™ 4, 12 4 taitagr=b.

Dann gilt fiir beliebiges T € L;

Li=F+L,.
(c) Ein m-Tupel (¢1,...,9m) in Ly ist genau dann linear unabhéngig, wenn fiir ein und damit fiir alle
t € I die ,,Wronski-Determinante*
e1(t) Pm(t)
W(t) := det (pl. ! %: !
ORI

von Null verschieden ist.

Beweis. Die Differentialgleichung
2 a2V 4 tayi4agx=b (%)

ist dquivalent zu dem inhomogenen linearen System 1. Ordnung

Y% = Wy
o= Y2
()
Um—2 = Ym—1
Um—1 = —QoYo — a1Y1 — ' — Gm-1Ym-1+b

Jeder Losung x : I — K von () entspricht eine Losung
x
T
I — K™

l‘(m_l)

von (k%) und umgekehrt. Entsprechendes gilt fiir die homogenen Gleichungen (b = 0). Damit folgen die
Behauptungen aus Satz 4.8. O
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4.16 Beispiel. Die Differentialgleichung

.1 - 1 0
r— —X —e L =
2t 2t2

auf dem Intervall I = (0,00) besitzt die Losungen ¢1(t) := t und ¢2(t) := V/t, wovon man sich durch
Einsetzen iiberzeugt.

Die Wronski-Determinante von (g1, p2) ist

W(t) = det ( P1() ealt) ) :det< LoVt ) _ Vb

P1(t) @alt) NG 2

Da W (t) # 0 fir t € I, bilden ¢; und @y ein Losungs-Fundamentalsystem. Die allgemeine Losung der
Differenzialgleichung ist also
©(t) = c1o1(t) + copa(t) = 1t + caV/t

mit beliebige Konstanten c;,cs € C.

4.17 Beispiele. (a) Die Legendresche Differentialgleichung

Die Legendresche Differentialgleichung auf I = (—1,1) zu n € N ist
(1—tH3 -2t +n(n+ 1)z =0

bzw., da (1 —t2) # 0,
2t . nn+1)
(DR

Das Legendre Polynom der Ordnung n ist definiert durch

Po(t) : ! (;)n(ﬁ—l)"

= onp)

T —

und 16st die Legendresche Differentialgleichung der Ordnung n.
(b) Die Hermitesche Differentialgleichung

Die Hermitesche Differentialgleichung auf I = R zu n € N ist
T—2tz+2nx=0.

Das Hermite Polynom der Ordnung n ist definiert durch

d\" _p
Hy(t) = (-1)"e” (&) e
0= 1e () o
und 16st die Hermitesche Differentialgleichung der Ordnung n.

(c) Die Laguerresche Differentialgleichung

Die Laguerresche Differentialgleichung auf I = (0,00) zu n € N ist
ti +(1—t)t+nx=0.

Das Laguerresche Polynom der Ordnung n ist definiert durch

d n
NN n, —t
L,(t) :=e (dt) (t"e™)
und 16st die Laguerresche Differentialgleichung der Ordnung n.

In allen drei Fillen (a), (b) und (c) sind die Polynome jeweils nur eine spezielle Losung und geméf Satz 4.15
gibt es jeweils noch eine weitere linear unabhéngige Losung.
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4 Lineare Differentialgleichungen

4.18 Satz. Sei ¢ : I — R eine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung 2. Ordnung
i+ at)d+bt)r=0.

Im Intervall J C I gelte p(t) # 0. Dann erhélt man iiber J eine zweite von ¢ linear unabhingige Losung
¥ :J = R durch den Ansatz

»(t) = p(t)u(t),
wobei u eine nicht-konstante Losung der Differentialgleichung
" @(t) ) .
U+ (2—=+a(t)|]u=0 *
(25 0 .
ist.

4.19 Bemerkung. Die Gleichung (x) ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir %, welche die
Losung

() = altg)e Jo (25 He@)d

= u(to) o 2(Ing(t)~Ing(to)) o~ fjo a(s)ds

(P((tf)); o i als)ds
2

hat. Man erhélt v dann durch eine weitere Integration.

= (to)

Beweis. von Satz 4.18.
Y=pu = Yp=¢uteu = Y =@u+t2pu+pi

Also
V4 arh + b = @u + 200 + @il + apu + api + bou = 241 + ©ii + a i,

da ¢ +ap+ bp = 0. Somit 16st ¢ die Differentialgleichung, wenn @i+ 2@ + apu = 0 bzw. wenn

i + (2‘p+a>u—0.
@

Ist u nicht konstant, so sind ¥ = wp und ¢ auf J linear unabhéngig. UJ
4.20 Beispiel. Fiir n =1 ist die Legendresche Differentialgleichung auf I = (—1,1)

2t ., 2
11—t T p

T r=0.

Sie hat die Losung Py (t) = t. Also erhélt man auf (0,1) eine zweite Losung durch den Ansatz ¢ (t) = tu(t),
wobei

@ o2 8 _ma-
u(t) — U(t()) t% eftO 1_82d8 _ ’U,(t())*o e In (1—s2) 720 _ u(to) Lo

21 —1¢2
. 1 1 1 1
:?“@%“‘@(9+2<u¢+1_J>

somit ist

t

)

+ % (In(1+s) —In(1 —s))

u(t) = wu(to) —|—/ u(s)ds = u(te) + u(to) t3(1 — t3) (—1 '

to to
1 1 1 1—|—t>

= uto) +ulto)td(1 —13) [ — — =+ =1
utto) + atto) 31— ) (= 3+ y 1y
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Wir wihlen nun fiir beliebiges ¢y € (0,1)

1
1(to) = 5——5 d to) = —u(to)to(1 — t2
u(to) 2i-g u(to) = —u(to)to(1 — tg)
und erhalten so die Losung
1. 14+t 1
u(t) = =In R
1—-t ¢
Es ist also b1t
= =—-In— -1
Y(t) = tult) = 5 In s

eine von (t) linear unabhéngige Losung auf dem Intervall (0,1). Man rechnet nun aber direkt nach, dass
1 (t) die Differentialgleichung auf dem ganzen Intervall (—1,1) 16st.

4.21 Bemerkung. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Eine homogene lineare Differentialgleichung m-ter Ordnung ist von der Form

Zaj 29Dt =0 mit ap =1, (%)
5=0

fir z: R — R oder  : R — C. Sie ist dquivalent zu dem System erster Ordnung

0 1 0 0
0 0 1 0
y(t) = y(t) = Ay(t)
—ap —ap -r —Gp-2 —Gmp-1

fiir 4 : R — R™ oder y : R — C™. Jeder Eigenvektor v von A zum Eigenwert X liefert eine Losung y(t) = e Mo

des Systems erster Ordung. Das charakteristische Polynom von A ist

m

Pa\) =) a; N,

Jj=0

1483t sich also direkt aus der Differentialgleichung (x) ablesen. Damit haben wir ein Rezept zum Auffinden
von Losungen von (%) gefunden: zu jeder Nullstelle A\g von P4()\) ist

T (t) = ert

eine Losung von (k). Hat P4(A) tatséchlich m verschiedene Nullstellen, so bilden die zugehérigen Losun-
gen ein Fundamentalsystem. Aber auch beim Vorliegen einer ¢-fachen Nullstelle kann man direkt ¢ linear
unabhéngige Losungen angeben: sei Ag ¢-fache Nullstelle von P4(A), dann sind

Aot Aot

Tr0(t) =€, xp1(t) =te™",  xyo(t) = t2etot Trg0—1(t) = =1 ghot

¢ linear unabhingige Losungen von (). (Beweis in den Ubungen).

4.22 Beispiel. Der geddmpfte harmonische Oszillator

Das charakteristische Polynom zur Differentialgleichung
P4+ 2vi+wlz =0, ~,w>0,
hat die Form P()\) = A? + 2y + w? und somit die Nullstellen
A = —y £ /2 — 2.

Wir unterscheiden wieder drei Fille:
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4 Lineare Differentialgleichungen

Uberdémpfte Bewegung: 7 > w, also Apm € R und Ay # A_. Zwei linear unabhéngige Losungen sind
somit
ay(t) = M = TV g To(t) = Mt = (1 VE WA

Kritische Dampfung: v = w, also A, = —v zweifacher Eigenwert. Zwei linear unabhéngige Losungen sind
diesmal

zi(t) =eM =e " und  ao(t) =teMt =te .

Geddmpfte Schwingung: v < w, also Ay € C und A\ # A_. Zwei linear unabhéingige Losungen sind
zi(t) =Mt =e e und  ap(t) =t t=e e mit @ = w2 — 2.

In allen drei Fillen 148t sich jede Losung als Linearkombination von z(¢) und z2(t) schreiben.

4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme

Es seien F, G stetig partiell differenzierbar.

&= F(z,y)
y=G(z,y) (4.1)

(x0,y0) sei stationdrer Punkt (Gleichgewichtspunkt), das heifit
F(zo,50) = G(x0,%0) =0

Es ist dann

F(x,y) % dz

dt

oder
Gla,y) _dy
F(z,y) dzx

falls entweder F'(z,y) # 0 oder G(x,y) # 0 in Umgebungen von (zg, o).

Y

(7, )

X

Abbildung 4.1: Trajektorie eines Teilchens
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4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme

4.1.1 Definition. stabiler stationdrer Punkt

Ein stationédrer Punkt (zg, 1) heifit STABIL, wenn es zu jedem € > 0 ein ¢ gibt mit folgender Eigenschaft:
Gilt fiir eine Losung (x(t),y(t)) von (4.1) und fiir ein ¢, dass (z(t),y(t)) € Bs(zo,y0) so ist (x(t),y(t)) €
Bg(Io,yo) vt > t.

(20, Yyo) iSt ASYMPTOTISCH STABIL, wenn er stabil ist und es ein R > 0 gibt mit der Eigenschaft: Gilt fiir
ein t, dass (x(t),y(t)) € Br(xo,y0) so gilt

(x(t),y(t)) — (xo,yo0) fir t — oo
Siehe zur Veranschaulichung Abbildung 4.2.

Y Y

x x

Abbildung 4.2: stabiler (links) und asymptotisch stabiler (rechts) stationdrer Punkt

4.1.0.4 Beispiel. harmonischer Oszillator

Die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators ist
i+wlr=0
Transformiere diese auf ein System 1. Ordnung.

T=y
dfz\ _ (0 1\ [z
dt \y) ~ \—w? 0) \y
z\ [ wocoswt+ Lsinwt
y)  \ —zowsinwt + yg cos wt

0 1
(2 1) -aua) o

N +w?=0
= )\1/2 = +ww

Suche Eigenwerte:

Suche Eigenvektoren (Eigenvektor ist immer ein Vielfaches von (1, a) oder (0, 1)):

(o 0) (0) =2 ()

S a = 1w

)\1 = iw,cl = <7,1)>
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4 Lineare Differentialgleichungen

Ist der erste Eigenwert komplex, ist der zweite sein konjugiert Komplexes:

) 1
A9 = —iw, cy = ( ) )
—iw
6)\1tcl — eiwt <1 >
Tw

Die Losung setzt sich zusammen aus Real- und Imaginérteil:

; 1 cos wt
_ wwt _
p1 = Re <e <zw>> N <—w Sinwt)
; 1 sin wt
_ 1wt _
P2 =1 (6 <iw>> o <w Coswt)

Z(t) = (583) = p1p1(t) + pagpa(t)

Die Losung des linearen Systems ist:

So findet man

x(t) = p1 coswt + po sinwt
y(t) = a(t)

Die Losung lisst sich schéner schreiben, klammert man +/u? + p3 aus:

1 H2 .
z(t) = \/p2 + p3 | ——— coswt + ———sinwt
VR + 15 Vi + 5

Wir nennen die Briiche a und b,

z(t) = \/p3 + p2 (acoswt + bsinwt)

Wegen a? + b = 1 kann man auch hier trigonometrische Funktionen benutzen:

a = cos ¢
b =sin ¢

Mit Formeln fiir das Produkt von Winkelfunktionen ergibt sich:

x(t) = \/ui + p3 cos(wt — )
y(t) = —/ 12 + p2 wsin(wt — ¢)

Im Phasenraum ergibt das Ellipsen, vgl. Abbildung 4.3.

4.1.0.5 Beispiel. gedampfter harmonischer Oszillator

Die Differentialgleichung des geddmpften harmonischen Oszillators (vgl. Abbildung 4.4) ist

i+ 2004+ wir =0

Transformiere diese auf ein System 1. Ordnung. Sei dazu # = y und § = # = —2py — w?x. Das System
lautet dann
dfz\ _ (0 1 x
dt \y)  \—w? —2p) \y
—_———
=A
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4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme

= UL
= [V}

Abbildung 4.3: Phasenraum und z-t-Diagramm eines ungeddampften harmonischen Oszillators

e

Abbildung 4.4: Gedampfter harmonischer Oszillator

Berechne nun die Eigenwerte des Problems mithilfe des charakteristischen Polynoms:

- 1
det(A — AId) = det <—w2 9y >\>
=A2p+ ) + w?
=0

Auflésen der Gleichung nach A ergibt
A2 =—pE/p?—w?

Betrachte nun den Fall, dass p > w, was einer starken Ddmpfung entspricht. Die Eigenwerte A1 2 sind dann
reell und negativ. Bestimme die zugehdrigen Eigenvektoren ¢ 2:

Apr = A1
0 1 1 1
(e ) () =2 ()
= a = )\1

Also sind die Eigenvektoren

NORN0

Die allgemeine Losung des linearen homogenen Systems ist

(i) =)+ (3)

_ p1eMt 4+ ppert
Mt 4 g dgetet
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4 Lineare Differentialgleichungen

Um das Verhalten im Phasenraum zu bestimmen sei nun 0.B.d.A. A1 > Ay. Dann ist Ay — A1 < 0. Forme die

Losung entsprechend um:
.’E(t) At 1 ()\2—)\1)15 1
<y(t)> =e 251 A + poe Ay

Verwende nun vom Anfang des Kapitels, dass % = %

dy _ g _ meMAT + e\

dr & preMir + pger2thy
A} + paAZePe At R
N /,L1)\1 + 'LLQ)\QB()‘Q_Al)t t—o0

A1

Also ist fiir t =& oo dy = A1dz und damit ~ y = A\jx. Die Trajektorien im Phasenraum sind in Abbildung
4.5 dargestellt. Fiir den Fall, dass p < w (schwache Dampfung) sind die Eigenwerte komplex konjugiert:

\ y v

\
%ﬁ

\
e,
\
f{ | x |
\
N\ 1“2:0

Abbildung 4.5: Phasenraum und z-t-Diagramm eines stark geddmpften harmonischen Oszillators

A2 =—pEivw? —p?=—pEiw

Die Eigenvektoren und allgemeinen Losungen sind (analog zu oben)

Eigenvektor: a; = <)\1 )
1

= (1)
o 1 = (e (e (1))t (s (1))}
2 = {Re <6M <A12>> o <€M2t <>\12>)}

z(t) = e (1 coswit + pg sinwit)

y(t) = e P ((powr — p1p) coswit — (pap + pwr) sinwit)

Man findet also fiir die Losung in z(t) und y(t):

Schreibe x(t) in Polarkoordinaten:
z(t) = e P\ /12 + p3(cos ¢ coswit + sin g sinwit)

= e "\/ui+ p3cos(d — wit)
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4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme

Macht man dasselbe fiir y(t), erkennt man, dass (z(t),y(t)) im Phasenraum beschrénkt ist:

|(@(t), y(1)] < e

Fiir eine Skizze siehe Abbildung 4.6.

Yy T

e
D

SN
y x \/ t

Abbildung 4.6: Phasenraum und z-t-Diagramm eines schwach gedampften harmonischen Oszillators

4.23 Beispiel. Schliellich kénnen wir nun den Fall behandeln, dass w = p ist. Ziel war es, die lineare

Differentialgleichung .
)=l ) ()

~~

=A

fiir den Fall v = wq zu 16sen, in welchem A nicht diagonalisierbar ist. Es hat dann

0 1
A =
( —p* =2p )
den einzigen Eigenwert A = —p mit dem eindimensionalen Eigenraum FE aufgespannt von
(=)
w= .
—p
Den fehlenden Hauptvektor erhilt man aus (4 — A)v = w, also
(o S ))=05) = =(h)
—p° —p V2 —p L—p
Die Transformationsmatrix auf Jordansche Normalform ist also

- - 1 1 1 1—p =1\ [(1-=p -1
Q—(U%U)—(_p 1_p>7 Ql_detQ( P 1)—( P 1)-

Damit finden wir

_ e Pt te Pt _
eAt — QeJtQ 1:Q< 0 e > 1

_ 1 1 e Pt te 1—p -1
a —p 1—p 0 e #t p 1
( e Pt fyte Pt te Pt >

Also ist

z(t) = (" + pte ") z(0) + te ""v(0).
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4 Lineare Differentialgleichungen

Stabilitat linearer Systeme
A diagonalisierbar
Betrachte nur Probleme in R? mit
T=Ax z= <:c1> eR? A= <a11 a12>
9 a21 a2
wobei A #dhnlich einer Diagonalmatrix D ist, das heifit

A=TDT™' (T7'AT = D)

(M0
o= (3 3)

und Aq 2 sind Eigenwerte. Diese berechnen sich wie folgt:

dabei hat D die Form

2
S S

Ma=244/2 —A
1,2 2 4

s = Spur A = a1 + ago
A =det A= A\

Bei A wurde der Multiplikationssatz von Determinanten verwendet:

det A = det(TDT™)
= det T'det(T 1) det D
= det T(det T) ' det D
=det D

Unterscheide nun zwischen der transformierten Basis der Eigenwerte y und der Basis der Abbildung x, es
ist hier
y=T"12 =Ty

Die lineare Differentialgleichung lautet dann in der transformierten Basis

y=T"'%
=T 1Az
=T 1ATy
= Dy

Die Eigenvektoren zu den Eigenwerten Aj 2 sind Aje; und Ases. Die Allgemeine Losung ist dann

y(t) = peMler + pgeley = P <Z1>
2

Wie sieht nun die transformierende Abbildung 7' aus? Betrachte zur Bestimmung die Bilder der Einheits-
vektoren:
T61 =C T62 = C9
Es ist dann
Acy = ATey =TT 'ATe; = TDey = \Te;
=D

Damit ist
T = (c1,¢2)
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4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme

Also ist die allgemeine Losung in der Basis von A:
z(t) =Ty(t) = ule)‘ltcl + /J,2€)\2t02
Mit der Anfangsbedingung z(0) = x( lassen sich die Koeffizienten ji; o bestimmen:

pic1 + paca = o
T <M1) = zq
K2
(Ml) _ T—1$0
12

x(t) = (e)‘ltcl, e’\2t02> Ttz

= TetDTflxo

Es folgt damit fiir x(t):

da o
At Aot tD et 0
(e ey, e? 62) =Te" = (01,62)< 0 et

4.1.0.6 Bemerkung. Lésungspropagator

Die Losung z(t) kann geschrieben werden als
z(t) = TePT ag = ¢(t)xo

wobei ¢(t) der Losungspropagator ist. Es gilt: ¢(0) = Id. Es sei bemerkt, dass der Losungspropagator auch
anders gefunden werden kann

M(t) = (e)‘ltcl, e’\2t02>

Aus M (t) lisst sich der Losungspropagator mittels ¢(t) = M (t)M(0)~! gewinnen.

A nicht diagonalisierbar

Wenn A nicht diagonalisierbar ist, dann wissen wir dass A einen Eigenwert A\ haben muss wobei die geome-
trische Vielfachheit gleich eins ist. Also ist A dhnlich zu Jordanmatrix

Al
7= (03)

PlAP=1J

also gibt es reguldre Matrix P, sodass
ist. Und P = (¢, c2) wobei
A01 = )\Cl, (A — 1)02 =C1.

Wir wissen nun dass eine allgemeine Losung geschrieben werden kann als

X 4t
_ tA [T\ ptdip—1[{T0) _ e’ te ag
= <yo> —her <y0> -7 ( 0 6“) (bo>
ao -1 (%o
=P .
<%> <m>

z(t) = (et)‘ao + tet)‘bo) + coetby.

mit

Also

Damit ist klar dass das System stabil ist wenn A < 0 und instabil wenn A\ > 0.

Betrachte die folgende Tabelle fiir eine Ubersicht:
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4 Lineare Differentialgleichungen

Eigenwerte Verhalten um (0, 0)
Vorzeichen Art
A1, A2 <0 reell
A1, A2 >0 reell
A >0, <0 reell
A=A <0
(links)
A=A >0 reell
(rechts)
A2 = £if8 rein komplex
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4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme

Eigenwerte Verhalten um (0, 0)
Vorzeichen Art

)\172 === Z,B
a < 0 (links) konjugiert komplex
a > 0 (rechts)

4.1.0.7 Satz.

Sei & = Az, # = F(x,y) y = G(z,y). Der Punkt (0,0) ist asymptotisch stabil, wenn jeder Eigenwert von
A einen negativen Realteil hat (falls A € M (n x n)).

4.1.0.8 Beispiel. gedampfter harmonischer Oszillator

mi + k& +kxr =0

GEGO.00) = G5oa+ 5

r k
= kxy +my <—my — m:c>

= —ry? <0

Die Energie nimmt also entlang Losungen ab (oder bleibt konstant). Daher ist das System stabil. Zusam-
mengefasst muss fiir die Energie eines stabilen Systems gelten:

E(0,0)=0

E(z,y) #0 Y(z,y) # (0,0)
d

—FE <
dt 0

Die Ljapunoff-Methode

Sei (0,0) ein isolierter stationdrer Punkt der Gleichung (4.1). E(z,y) heifit Ljapunoff-Funktion fiir (4.1),
wenn E in einer Umgebung U von (0, 0) folgende Eigenschaften besitzt:

e F ist stetig diffbar
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4 Lineare Differentialgleichungen

e E verschwindet in (0,0), E > 0 auflerhalb.

. %—fF + %G verschwindet in (0,0) und ist < 0 auflerhalb.
Fiir < 0 im letzten Punkt ist die Funktion STRENG Ljapunoff.
4.1.0.9 Theorem.

Das System (4.1) habe (0,0) als stationdren Punkt und besitze eine strenge Ljapunoff-Funktion. Dann ist
(0,0) sTABIL. Ist E streng Ljapunoff, so ist (0,0) ASYMPTOTISCH STABIL.

Abbildung 4.7: Stationirer Punkt

Proof.  (a) Stabilitét
Gebe € > 0 vor (vgl. Abbildung 4.7). Cc(0) sei die Kreisscheibe um den Ursprung mit Radius e. m sei
das Minimum der Ljapunoff-Funktion auf dieser Kreisscheibe.

m:mlnE(x7y) (xay) € CE(O)
Nun kann man ein § finden, sodass E in einer Umgebung mit Radius ¢ kleiner als m bleibt.
max E(z,y) <m

B;(0)

Die Trajektorie (z(t),y(t)) sei Losung zu (4.1), ((0),y(0)) € Bs(0) (= Abschluss von Bs(0))

d OE . OF .
GEEO.90) = 5o+ 5
= 6EF + a—EG < 0 (laut Voraussetzung)
ox oy

Da E(x(0),y(0)) <mund $E < 0= E < m ¥t >0 = System ist stabil.
(b) asymptotische Stabilitét

Sei E strenge Ljapunoff-Funktion. Dann ist F(xz(t),y(t)) streng monoton abnehmend und positiv, es
ist also

Bla(t),y(t) = X = lim Bla(t),y(t)) > 0
so konvergiert E(x(t),y(t)) gegen einen Grenzwert. Fiir A = 0 folgt
(x(t),y(t)) — (0,0),

da E # 0 aulerhalb (0,0). Nun ist zu zeigen, dass A nur 0 sein kann.
Angenommen, A > 0 . Dann gibt es eine Umgebung B, von (0,0) mit Radius 0 < p < ¢, sodass
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4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme

E(z,y) <X VY(x,y) € B,. Auf dem Kreisring zwischen B, und einer Kreislinie mit Radius € > p gilt

dann 4 5
Tl A

OF OF

+ OBy O B

8y V(.fC,y) € BP\BE

M = sup { —F+—G ‘ (z,y) € BE\BP} < 0 (nach Definition)

ox y
So lasst sich E nach oben abschitzen:

t

E(t) = E(0) + / %E(s)ds < E(0)+ t]\4t3>o —00

0

Dies ist ein Widerspruch zu A > 0. Aus A = 0 folgt: (0,0) ist asymptotisch stabil.

Linearisieren

Um die Frage nach der Stabilitdt eines stationidren Punktes zu kliren, lohnt es sich auch, (4.1) um diesen

Punkt zu linearisieren. Der stationére Punkt sei (zg, yo)

F@O;?JO) =0
G(x0,10) =0

Die Entwicklung ist

(ciem) = () =4 (5 2om) + (o)
=a(yzm) = ()
. T l;i)(jf)(t; — — 0 und N lgogff)(‘y — — 0 fiir (2,y) = (20, %)
und

(e

d oF  OF
“ <l’ - x(]) _ ox Bg’
dt \y — o 9 %
Denn: Setzt man & = x — xg und § = y — yp so ergibt sich (zusammen mit f(jf, y) = f(x — zo,y — yo) und

d [z
— =A
i (5)

Gleichung (4.1) ist dquivalent zu

9(7,9) = g(xr — 20,y — v0) )

4.1.0.10 Satz.

o

OF OF
oz 0
e

oxr Oy

oF OF
_ oz [2]
I e

ox oy

<$—1'0>+
Y—Yo

)

(z0,Y0)

)+ (Ge:0)

Sei (0,0) stationdrer Punkt von (4.1), F, G stetig differenzierbar. Sei ferner

_ (a1l
asy

(0,0)

a12
a2

(10

)
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4 Lineare Differentialgleichungen

(a) Hat A ausnahmslos Eigenwerte mit negativem Realteil, so ist (0,0) isolierter stationédrer Punkt und
ASYMPTOTISCH STABIL.

(b) Hat A mindestens einen Eigenwert mit positivem Realteil, so ist (0,0) INSTABIL.

Proof. Zur Isoliertheit: Angenommen es gibt eine Folge (z,,,y,) von stationiren Punkten. Schreibe diese
nun in Polarkoordinaten:

Ty = TR COSQn  Yp = rpsing,

Alle diese Punkte sind nun eine Losung von (4.1) und zwar (0,0). Es gilt also
0 _ oy (Tmcos n n f(ryp cos ¢p)
0 Ty, Sin ¢y, g(ry sin ¢p,)
_ (eoson | [
= \sing, ) T\ gtrashon
Tn

COShn) _ 41 et . !
sin ¢y, - g(rn sin ¢p)

——— 'n
l-[=1

|-|—0

Dies erzeugt einen Widerspruch. Also ist (0, 0) isoliert. Zur asymptotischen Stabilitéit: Sei
E = az® + bzy + cy?

und (z(t),y(t)) eine Losung von (4.1) Es ist dann

d OFE . OF .
@E(f(t)ay(t)) = 927 + @y
OF OF
—a—E(a r+a )—i—a—E(a r+a )—i—a—Ef—Fa—E
= oz 11 12Y dy 21 22Y o By g
OF OF
= (2ax + by) (a1 + a12y) + (bx + 2cy)(ag1z + azy) + %f + a—yg
oF OF
2 2y, OB oL

Bestimme nun die Koeffizienten a,b und ¢, sei dazu A = det A. Es gilt fiir die Terme in
(2?):  2aa11 +anb=—1
(y2) : o bajs + 2caze = —1
(xy) : bair + 2aa12 + 2a21¢+ baze =0
Mit B = —(a11 + ag2)A ist
_afhtaj +A

2B
b— —a11a21 + a12a22
B
. a3 + a2y, + A
2B

Damit ist £ > 0 auflerhalb von (0,0) und E(0,0) = 0. Wenn nun noch %E < 0 so0 ist E Ljapunoff-Funktion.
Stelle also %E auf und transformiere in Polarkoordinaten:

d oF oF
e P
= —(2* + y?) + (2az + by) f(z,y) + (bx + 2¢y)g(=,y)

f(rcoso,rsin¢) n
r

)g(r cos ¢, T sin @)

= —r? + 7?2 |(2acos ¢ + bsin ¢)
T

(bcos ¢ + 2csin ¢
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4.1 Qualitative Theorie autonomer Systeme

Nun findet man R sodass die Terme in der eckigen Klammer kleiner als % sind fiir » < R. Es gilt also fiir
r < R:

) OF 1
—F+—G<--r*<0

ox + oy  — 2"

= F ist strenge Ljapunoff-Funktion

= (0,0) ist asymptotisch stabil
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