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Aufgabe 36: Trotter-Produktformel (2 Punkte)

Seien A,B ∈ L(H) und t ∈ R.
a) Zeigen Sie, dass es ein von n unabhängiges C <∞ gibt, sodass∥∥e(A+B)t −

(
eAt/neBt/n

)n∥∥ ≤ C/n.

b) Zeigen Sie, dass es ein von n unabhängiges C <∞ gibt, so dass∥∥e(A+B)t −
(
eBt/(2n)eAt/neBt/(2n)

)n∥∥ ≤ C/n2.

Hinweis: Exponentialreihe für beschränkte Operatoren.

Aufgabe 37: Weyls Kriterium (3 Punkte)

Sei H ein separabler Hilbertraum und (H,D(H)) ein selbstadjungierter Operator. Zeigen Sie mit
Hilfe der Multiplikationsoperator-Version des Spektralsatzes: λ ∈ σ(H) genau dann, wenn eine
Folge (ψn) in D(H) existiert mit

‖ψn‖ = 1 und lim
n→∞

‖Hψn − λψn‖H = 0.

Aufgabe 38: Konvergenz des Spektrums (3 Punkte)

Sei (A,D(A)) ein selbstadjungierter Operator und (An, D(An))n eine Folge selbstadjungierter
Operatoren die im starken Resolventen Sinne gegen (A,D(A)) konvergiert (vgl. Aufgabe 35).

a) Seien a, b ∈ R mit a < b und µ = (a+ b)/2+ i(b− a)/2. Zeigen Sie, dass (a, b) ⊂ ρ(A) genau
dann, wenn ‖Rµ(A)‖L(H) ≤

√
2/(b− a).

b) Sei N ∈ N und (a, b) ⊂ ρ(An) für alle n ≥ N . Zeigen Sie mittels a), dass auch (a, b) ⊂ ρ(A).
Folgern Sie daraus, dass es zu jedem λ ∈ σ(A) eine Folge (λn) gibt mit λn ∈ σ(An) und

λn → λ für n→∞.

Aufgabe 39: Konvergenz von Resolventenmenge und Spektralprojektionen (3 Punkte)

Sei (A,D(A)) ein selbstadjungierter Operator und (An, D(An))n eine Folge selbstadjungierter
Operatoren die im Norm-Resolventen Sinne gegen (A,D(A)) konvergiert. Zeigen Sie:

a) Falls (a, b) ⊂ ρ(A), dann gibt es zu jedem hinreichend kleinen ε > 0 ein N ∈ N mit
(a+ ε, b− ε) ⊂ ρ(An) für n ≥ N . Weiterhin gilt

lim
n→∞

‖Rx(An)−Rx(A)‖L(H) = 0 für alle x ∈ (a, b).

b) Für x1, x2 ∈ R ∩ ρ(A) mit x1 < x2 gilt

lim
n→∞

‖1(x1,x2)(An)− 1(x1,x2)(A)‖L(H) = 0.

Hinweis: Verwenden Sie a) und die Aufgabe 35!

Abgabe: Dienstag den 07.01.2014, in der Vorlesung.


