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Aufgabe 40: Skalarprodukt auf dem Tensorprodukt (3 Punkte)
Seien H; und Hy Hilbertrdume. Wir betrachten die Menge

span(®) = span“{i; ® ¥a |11 € Hi, s € Hal.

Zeigen Sie, dass fiir ¢ = ). ¢;01;Q9; € span(®) und ¢ = Zj dj11; @1 € span(®) der Ausdruck
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nicht von der Wahl der Linearkombination abhédngt und ein Skalarprodukt definiert. Den Abschluss
von span(®) unter der von diesem Skalarprodukt induzierten Norm bezeichnen wir mit H; ® Ho.

Aufgabe 41: Integration von PVMs (6 Punkte)
Sei H ein Hilbertraum, (2, .A) ein Messraum und P : A — L(H) ein Projektor-wertiges Mafi.

(a) Zeigen Sie, dass fir A, B € A mit AN B ={ gilt P(A)P(B) = 0.
Folgern Sie daraus, dass fiir beliebige A, B € A gilt P(A)P(B) = P(AN B).

(b) Fiir einfache Funktionen f = 37", a;xa;, 4; € A und a; € C, definiert man

/QfdP = inP(AJ) .

Zeigen Sie, dass [ fdP wohldefiniert ist, also nicht von der Darstellung der einfachen Funk-
tion abhéngt.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jede einfache Funktion f =3 """ a;xa4;, A; € A, a; € C, gilt

‘/QfdP

(d) Fiir beschrankte Borelfunktionen f definiert man nun das Integral beziiglich P wie folgt: sei
(fn) eine Folge einfacher Funktionen, die gleichméBig gegen f konvergiert (machen Sie sich
klar, dass so eine Folge immer existiert!). Dann ist
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/ fdP:= lim [ f,dP.
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Verwenden Sie (¢) um zu zeigen, dass der Grenzwert in der Operatornorm existiert und nicht
von der gewéhlten Folge (f,,) abhéngt.



Aufgabe 42: Beispiel fiir ein POVM (3 Punkte)

Ein Apparat zur Messung des Ortes eines Teilchens habe selbst eine Ungenauigkeit, beschrie-
ben durch eine Funktion p € S(R) mit p > 0 und ||p||; = 1. Genauer habe die Verteilung der
“gemessenen” Orte bei Vorliegen der Wellenfunktion ¢ € L*(R) die Dichte

() = / Pl — ) |9 () dy

Die Anzeige X des Apparats streut also mit der Verteilung p um den tatséchlichen Ort Y und
fiir einen idealen Apparat miisste p = § gelten. Bestimmen Sie das zu dieser ungenauen Messung
gehorige POVM

E,: B(R) — L(L*(R)).

Es muss also gelten, dass
PY(X, € A) == / py(x) dz = (¢, E,(A)y) fiir alle A € B(R). .
A

Ist £, ein PVM?
Welchen Operator liefert die Integration diese POVMs, was ist also fR AdE,?

Abgabe: Dienstag den 14.01.2014, in der Vorlesung.



