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Aufgabe 26: Resolventenkonvergenz (4 Punkte)

Sei H Hilbertraum, (A,D(A)) ein selbstadjungierter Operator und (An, D(An)) eine Folge selbst-
adjungierter Operatoren.

a) Angenommen, es gilt supn∈N ‖An‖L(H) ≤ C und A ∈ L(H). Zeigen Sie, dass dann

lim
n→∞

‖An − A‖L(H) = 0 ⇐⇒ ∃ z ∈ C \ R : lim
n→∞

‖Rz(An)−Rz(A)‖L(H) = 0.

b) Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) Zu jedem ψ ∈ D(A) gibt es eine Folge (ψn) mit ψn ∈ D(An) und

lim
n→∞

‖ψn − ψ‖H = 0 = lim
n→∞

‖Anψn − Aψ‖H .

(ii) Es gibt ein z ∈ C \ R so, dass für alle ϕ ∈ H gilt

lim
n→∞

‖Rz(An)ϕ−Rz(A)ϕ‖H = 0 .

Aufgabe 27: Operatorbeschränktheit (3 Punkte)

Seien A,B dicht definiert mit D(A) ⊂ D(B). Zeigen Sie die Äquivalenz folgender Aussagen:

(i) Es gibt a, b ≥ 0 so, dass

‖Bϕ‖ ≤ a ‖Aϕ‖ + b ‖ϕ‖ für alle ϕ ∈ D(A) .

(ii) Es gibt ã, b̃ ≥ 0 so, dass

‖Bϕ‖2 ≤ ã2 ‖Aϕ‖2 + b̃ ‖ϕ‖2 für alle ϕ ∈ D(A) .

Zeigen Sie auch, dass das Infimum aller zulässigen a in (i) mit dem Infimum aller zulässigen ã in
(ii) übereinstimmt.

Aufgabe 28: Hardy-Ungleichung (4 Punkte)

a) Zeigen Sie, dass es für alle ε > 0 ein Cε < ∞ gibt so, dass für alle ψ ∈ H2(Rd) und
j = 1, . . . , d

‖∂xj
ψ‖L2(Rd) ≤ ε ‖∆ψ‖L2(Rd) + Cε ‖ψ‖L2(Rd).

b) Zeigen Sie, dass es ein C <∞ gibt so, dass für alle ψ ∈ H1(R3) ∩ C1
0(R3)

‖ |x|−1ψ ‖L2(R3) ≤ C ‖ |∇ψ| ‖L2(R3).

Folgern Sie dann mit Hilfe des Lemmas von Fatou, dass die Ungleichung für alle ψ ∈ H1(R3)
gilt.

c) Zeigen Sie, dass es für alle ψ ∈ H2(R3) und ε > 0 ein Cε <∞ gibt, so dass

‖ |x|−1ψ ‖L2(R3) ≤ ε ‖∆ψ‖L2(R3) + Cε ‖ψ‖L2(R3).

Abgabe: Dienstag den 03.12.2013, in der Vorlesung.


