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Übungsblatt 8

Aufgabe 29: Funktionalkalkül für diagonalisierbare Operatoren (3 Punkte)
Sei H ein separabler Hilbertraum, (H,D(H)) ein selbstadjungierter Operator und (ϕn) eine ONB
aus Eigenfunktionen, d.h. ϕn ∈ D(H) und es gibt (λn) mit Hϕn = λnϕn. Für beschränktes und
messbares f : R→ C definieren wir f(H) durch

f(H)ψ :=
∞∑
n=1

f(λn)〈ϕn, ψ〉ϕn.

Zeigen Sie, dass dadurch ein Funktionalkalkül definiert wird.

Aufgabe 30: Eigenschaften der Funktionenklasse A (3 Punkte)
In der Vorlesung wurden die Funktionenklasse A und dazugehörige Normen ‖ · ‖n definiert.

a) Seien f, g ∈ A. Zeigen Sie, dass auch f · g ∈ A.

b) Für f ∈ A gilt f ′ ∈ L1(R) und lim|x|→∞ f(x) = 0.

c) Für f ∈ A und n ≥ 1 gilt ‖f‖∞ ≤ ‖f‖n.

Aufgabe 31: Helffer-Sjöstrand-Formel (3 Punkte)
Sei (H,D(H)) ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum H und f ∈ C∞0 (R) mit
supp f ∩ σ(H) = ∅. Sei f(H) durch die Formel

f(H) =
1

π

∫
C

∂f̃

∂z̄
(z)(H − z)−1 dxdy

aus der Vorlesung (Helffer-Sjöstrand-Formel) gegeben. Zeigen Sie, dass f(H) = 0 ist, indem Sie
den Satz von Stokes für Operator-wertige Differentialformen verwenden.

Aufgabe 32: Anwendung der Helffer-Sjöstrand-Formel (4 Punkte)

a) Sei (H,D(H)) ein selbstadjungierter Operator auf dem Hilbertraum H. Wir definieren auf
D(H) die Graphennorm ‖ · ‖D(H) durch ‖ψ‖2D(H) := ‖ψ‖2H + ‖Hψ‖2H. Da H abgeschlossen

ist, macht diese Norm D(H) zu einem Hilbertraum, also inbesondere zu einem Banachraum.
Zeigen Sie, dass

‖Rz(H)‖2L(H,D(H)) ≤ 2 +
1 + 2|z|2

|Imz|2
.

b) Sei f ∈ C∞0 (R). Zeigen Sie, dass es ein C < ∞ gibt so, dass für jeden selbstadjungierten
Operator (H,D(H)) und jedes A ∈ L(H) ∩ L(D(H)) gilt:∥∥[H,A]

∥∥
L(D(H),H)

≤ δ ⇒ ‖[f(H), A]‖L(H,D(H)) ≤ C δ,

wobei f(H) wiederum durch die Helffer-Sjöstrand-Formel gegeben sei.

Abgabe: Dienstag den 10.12.2013, in der Vorlesung.


