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Einleitung

Die vorliegende Ausarbeitung zur Vorlesung Lineare Algebra 1 / Mathematik fiir
Physiker 2 im Wintersemester 2019/20 wird im wesentlichen wiedergeben, was
wahrend der Vorlesung an die Tafel geschrieben wird. Einige wenige Abschnitte

werden ausfiihrlicher sein. Die Ausarbeitung ersetzt somit in keiner Weise ein Lehr-
buch.

Die Vorlesung behandelt im wesentlichen die grundlegenden Aspekte der Theorie der
endlich-dimensionalen Vektorrdume und der linearen Abbildungen zwischen diesen.
An einigen Stellen werden wir Ergebnisse der Algebra benétigen, einfache Aussagen
iiber Gruppen, Korper und den Polynomring. Diese werden ausfiihrlich im Teil 2
der Linearen Algebra behandelt. In der Linearen Algebra 1 werden wir uns darauf
beschrénken, die Begriffe kurz einzufiihren und die benétigten Ergebnisse weitgehend

ohne Beweis zu zitieren.
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KAPITEL 1

Vektorrdume und lineare Abbildungen

Im folgenden wollen wir die Theorie der Vektorrdume und der linearen Abbildungen
studieren, unter anderem mit dem Ziel, die Losungsmengen von linearen Gleichungs-
systemen zu verstehen und berechnen zu kénnen. Der Analysis liegen die Kérper der
reellen und komplexen Zahlen zugrunde. Wesentlichster Baustein neben der Addition
und Multiplikation sind dort der Absolutbetrag mit Werten in R und die Ordnungs-
relation auf R, die R zu einem vollstindigen angeordneten Korper machen. Fiir
die lineare Algebra spielen der Absolutbetrag und die Ordnungsrelation keine Rolle
mehr. Wir kommen ohne €’s und §’s und komplizierte Abschéatzungen aus. Deshalb
kénnen wir unser Arsenal an Grundstrukturen, mit denen wir arbeiten wollen, auch

erweitern.

K wird im folgenden einen beliebigen Korper bezeichnen,

etwa Q, R oder C oder auch einen endlichen Kdrper wie etwa IFy in Beispiel 1.14.
Fiir die Definition des Begriffes Korper verweisen wir auf Definition 1.13. Manchmal
kénnen wir sogar auf die Division verzichten und statt einem Korper eine Struktur
wie die ganzen Zahlen Z zugrunde legen, man nennt diese einen kommutativen Ring
mit Eins.

Wir werden nun die wesentlichsten algebraischen Grundbegriffe einfithren, die not-
wendig sind, um auf effiziente Art und Weise iiber Vektorrdume sprechen zu kénnen.
Dabei werden wir teilweise auf die Beweise der Aussagen verzichten, da diese Ge-
genstand einer eigenen Vorlesung im zweiten Fachsemester sind, in der die Begriffe
weit ausfiihrlicher behandelt werden. Wir wollen die Ergebnisse in dieser Vorlesung
als eine Art Black Box verwenden.

§ 1 Grundlegendes zu Gruppen und Koérpern

Es ist ein wichtiges Ziel der Mathematik, Strukturen auf Mengen zu studieren. Was
eine Struktur auf einer Menge ganz konkret ist, hdngt letztlich sehr vom Zweig der
Mathematik und der betrachteten Fragestellung ab. In dieser Vorlesung wird die
Struktur stets aus einer oder mehreren zweistelligen Operationen auf der Menge
bestehen, die dann bestimmten Gesetzmdf$igkeiten, sogenannten Axiomen, geniigen
sollen. Dabei ist eine zweistellige Operation auf einer Menge G eine Abbildung, die

einem Paar (g, h) von Elementen aus G wieder ein Element in G zuordnet, also eine

Abbildung G x G — G.
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I. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

A) Gruppen

Die grundlegendste und wichtigste algebraische Struktur auf einer Menge ist die

Gruppenstruktur. Im vorliegenden Abschnitt wollen wir einige wesentliche elementa-

re Eigenschaften zusammenstellen, die auch in der linearen Algebra benttigt werden.

Definition 1.1 (Gruppen)

a.

Eine Gruppe ist ein Paar (G, %) bestehend aus einer nicht-leeren Menge G und

Wy ”

einer zweistelligen Operation “x”, d. h. einer Abbildung
x:GxG—G:(g,h)— gxh,

so daf die folgenden Gruppenaziome gelten:

Gl: (gxh)xk=gx*x(hxk) Vg, hkeQG, (“Assoziativgesetz”)
G2: deeG : VgelG : exg=y, (“Existenz eines Neutralen”)
G3: VgeG3agltelG : : glxg=e. (“Existenz von Inversen”)

Ein Element mit der Eigenschaft von e nennt man neutrales Element der Grup-

pe G. Ein Element mit der Eigenschaft von g~! nennt man ein Inverses zu g.

Eine Gruppe (G, ) heifit abelsch oder kommutativ, wenn (G, *) zudem noch
dem folgenden Axiom geniigt:
G4: gxh=hxg Vg,heqG (“Kommutativgesetz” )

Beispiel 1.2

a.

(Z,4), (Q,+) und (R,+) mit der iiblichen Addition als Gruppenoperation
sind abelsche Gruppen. Die Zahl Null erfiillt jeweils die Rolle eines neutralen

Elements, und zu einer Zahl g existiert mit —g ein inverses Element.

(Q\{0}, ) und (R\{0}, -) mit der iiblichen Multiplikation als Gruppenoperation
sind ebenfalls abelsche Gruppen. Die Zahl 1 ist jeweils ein neutrales Element,

und zu einer Zahl g existiert als inverses Element die Zahl é.

Die einfachste Gruppe ist die einelementige Gruppe G = {e}, deren Gruppen-
operation durch e x e = e definiert ist.

Ist M eine Menge, so ist die Menge
Sym(M) :={f: M — M | f ist bijektiv}

mit der Komposition von Abbildungen als Gruppenoperation eine Gruppe. Die
Assoziativitdt von “o” wird in Proposition A3.11 gezeigt, die Identitéit ist das
neutrale Element und in Satz A3.12 wird gezeigt, daf jede bijektive Abbildung
ein Inverses besitzt. Wir nennen (Sym(M ), o) die symmetrische Gruppe auf M.

Enthélt M mehr als zwei Elemente, so ist Sym(M) nicht abelsch.

Bemerkung 1.3

Es sei (G, %) eine Gruppe.

a.

Das neutrale Element e € GG ist eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft:

exg=gxe=g YgeQq.
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b. Sei g € G. Das inverse Element ¢g~! zu g ist eindeutig bestimmt und hat die
Eigenschaft:

g lxg=gxg =
c. Fiir g,h € G gelten (g_l)_1 =gund (gxh)t=h"txg L
d. Fiir g € G und zwei ganze Zahlen n, m € Z gelten die Potenzgesetze:

ghtxg" =g"" und (¢")" =g""

e. Wird die Gruppenoperation als Multiplikation und mit “” bezeichnet, so
schreiben wir fiir das Neutrale Element meist 1 und fiir das Inverse zu g wei-
terhin ¢g~! oder é.

Wird die Gruppenoperation als Addition und mit “+” bezeichnet, so schreiben
wir fiir das Neutrale Element meist 0 und fiir das Inverse zu g meist —g. Zudem
schreiben wir statt g + (—h) in aller Regel g — h.

f. In Ermangelung eines besseren Namens nennen wir auch “x” oft einfach die

Gruppenmultiplikation.

Die Aussagen wollen wir in dieser Vorlesung nicht beweisen, aber wir fiigen fiir den
1

interessierten Leser einen Beweis ein.
Beweis von Bemerkung 1.3: Da wir fiir das Paar (G, %) die Axiome G1-G3 aus
Definition 1.1 voraussetzen, gibt es ein neutrales Element e € G, und zu beliebigem,
aber fest gegebenem g € G gibt es ein Inverses ¢! € G.

Wir wollen zuniichst zeigen, daf$ fiir dieses e und dieses ¢! die in a. und b. gefor-
derten zusétzlichen Eigenschaften gelten.

Da (G, *) eine Gruppe ist, gibt es ein (¢7!)~! € G mit

(g7 txgl=e (1)

Also folgt:

grg " Cex(grg ) E (g g ) x(gxg )L () T H (g % (g g™h)
L) s (0 %) x g ) L) x(exg ) L) e Ye (2

'Die Begriffe Lemma, Proposition, Satz und Korollar sind in der Mathematik iibliche Ord-
nungsstrukturen (vergleichbar etwa einer Karteikarte), in denen bewiesene Aussagen festgehalten
werden. Dabei werden die Aussagen, die als Propositionen formuliert werden, meist als wichtiger
erachtet, als Aussagen in einem Lemma, und entsprechend sind Aussagen in einem Satz meist
wesentlicher als Aussagen in einer Proposition. Das Korollar fillt etwas aus dem Rahmen, da es
iibersetzt Folgerung bedeutet und somit andeutet, dafl es aus einer der unmittelbar zuvor getrof-
fenen Aussagen abgeleitet werden kann. — Es kann vorkommen, dafl der Beweis einer Aussage den
Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirde oder wir aus anderen Griinden auf den Beweis verzichten
wollen oder miissen. In einem solchen Fall werden wir die Aussage nur als Bemerkung formulieren

und deutlich machen, weshalb wir auf einen Beweis verzichten.
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Damit ist gezeigt, dal ¢! die zusiitzliche Eigenschaft in b. erfiillt, und wir erhalten:

greLgu(gtng) L (grg g ZLexgLy (3)

Nun war aber g ein beliebiges Element in GG, so dafl damit die zusétzliche Eigenschaft

von e in a. gezeigt ist.
Sei nun € € G irgendein Element mit der Eigenschaft des Neutralen, d.h.

éxh=nh (4)
fiir alle h € G. Wir miissen zeigen, dafl e = € gilt. Da wir bereits wissen, dafl e die

zusitzliche Eigenschaft in a. erfiillt, konnen wir diese, d.h. (3), mit é in der Rolle

von g anwenden, und anschlieflend (4) mit e in der Rolle von h:

—
=
—~
N

e=exe = e.

SchlieBlich miissen wir noch zeigen, wenn g—! € G ein weiteres inverses Element zu
g ist, d.h. wenn

g xg=ce (5)

1 = 571, Wenden wir das bislang Gezeigte an, so gilt:

gilt, dann ist schon ¢~

<1 () . @ . 1y Gl /~_ 1 1G2
GET ke =g x(gxg) = (7 xg) kg Sexg E g7
Damit sind die Aussagen in Teil a. und b. gezeigt und es bleibt noch, die Aussagen

in Teil c. zu zeigen.

Um die erste Gleichheit zu zeigen, reicht es wegen der Eindeutigkeit des Inversen zu
g~ ! zu zeigen, dafl g die Eigenschaft des Inversen zu ¢! besitzt. Beim Beweis kénnen
wir die Gruppenaxiome sowie die in a. und b. bewiesenen zusétzlichen Eigenschaften
des Inversen anwenden:

—1 b

g*xg e.

! und damit gilt wie angedeutet wegen der Eindeutigkeit

Also ist g ein Inverses zu g~

des Inversen zu ¢ ':

(6 " =g

Analog ist nach Voraussetzung (gh)~! ein Inverses zu gh, und es reicht wegen der
Eindeutigkeit des Inversen zu gh zu zeigen, dal h='g~! ebenfalls die Eigenschaft

eines Inversen zu gh hat:
(Rt xg™") % (gxh) L) (97 % (g=h)) EL ((g7" *g) *h))
g’h_1>:<(e>x<h)G:2h_1>x<h6§6.
Mithin ist A~! % g~! ein Inverses zu gh, und somit
(gsh) =hxg

Die Potenzgesetze zeigt man dann mit Hilfe vollstdndiger Induktion. Wer den Beweis

ausgefiihrt sehen mochte, sei auf [Mar08, Lemma 1.10] verwiesen. ]
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Lemma 1.4 (Kiirzungsregeln)
Sei (G, *) eine Gruppe, g,a,b € G. Dann gelten die Kiirzungsregeln:

a. Wenn gxa=gxb gilt, dann gilt a = b.
b. Wenn a* g="bxg gilt, dann gilt a = .

Beweis: Die erste Kiirzungsregel folgt durch Multiplikation mit dem Inversen zu g
von links:
aZexal (97" *9) xaZg % (g*a)

Vg'g’l*(g*b)%l(g’l*g)*bg’e*bgb.

Entsprechend folgt die zweite Kiirzungsregel durch Multiplikation mit ¢! von rechts
und unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Eigenschaft des Inversen in Bemer-

kung 1.3. Die Details iiberlassen wir dem Leser. O

B) Untergruppen

Ein wichtiges Prinzip in der Mathematik ist es, zu jeder betrachteten Struktur auch
ihre Unter- oder Teilstrukturen zu betrachten. Fiir eine Menge sind das einfach ihre
Teilmengen, fiir eine Gruppe werden es ihre Untergruppen sein — das sind Teilmen-
gen, die die zusétzliche Struktur respektieren. Eine Gruppe besteht aus einer Menge
G und zusétzlich einer zweistelligen Operation - : G x G — G, die gewissen Axiomen
geniigt. Ist U C G eine Teilmenge von G, so kann man die Abbildung “” auf U x U
einschranken und erhélt eine Abbildung

UxU— G: (u,v) —u-wv,

wobei der Ausdruck u - v ein Element aus G ist, in aller Regel aber nicht in U liegt.

(132

Letzteres bedeutet, dafl die Einschrinkung von auf U x U in aller Regel keine

zweistellige Operation auf U definiert! Das ist aber sicher eine Minimalforderung an

[k

U um zu sagen, dal U die Gruppenoperation respektiert. Nehmen wir nun an,
daB wider Erwarten die Einschrankung von “-” tatséchlich eine zweistellige Opera-
tion auf U definiert, dann stellt sich die Frage, ob das Paar bestehend aus U und
der Einschrankung von “”7 den Gruppenaxiomen G1-G3 geniigt, sprich selbst eine
Gruppe ist — und erst in letzterem Fall kann man wirklich guten Gewissens sagen,
die Teilmenge U respektiere die zusitzliche Struktur. Diese Uberlegungen fiihren
zum Begriff der Untergruppe, auch wenn dies aus unserer Definition nicht unmittel-
bar ersichtlich ist. Sie lassen sich im Ubrigen auf alle weiteren von uns betrachteten

algebraischen Strukturen iibertragen.

Definition 1.5
Sei (G, +) eine Gruppe. Eine nicht-leere Teilmenge U C G heifit Untergruppe von G,

wenn

w-velU und uleU
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fiir alle u,v € U. Ist U eine Untergruppe von G, so schreiben wir dafiir U < G.

Bemerkung 1.6
Genau dann ist eine Teilmenge U von G mit der Einschrankung der Gruppenopera-

tion selbst eine Gruppe, wenn U eine Untergruppe von G ist.

Beweis von Bemerkung 1.6: Sei zunédchst U mit der Einschrankung der Grup-
penoperation selbst eine Gruppe. Dies bedeutet, dal das Bild von U x U unter der
Abbildung “” in U liegt, d. h. fiir u,v € U gilt wv € U. Auflerdem gelten in U die
Gruppenaxiome. Sei also ey € U das Neutrale in U und eg € G das Neutrale in G.
Ferner bezeichne zu v € U C G u&l das Inverse zu v in G und ual das Inverse zu u
in U, d. h. uélu = uual = eg und ul}lu = uul}l = ey. In der folgenden Gleichung
benotigen wir das Inverse von ey in der Gruppe G, was in unserer Notation zu dem
etwas uniibersichtlichen (e)g" wird. Mit dieser Schreibweise gilt nun:

G2inG @3inG _ GlinG _ G2inU _1_ G3inG
="eger = ((ev)g'ev)er = (ev)g (ever) = (ev)gler = eq.

(6)

€y

Zudem gilt aber
-1 G3inU (6)
Uy U = ey = eq,

also ist u(_]1 = uél wegen der Eindeutigkeit des Inversen in GG, und damit uél ceU.

Sei nun umgekehrt vorausgesetzt, dafl U eine Untergruppe von G ist. Da uv € U
fiir alle u,v € U, ist das Bild von U x U unter der Abbildung “-” in der Tat in U
enthalten. Es bleibt also, die Axiome G1-G3 nachzupriifen. Dabei iibertragt sich G1
von der groferen Menge G auf die Teilmenge U. Da U # (), existiert ein u € U.
Nach Voraussetzung gilt dann aber ual € U und damit eq = u(_;lu € U. Da aber
equ = u fir alle u € U, ist auch G2 erfiillt und es gilt ey = eg. Ferner haben wir
bereits bemerkt, daf} fiir u € U auch uél € U, und es gilt

uél-u:eG:eU.

Somit ist auch G3 erfiillt und die Inversen von v in U bzw. in G stimmen iiberein. [

Man interessiert sich auch deshalb fiir die Untergruppen einer Gruppe, weil die
Kenntnis dieser wichtige Informationen iiber die Struktur der Gruppe selbst liefert.

Beispiel 1.7
a. Ist (G, ) eine Gruppe mit neutralem Element e, so sind die beiden Teilmengen
{e¢} und G von G stets Untergruppen. Man nennt sie deshalb auch die trivialen
Untergruppen. Sie geben keine zusétzliche Information iiber die Struktur der
Gruppe selbst.

b. ({—1,1},-) ist eine Untergruppe von (Q \ {0}, ).
c. Fir a € R bezeichnet
¢o 1 R? = R*: (z,y) = (cos(a) -z —sin(a) - y,sin(@) -  + cos(a) - y)
die Drehung der Ebene R? um den Nullpunkt um den Winkel o im Bogenmas$.
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P

®a(P)

Offensichtlich gilt ¢, © Y3 = payp fiir a, 8 € R, und fiir a € R ist somit
0o = (o)1, da gy = idgz. Insbesondere ist ¢, also bijektiv fiir jedes o € R.
Also ist

SO(2) := {pa : R*> = R? | a € R}

eine Untergruppe von Sym (R?).
Sei F,, C R? das regulire n-Eck.

Die Menge
U:= {(Pa € SO<2) | Qoa(En) = En}

ist dann eine Untergruppe von ( SO(2),0).
Denn fiir ¢,, g € U gilt

(9o 0 05) (En) = a(s(En)) = ¢a(En) = En

und

0o (En) = 05 (@alEn)) = (05" 0 @a)(En) = idg2(Ey,) = E,.

Also gilt p, 0 g € U und ¢! € U, und da idgz = ¢o € U, ist U # 0 und
folglich ist U eine Untergruppe von SO(2).
Man iiberzeugt sich leicht, dafl U aus allen Drehungen ¢, mit o = k - %r,

k =0,...,n— 1, besteht. Insbesondere gilt also, |U| = n.

Die Untergruppen von (Z, +) sind genau die Mengen nZ := {nz | z € Z} aller
Vielfachen von n fiir n € IN, siehe Aufgabe 1.33.

Die Inklusionen Z C Q, Z C R und Q C R machen die Teilmenge beziiglich
der Addition als Gruppenstruktur jeweils zu einer Untergruppe.
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C) Gruppenhomomorphismen

Immer wenn man eine Struktur auf einer Menge definiert hat, spielen die strukturer-
haltenden Abbildungen eine besondere Rolle. Diese werden (Struktur-) Morphismen
oder (Struktur-) Homomorphismen genannt.

Definition 1.8

Es seien (G, ) und (H,*) zwei Gruppen. Eine Abbildung a : G — H heifit Grup-
penhomomorphismus (oder kiirzer Homomorphismus oder nur Morphismus), falls
fiir alle g, h € G gilt:

a(g-h) = alg) x a(h).
Wieder wollen wir uns zunéchst Beispiele anschauen.

Beispiel 1.9
a. Ist (G,-) eine Gruppe und U < G eine Untergruppe, dann ist die kanonische
Inklusion iy : U — G ein Gruppenhomomorphismus, da fiir g,h € U gilt

iv(g-h)=g-h=iu(g)-iv(h)
b. Seia € R und m, : (R,+) = (R,+) : g — ag die Multiplikation mit a, dann
ist m, ein Gruppenhomomorphismus, da fiir g,h € R gilt
maq(g+ h) =alg+ h) = ag + ah = m.(g) + ma(h).
c. Ist (G,-) eine Gruppe und g € G, so definiert
ig: G— G:hws ghg ' = hY
einen Gruppenhomomorphismus, die sogenannte Konjugation mit g, denn fiir
h,k € G gilt
ig(hk) =g(hk)g™" = g(hek)g™" = g(h(g~"9)k)g™"
=(ghg™") (gkg™") = ig(h) - ig(k),
Das folgende Lemma sagt, dal die Komposition zweier Homomorphismen stets wie-
der ein Homomorphismus ist.

Lemma 1.10
Sind oy : (G1,+) = (Go, %) und ay : (Ge,*) — (G3, x) Gruppenhomomorphismen,
s0 st auch ag o ay : (G1,-) — (Gs, X) ein Gruppenhomomorphismus.

Beweis: Seien g, h € GGy, dann gilt:

(az0a1)(g-h) = as(ai(g-h)) = as(ai(g) * ai(h)) = as(ai(g)) x as(ai(h))

= (g0 a1)(g) X (g 0 ag)(h).
UJ

Der Umstand, dafl die Gruppenhomomorphismen die Gruppenstruktur erhalten, hat
einige einfache, aber ungemein wichtige Auswirkungen.
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Proposition 1.11

Es sei a: (G,-) — (H,*) ein Gruppenhomomorphismus. Dann gelten:

a.

b.

aleg) = ey.

a(g™t) = (Oz(g))f1 fir g € G.

Ist « bijektiv, so ist o=t : H — G ein Gruppenhomomorphismus.

Ist U < @G, dann ist o(U) < H. «(U) heifit das Bild von U unter a.

Ist V < H, dann ist o= Y(V) < G. a1 (V) heift das Urbild von V unter a.
Im(a) := a(G), das Bild von «, ist eine Untergruppe von H.

Ker(a) := a *(ey), der Kern von a, ist eine Untergruppe von G.

Beweis: a. Es gilt

ey xaleg) = aleg) = aleg - eq) = aleg) * aleq).
Mit Hilfe der Kiirzungsregel 1.4 folgt dann ey = a(eq).
Fiir g € G gilt:
a(g™!) xal(g) =a(g™' - g) = ale) = en.

Wegen der Eindeutigkeit der Inversen in H folgt die Behauptung.
Ist o : G — H bijektiv, so existiert die Umkehrabbildung a~! : H — G. Seien
u,v € H. Setze g := a™*(u) und h := a~'(v), also u = a(g) und v = a(h).
Dann gilt:
a Huxv)=a(a(g) xa(h)) =a(alg-h) =g-h=a"(u) o (v).
Also ist a~! ein Gruppenhomomorphismus.
Sind u,v € a(U), dann existieren g,h € U mit a(g) = v und a(h) = v. Da
g-heU, gilt:

uxv=a(g)*a(h)=a(g-h) € a(U).
AuBerdem gilt ¢~ € U und somit:

u Tt = (Oz(g))_1 =a(g™") € (V).

Da zudem a(eq) € a(U), also a(U) # 0, folgt, daBl a(U) eine Untergruppe von
H ist.

Seien g, h € a=Y(V), so gilt a(g-h) = a(g) *a(h) € V, da V eine Untergruppe
ist. Also gilt g-h € a= (V). AuBerdem gilt a(g7") = (Oz(g))f1 € V, wieder da
V eine Untergruppe ist. Somit liegt auch g~! in o' (V). Da das Urbild von V'
unter « ferner nicht leer ist, weil wegen a(eq) = ey € V gilt, daB eq € a1 (V),
folgt wieder, dal a~!(V') eine Untergruppe von G ist.

Dies folgt aus d., da G eine Untergruppe von G ist.
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g. Dies folgt aus e., da {eg} eine Untergruppe von H ist.
O

Nach Definition mufl man fiir die Injektivitdt einer Abbildung nachpriifen, dafl je-
des Element im Bild nur ein Urbild hat. Bei Gruppenhomomorphismen gibt es ein

einfacheres Kriterium.

Lemma 1.12
FEin Gruppenhomomorphismus « : (G,:) — (H,*) ist genau dann injektiv, wenn
Ker(a) = {eq}.

Beweis: Ist a injektiv, so ist a~!(ey) hochstens einelementig, und wegen a(eg) =
er gilt dann Ker(a) = a!(ey) = {ec}-
Gilt umgekehrt Ker(a) = {eg}, und sind g, h € G mit a(g) = a(h), so folgt wegen:
-1 _ _
en = a(g) = (a(h) =alg)xa(h™) =a(g-h),

dal g-h™! = eg, also g = h. Somit ist « injektiv. O
D) Koérper

Als néchstes wollen wir eine etwas komplexere algebraische Struktur mit zwei zwei-
stelligen Operationen + und - einfithren, die grundlegend fiir die Theorie der Vek-
torrdume ist und die die Eigenschaften der rationalen Zahlen verallgemeinert.

Definition 1.13 (Korper)
Ein Kérper ist ein Tripel (K, +, -) bestehend aus einer Menge K zusammen mit zwei

zweistelligen Operationen
+: KxK— K:(x,y)—z+y, (“Addition™)
und
K XK= K:(x,y)—z-y, (“Multiplikation™ )

so daf} folgende Axiome erfiillt sind:

a. (K,+) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.

b. (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

c. Es gilt das Distributivgesetz - (y+z2) =x -y +x -z fir z,y,z € K.
Ist eine Teilmenge L C K eines Korpers mit den gleichen Operationen wieder selbst
ein Korper, so nennen wir L einen Teilkérper von K.

Beispiel 1.14 (Die endlichen Kérper F,)
a. Die rationalen Zahlen (Q, +, -) und die reellen Zahlen (R, +, -) mit der iiblichen
Addition und Multiplikation sind Koérper. @ ist ein Teilkorper von R.

b. Die ganzen Zahlen (Z,+,-) sind kein Kérper, da z.B. der Zahl 2 ein multipli-
katives Inverses fehlt.
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Auf der Menge Fy := {0,1} definieren wir zwei Operationen durch folgende
Additions- und Multiplikationstafeln:

+10]1 0|1
0101 010]0
1110 1101

Mit ein wenig Aufwand kann man nachrechnen, dafl alle Kérperaxiome erfiillt
sind und dafi mithin Fy ein Korper ist. IFy ist der kleinstmogliche Korper, da
nach Definition ein Korper stets mindestens zwei Elemente, ndmlich ein Neu-
trales beziiglich der Addition und ein davon verschiedenes Neutrales beziiglich
der Multiplikation enthalten mufl. Man beachte auch, dal aufgrund von Lem-
ma 1.16 keine andere Moglichkeit fiir die obigen Verkniipfungstafeln besteht,
wenn man einen Kérper mit genau zwei Elementen haben mochte. — Beachte
auch, daf} IF5 kein Teilkorper von R ist, da das Ergebnis von 1+1 in den beiden

Korpern nicht iibereinstimmt.

Allgemeiner zeigt man, dafl man fiir eine Primzahl p die Menge

F,:={0,1,...,p—1}

auf folgende Weise zu einem Korper machen kann. Fiir eine natiirliche Zahl
a € IN kénnen wir Division mit Rest durch die Zahl p durchfithren. Wir erhalten
dann eindeutig bestimmte Zahlen ¢ € IN und 0 < r < p mit

a=q-p+r.

Die Zahl r heifit der Rest von a bei Division mit Rest durch p, und wir be-
zeichnen sie r(a : p).

Mit dieser Notation definieren wir fiir zwei Zahlen a,b € IF,,

a+b:=r(a+b:p)

und

a-b:=r(a-b:p),
wobei das “+” bzw. das “-” auf der rechten Seite jeweils die Operation in den
ganzen Zahlen bezeichnet, wihrend das “4” und das “.” auf der linken Seite

neu definierte Operationen sind. Formal wére es besser, fiir diese neuen Ope-
rationen neue Symbole zu verwenden, etwa “®” und “®”, aber Mathematiker
sind bequeme Menschen und schreiben nur ungerne mehr als nétig. Deshalb
bleiben wir bei den bewéhrten Symbolen und miissen nur drauf achten, wo
wir gerade rechnen. Jedenfalls gilt, daf§ I, mit diesen beiden Operationen ein
Korper ist.

Man beachte auch, dafl in IF,, fiir jede Primzahl p stets

I+1+...41=r(p:p) =0
—_—

p—mal
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gilt! Damit ist auch das Negative einer Zahl a € IF, leicht zu berechnen als
p — a, hingegen ist das multiplikative Inverse é einer Zahl 0 # a € I, nicht so
ohne weiteres anzugeben. Man lernt in den weiterfiihrenden Vorlesungen, wie
man dieses mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus’ berechnen kann.

Z.B., gilt in 5

344=r(3+4:5) =nr(7:5) =2
und
3-4=r(3-4:5)=r(12:5)=2.

Man schreibt iibrigens meist Z/pZ oder Z, anstatt I,, und die Zahl a wird
meist mit @ oder [a] bezeichnet. Das liegt daran, dal man den Kérper mit

der Menge der Aquivalenzklassen der Kongruenz modulo p identifizieren kann
(sieche Aufgabe A6.16).

Notation 1.15
Ist K ein Korper und sind z,y,z € K mit z # 0, so schreiben wir statt = + (—y)

in aller Regel x — y, und statt z - 2! schreiben wir oft Z. AuBerdem schreiben wir

statt x - y meist nur zy.

Lemma 1.16 (Rechenregeln)
FEs sei K ein Korper, x,y,z € K und u,v € K \ {0}.

a.

b.

—(—z) ==z,
rty=z < r=z—Y,

x
(:c_l)_l =z, firz #0,
z-y=0 & =0 odery =0,

zrx=z-yY, 2#0 = x =y,
LA —

u v uw’

x Yy _ zvtyu

u+v uv

Beweis: Die Aussagen a., b., c. und h. folgen unmittelbar aus Bemerkung 1.3 und

Lemma 1.4.

d.

Firze Kgilt 0-x2=(0+4+0)-2=0-2+0-x, also folgt 0 - x = 0 mittels der
Kiirzungsregeln in (K, +). Analog sieht man z - 0 = 0.
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e. Fiir z,y € K gilt wegen d.:
oyt (-2)y=(-2)-y=0-y=0,
also —(x-y) = (—z) - y. Die Gleichheit des Ausdrucks zu x - (—y) folgt analog.

f. Fir z,y € K folgt unter Zuhilfenahme von a. und e.:
(—2) () =—(z-(-y) == (- (@ y) =2y
g. Fiir z,y, 2z € K impliziert e.:
x-(y—z):m-y+x-(—z):x-y+(—(a€-z)) =x-y—x-2.

i. Ist x =0 oder y = 0, so ist nach d. auch x -y = 0. Ist x # 0 und y # 0, so ist
z-y € K\ {0}, da K\ {0} beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist.

j. Die Aussage zeigt man genau wie die Kiirzungsregeln fiir Gruppen (siehe Lem-
ma 1.4).

k. Unter Beachtung der Assoziativitdt und Kommutativitdt der Multiplikation
sowie der Notation 1.15 gilt
Ty -1 -1 1 _*ry
— == (x-u . U = (x - (u-v = —
e AL R VR Y (s UR
1. Dies geht analog zu k. mit etwas mehr Schreibarbeit.

E) Der Korper der komplexen Zahlen

In der Vorlesung zur Analysis oder in weiterfithrenden Veranstaltungen wird der
Aufbau des Zahlsystems
NcZcQcCcR

thematisiert, wie man etwa die natiirlichen Zahlen axiomatisch definieren und aus
diesen die ganzen und dann die rationalen Zahlen mit Hilfe von Aquivalenzrela-
tionen gewinnen kann um den Problemen zu begegnen, dal man beliebige Zahlen
subtrahieren und durch beliebige Zahlen ungleich null dividieren kénnen mochte.
Dafl auch die rationalen Zahlen nicht ausreichen, wenn man Gleichungen hoéheren

Grades l6sen konnen mochte, etwa

haben wir schon in der Schule gelernt und als Motivation fiir die Einfithrung der

reellen Zahlen genommen. Ebenso motiviert der Umstand, dafl die Gleichung
2 =—1

in den reellen Zahlen immer noch keine Losung besitzt, die erneute Erweiterung
des Zahlsystems zum Korper der komplexen Zahlen. Der Fundamentalsatz der Al-
gebra 11.15 zeigt, dal wir damit dann aber auch fertig sind und jede polynomiale

Gleichung iiber C vollsténdig losbar ist.
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Bemerkung 1.17 (Konstruktion der komplexen Zahlen)

Es ist unser erklirtes Ziel, auf der reellen Zahlenebene R? mit der Vektoraddtion
(2.9) + (u,0) = (& + u,y +v)

eine Multiplikation zu definieren, so dafl einerseits die iiblichen Rechenregeln (Asso-
ziativgesetze, Kommutativgesetze und Distributivgesetze) gelten und dafl auBerdem
der Vektor

= (07 1)
eine Losung der Gleichung
22 =—1

ist. Um letzteres richtig zu interpretieren, denken wir uns die reelle Zahlengerade R
als Teilmenge von R?, indem wir sie mit der z-Achse identifizieren, d.h.

R = {(a,0) | a € R} = 2-Achse.
Die Multiplikation soll also der Bedingung

geniigen. Auflerdem wiirden wir uns sicher wiinschen, daf3 die Multiplikation eines
Vektors mit der reellen Zahl

a = (a,0)

wie die Streckung des Vektors um den Faktor a funktioniert, d.h.
(CL,O) ’ (I,y) =a- (ZL’,y) = (CLJ],CLy>.

Wenn eine Multiplikation diese Wunschliste erfiillt, so gilt offenbar:

(z,y) - (u,v) = ((2,0) +(0,9)) - ((,0) + (0,))

(x,0) +
= ((,0) + (3,0)- (0,1)) - ((«,0) + (v,0) - (0,1))
) - (

= (2,0) - (u,0) + (y,0) - (0,1) - (u, 0) + (2,0) - (v,0) - (0,1)
+ (,0) - (0,1) - (v,0) - (0,1)
= (zu,0) + (yu,0) - (0,1) + (zv,0) - (0,1) + (yv,0) - (0,1) - (0,1)
(yv,0) - (=1,0)

= (21U, ) + (07 yU) + (0,$U) + (—yv, O)
= (zu — yv, v + yu).

(zu,0

= (zu,0) + (yu,0) - (0,1) 4+ (zv,0) - (0,1) +
(2u,0
(

Wir haben fiir die Definition der Multiplikation also nur eine einzige Moglichkeit,
und die funktioniert zum Gliick auch.

Satz 1.18 (Der Korper der komplexen Zahlen)
Die Menge C := {(z,y) | z,y € R} zusammen mit der durch

(x,y) + (u,v) == (zr +u,y+v), fir(z,y),(u,v)eC,
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und
(z,y) - (u,v) := (zu — yv,zv + yu), fir (z,y), (u,v) € C,
definierten Addition und Multiplikation ist ein Korper, den wir den Korper der kom-

plexen Zahlen nennen. .

Beweis: Dies folgt aus Aufgabe 1.42. ]

Bemerkung 1.19
a. DaBl C mit den beiden Operationen ein Korper ist, bedeutet, dal die oben
erwahnten iiblichen Rechenregeln beziiglich der Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division gelten, so wie wir sie von den reellen Zahlen her kennen.
Man beachte dabei, daf die reelle Zahl 0 = (0,0) bei der Addtion nichts tut
und die reelle Zahl 1 = (1,0) bei der Multiplikation ohne Wirkung ist:

(z,9) +(0,0) = (z + 0,y + 0) = (z,y)

und
Das multiplikative Inverse der Zahl (0,0) # (x,y) € C ist

@9) " = (g 5
’ x2 + y27 l'2 + y2 :

t:R—C:z+— (2,0)

b. Die Abbildung

ist mit der Addition und der Multiplikation vertriaglich und identifiziert den
Korper der reellen Zahlen R mit dem Teilkérper R x {0} von C. Wir fassen R

in diesem Sinne als Teilmenge von C auf.

c. Praktischer als das Rechnen mit Paaren von Zahlen ist die folgende Notation
fir komplexe Zahlen. Wir setzen x := (x,0) fir x € R und i := (0,1). Dann
gilt fiir z = (z,y) € C

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (x,0) + (0,1) - (3,0) = = + iy.

Diese Schreibweise wollen wir kiinftig fiir komplexe Zahlen verwenden. Damit
gilt dann:

i? =(0,1)-(0,1) = —1.
Ferner ergibt sich die etwas willkiirlich anmutende Definition der Multiplikation

ganz “natiirlich” aus
(z + iy)(u+ iv) = (zu+°yv) + i(zv + yu) = (zu — yo) + i(zv + yu).

Wir wollen nun noch einige niitzliche Operationen auf dem Koérper der komplexen
Zahlen einfiihren, die wir in unserer Vorlesung nicht oft benotigen werden, die aber
fiir das Rechnen mit komplexen Zahlen durchaus wichtig sind und die wir deshalb

nicht unerwahnt lassen wollen.
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Definition 1.20 (Der Betrag und die komplexe Konjugation)
a. Wir definieren die Betragsfunktion auf C durch

|-|:C— Ryo:x+iy— /2?2 +y?
und nennen |z| auch den Absolutbetrag von z.
Beachte zudem, fiir x € R gilt

o] = x, fallsx >0
") —z, fallsz < 0.

b. Wir definieren die komplere Konjugation als
S C—Ciz=x+1y—2z:=x—1y.
Fiir z € C heifit z die zu z konjugiert komplexe Zahl.
c.  Wir definieren die Abbildungen Realteil
Re:C—R:z+wy—z

und Imagindrteil
Im:C—R:x+iy—y
und nennen Re(z + iy) = = den Realteil von z und Im(x + iy) = y den Ima-

gindrteil von z.

Beispiel 1.21
Wir betrachten die komplexe Zahl

z=1—1=—-1+4u1.
Dann gilt Re(z) = —1, Im(2) = 1 und
Z=—-1—i=—(1+1).
Fiir den Betrag von z rechnen wir
2 = VRe(zP + Im(z)” = VIF+1=v2

und damit erhalten wir die Gleichung

2 Z=(—1+4)-(-1—19)=2=|z

Lemma 1.22 (Einfache Rechenregeln in C)

Es seien z,w € C.
a. Der Betrag ist multiplikativ, d.h.
2| - [w] = [zw].
b. Der Betrag erfiillt die Dreiecksungleichung, d.h.
2+ w| < [2] + Jw].
c. z=0<«= |z|=0.

d. z-z=|z2%
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-l 1 =z
e. Wenn z#0, dann ist 27" = - = Feh

f.  Die komplexe Konjugation ist additiv und multiplikativ, d.h.

Z+w=z+w und Z- W=7z w.

Beweis: Den Beweis der Aussagen in den Teilen a. und c.-h. iiberlassen wir dem
Leser als Ubungsaufgabe.

a.  Wir wollen nun die Dreiecksungleichung unter Verwendung der iibrigen Aussa-

gen zeigen. Es gilt

2w £ (z4+w) (2t w)

(I~

2 Z+(z-w+Z-w)+w-w
Ag- 2P+ (- w+2-w) + |w]?

= |z +2-Re(z-w) + |w|?

< 2P+ 22w+ fw]?
E P42 2] @]+ fw]?
= 2P +2 2] w] + |w]?
= (Il + |w])”.

Da dies eine Ungleichung von nicht-negativen Zahlen in dem angeordneten
Korper R ist, folgt
2+ w| < 2] + [w].

Beispiel 1.23
a. Gegeben seien z = 3 + 2¢ und w = 5 — i. Dann gelten

zow=3-5-2-(=1)4+B-(=1)+2-5)-i=17+7i

sowie
w] = /52 + (—1)2 = /26

und
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b. Fiir die komplexen Zahlen z = 3 4+ 47 und w = 5 — 127 gilt
stw=(34+5)+(4—12)i=8—8i
und somit
|2 +w| =V + 82 =12.-8<16<18=5+13
=25 + V169 = /32 4+ 42 + /52 + 122 = |z| + |w|.
AuBerdem gilt

z+z  (B+4)+(B-4) 6
5= 5 —2—3—Re(z).

Bemerkung 1.24 (Geometrische Deutung und Polarkoordinaten)

Wir wollen hier einige der bisher eingefiihrten Operationen auf den komplexen Zah-
len und der angefiihrten Eigenschaften derselben geometrisch interpretieren.

e Die Addition ist einfach die komponentenweise Addition, also die Addition der
Vektoren (siehe Abbildung 1).

w—+ z

ABBILDUNG 1. Addition in C als Vektoraddition

e Die komplexe Konjugation ist die Spiegelung an der z-Achse.

e Der Realteil ist die orthogonale Projektion auf die z-Achse und der Imaginérteil
die orthogonale Projektion auf die y-Achse.

e Der Betrag |z| = \/W einer komplexen Zahl z = x + iy ist die euklidische
Lange des Vektors z, d.h. der Abstand von z zum Ursprung. Dies ergibt sich
unmittelbar aus dem Satz von Pythagoras (sieche Abbildung 2).

e Die Dreiecksungleichung besagt deshalb im wesentlichen, daf in einem Dreieck
die Summe der Seitenldngen von zwei Seiten stets eine obere Schranke fiir die
Seitenldnge der dritten Seite ist.

e Damit ist die Menge

K:={zeC||z]=1}

die Menge der Punkte in der Ebene, deren Abstand zum Ursprung genau 1
ist, d.h. K ist der Einheitskreis um den Ursprung. Man beachte, daf bei einem
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z=x+ 1y = (x,y)

ABBILDUNG 2. Pythagoras: 2% + y* = r?

Punkt

z =T+ 1y,
der auf dem Einheitskreis liegt, die kartesichen Koordinaten z und y schon
vollstdndig durch den Winkel « € [0, 27) bestimmt sind, den der Vektor z mit
der z-Achse einschlieit. Es gilt ndmlich (siehe Abbildung 3)

x = cos(a)
und

y = sin(«a)
und somit

z = cos(a) + 1 - sin(a).

ABBILDUNG 3. Koordinaten eines Punktes z = cos(a) +i - sin(a) auf
dem Einheitskreis

e Es bleibt, die Multiplikation zweier komplexer Zahlen 0 # z,w € C geometrisch
zu deuten. Dazu schreiben wir die Zahl z als
z:|z|~i:r'z’

2|
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mit r = |z| und 2’ = rz7- Man beachte, daB die Zahl 2’ den Betrag 1 hat, so daf§

es genau einen Winkel a € [0, 27) gibt mit

2" = (cos(a),sin(a)) = cos(a) + i - sin(a).

Die komplexe Zahl z # 0 ist also eindeutig durch ihren Betrag und den Winkel
a bestimmt. Wir nennen

o Im(z
arg(z) := a = arctan (Re(z)>

—

das Argument von z und das Paar

(r, o) = (|2], arg(2))

die Polarkoordinaten von z.

T o = Z

Z/ ]
r= |zl
a = arg(z)

ABBILDUNG 4. Polarkoordinaten von z = r - (cos(a) + i - sin(«))

Wir erinnern hier an die beiden Additionstheoreme fiir den Sinus und den

Cosinus:
cos(a + ) = cos(a) - cos(f) — sin(«) - sin(pB) (7)
und
sin(a + ) = cos(a) - sin(B) + sin(a) - cos(f). (8)
Betrachten wir zunéchst die Multiplikation von zwei komplexen Zahlen z =
2| - (cos(@) + i - sin(a)) und w = |w| - (cos(B) + i - sin(B)):
z-w=|z] - |w| - (cos(a) +i-sin(a)) - (cos(B) +i-sin(3))
= |2| - Jw] - (cos(a) - cos(B) — sin(a) - sin(B)) + i - (cos(e) - sin(3) + sin(a) - cos(3))

(7),(8) 2] - |w] - (cos(a + ) +i-sin(a + 5))

Die beiden Zahlen werden also multipliziert, indem man die Argumente addiert
und die Betridge multipliziert (siche Abbildung 5).
In Polarkoordinaten kénnte man dies schreiben als

(r,a)-(s,8) = (r-s,a+ ).
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ABBILDUNG 5. Multiplikation zweier komplexer Zahlen

Beispiel 1.25
Zur Ermittlung von o = arg(z) fiir z = ¢ — 1 betrachten wir die Zahl

vom Betrag 1, fiir die gilt

ﬁ = cos(a) + isin(a),
z

d.h. cos(a) = —? und sin(«a) = \/75, also o = %7?.

Aufgaben

Aufgabe 1.26
Untersuche, ob die folgende zweistellige Operation die Menge G := Q x @ zu einer
Gruppe macht:

GxG— G:((a,b),(d.V)) — (a,b) (V) := (ad,bl).

Aufgabe 1.27
Es seien (G,-) und (H,x*) zwei Gruppen. Wir definieren auf der Menge G x H =
{(z,y) | z € G,y € H} eine zweistellige Operation durch

(@,y) 0 (&' y) = (x -2,y *y)
fir (x,y), (2/,y) € G x H. Zeige, dafl dann (G x H, o) eine Gruppe ist.

Aufgabe 1.28
Untersuche, welche der folgenden zweistelligen Operationen Gruppen definieren:

a. G=(Q\{0})x(Q\{0}) mit (a,b)-(a’,0) = (abl,ba’) fiir a,a’,b,t' € Q\ {0},
b. G=RxR\{(0,0)} mit (a,b)-(a’,V)) = (aa’ —bb,ab’ +ba’) fiir a,a’,b, b’ € R.
Aufgabe 1.29
Finde alle moglichen zweistelligen Operationen auf der Menge G = {e, a,b,c},
beziiglich derer G eine Gruppe mit neutralem Element e wird. Dabei sollten nur

Moglichkeiten aufgelistet werden, die nicht durch Vertauschung der Buchstaben a,

b und c ineinander tiberfithrt werden konnen.
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Aufgabe 1.30 (Boolsche Gruppe)
Es sei M eine Menge.
a. Sind X,Y,Z C M, dann gelten
X\ ((Y\2)U(Z\Y)) = (X\(YUZ)Uu(XNY N2
und
(XAY)U\ X))\ Z = (X\(YUZ) U (¥\(XUZ)).

b. Wir definieren auf der Potenzmenge G = P(M) = {A| A C M} von M eine
zweistellige Operation durch

A+B:=(A\B)U(B\A) = (AUB)\ (AN B)

fir A, B € G. Zeige, (G, +) ist eine abelsche Gruppe.

Aufgabe 1.31
Es sei (G, -) eine Gruppe, g € G und () # U C G eine endliche Teilmenge von G.

a. Ist {¢g" | n > 0} endlich, so gibt es ein n > 0 mit ¢" = eg.
b. Genau dann ist U eine Untergruppe von GG, wenn fiir alle u, v € U auch u-v € U.

Aufgabe 1.32
Sei M eine Menge, m € M, k € N und o € Sym(M) mit o*(m) = m. Zeige, dann
ist auch o9*(m) = m fiir alle ¢ € Z.

Aufgabe 1.33
Zeige, eine Teilmenge U C Z ist genau dann eine Untergruppe von (Z,+), wenn es
eine ganze Zahl n > 0 gibt mit U = nZ = (n).

Aufgabe 1.34
Fiir zwei reelle Zahlen a,b € R definieren wir die Abbildung
fap  R— R:z—a-z+0b.

Welche der folgenden Mengen sind Untergruppen von (Sym(]R), o)?

a. U={fup|a,beR,a#0},
b. V={f.1]a€R, a0}

Aufgabe 1.35

Wir betrachten die Gruppe U = {f,p : R — R:z—azx +b|a,b € R,a # 0} aus
Aufgabe 1.34, wobei die Gruppenoperation die Verkniipfung von Abbildungen ist,
sowie die Gruppe (R \ {0}, ). Zeige, dafl die Abbildung

a:U—R\{0}: fop—a

ein Gruppenhomomorphismus ist.
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Aufgabe 1.36
Es sei (G,-) eine Gruppe und h,k € G gegeben. Priife, welche Bedingungen fiir h

und k gelten miissen, damit o bzw. 8 ein Gruppenhomomorphismen ist:

a. a:G—>G:g—h-g,
b. 8:G—=+G:g—ht-g-k,

Aufgabe 1.37

Es sei (G,-) eine Gruppe. Zeige, inv : G — G : g — g}

ist genau dann ein

Gruppenhomomorphismus, wenn G abelsch ist.

Aufgabe 1.38
Es sei o : (G,-) — (H, ) ein Gruppenhomomorphismus, g € G und ¢’ € Ker(a).
Zeige, dann gilt g7! - ¢’ - g € Ker(a).

Aufgabe 1.39
Es sei (G, -) eine Gruppe und g € G.

a. Die Abbildung L, : G — G : h— g - h ist bijektiv.
b. Die Abbildung o : G — Sym(G) : g — L, ist ein injektiver Gruppenhomo-

morphismus.

Aufgabe 1.40
Bestimme alle Gruppenhomomorphismen von (Z, +) nach (R, +).

Aufgabe 1.41

Es sei K ein Korper und x € K. Zeige, 2> = 1 genau dann, wenn z € {1, —1}.

Aufgabe 1.42

a. Auf der Menge GG := R x R definieren wir eine zweistellige Operation
+:GxG—G:((z,y),(u,0) = (x+u,y+v).
Zeige, (G, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0, 0).
b. Aufder Menge H := (RxR)\{(0,0)} definieren wir eine zweistellige Operation
HxH— H: ((z,y),(u,v)) = (zu— yv, zv + yu).

Zeige, (H,-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (1,0).

c. Zeige, daBB (R x R, +,+) ein Korper ist, wenn die Operationen “+” und “” wie
in a. und b. definiert sind.

Aufgabe 1.43 (Die projektive Gerade als Gruppe)
Wir haben in Aufgabe A6.15 die Projektive Gerade Pk als Menge von Aquivalenz-
klassen auf R?\ {(0,0)} eingefiihrt.

Zeige, daf3 die zweistellige Operation

(vl:vg)~(w1:w2) = ('Ul'wl—’UQ'UJQIUl'U)2+’U2'w1>.
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wohldefiniert ist, d.h. nicht von der Wahl der Reprisentanten fiir die Aquivalenz-
klasse abhiingt, und daff P% mit dieser Operation eine Gruppe ist.

Aufgabe 1.44

Bestimme fiir die folgenden komplexen Zahlen Re z, Im 2, arg z, |2|, z und 2%

(a) z=i—1.
(b) z= 14—Jz2
(242i)7

(c) z= YiEne

Aufgabe 1.45 (Endliche Integrititsbereiche sind Korper.)

Es sei K eine endliche, nicht-leere Menge mit zwei zweistelligen Operationen “+”
und “”, so daf fiir (K,+,-) bis auf die Existenz von multiplikativen Inversen alle
Korperaxiome erfiillt sind. Zeige, wenn aus x -y = 0 fiir z,y € K stets x = 0 oder

y = 0 folgt, dann ist (K, +,-) eine Korper.
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§ 2 Rechnen mit Matrizen

Definition 2.1 (Matrizen und der K™)
Es seien m,n > 1 zwei positive ganze Zahlen.

a.

Eine m x n-Matriz iiber K ist ein rechteckiges Schema A mit Eintragen aus K

der Form
a1l a2 ... Qip
21 22 ... QA9pn
A=
Am1 Am2 ... AOmn

Wenn keine Unklarheiten zu befiirchten sind, schreiben wir verkiirzt auch

A = (ai)i=1,..mij=1,..n = (i5).
Die Menge aller m x n-Matrizen iiber K wird mit

Mat(m x n, K)

bezeichnet, und falls m = n, dann auch kurz mit Mat, (K) = Mat(n, K) und

man spricht von quadratischen Matrizen.
Ist A= (a;;) eine m x n-Matrix, dann bezeichnen wir
a; = (aﬂ, e ,am)
als den i-ten Zeilenvektor von A und
Qa1;
al =
(m

als den j-ten Spaltenvektor von A.

Ist A= (a;;) € Mat(m x n, K), so heifit die n x m-Matrix

a1 a1 ... QGmi
A12 Q22 ... Gm2

Al = _ _ _ € Mat(n x m, K),
A1p A2y ... Amn

d. h. fiir A* = (aj;) gilt aj; = aj;, die Transponierte von A.
Schlieflich definieren wir

T
K" :=Mat(n x 1,K) = : X1, .., €K

Tn

Die Elemente von K™ heiflen Vektoren oder Punkte im K". x; heifit die i-te

Komponente des Vektors z.
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Definition 2.2 (Operationen mit Matrizen)
a. Esseien A = (a;;), B = (b;;) € Mat(m xn, K) und A € K. Dann definiert man

a1 +bu aip+bie ... ay, +biy,
as; +ba1  age by ... ag, + by
A+B: (aij—f—bij): . y
am1 + bml Am2 + bm2 coo Qmp + bmn
sowie
/\CLH )\alg e )\aln
Aa Aa ... Aaay,
VoA (/\aij) _ 21 22 2
A1 Ao .. Ay

b. Sind A = (a;;) € Mat(m x n, K) und B = (b;,) € Mat(n x p, K) zwei Matri-
zen, wobei A genauso viele Spalten wie B Zeilen hat. Dann definieren wir das
Matrizprodukt durch

AoB:=C, mit C = (¢i) € Mat(m x p, K) und ¢y, := Zaijbjk.
j=1

Beispiel 2.3
Folgende Matrizen A, B € Mat(2 x 3, K) und C' € Mat(3 x 2, K) seien gegeben:

10 2 39 1 Lo
A:<3 1 2>’B:<o 4 5)’02 21
3 1
Dann gilt:

A+ B = 123 , 3-A= 5 06 und Ao (C = T2 :
3 5 7 9 3 6 11 3

Bemerkung 2.4
a. Die in Definition 2.2 a. definierte Addition zweier Matrizen definiert auf

Mat(m x n, K) offensichtlich eine zweistellige Operation, beziiglich derer
Mat(m x n, K) eine abelsche Gruppe (Mat(m x n, K), +) wird.

b. Wir werden meist kurz AA bzw. Az schreiben, statt A - A bzw. )\ - z, wenn
A€ K, Ae Mat(m xn,K) und z € K™.

c. Wir schreiben statt A o B haufig kurz AB, insbesondere auch Ax statt Ao x.

d. Spaltenvektoren nehmen im Skript sehr viel Raum ein. Um platzsparend ar-
beiten zu konnen, werden wir deshalb statt den Spaltenvektor x € K™ als

X1



§ 2. RECHNEN MIT MATRIZEN 29
anzugeben, meist den transponierten Zeilenvektor

r=(r; ... z,)"

betrachten, und um Mifiverstdndnissen vorzubeugen, fiigen wir zudem meist
Kommata als Trennsymbole ein

= (11,...,7,)"

e. Man beachte, dal das Produkt nur dann definiert ist, wenn A soviele Spalten
wie B Zeilen hat. Das Produkt Ao B hat dann soviele Zeilen wie A und soviele
Spalten wie B.

Jede Matrix definiert wie folgt eine Abbildung.

Definition 2.5 (Die Abbildung f4)
Ist A € Mat(m x n, K), so definieren wir

n
a;y ... Qi X1 Zj:l 15T
fa: K" —= K" :x— Ax = : : : = :
n
T T ijl AT

fa heifit die zu A assoziierte oder zu A gehorige Abbildung.

Beispiel 2.6
1 2
A=
0 3

Die Matrix
definiert die Abbildung
fa:R* — R?: (z1,29)" — (z1 + 229, 322)".

Bemerkung 2.7 (Einheitsvektoren)
Um den Zusammenhang zwischen A und f4 besser zu verstehen, betrachten wir fiir
i=1,...,n den i-ten Einheitsvektor e; = (014, ,0n;)" € K™, wobei

o
aﬂ:{ =i
0, ©#j.

das Kronecker Symbol ist, d. h.

wobei die Eins in der -ten Komponente steht.
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Es ist dann

> i1 @150 a1
fale) = : = : =a,
2 j—1 @mjOji Ui

d. h. die i-te Spalte von A ist das Bild des i-ten Einheitsvektors unter f4.

Hieraus folgt insbesondere, dafl A durch f4 eindeutig bestimmt ist.

Lemma 2.8 (Einfache Rechenregeln fiir Matrizen)
Fiir v,y € K™, A, B € Mat(m x n,K), C € Mat(n x p, K) und A € K gelten:

a. Alx+y) = Ar+ Ay und A(\x) = Nz,
b. A-(AoC)=(\-A)oC=Ao(r-C),
¢. farp=[fa+ fB, und

d. foa=Afa

Beweis: Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. O]

Wir wollen jetzt sehen, wie sich die Multiplikation von Matrizen mit den zugehorigen
Abbildungen vertrigt.

Satz 2.9 (Matrixmultiplikation und Komposition)
Fiir A € Mat(m x n, K) und B € Mat(n x p, K) gilt:

faoB = fao fB.

Beweis: Da Definitionsbereich und Wertebereich von beiden Abbildungen iiberein-

stimmen, reicht es zu zeigen:

(faoB)(x) = (fao fB)(x), fiiralle x € K?.
Seien A = (a;;) und B = (b;x), und sei = (21, ...,2,)" € KP gegeben.
dimiaigbi o D05 aigbyy 1
(faoB)(x) = (Ao Bz = : : :

n n
D i1 @mibjt oo D00 amibip Ty

¥4 n
k=1 Dj—1 0105k Tk

p n
k=1 Zj:l amjbjkffk

Ferner gilt:

ayl ... Qip Zi:l blka
(fao f5)(x) = fa(Bx) = A(Bx) = .

p
Am1 .- Amn Ek:l bnk.’Ek



§ 2. RECHNEN MIT MATRIZEN 31

D1 a1 >y bikak D i1 2 pe QbjkT,

D it mj Dy bjkTk D i1 Dbt Qb
Beide Ausdriicke stimmen (bis auf die Reihenfolge der Summation) iiberein, was zu

zeigen war. O

Korollar 2.10 (Die Matrixmultiplikation ist assoziativ.)
Fiir A € Mat(m x n, K), B € Mat(n x p, K) und C € Mat(p x ¢, K) gilt

Ao(Bo(C)=(AoB)oC.

Beweis: Dies folgt aus Satz 2.9, da die Komposition von Abbildungen assoziativ
ist und da eine Matrix A durch die Abbildung f, eindeutig bestimmt ist. n

Man kann die Aussage des Korollars natiirlich auch direkt nachweisen, was auf
die gleiche Rechnung wie in 2.9 fiihrt - statt des einen Vektors x hat man die ¢

Spaltenvektoren von C' zu multiplizieren, was etwas mehr Schreibarbeit bedeutet.

Lemma 2.11 (Distributivgesetze)
Sind A, B € Mat(m x n, K) und C, D € Mat(n x p, K), so gelten die Distributivge-
setze:

Ao(C+D)=AoC+AoD,

sowie

(A+B)oC=AoC+BoC.

Beweis: Die Aussage kann wie Korollar 2.10 aus Lemma 2.8 und Satz 2.9 abgeleitet
werden und sei dem Leser als Ubung anempfohlen. O

Definition 2.12 (Invertierbare Matrizen)
Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit invertierbar, falls es eine Matrix A~ € Mat,,(K)
gibt, so dafl

AoA ' =A"10A=1,,
wobei die Matrix 1,, = (0;5)ij=1,..n. € Mat,(K) die Einheitsmatriz ist, die auf der
Diagonalen Einsen und auflerhalb der Diagonalen Nullen als Eintrdge hat. Eine

,,,,,

Matrix mit der Eigenschaft von A~! nennt man eine Inverse zu A.

Satz 2.13 (Die allgemeine lineare Gruppe Gl,(K))
Die Menge der invertierbaren n X n-Matrizen

Gl.(K) = {A € Mat,(K) | A ist invertierbar}
st eine Gruppe mit neutralem Element 1,,, die fiir n > 1 nicht kommutativ ist.

Insbesondere ist die Inverse zu A eindeutig bestimmt und es gelten fir A,B €
Gl,(K)
(AB) ' =B'A™" und (ATH T = A

Beweis: Der Beweis ist eine Ubungsaufgabe. O]
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Aufgaben

( Z Z ) € Maty(K)

genau dann invertierbar ist, wenn ad — be # 0 ist. Die Inverse ist dann

-1
a b B 1 d —b
c d Cad—be\ —¢ a ‘
Aufgabe 2.15

Es sei A € Mat(m x n, K) und B € Mat(n x p, K). Zeige, (AB)" = B'A".

Aufgabe 2.16 (Nilpotente Matrizen)
Es sei N = (n;;) € Mat,(K) eine Matrix, fiir die die Eintrége auf der oberen
Nebendiagonale alle 1 sind und fiir die alle anderen Eintrage 0 sind, d.h. n;; = d;_;1.

Aufgabe 2.14
Zeige, daf3 die Matrix

Zeige fir k = 1,...,n, daB die Eintrige der Matrix N* = (nz(f)) auf der k-ten
oberen Nebendiagonale alle 1 und alle anderen Eintrédge 0 sind, d.h. ngc) = 0j_ik-

Insbesondere ist N® = 0 und N* £ 0 fiir k < n.
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§ 3 Vektorrdume und lineare Abbildungen

A) Vektorriume

Definition 3.1 (Vektorrdume)
Ein K- Vektorraum (oder Vektorraum iiber K') besteht aus einer nicht-leeren Menge
V' sowie einer zweistelligen Operation

+: VXV =Vi(r,y)—z+y,
die Vektoraddition genannt wird, und einer zweistelligen Operation
KXV =Vi(\z)— o=\,
die Skalarmultiplikation genannt wird, so dafl die folgenden Gesetze gelten:

a. (V,4) ist eine abelsche Gruppe,

b. fir \,p € K und z,y € V gelten:
(i
(i

(iii

A+p)-z=Xz+p-x, (“verallgemeinertes Distributivgesetz”)
A(x+y)=A-z+A-y,und  (“verallgemeinertes Distributivgesetz”)

)
) .
) Ap)rx=A(p-x). (“verallgemeinertes Assoziativgesetz”)
(iv) 1-z=u=x.

Die Elemente aus V nennt man Vektoren und die aus K Skalare. Der Nullvektor,
d. h. das neutrale Element aus V' beziiglich der Addition, wird mit 0 bzw. mit Oy

bezeichnet und das neutrale Element von (K, +) ebenfalls mit 0 bzw. mit Ok.
Beispiel 3.2
a. Der Nullraum V = {0} mit A-0 = 0 fiir alle A € K ist fiir jeden Korper K ein

K-Vektorraum. Man bezeichnet den Nullraum auch mit K©.

b. Der Koérper K selbst mit der Korperaddition als Vektoraddition und der

Korpermultiplikation als Skalarmultiplikation ist ein K-Vektorraum.

c. R ist ein Q-Vektorraum und C ist ein R-Vektorraum, jeweils mit der iiblichen
Addition und Multiplikation.

d. Die Menge Mat(m x n, K) der m x n-Matrizen tiber K mittels der in Definition
2.2 definierten Addition und Skalarmultiplikation ist ein K-Vektorraum mit der

Nullmatriz

als Nullvektor.

e. Damit ist insbesondere K™ mit der komponentenweisen Addition und Skalar-

multiplikation ein K-Vektorraum mit Ox» = (0,...,0)".
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Speziell sind R, C" und I Vektorrdume iiber R, C bzw. IF (fiir die Definition
des Korpers IFy verweisen wir auf Beispiel 1.14).

AT
To+Yot x—l—y Aot Lot T
wr Yo i .
T2t g Lar o A xy
— . : . T2
Y1 T1x1+% T1 AT

ABBILDUNG 6. Addition und Skalarmultiplikation in R?

Ist M eine Menge und V ein K-Vektorraum, so wird die Menge
VM ={f.: M — V| f ist eine Abbildung}
durch die Operationen
+: VY VM S VM (fg) = (f+9: M=V iz f(z)+g(x))
und
G EKx VM S VYN ) e (A f M= Vs A f(2)

zu einem K-Vektorraum, wie man leicht nachrechnet.
Ist zB. M =N und K =V =R, so ist

RN ={a: N — R | a ist eine Abbildung} = {(an)nen | an € R}

der Vektorraum der Folgen in R. Unsere Definitionen sorgen dafiir, dafl Folgen
komponentenweise addiert und mit Skalaren multipliziert werden.

Ist t eine Verénderliche und sind ay, . .., a, € K, so nennen wir einen Ausdruck

der Form

n
Zak-tk:an-t”+an_1-t”_1+...+a1-t+a0
k=0

ein Polynom in der Verédnderlichen ¢ mit Koeffizienten in K. Ist a,, # 0, so

heifit
deg (Z ay - tk> =n
k=0
der Grad des Polynoms, und wir setzen zudem deg(0) := —oo. Die Menge
K[l] == {Zak-tk ‘ neN, a e K}
k=0

der Polynome mit Koeffizienten in K wird durch die Addition

max{m,n}

Zak-tk+Zbk~tk:: Z (ak—l—bk)-tk,
k=0 k=0

k=0
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wobei ap = 0 fir £k > m und b, = 0 fiir £k > n gelten soll, und durch die
Skalarmultiplikation

n

)\'iak-tk = Z(/\ak)tk
k=0

k=0

zu einem K-Vektorraum, wie man leicht nachpriift.

Da man fir M = {1,...,n} eine Abbildung f : M — K in eindeutiger Weise
durch das Tupel der Bildelemente ( fQ),.... f (n)) beschreiben kann, sieht man
leicht, daf} die Zuordnung

KM = K" f s (f(1), ..., f(n))'

in diesem Falle eine Bijektion ist. Man priift iiberdies leicht nach, daf§ diese
Abbildung ein Vektorraumhomomorphismus im Sinne von Definition 3.19 ist.
K™ und K" sind dann also isomorph.

Ist (V; | i € I) eine Familie von K-Vektorrdumen, dann wird das direkte Produkt

der V;
H Vi= {(ﬂfi)iel

il

xieV;furz‘eI}

mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation ein K-
Vektorraum, d. h. durch
(w3)ier + (Wi)ier = (i + Yi)ier
und
A (i)ier == (ATy)ier
fir A € K und (x;)ier, (yi)ier € V.

Lemma 3.3 (Einfache Rechenregeln fiir Vektoren)
In einem K -Vektorraum gelten folgende Rechenregeln:

a. Og-x=0p und A\-0y =0y fiirallex eV, A\ e K.
b. Firle K undx eV gilt:
Ax=0y = A=0 oder z=0.

c. (=1)-x=—x firalexzeV.

Beweis: Es seien z € V und A € K gegeben.
a. Es gilt:
Oy +0x -2 =0k -2 =(0g +0g) -2 =0g -2+ 0g - x,
also Oy = O - z, wie aus den Kiirzungsregeln fiir (V, +) folgt. Analog gilt:
Oy + A0y =X-0p =A-(0y +0y) =A-0p + A0y,

und damit 0y = A - Oy.
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b. Ist A € K mit A # 0, dann gibt es ein Inverses A™' € K. Aus A -z = 0 folgt

dann aber wegen a. und den Vektorraumaxiomen
Oy=A"0y=Xx"Na2)=N" N z=1.2=u
c. Firz e K gilt:
r4+(-1)-z=1-2+(-1)-2=(1+(-1)) -2 =0xg -z =0y.

Also ist (—1) - x das (eindeutig bestimmte) additive Inverse zu z.

B) Unterriume

Definition 3.4 (Unterrdume)
Es sei V' ein Vektorraum iiber K. Eine nicht-leere Teilmenge U C V' von V heifit
Unterraum, wenn fiir alle A € K und z,y € U gilt

AxeU und zxz+4+yeU. (9)

Man sagt, U sei abgeschlossen beziiglich der Addition und der Skalarmultiplikation.
Wir schreiben U < V| um auszudriicken, daf3 U ein Unterraum von V ist.

Proposition 3.5 (Unterrdume sind Vektorrdume.)
Jeder Unterraum eines K -Vektorraums ist selbst ein K -Vektorraum.
Beweis: Als Unterraum eines K-Vektorraums ist U eine nicht-leere Menge. Fiir die
Addition und Skalarmultiplikation, die U von V erbt, gilt nach Voraussetzung

UxU-—U:(z,y)—ax+y
und

KxU-—U:(\z)— Xz
sie sind also zweistellige Operationen mit Werten in U
Da U nicht leer ist, gibt es ein y € U und mithin folgt aus (90)

Oy =0k -y e U.
Damit besitzt U offenbar ein neutrales Element der Addition, da fiir alle z € U auch
Oy +x==x
gilt. Ist x € U beliebig, so ist zudem
—r=(-1)-xz €U,

so dafl U wegen

—r+x =0y =0y
auch das Inverse von x enthélt. Da das Assoziativgesetz fiir alle Elemente in V' gilt
und die Elemente aus U auch in V sind, gilt es automatisch fiir alle Elemente in U.

Wir haben also gezeigt, dal U eine abelsche Gruppe beziiglich + ist.
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Die verbleibenden Axiome aus Teil b. in Definition 3.1 vererben sich analog zum
Assoziativgesetz unmittelbar von V' auf U. Damit ist U also ein K-Vektorraum. [J

Beispiel 3.6
a. Ist V ein K-Vektorraum, so ist {0y} stets ein Unterraum von V. Ferner ist V'
selbst ein Unterraum. Man nennt diese beiden auch die trivialen Unterrdume.

b. Eine Gerade G durch den Ursprung in der Ebene R? mit Steigung m geniigt
der Gleichung y = m - x und ist deshalb

G = {(z,mz)" |z € R}.
Fiir v = (z,max)",w = (2/,ma2’)t € G und X € R gilt dann
v+ w= (m+x',m-(m+x’))t, Av=(Az,m\r)" € G.

Mithin ist G ein Unterraum von R2.

R2
/

c. Eine Gerade in R?, die nicht durch den Ursprung geht, kann kein Unterraum
von R? sein, da ein Unterraum den Nullvektor enthalten muf.

R? //
e

d. Der Graph der Betragsfunktion ist kein Unterraum von R?, da (—1,1)! und
(1,1)" auf dem Graphen liegen, ihre Summe (0, 2)* aber nicht.

e. Die Menge
U := {(an)nex € RN | (ap)nen ist konvergent}

der konvergenten Folgen in R ist ein Unterraum des R-Vektorraums RY aller
Folgen. Dies folgt aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen.

f. Ist I ein Intervall in R, so sind die Menge C(I,R) aller auf I stetigen Ab-
bildungen sowie die Menge C*(I, R) aller auf I k-fach stetig differenzierbaren

Abbildungen Unterrdume des Vektorraums R’ aller Abbildungen von I nach
R.
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Solche Funktionenrdume spielen in der Analysis eine groie Rolle. Sie sind fiir
kein n isomorph zu R", und sie sind ein gutes Beispiel fiir den Wert der ab-

strakten Theorie der Vektorraume.

g. Ist n € N fest vorgegeben, so bilden die Polynome vom Grad héchstens n

P, = {Zak~tk akeK}

k=0

einen Unterraum des Vektorraums der Polynome K[t].

h. Ist (V; | i € I) eine Familie von K-Vektorraumen, dann ist

Pvi= {(%)z‘ef e[V

i€l el

x; # 0 fiir hochstens endlich viele i € 1 }

ein Unterraum des direkten Produktes [[..; Vi, der die duflere direkte Summe

der V; genannt wird.

el

Lemma 3.7 (Durchschnitt von Unterrdumen)

Der Durchschnitt beliebig vieler Unterrdume ist wieder ein Unterraum.

Beweis: Es seien U; fiir ¢ € I Unterrdume eines K-Vektorraums V. Da 0y € U; fiir
alle i € I, ist U := (),
x,y € U und \ € K gilt:

U; nicht die leere Menge. Es bleibt also zu zeigen, daf§ fiir

r+yelU und Mxel.

Fiir ein beliebiges i € I gilt, da U; ein Unterraum von V ist und da x,y € U C U;,
daB z 4+ y € U; und Az € U;. Also liegen die Vektoren im Durchschnitt U. O

Bemerkung 3.8

Die Vereinigung von zwei Unterrdumen ist i. a. kein Unterraum mehr!

Sei etwa U die 2-Achse und U’ die y-Achse im R?. Beides sind offenbar Unterrdaume
von R? Dann liegt (1,1)" = €; + ey nicht in U U U’, und mithin kann U U U’ kein
Unterraum von R? sein.

Definition 3.9 (Linearkombination und lineare Hiille)
Es sei V ein K-Vektorraum.
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a. Wir nennen = € V eine Linearkombination von xq,...,x, € V, falls es

Ay A € K gibt mit

$:)\1$1+...—|—)\T.1'r.

Ist eines der A; ungleich Null, so nennen wir die Linearkombination nicht-trivial.

b. Ist M CV, so nennen wir den Durchschnitt
Lin (M):=(M):= (] U
MCU<V
aller Unterrdume von V', die M enthalten, die lineare Hiille oder das Erzeugnis

von M.

Bemerkung 3.10
a. Man beachte, dafl die lineare Hiille von M wegen Lemma 3.7 ein Unterraum von

V ist. Aufgrund der Definition ist es der kleinste Unterraum, der M enthélt.
b. Ist M =0, soist Lin (M) = Lin (0) = {0}.

c. FEine Linearkombination ist immer eine endliche Summe von Vielfachen von

Vektoren aus V. In der linearen Algebra wird es nie unendliche Summen geben.

d. Mit Induktion nach der Anzahl der Summanden folgt aus (90) unmittelbar,
daB ein Unterraum U abgeschlossen beziiglich endlicher Linearkombinationen

von Vektoren aus U ist.

Proposition 3.11 (Lineare Hiille = Menge der Linearkombinationen)
Ist V ein K-Vektorraum und O #+ M C 'V, so ist die lineare Hiille von M

Lin(M)={\ -x14+...+ Nz, |re€Nzy,...,0. € M, \y,... .\, € K} <V

die Menge aller Linearkombinationen von Elementen in M.

Beweis: Wir setzen U :={ A\ -x1+...+ -2, | r € Nyzq, ..o 2. € M)A, ... )\ €
K}.

Als Unterraum, der M enthélt, enthélt Lin (M) auch jede endliche Linearkombina-
tion von Elementen in M, also auch U.

Wir wollen nun zeigen, dafl U ein Unterraum von V' ist, der M enthilt, da er
aufgrund der Definition des Erzeugnisses dann auch das Erzeugnis von M enthélt.
Dazu beachten wir zunéchst, dafl fiir x € M auch x = 1-x € U gilt. Alsoist M C U
und somit ist U auch nicht leer. Seien nun z = "), A;-2; und y = ijl (- Y5 mit

x;,y; € M und \;, p; € K sowie A € K gegeben. Dann ist
r+y=M-z1+...+t ATty t.. s ys €U,

weil es eine endliche Linearkombination von Elementen in M ist, und ebenso ist

r

Aex=Y (A-N) z €U

i=1

Also ist U ein Unterraum von V. O]
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Beispiel 3.12
a. Ist M ={xq,...,2,} €V endlich, so ist das Erzeugnis von M

Lin (z1,...,2,) :=Lin(M) ={ M\ -z14+ ...+ X\ xn | A1,..., Ay € K}
Insbesondere gilt Lin (z) := Lin ({z}) ={\ -2 | A € K}.
b. Die lineare Hiille der Vektoren z; = (1,0)" und zo = (0,1)" in R? ist
Lin (21, 22) = M - 21+ Ao - 22 = (A, A)' | A, Ae € R} = R2.
c. Die lineare Hiille von z = (1, m)" € R? ist die Gerade
Lin (z) = {(\,Am)" | A € R}.
d. Es gilt offenbar Lin (¢°,¢!,...,t") = P,.

Proposition 3.13 (Summe zweier Unterrdume)
Es seien U und U" Unterriume des K-Vektorraums V. Dann gilt

U4U ={u+d |uelUd eU}=Ln(UUU) <YV,

und wir nennen diesen Unterraum von V die Summe von U und U’.

Beweis: Wegen Proposition 3.11 ist U 4+ U’ in Lin (U U U’) enthalten, da die Ele-

mente von U + U’ Linearkombinationen von Elementen in U U U’ sind.

Umgekehrt ist jede Linearkombination von Elementen in U U U’ von der Form

Do A w3y - uh mit w; € Uy uf € U und A,y € K. Da U und U

j
aber Unterrdume sind, ist

u:iAlulEU
=1

und
o ::Zuj'u; el
j=1
Deshalb ist die Linearkombination
Z/\i-ui%—Zuj-u;:u—Fu'EU%—U'
i=1 j=1

in U + U’, und mit Proposition 3.11 enthélt U + U’ auch Lin (U U U"). O

Bemerkung 3.14 (Summen von Unterrdumen)
a. Die Summe zweier Unterrdume ersetzt ihre Vereinigung in der Theorie der
Vektorraume. Sie ist der kleinste Unterraum, der beide enthélt. Im Beispiel

aus Bemerkung 3.8 ist die Summe der beiden Unterrdume ganz R2.

b. Analog zu Proposition 3.13 zeigt man allgemeiner: Sind Uy, .. ., U, Unterrdume
des K-Vektorraums V', so gilt

U1—|-—|—Un2{u1++Un|U1€U1}:L1D(U1UUUn)
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Beispiel 3.15
Jeder Vektor x in U + U’ 148t sich schreiben als = u + 4/ mit w € U und v’ € U,

diese Darstellung mufl aber nicht eindeutig sein.

Sind z.B. U = Lin((1,0,0),(0,1,1)*) und U" = Lin((1,1,0)",(1,0,1)*) als Un-
terrdume von R? gegeben, so kénnen wir den Vektor x = (1,0, —1)" auf folgende
beiden Weisen als Summe zweier Vektoren in U und U’ schreiben:

r=(0,—-1,—1)"+(1,1,0)" = (2,0,0)" + (=1,0, —1)".

Definition 3.16 (Innere direkte Summe)

Es seien Uy, ..., U, Unterrdume des K-Vektorraums V. Wir nennen die Summe U =
Uy +...+ U, eine (innere) direkte Summe, wenn sich jeder Vektor x € Uy +...+ U,
auf eindeutige Weise als Summe = = uy + ... 4+ u, mit u; € U; schreiben l&f3t. Wir
schreiben dann U = U; & ... & U,,. (Siehe auch Aufgabe 3.52 und Aufgabe 4.35.)

Proposition 3.17 (Direkte Summe zweier Unterrdume)
Es seien U, U und W Unterrdume des K -Vektorraums V.
Genau dann gilt W =U @ U', wenn W =U + U’ und UNU'" = {0}.

Beweis: Ist die Summe W = U @ U’, so gilt insbesondere W = U + U’. Fir
x e UNU, gilt zudem

r=2+0=0+2€U+U,

und wegen der Eindeutigkeit der Darstellung in U + U’ muf3 = 0 sein.

Ist umgekehrt W = U+U’ und UNU’ = {0} und sind z1+z) = xo+a, € U+U =W
mit z; € U und «} € U', i = 1,2, so gilt:

T —rp=ah— )y € UNU ={0}.
Also ist 1 = z9 und z} = 4, d. h. die Darstellung ist eindeutig. O

Beispiel 3.18
Betrachte die Unterrdume U = Lin ((1,1,1)") und U’ = Lin((1,0,1)*) von R?. Ein
Vektor x liegt genau dann im Durchschnitt U NU’, wenn es A\, u € K gibt mit

x=X-(1,1, 1)t = (/\,/\,)\)t
und

T =f- (1707 1)t = (,U707:u)t'

Gleichsetzen der beiden Ausdriicke liefert die Bedingungen A = p und A = 0, also
gilt z = (0,0,0), d.h.

UNU = {(0,0,0)"}.

Damit ist die Summe U + U’ eine direkte Summe.
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C) Lineare Abbildungen

Zu jeder Struktur gehoren die strukturerhaltenden Abbildungen.

Definition 3.19 (Lineare Abbildungen)
Es seien V und W zwei K-Vektorraume.

a.

Eine Abbildung f : V — W heif3t K-lineare Abbildung oder Vektorraumhomo-
morphismus, wenn fiir alle A € K und z,y € V gilt

fle+y)=f@)+fly) wd fA-z)=X f(z).
Eine injektive (bzw. surjektive bzw. bijektive) K-lineare Abbildung heifit auch

Monomorphismus (bzw. Epimorphismus bzw. Isomorphismus). Gilt V' = W,
so nennen wir eine K-lineare Abbildung auch einen Endomorphismus, und ist

sie zudem bijektiv, so sprechen wir von einem Automorphismus.

Existiert ein Isomorphismus von V' nach W so nennen wir V und W isomorph

und schreiben V =2 W.

Die Menge aller K-linearen Abbildungen von V nach W bezeichnen wir mit
Homg (V, W) und die Menge aller Endomorphismen von V' mit Endg (V).

Bemerkung 3.20

Die beiden Bedingungen in Definition 3.19 a. lassen sich zusammenfassen zu der
Bedingung f(Az + py) = Af(z) + pf(y) fir alle \,p € K und z,y € V.

Beispiel 3.21 a. Die Abbildung f: R? — R : (21, 22)" = 21 — x5 ist R-linear.

Denn fiir z = (z1,22) und y = (y1,y2) sowie A € R gilt

fla+y) = f((m1+y,a2+12) =21+ 91 — 22 — 2
=1 —Taty1 —y2 = f(z) + f(y)
und
FOx) = F((Az1, Az2)) = Azy — Az = A+ (21 — 2) = A - f(2).
Ist I ein Intervall, so ist die Abbildung
D:CI,R) — C(ILR): frs f
R-linear, da aus der Linearitdt der Ableitung folgt
Df+pg)=\f+pg) =X f'+p- g =X-D(f)+p- D(g).
Die Abbildung

n

foRIE] — Ry a1 (an)ken,

k=0
wobei a; = 0 fiir £ > n gelten soll, ist eine injektive R-lineare Abbildung, also

ein Monomorphismus. Thr Bild, der Unterraum

Im(f) = {(ax)ken | nur endlich viele a; sind nicht 0}
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der abbrechenden Folgen in R, ist mithin isomorph zu K|[t].

d. Die formale Ableitung
d: K[t] — K[t]: Y ag-t" = > k-ag- 1"
k=0 k=1

ist eine K-lineare Abbildung, wie man leicht nachrechnet.
Lemma 3.22 (Einfache Eigenschaften linearer Abbildungen)
Seien U, V und W K-Vektorrdume und f : U — V und g : V. — W seien
K-linear. Ferner seien x,x1,...,x, € U und \y,..., N\, € K. Dann gelten:
a. f(Oy) =0y und f(—z) = —f(x).
c. Ist f bijektiv, soist f~1:V — U K-linear.
d. gof:U — W ist K-linear.

e. Homg (U, V) ist ein Unterraum von VY.

Beweis: a. Aus der Vertraglichkeit mit der Skalarmultiplikation folgen

f(0u) = f(Ok - Ou) = Ok - f(Ou) = Oy
und
f(=z) = f((=1)-2) = (=1) - f(z) = = ().
b. Die Aussage folgt mittels Induktion aus den beiden Bedingungen fiir Linearitéat.

c. Seien g,y € V und A\, N € K sowie x = f~1(y) und 2’ = f~1(y'). Wegen der
Linearitit von f gilt

fO o+ N2y =X flx)+ N - f(a).
Wenden wir auf beiden Seiten f~! an, so erhalten wir
AN +XN-fUY) =X+ N2 = (e + N - 2))
=T f@) F X @) =y N Y.
Mithin ist f~! eine lineare Abbildung.
d. Seien A\, u € K und z,y € U, so gelten
(9o YAz +py) = g(fa + pny)) = g(Af(2) + pf(y))
=g (f(2)) +na((f(y) = Mg o f) (@) + ulgo f)y).
e. Dies folgt aus Aufgabe 3.45.

Proposition 3.23 (fy4 ist linear.)
Fir A € Mat(m x n, K) ist fq : K" — K™ eine K-lineare Abbildung.
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Beweis: Aus Lemma 2.8 folgt fiir z,y € K" und A € K

und

falw+y)=Alz +y) = Av + Ay = fa(x) + fay)

fa(Azr) = A(Ax) = M(Az) = Afa(x).
[

Beispiel 3.24

a.

Im Falln = 1 und A = (a) ist die K-lineare Abbildung f4: K - K:z+—a-x
gerade die Multiplikation mit a.

Die lineare Abbildung fa : R? — R? : (z,y)" — (Az, \y)! zu A = A1, ist eine
Streckung um den Faktor .

R2
Ay
) AC)
()
0 x Az

Fiir o € R setzen wir
cos(a) —sin(a)
A, = ) )
sin(a)  cos(a)
Dann ist die lineare Abbildung f4, : R? — R? eine Drehung um den Winkel
«. Beachte dazu, dafl
Aye = (COS(a),Sin(oz))t und  Ayes = (— sin(w), COS(a))t,

woraus die Aussage fiir die Einheitsvektoren e; und e; unmittelbar folgt.

sin(a)

cos()

Daraus leitet sich die Aussage fiir einen beliebigen Vektor (z,y)" mittels der
Linearitdt von fa, ab: fa, ((z,y)") = 2fa,(e1) + yfa.(e2).
Ist n > m, so ist die Abbildung

pr: K" — K™ : (z1,...,2,)" = (21,...,2m)"

eine K-lineare Abbildung, genannt die kanonische Projektion.
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Ist m > n, dann ist die kanonische Inklusion
Tgn . K" — K™: (;Ul,...,ﬂfn)t — (.CCl,...,.Tn,O,...,O)t

ebenfalls K-linear. Beides priift man leicht nach.

Proposition 3.25 (Kern und Bild sind Unterrdume)
Es seien V. und W K -Vektorrdaume und f :V — W sei K-linear.

a. Ist U ein Unterraum von V', so ist f(U) ein Unterraum von W.

b. Ist U ein Unterraum von W, so ist f~1(U) ein Unterraum von V.

c. Das Bild Im(f) = f(V) von f ist ein Unterraum von W.

d. Der Kern von f, Ker(f) ={x € V| f(x) =0}, ist ein Unterraum von V.

Beweis:

a. Essei U ein Unterraum von V. Dann ist 0y € U und somit Oy = f(0y) € f(U),
so dal f(U) nicht leer ist. Sind A € K und v = f(x),v = f(y) € f(U) mit
x,y € U, so gilt

utv=f(z)+ fly) = flx+y) e f(U)
und
M= M(x) = f(\) € F(D)
Also ist f(U) ein Unterraum von W.

b. Es sei U ein Unterraum von W. Dann ist Oy € U und wegen f(0y) = Oy ist
dann Oy € f~1(U), so daB f~(U) nicht leer ist. Sind A € K und z,y € f~1(U),
so gilt f(z), f(y) € U und somit

fl+y)=fe)+ fly) €U
und
fx) = Af(z) e U.

Also auch z+y € f~Y(U) und Az € f~1(U), so daB f~(U) ein Unterraum von
V ist.

c. Dies folgt aus a. mit U = V.
d. Dies folgt aus b. mit U = {Ow }.

Beispiel 3.26
Die Abbildung f : R? — R : (21, z2) — 1 — T2 aus Beispiel 3.21 hat den Kern

Ker(f)={z e R*| f(z) =21 — 22 =0} = {(\,\)' | A € K}
und das Bild ist Im(f) = R.
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Proposition 3.27 (Injektivitdt linearer Abbildungen)
FEine lineare Abbildung f :V — W ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0y }.

Beweis: Ist f injektiv und = € Ker(f), so folgt aus f(z) = Oy = f(0y) auch
x = 0y. Also ist Ker(f) = {0y }.

Sei nun umgekehrt Ker(f) = {0y} und seien z,y € V mit f(z) = f(y). Dann folgt
flz —y) = f(z) — f(y) = Ow und damit z —y € Ker(f) = {0y }. Also ist x = v,
und somit ist f injektiv. O

D) Faktorridume

Definition 3.28 (Faktorraum)
Es sei V' ein K-Vektorraum und U ein Unterraum von V.

a. Fir x € V nennen wir
T=x+U:={z+u|uelU}

die Restklasse oder Nebenklasse von x modulo U und x einen Vertreter der
Restklasse. Man nennt x+ U auch einen affinen Raum parallel zum Unterraum
U mit Aufpunkt z.

R? x+U

ABBILDUNG 7. Ein affiner Raum = + U zum Unterraum U.

Man beachte, dafl aus der Notation T nicht mehr abzulesen ist, modulo welchem
Unterraum man rechnet. Die Notation ist deshalb mit Vorsicht zu verwenden.

b. Wir nennen die Menge der Restklassen modulo U
VIU={a4+U|zeV}={T|zeV}
auch den Faktorraum von V modulo U.
Bemerkung 3.29 (Restklassen als Aquivalenzklassen)
Ist U ein Unterraum des K-Vektorraums V', so wird durch
T~y = x—yelU

fir x,y € V eine Aquivalenzrelation auf V definiert, wie man leicht nachpriift.
Die Aquivalenzklasse von z ist dann gerade z + U, und V/U ist die Menge aller
Aquivalenzklassen der Aquivalenzrelation. Dies ist konzeptionell der richtige Weg,

die Restklassen von V modulo U sowie den Faktorraum einzufiihren.
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Beweis: Wir wollen zuniichst nachweisen, da8 ~ eine Aquivalenzrelation ist. Dazu
wahlen wir x,y,z € V. Wegen z —x = 0 € U gilt x ~ x und ~ ist reflexiv. Gilt
x~y,dh z—yeU,sogiltauch y —x = —(r —y) € U und somit y ~ x, d.h. ~
ist auch symmetrisch. Gilt schliellich z ~ y und y ~ 2z, d.h. x —y,y — 2 € U, so gilt
ebenfalls  — z = (x —y) + (y — z) € U und somit x ~ z, d.h. ~ ist auch transitiv.
Wir haben also gezeigt, daB ~ eine Aquivalenzrelation ist, und hierbei haben wir

die Unterraumeigenschaften von U ausgenutzt.

Es bleibt noch fiir z € V zu zeigen, daB8 =+ U die zu z gehorige Aquivalenzklasse ist.
Sei dazu zunéchst y in der Aquivalenzklasse von z gegeben, d.h. y ~ z und damit
y—x € U. Dann ist aber auch y = x4 (y —x) € x4+ U. Sei nun umgekehrt y € t+U
gegeben. Dann gibt es ein v € U mit y = x 4+ v und somit ist y —x = v € U und
y ~ x, was zur Folge hat, daf y zur Aquivalenzklasse von = gehort. [l

Lemma 3.30 (Rechnen mit Restklassen)
Es sei V' ein K-Vektorraum, U ein Unterraum, z,x',y,y' € V und A € K. In V/U
gelten dann die folgenden Aussagen:
a. FEntweder T =7 oder T N7y = 0.
b. FEs gilt:
T=9y <<= z—yel.
Insbesondere, T =0 = U genau dann, wenn x € U.

c. GiltT =212 undy =1y, so gelten auch

t+y=a+y und Ix=\t.
Beweis:

a. Dies folgt unmittelbar aus Proposition A6.10, da Z und § Aquivalenzklassen
sind.

b. Dies folgt aus Bemerkung 3.29.

c.  Wir wollen hier zur Verdeutlichung x + U und y + U statt © und ¥ schreiben.
Aus .+ U =2’ + U sowie y + U =y + U folgt nach b.

x—a2,y—y el
Damit gilt dann auch
(+y) - (@ +y)=(@-2)+y—-y)eU
und
Az —=X')=X-(x—2') eU.
Wegen b. gilt dann wieder (z +y)+U = (2’ +¢') + U und A\e +U = A2/ + U.

]
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Beispiel 3.31
Sei V = R? und U = Lin ((1,1)"). Dann gilt

(1,00 = (1,0 + U = (2,1)! + U = (2,1)¢

~

und

(1,0) = (1,0)" + U # (0,1)' + U = (0, 1)".

Die Restklassen in V/U sind in diesem Fall genau die Geraden, die parallel zur

Geraden 1/ Sind.
/ 4
/

/

/

Satz 3.32 (Der Faktorraum ist ein Vektorraum.)

Es sei V' ein K-Vektorraum und U ein Unterraum. Dann definiert

T+y:=x+y (10)
und
AT =Mz (11)
fir T,y € V/U und A € K eine Addition und eine Skalarmultiplikation auf V /U
beziiglich derer der Faktorraum V/U ein K -Vektorraum ist.

Zudem ist die Abbildung
7 V—V/U:2—7T
eine surjektive K -lineare Abbildung mit Ker(m) = U, die wir die Restklassenabbil-

dung nennen.

Beweis: Bevor wir uns den Vektorraumaxiomen widmen kénnen, miissen wir zei-
gen, daf durch (10) und (11) iiberhaupt Operationen auf V/U definiert werden.
Das Problem dabei ist, dafl wir zur Definition der Summe und der Skalarmultipli-
kation Vertreter der Restklassen verwendet haben. Diese sind aber nicht eindeutig
bestimmt. Wir miissen also sicherstellen, dafl wir das gleiche Ergebnis erhalten, wenn
wir andere Vertreter wihlen. Man nennt dies die Wohldefiniertheit der Operationen.
Dazu ist zu zeigen, da aus fir 7 =2’ und § = ¢/ auch z + y = 2/ + ¢/ und Az = Az’
gelten. Dies folgt aber aus Lemma 3.30.

Wir wollen nun zeigen, dal V/U den Vektorraumaxiomen geniigt. Dazu seien
Z,7y,Z € V/U und A\, u € K gegeben. Dann gilt

@F+y)+z=0Fy+Z=(x+y) +tz=a+(y+2)=T+y+tz=7+(F+72).
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Die Addition ist also assoziativ. Zudem gilt
0+z=0+a=T
und
—r+T=-x+xz=0,
so daB 0 der Nullvektor ist und T ein Inverses besitzt. Da zudem
THY=TFy=yFta=7+7

gilt, ist V/U eine abelsche Gruppe beziiglich 4. Ahnlich wie sich die Axiome fiir
die Addition von V auf V/U vererbt haben, vererben sich auch die Axiome fiir die
Skalarmultiplikation.

A+p) T=0ON+p) -z= x+pr= e+ =\-T+pu-T

und
Mz ty=X - (z+y)= x+ly= x+ y=\-T+\-7
und
Ap)z=A-p)-z=X(p-2)= - z=X-(1-7)
und

1-z2=1-2=7.
Also ist V/U ein K-Vektorraum.

Es bleibt, die Aussagen zur Restklassenabbildung 7 zu zeigen. Die Linearitéat von =
folgt unmittelbar aus der Definition der Operationen auf V/U. Sind x,y € V und
A € K, dann gilt

m(x+y)=r+y=T+y=7(r)+7(y)
und
TAx) =Xz = \-T = \-7(x).
Auflerdem ist 7 surjektiv, da jedes T € V/U sich schreiben lafit als T = 7(z). Und
es gilt
r€Ker(n) <= T=7(x)=0 < zeU.

Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen. O

Bemerkung 3.33 (Die vier Rechenregeln fiir den Faktorraum)
Um mit dem Faktorraum rechnen zu kénnen, braucht man nur die Rechenregeln:

a. 0=0-+ U = U ist der Nullvektor.
b.
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Satz 3.34 (Homomorphiesatz)
Ist f:V — W eine K-lineare Abbildung, so ist
f:V/Ker(f) — Im(f) : T+ f()
ein Isomorphismus. Insbesondere gilt also V/ Ker(f) = Im(f).

Beweis: Da wir fiir die Definition von f(Z) wieder den Restklassenvertreter x ver-
wendet haben, miissen wir wieder zeigen, dafl unsere Definition nicht von der speziel-
len Wahl des Vertreters abhéngt. Man sagt wieder, wir miissen die Wohldefiniertheit

von f zeigen.
Seien dazu T = x + Ker(f) = y + Ker(f) = 7 gegeben. Dann gilt
x —y € Ker(f),
und mithin 0 = f(x —y) = f(z) — f(y), oder alternativ f(z) = f(y). Die Abbildung

f ist also wohldefiniert.

Die Linearitéit von f folgt dann aus der Linearitét von f. Seien dazu z,y € V/ Ker(f)
und A € K, dann gilt

f@+7)=fz+y) = flz+y) = flo) + fly) = f(T) + [ ()

und

F-z)=f(Az)=f(A-2) =X f(z) =X- f(2).
Es bleibt noch zu zeigen, daf3 f surjektiv und injektiv ist.
Ist y € Im(f), so gibt es ein x € V mit f(z) = y, und somit gilt
y=f() = (@)
Also ist f surjektiv.
Fiir die Injektivitdt nutzen wir Proposition 3.27. Es gilt
TeKer (f) < 0=/f(7)=[f(z) < z€Ke(f) «— z=0.
Also enthilt der Kern von f nur den Nullvektor, und somit ist f injektiv. O]

Definition 3.35 (Direkte Komplemente)
Es sei V ein K-Vektorraum und U und U’ seien Unterrdume von V. Dann heif$t U’
ein (direktes) Komplement von U, falls V =U @ U'.

Beispiel 3.36 (Komplemente sind nicht eindeutig.)
Ist V = R? und U = Lin (ey) die y-Achse, dann ist die Ursprungsgerade mit Steigung
m

Gy, := Lin (e; + mes)
fiir jedes m € R ein Komplement von U. Beachte dazu nur, dafl sich die Geraden
U und G,, nur im Ursprung schneiden, d.h. U N G,, = {0}, und daf ein beliebiger
Vektor (z,y)! € R? sich schreiben 148t als

(z,9)' =2 - (e1 +mez) + (—am+y) -e2 € G, + UL
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€2

meso

Proposition 3.37 (Der Faktorraum als Komplementersatz)
Sei V' ein K-Vektorraum, U ein Unterraum von V und U’ ein Komplement von U.

Dann st die Einschrdinkung der Restklassenabbildung
m:U VU :z2—T

auf U’ ein Isomorphismus. Insbesondere sind je zwei Komplemente von U isomorph.

Beweis: Es ist klar, daf 7 als Einschrédnkung einer K-linearen Abbildung wieder

K-linear ist.

Wir zeigen zunéchst, dafl 7 surjektiv ist. Sei dazu T € V/U gegeben. Wegen V =
U @ U’ 1aBt sich z als © =y + z mit y € U und z € U’ schreiben. Damit gilt:

T=7z=m(z) € Im (m).

Also ist 7| surjektiv.

Es bleibt zu zeigen, daf 7| injektiv ist, d. h. Ker (m) = {0}. Sei dazu z € Ker (m),
dann gilt

0=m(2) ==
D. h. z € U. Damit gilt aber z € UN U’ = {0}, also z = 0.
Seien schlieBlich U’ und U” zwei Komplemente von U, dann ist die Komposition
v % viu "
ein Isomorphismus von U’ nach U”. Die beiden Komplemente sind also isomorph

zueinander. O

Bemerkung 3.38

Dafl V/U isomorph zu jedem Komplement von U ist, heifit im wesentlichen, dafl man
bei Betrachtungen, bei denen man ein Komplement von U benétigt, stattdessen
auch mit V/U arbeiten kann. Wiahrend es sehr viele Komplemente von U geben
kann, gibt es nur einen Faktorraum. Dieser ist durch U eindeutig bestimmt. Das ist

unter Umsténden ein grofler Vorteil!
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E) Ringe und Moduln

Bemerkung 3.39 (Kommutative Ringe mit Eins)
Eine Menge K mit zwei zweistelligen Operationen + und -, die allen Axiomen eines
Korpers geniigt, aufler eventuell der Existenz von multiplikativen Inversen, nennt

man einen kommutativen Ring mit Eins.

Ein typisches Beispiel dafiir sind die ganzen Zahlen Z, und in der Vorlesung alge-
braische Strukturen lernt man den Polynomring, z.B.

R[t] = {iak'tk } akER,nelN},

k=0

als ein weiteres typisches Beispiel kennen.

Der Nachteil von Ringen im Vergleich zu Kérpern ist, dafl man im allgemeinen nicht
durch die Elemente teilen darf. Deshalb sind nicht alle Aussagen, die fiir Kérper
gelten auch gleichermaflen fiir Ringe richtig. Aber immer dann, wenn man ohne Di-
vision auskommt, geht alles gut. Das trifft auf die meisten Definitionen und Aussagen
in diesem Kapitel zu!

Bemerkung 3.40 (Matrizen iiber Ringen)
Setzen wir in Abschnitt 2 nur voraus, daf§ K ein kommutativer Ring mit Eins ist,
so bleiben alle Definitionen und Aussagen korrekt.

Bemerkung 3.41 (Moduln und lineare Abbildungen)

Setzen wir in Definition 3.1 nur voraus, dafl K ein kommutativer Ring mit Eins ist,
so nennen wir V' einen K-Modul. Der Name ist dabei aber auch das einzige, was sich
andert. Entsprechend wird man in Definition 3.4 dann von einem Untermodul statt
von einem Unterraum reden. Alle anderen Begriffe, Beispiele und Aussagen dieses
Abschnitts bleiben ohne Anderung und mit dem jeweils gleichen Beweis korrekt, bis

auf eine einzige Ausnahme:
Av=0 #= A=0oderv=0.
Im Beweis dieser Aussage muften wir durch A teilen kénnen, wenn A nicht Null war!

Wir werden an einigen Stellen der Vorlesung lineare Abbildungen oder Matrizen iiber
dem Polynomring benétigen. Deshalb werde ich immer mal wieder anmerken, welche
Aussagen auch fiir Ringe und Moduln gelten. Wenn ohnehin vieles ohne Anderung
im Beweis korrekt bleibt, hiatte man die Aussagen natiirlich auch gleich fiir Ringe
und Moduln formulieren kénnen. Die Erfahrung zeigt aber, dal die Mehrzahl der
Studenten sich mit Kérpern und Vektorrdumen als Begriffen wohler fiihlt.

Aufgaben

Aufgabe 3.42
Wir betrachten die Menge V' = R+ aller positiven reellen Zahlen und definieren fiir
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r,yeVound A € R
TPy =x-y
und
Aoy =y =exp(X-In(y)).
Uberpriife, ob (V,®, ®) ein R-Vektorraum ist.

Aufgabe 3.43
Welche der folgenden Teilmengen von K3 sind Unterriume des K*? Begriinde Deine
Anworten.

a. {(z1,79,23)" € R® | 21 - 1o = 223} fiir K = R.

b. {(x1,22,73)" € R® | ary + 29 + 23 = a + 1} fiir ein festes a € R fiir K = R.
( )t e R3 | xy <0} fiir K =R.

d. {(1,0,0)%(0,1,0)% (1,1,0)% (0,0,0)*} fiir K = R oder K = 5.

Aufgabe 3.44
Gegeben seien die folgenden Teilmengen des Q—Vektorraums V = Q*:

c. {(x1,29, 13

a. :{(a:x+1:c+2:c+4) | z € Q},

b. = {(z,2z,3z,42)" | z € Q},

c. Us={(z1,22,3,24)" | 21,22, 73,74 € Q, T3 = 21 + T2, T4 = T2 + 73},
d. = {(21, 22, x3,24)" | 21, 22, 23,24 € Q, 22 > 0},

e. = {(21, 22, 23, 24)" | 1,22, 23,24 € Z}.

Welche dieser Mengen sind Unterrdume von V7 Begriinde Deine Aussage.
Aufgabe 3.45
Seien U, V und W K-Vektorrdume, A\, \' € K und f, f' € Homg(U,V) und g,¢’' €
Homg (V, W). Dann gelten:

a. f+f A f€Homg(U,V), d.h. Homg (U, V) ist ein Unterraum von VY.

b. go(Af+Nf) = Agof)+XN(gof') und (Ag+XNg')of =Xgof)+N(gof).

c. Agof)=Ag)of=go(Af)
Aufgabe 3.46
Seien V, W K-Vektorraume und f, g € Homg (V, W). Zeige

Ker(f + g) 2 Ker(f) N Ker(g)

und
Im(f 4+ ¢) € Im(f) + Im(g).

Finde aulerdem Beispiele, so dass die Inklusionen strikt sind.
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Aufgabe 3.47 (Direkte Summe)

Seien Uy, ..., U, Unterrdume von V. Zeige, die Summe U; + ...+ U, ist genau dann
eine direkte Summe, wenn der Nullvektor sich auf eindeutige Weise als Summe von
Vektoren in Uy, ..., U, schreiben 1aft.

Aufgabe 3.48 (f-invariante Unterrdume)
Ist V ein K-Vektorraum, f : V — V K-linear und U < V ein Unterraum von V

mit f(U) C U, so nennen wir U einen f-invarianten Unterraum von V.

Zeige, dal durch
fu:U—U:xw— f(x)

und

fV/U : V/U — V/U T T (.T)
K-lineare Abbildungen definiert werden.

Aufgabe 3.49
Es sei V = R® der R-Vektorraum aller Abbildungen von R nach R und

U={fR—R| f(—2)=—f(z)Vz e R}
sowie

U={f:R—R| f(—z)=f(z) Vo € R}
Zeige, dafl U und U’ Unterrdume von V sind mit V =U & U'.

Aufgabe 3.50 (Erster Isomorphiesatz)
Sei V' ein K—Vektorraum und U, U’ < V. Zeige

U/UNU) = (U +U')/U.

Aufgabe 3.51 (Projektionen)
Es sei V ein K-Vektorraum. f € Endg (V) heiit Projektion, falls f? = f gilt. Zeige,
die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a. f ist eine Projektion,

b. idy —f ist eine Projektion,

c. Im(idy —f) = Ker(f),

d. Ker(idv —f) = Im(f).
Zeige auch, sind obige Bedingungen erfiillt, so gilt zudem V' = Ker(f) @ Im(f).
Aufgabe 3.52 (Innere direkte Summe)

Sei (U;)ier eine Familie von Unterrdumen des K-Vektorraums V.
a. Dann gilt

Z U, := Lin <Uiel Ui> . Z x; | z; € U

el i€l
endlich
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Man nennt diesen Unterraum die Summe der Unterrdume U;.

b. In ) .., U; ist genau dann jeder Vektor auf eindeutige Weise als Summe von
Vektoren in den U; darstellbar, wenn dies fiir den Nullvektor gilt. In dem Fall

nennt man die Summe eine (innere) direkte Summe und schreibt
-y,
icl i€l
Aufgabe 3.53 (AuBere und innere direkte Summe)
Es sei (V; | i € I) eine Familie von K-Vektorrdumen. Zeige die folgenden Aussagen:

a. Zeige, die natiirliche Abbildung
(5]-:‘G—)@Vi:azr%(mi\szaz,a:i:()Vi%j)
iel
ist ein Vektorraummonomorphism.

b. Die dufere direkte Summe P

Aufgabe 3.54 (AuBere und innere direkte Summe)
Sei V' ein K-Vektorraum und (V; | @ € I) eine Familie von Unterrdumen von V.

ser Vi ist die innere direkte Summe der 6;(V;).

Ferner bezeichne U = @, V; die dufiere direkte Summe der Vektorrdume V;, i € I,
und W = >"._, V; die Summe der V; in V.

i€l
Zeige, genau dann ist W eine innere direkte Summe, wenn die Abbildung

§: U — W (x;)ier — Z X

el
endlich

ein Isomorphismus ist.
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§ 4 Basen von Vektorrdumen

In diesem Abschnitt ist V stets ein K-Vektorraum.

Das wesentlichste Konzept im Zusammenhang mit Vektorrdumen ist das der Basis.
Mit Hilfe einer Basis konnen die Elemente eines Vektorraums effizient auf eindeutige
Weise dargestellt werden. Wir fithren in diesem Kapitel Basen als linear unabhéngige

Erzeugendensysteme ein.

A) Linear unabhingige Familien von Vektoren

Definition 4.1 (Familien)
Es seien I und X zwei Mengen.

a. Wir nennen ein Tupel der Form F' = (z;);c; mit x; € X eine Familie von

Elementen in X. Ist I endlich, so nennen wir die Familie endlich und setzen

|F] = 1],

b. Sind F = (x;)ie; und G = (y;)ie; zwei Familien von Elementen in X, so
schreiben wir F' = G, falls x; = y; fiir alle ¢ € .

c. Ist F = (2;)ie; eine Familie von Elementen in X und J C I, so nennen wir
F' = (xj);es eine Teilfamilie von F und F eine Oberfamilie von F’, und wir
schreiben F" C F. Ebenso schreiben wir € F', um auszudriicken, dafl x = x;
fiir ein @ € I gilt.

d.  Wir schreiben kurz Lin (F) fiir die lineare Hiille Lin ({z; | ¢ € I}) und nennen
Lin (F) die lineare Hiille von F.

Beispiel 4.2
Ist I = {1,2,3} und X = R?, so wird durch z; = (1,0)!, 2y = (1,1)}, z3 =
(1,0)" eine endliche Familie (z1, 22, z3) = ((1,0), (1, 1), (1,0)") definiert. (z,x3) =
((1,0)%,(1,0)) ist eine Teilfamilie.
Bemerkung 4.3 (Familien von Vektoren)

a. In einer Familie kénnen Elemente auch mehrfach auftreten, in einer Menge

geht das nicht. Z.B. F = ((1,0), (1,1)*, (1,0)").

b. Ist die Menge I geordnet, so ordnen wir die Mitglieder der Familie F' in der
gleichen Weise. Z.B. ((1,0)%, (1,1), (1,0)") # ((1,0)*, (1,0)", (1,1)").
c. In unseren Anwendungen wird die Menge I meist {1,...,n} fir eine positive

natiirliche Zahl n sein, und wir ordnen die Elemente dann in der naheliegenden
Weise.

d. Formal korrekt sollte man die Familie F' = (z;);c; als Abbildung F': [ — X :
© — x; angeben. Die Tupelschreibweise ist aber suggestiver als die Schreibweise

als Abbildung.
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Definition 4.4 (Lineare Unabhéngigkeit)
Es sei V ein K-Vektorraum und F' eine Familie von Vektoren in V.

a. Eine endliche Familie (x1,...,z,) von Vektoren in V heifit linear unabhingig,
wenn aus
M1 +...+ A, 2,=0
stets
M=...=,=0
folgt, d.h. wenn nur die triviale Linearkombination der x; Null ergibt.

Wir sagen dann oft einfach, die Vektoren z1, ..., z, seien linear unabhingig.

b. Eine endliche Familie (zy,...,z,) von Vektoren in V heifit linear abhingig,
wenn es Skalare A\i, ..., \, € K gibt, so dafl

)\11‘1++)\n1’n:0,

aber nicht alle \; sind Null, d.h. wenn eine nicht-triviale Linearkombination
der x; Null ergibt.
Wir nennen oft einfach die Vektoren x4, ..., z, linear abhéngig.

c. F hei3t linear abhdngig, wenn es eine endliche linear abhéngige Teilfamilie gibt.

d. F hei3t linear unabhdingig, wenn jede endliche Teilfamilie linear unabhéngig
ist.

Beispiel 4.5 (Lineare Unabhéngigkeit)

a. Die Einheitsvektoren ey, ..., e, € K" sind linear unabhéngig. Denn aus
(O,...,O)t:)\1'€1+...+)\n'€n: (/\17...,>\n)t
folgt unmittelbar A\ = ... =\, =0.

b. Die Familie ((1,0)", (0,1)", (1,1)") ist linear abhéingig, da
(1,0)" +(0,1)" = (1,1)" = (0,0)".

c.  Wir betrachten die Folge e, = (0nx)nen € RY, die als k-ten Eintrag eine Eins
hat und ansonsten konstant Null ist. Dann ist die Familie F' = (ej)gen linear
unabhingig in RY.

Um das zu sehen, betrachten wir die endliche Teilfamilie (eg,, ..., ex,) fiir 0 <
ki < ... < k;. Dann folgt aus
>\k1 * €k 4+ ...+ >‘kl c €k = (O>n€]N

unmittelbar Ay, = ... = A\, = 0, da die linke Folge als Folgenglied k; den Wert
A, hat. Also ist jede endliche Teilfamilie von F' linear unabhéngig, und somit
ist auch F' linear unabhéngig.

Lemma 4.6 (Kriterien fiir lineare Abhéangigkeit)

Es sei F' = (x;);cr eine Familie von Vektoren im K -Vektorraum V.

a. Ist 0 e F, so st F' linear abhdngig.
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b.  Gibt es ein © # j mit x; = x;, so ist I linear abhingig.

c. F ist genau dann linear abhingig, wenn es ein x € F qibt, das Linearkombi-

nation anderer Vektoren in F ist.

Beweis: Im ersten Fall ist 1 - 0y = 0y eine nicht-triviale Linearkombination, im
zweiten Fall ist 1 -x; — 1-2; = Oy eine solche. In jedem Fall ist F' also linear
abhéngig, weil F' eine endliche linear abhéngige Teilfamilie enthélt. Damit sind a.

und b. gezeigt.

Ist F' linear abhéngig, so gibt es eine nicht-triviale Linearkombination
Z /\j . Ij = O
jeJ
mit J C I endlich und nicht alle \; sind Null. Sei also i € J mit \; # 0, dann ist
s
i#£jed v
Linearkombination anderer Vektoren in F'.
Ist umgekehrt z; = 3, ; A; - ; mit J C I endlich und ¢ € I'\ J, so ist
_l'i‘|‘z>\j'l’j =0
jEJ
eine nicht-triviale Linearkombination, die Null ergibt. Mithin ist F' linear abhéngig.

]

Beispiel 4.7
In Beispiel 4.5 b. gilt

(1,0)" = —=(0,1)" + (1,1)",
woraus ebenfalls die lineare Abhéngigkeit der Familie folgt.
Notation 4.8 (Linearkombination)

Sei F' = (z;)ier eine Familie von Vektoren in V' und I sei nicht notwendigerweise

endlich. Wir werden des ofteren

i€l
endlich

schreiben, wenn wir sagen wollen, daf§ x eine Linearkombination von Vektoren in F'
ist. Formal korrekt miifite es lauten: es gibt eine endliche Teilfamilie (x;);e; von F
und Skalare \; € K fiir j € J, so dafl

r = Z )\j c Xy
jeJ
Wir interpretieren dies so, daf in (12) nur endlich viele der \; nicht Null sind, und

daf3 somit die Summe auf der rechten Seite doch eine endliche Summe ist.
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Mit dieser neuen Notation ist F' genau dann linear unabhéngig, wenn aus

iel
endlich

stets \; = 0 fiir alle ¢ € I folgt; und analog ist F' linear abhéngig, wenn es eine

i€l
endlich

gibt, bei der nicht alle A\; Null sind.

Linearkombination

Lemma 4.9 (Ergidnzung linear unabhingiger Familien)
Ist B = (1;)ier eine linear unabhingige Familie in V' mit Lin (B) & V, so ist die
Familie (x,x; | i € I) fir jedes x € V '\ Lin (B) linear unabhdngig.

Beweis: Seien dazu A\, \; € K, i € I, mit

el
endlich

Wiire A # 0, so wére

Ai .
r = Z i € Lin (B)
enﬁlfch

im Widerspruch zur Wahl von x. Also ist A = 0, und somit folgt aus

i€l i€l
endlich endlich

und der linearen Unabhéngigkeit von B, dafl auch alle anderen A; Null sind. Also
ist (z,2; | i € I) linear unabhéngig. O

B) Erzeugendensysteme und Basen

Definition 4.10 (Erzeugendensystem und Basis)
Es sei V' ein K-Vektorraum und F' eine Familie von Vektoren in V.

a. F heifit ein Erzeugendensystem von V, wenn V' = Lin (F'), d.h. wenn jeder
Vektor in V' eine Linearkombination von Vektoren in F' ist.

b. F heifit eine Basis von V', wenn F' ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem
von V ist.

c. V heit endlich erzeugt, wenn V ein endliches Erzeugendensystem besitzt.

Beispiel 4.11 (Erzeugendensystem und Basis)
a. Die Familie B = (ey,...,e,) der Einheitsvektoren im K™ ist eine Basis des K™,

die wir auch die Standardbasis oder die kanonische Basis des K™ nennen.
Denn nach Beispiel 4.5 ist B linear unabhéngig und zudem ist ein beliebiger
Vektor = (x1,...,2,)" € K™ eine Linearkombination

r=x1-€e+...+x,- €,
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der Vektoren in B.

b. Analog sieht man, dafl fiir n,m > 1 die Familie
(Ef \izl,...,m;jzl,...,n),

wobei B = (elk)l:L,,,,m;k:l,,..,n mit

1, fallsl/=1iund k = j,
€k = - Ok = 0, sonst

die Matrix ist, die in Zeile ¢ und Spalte j eine Eins als Eintrag hat und sonst
nur Nullen, eine Basis des K-Vektorraums Mat(m x n, K) ist.

c. Die Familie ((1,0)*,(0,1)",(1,1)") in Beispiel 4.5 b. ist ein Erzeugendensystem
von R?, aber keine Basis, da sie linear abhiingig ist.

d. Die Familie (e )rew im Vektorraum der Folgen RN aus Beispiel 4.5 c. ist kein
Erzeugendensystem von RY. Es scheint zwar, als gelte fiir eine beliebige Folge
(an)nE]N

(an)nen = (a0, a1,az,...) =Y an - en,

aber diese Summe ist nicht endlich und mithin keine zuléssige Linearkombi-
nation! Die konstante Folge (1),en ist sicher keine endliche Linearkombination

der e, da eine solche nur endlich viele Folgenglieder ungleich Null haben kann.

e. Die Familie (1,1%) ist eine Basis von C als R-Vektorraum, da jede komplexe Zahl
von der Gestalt x 4+ ¢y mit x,y € R ist und da eine solche Zahl nur dann Null
ist, wenn x und y beide Null sind.

f. Die Familie B = (¢°,¢!,#?,...) ist eine Basis von K[t].
Proposition 4.12 (Eindeutige Darstellbarkeit beziiglich einer Basis)
Fine Familie B von Vektoren in V ist genau dann eine Basis von V, wenn jeder

Vektor in V in eindeutiger Weise als Linearkombination von Elementen in B ge-

schrieben werden kann.

Beweis: Sei zunichst B = (x;);c; eine Basis von V und x € V. Nach Voraussetzung

ist B ein Erzeugendensystem von V' und mithin ist

eine Linearkombination von Vektoren in B. Ist nun

/
xr = g A
el
endlich
eine zweite Linearkombination von Vektoren in B, die x ergibt, so ist

el i€l i€l
endlich endlich endlich
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eine Linearkombination von Vektoren in B, die Null ergibt. Da B linear unabhéingig
ist, mufl dann aber stets

ANi— N =0

(2

gelten. Die Darstellung ist also eindeutig.

Sie nun umgekehrt jeder Vektor z in V' auf eindeutige Weise als Linearkombination
der Vektoren in B darstellbar. Dann ist offenbar B ein Erzeugendensystem von V|
und Oy kann nur auf die triviale Weise als Linearkombination von Vektoren in B
dargestellt werden, so dafl B auch linear unabhéngig ist. O]

Beispiel 4.13
B = ((1,1)%,(1,—1)") ist eine Basis von R?, da sich ein beliebiger Vektor (A1, A2)" €

R? in eindeutiger Weise als

A4 A
(A, Xo)f = 12 2.1, 1)+

schreiben 148t, wie man leicht sieht.

A1 — Ao

’ (17 _1)t

Satz 4.14 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen)
Es seien V. und W zwei K-Vektorriume, B = (x;);cr eine Basis von V und F =

(yi)ier eine Familie von Vektoren in W.

Dann gibt es genau eine K-lineare Abbildung f:V — W, so dafs fiir alle i € T

f(zi) = yi.

Insbesondere, zwei lineare Abbildungen sind gleich, sobald sie auf einer Basis tiber-

einstimmen.

Beweis: Jeder Vektor x € V' 1afit sich nach Proposition 4.12 in eindeutiger Weise

als Linearkombination

schreiben. Wir definieren die Abbildung f dann durch

flx) = Z Ai - Yi- (13)
i€l
endlich
Wir wollen nun zeigen, dafl f : V' — W dann K-linear ist. Seien dazu

x = Z Ni-x, o= Z Nz, €V

el i€l
endlich endlich
und A\, \ € K gegeben, dann gilt fiir die eindeutige Darstellung von Az+\ 2’ offenbar
Ar+Na' = > (A N+ NN -,

iel
endlich
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und mithin erhalten wir

FO+XN) =f[ DN+ XN-N)

el
endlich

= D> (AN Ny
enidelgch

=\ Z Ny + N Z Ny,

icl i€l
endlich endlich

=X\ f(z)+ X f(2).
Die Abbildung f ist also K-linear, und nach Definition gilt auch f(x;) = y;.

Es bleibt zu zeigen, dafl es keine zweite K-lineare Abbildung geben kann, die diese
Eigenschaft hat. Sei dazu g : V. — W eine K-lineare Abbildung mit g(z;) = y; fiir
alle © € I. Ein beliebiges x € V' 148t sich wieder schreiben als

iel
endlich

und dann gilt
f(x) = Z Ai e f(a) = Z i Y = Z Ai - g(zi) = g(z).
enidel{ch enflfch enlaelilch

Mithin stimmt f mit g iiberein. ]

Bemerkung 4.15 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen)

Satz 4.14 besagt, dafl man die Werte einer linearen Abbildung auf einer Basis beliebig
vorschreiben kann. Egal welche Vektoren im Zielbereich man als Bilder wéhlt, es gibt
eine und nur eine lineare Abbildung, die den Basiselementen genau diese Vektoren

zuordnet!

Wegen der Formel fiir f(x) in (13) sagt man auch, dafl sich f aus der Vorschrift
f(x;) =y, i € I, durch lineare Fortsetzung ergibt.

Beispiel 4.16

Setzen wir x; = (1,1)" und x5 = (1, —1)", so ist B = (x1,23) eine Basis von R?.
Wihlen wir nun zudem y; = (1,1)" und y2 = (3,1)%, so muf} es genau eine R-lineare
Abbildung f : R? — R? geben mit

ALY = @) = = (LD und F((L 1)) = f(z2) =12 = (3,1)".
Diese besitzt die Abbildungsvorschrift
fiR*—R*: (2,y) — (22 —y,z)".

Wir werden spéter sehen, wie man die Abbildungsvorschrift systematisch bestimmen

kann.



§ 4. BASEN VON VEKTORRAUMEN 63

Korollar 4.17 (Alle linearen Abbildungen K™ — K™ sind von der Form fy4.)
Jede lineare Abbildung f : K™ — K™ ist von der Form f = f4 fiir eine eindeutig
bestimmte Matriz A € Mat(m x n, K).

Beweis: Ist f: K" — K™ eine lineare Abbildung, so setzen wir a’ := f(e;) € K™
fir i = 1,...,n und bilden eine Matrix A mit den a’ als Spaltenvektoren. Dann ist
fa eine lineare Abbildung, mit

fale)) = Ae; = a' = f(e:),
so dafl aus der Eindeutigkeitsaussage in 4.14 unmittelbar f4 = f folgt. Die Ein-

deutigkeit der Matrix A folgt aus der Tatsache, dal A die Abbildung f4 eindeutig
festlegt (siche Bemerkung 2.7). O

Proposition 4.18 (Charakterisierung von Basen)
Fiir eine Familie B von Vektoren in V' sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

a. B ist eine Basis von V.
b. B ist ein minimales Erzeugendensystem von V.
c. B ist eine maximale linear unabhdngige Familie in V.

Bemerkung 4.19

Ein Erzeugendensystem B von V heifit minimal, wenn keine echte Teilfamilie von
B ein Erzeugendensystem ist. Dies heifit nicht, daf sie in jedem anderen Erzeugen-
densystem enthalten ist! Es gibt nicht das minimale Erzeugendensystem.

Eine linear unabhéngige Familie B in V' heifit maximal, wenn keine echte Oberfamilie
linear unabhéngig ist. Dies heifit nicht, daf} sie jede andere linear unabhénige Familie
enthélt! Es gibt nicht die maximale linear unabhéngige Familie.

Beweis von Proposition 4.18: Es sei B = (x;);e;-

a. = b.: Ist B eine Basis, so erzeugt B den Vektorraum V per definitionem. Ist
(xj | j € J) eine echte Teilfamilie von B und ist ¢ € I\ J, so gibt es wegen der
linearen Unabhéngigkeit von B keine Darstellung

€Tr; — Z /\j(L’j =0
erféfch
also ist x; & Lin (z; | j € J).
b. = c.: Wir zeigen zunéchst, dafl B linear unabhéngig ist. Angenommen, dies
sei nicht der Fall, dann 148t sich nach Lemma 4.6 ein x; als Linearkombination

€T; = Z )\jl?j

i#jel
endlich

der {ibrigen Vektoren in B darstellen. Damit gilt dann aber

Lin(z; | jeI\{i}) =Lin(z; |je )=V,
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im Widerspruch zur Minimalitit des Erzeugendensystems B.
Sei nun (z; | j € J) mit I G J eine echte Oberfamilie von B und j € J\ I, so

ist z; eine Linearkombination

der Elemente in B, da B ein Erzeugendensystem ist. Folglich ist (z; | j € J)
linear abhingig nach Lemma 4.6.

c. = a.: Da B linear unabhéngig ist, bleibt zu zeigen, daf§ Lin (B) = V. Gébe
es ein x € V \ Lin (B), so wire wegen Lemma 4.9 auch (x,z; | i € I) linear

unabhéngig, im Widerspruch zur Maximalitdt von B.

Beispiel 4.20
Kommen wir zu unserem Beispiel B = ((1,1)f, (1, —1)) zuriick. Da sich ein belie-
biger Vektor (A, A2)! € R? als

A+ Ay

()\1, )\Q)t — 2 . (1, 1)t +

it (1, -1)!

schreiben li#8t, ist B ein Erzeugendensystem von R?, und offenbar kann man weder
(1,1)" noch (1,—1)" weglassen. B ist also ein minimales Erzeugendensystem und
mithin eine Basis von IR?. Damit sparen wir uns, die Eindeutigkeit obiger Darstellung
von (A1, A2)! zu zeigen, von der wir in Beispiel 4.13 nur gesagt haben, dafl man sie

leicht nachweisen konne!

C) Existenz von Basen

Da Basen fiir das Rechnen in Vektorrdumen von grofler Bedeutung sind, stellt sich
unmittelbar die Frage nach ihrer Existenz in einem beliebigen Vektorraum. Fiir
endlich erzeugte Vektorrdume ergibt sich aus Lemma 4.9 unmittelbar, dafl man aus
einem endlichen Erzeugendensystem sukzessive eine maximale linear unabhéngige
Familie, sprich eine Basis, aufbauen kann (siehe Beweis von Satz 4.21). Wir wer-
den uns damit noch mal ausfiihrlich zu Beginn von Abschnitt 5 beschéftigen. Fiir
nicht endlich erzeugte Vektorrdume ist der Beweis der Existenz einer Basis ungleich
schwerer. Man benétigt dazu das sogenannte Zornsche Lemma, eine Aussage, die zu
den logischen Grundlagen der Mathematik gehort. Grob gesprochen gehort es zu den
(im Rahmen einer formalen Mengenlehre) nicht aus anderen Axiomen herleitbaren
Axiomen. Man kann aber zeigen, dafl das Zornsche Lemma &quivalent zum Wohl-
ordnungssatz und zum Auswahlaziom ist, vgl. [M0o82, Sze50]. Ohne diese Axiome
148t sich der Existenzsatz iiber Basen nicht fiir beliebige Vektorrdume beweisen. Wir

beweisen den folgenden Satz deshalb nur fiir endliche Erzeugendensysteme.
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Satz 4.21 (Basisexistenzsatz)
Sei E ein Erzeugendensystem des K-Vektorraums V und sei F eine linear un-

abhdngige Teilfamilie von E, dann gibt es eine Basis B, die Teilfamilie von E ist
und F als Teilfamilie enthdlt, d.h. F C B C F.

Insbesondere gelten die folgenden Aussagen:

a. Jede linear unabhdngige Familie in V' kann zu einer Basis erginzt werden.
b. Jedes Erzeugendensystem von V' enthdlt eine Basis.

c. Jeder Vektorraum besitzt eine Basts.

Beweis fiir den Fall eines endlichen Erzeugendensystems FE: Ist F  schon
ein Erzeugendensystem von V', so ist F' eine Basis von V und wir sind mit B := F'
fertig. Ist F' noch kein Erzeugendensystem, dann muf es einen Vektor x in E geben,
der in V'\ Lin(B) liegt, da E ja ein Erzeugendensystem von V' ist. Nach Lemma 4.9
ist F'U (z) dann linear unabhéngig. Auf diese Weise kénnen wir fortfahren, solan-
ge die durch Erweiterung aus F' konstruierte linear unabhéngige Familie noch kein
Erzeugendensystem von V ist. Da £ nur endlich viele Elemente enthélt, muf3 das
Verfahren nach endlich vielen Schritten abbrechen, d. h. nach endlich vielen Schritten
ist die aus F' konstruierte linear unabhéngige Familie auch ein Erzeugendensystem,
also eine Basis, die F' enthélt und in £ enthalten ist. [l

Beispiel 4.22

Das Erzeugendensystem E = ((1,0)",(1,1),(0,1)") von R? enthélt die kanoni-
sche Basis, und die linear unabhéngige Familie F' = ((l,l)t) kann zur Basis
B = ((1,1)%(1,-1)") von R? erginzt werden.

Korollar 4.23 (Existenz von Komplementen )
Jeder Unterraum U von V' besitzt ein direktes Komplement.

Beweis: Wihle eine Basis B von U und ergénze sie durch eine linear unabhéngige
Familie B’ zu einer Basis BU B’ von V' geméifl dem Basisergénzungssatz 4.21. Dann

ist U’ := Lin (B’) ein Komplement von U, denn
U+U' =Lin(UUU) 2 Lin(BUB) =V

und aus

r= Y Noy= Y A-zeUnU

yeEB z€B’/
endlich endlich

folgt wegen der linearen Unabhéngigkeit von B U B’ mit

Z Ay Y+ Z —A,-2=0,

yeB z€B’
endlich endlich

dafB alle A, und A, Null sein miissen, so dal auch U N U’" = {0}. O
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Beispiel 4.24 (R als Q-Vektorraum)
Auch wenn jeder Vektorraum eine Basis besitzt, kann nicht notwendigerweise fiir

jeden Vektorraum eine Basis angegeben werden. R als @Q-Vektorraum ist ein gutes

Beispiel fiir einen Vektorraum, bei dem man keine Basis angeben kann.

Behauptung: Eine Basis von R als Q-Vektorraum ist iiberabzéhlbar.

Hierzu argumentieren wir wie folgt, wobei wir eine Menge hdchstens abzihlbar nen-

nen, wenn sie endlich oder abzéhlbar ist.

a.

b.

R st diberabzdhlbar nach Proposition A5.6.

Die abzihlbare Vereinigung héchstens abzihlbarer Mengen ist wieder hochstens
abzdhlbar. Seien dazu M; = {ai,an,as,...}, @ € N, (ohne Einschrinkung)
abzéhlbare Mengen, dann schreiben wir sie wie folgt auf:

My : app ao1 » apg2 Aoz + am
YA S
My :© ap an a2 a3 s
v S
My @ ax an  ax axs ax
A
Ms : asp a3z azx asz  au

Abzdhlen der Elemente wie angedeutet, wobei man Elemente, die mehrfach
vorkommen, nur beim ersten Mal beriicksichtigt, liefert eine Bijektion von N —
Uiew Mi, mithin ist die Vereinigung abzéhlbar.

Es gilt also Z = NU (—NN) und

sind abzahlbar.

Das kartesische Produkt zweier hdchstens abzdhlbarer Mengen ist wieder
héchstens abzdhlbar. Seien dazu M und N zwei hochstens abzdhlbare Mengen,
dann gilt
Mx N = ] {m}xN,
meM
wobei N — {m} x N :n — (m,n) eine Bijektion ist, {m} x N also hochstens
abzéhlbar ist.

Ein Vektorraum V' diber einem héchstens abzihlbaren Kdorper K mit héchstens
abzdihlbarer Basis ist hochstens abzihlbar. Sei dazu (ohne Einschrankung) B =
(z; | i € N), eine abzéhlbare Basis von V. Fiir n € IN setzen wir

Vo :=Lin(xq,...,2,).

Dann gilt V,, 2 K™, also ist V,, nach d. mit Induktion iiber n abzéhlbar. Aber
dann ist V = J __n Vi nach b. abzdhlbar.

nelN
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f. Da @ abzidhlbar ist, R aber iiberabzédhlbar, folgt aus e. die Behauptung.
Bemerkung 4.25 (Ringe und Moduln)

In diesem Abschnitt haben wir in vielen Beweisen verwendet, daf§ man durch Koérper-
elemente teilen darf, sobald sie nicht Null sind. Deshalb gelten viele Aussagen nicht
mehr im allgemeinen fiir Moduln iiber Ringen. Die Definitionen lassen sich aber
dennoch in der gleichen Weise geben, und wir wollen hier zusammenstellen, welche
Aussagen fiir Moduln {iber Ringen letztlich wahr bleiben.

Die Definitionen 4.1, 4.4, 4.8 und 4.10 kénnen fiir Moduln {iber Ringen in der gleichen
Weise gegeben werden. Beispiele 4.5 und 4.11 bleiben dann ebenso richtig wie die
Aussagen in Lemma 4.6 a. und c. und in den wichtigen Sétzen 4.12, 4.14 und 4.17.

Die Aussagen in Lemma 4.6 und 4.9, Proposition 4.18 und Satz 4.21 gelten fiir
Moduln iiber Ringen im allgemeinen nicht mehr. In ihren Beweisen wird durch

Skalare geteilt, von denen nur bekannt ist, dafl sie nicht Null sind.

Aufgaben

Aufgabe 4.26
Welche der folgenden Familien sind linear unabhéngig / Erzeugendensysteme / Ba-

sen von R??

a. ((1,0)%(0,1),(1,1)")
b ((1,1)(2,2))

c. ((1,3)").

d. ((1,1)%(1,-2)").

e. ((1,1)%(0,0)").

£ (LD, (0,00, (1,-2)")
g ((1,2)(2,1)").

Aufgabe 4.27
Es sei V ein K-Vektorraum, U C V ein Unterraum, 0 #x € U und y € V' \ U.
Zeige, daB (z,y) linear unabhéngig ist.

Aufgabe 4.28
Ist f:V — W eine K-lineare Abbildung, F' eine Familie von Vektoren in V', so ist

f(Lin(F)) =Lin(f(z) |z € F).

Aufgabe 4.29
Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, f : V — W eine K-lineare Abbildung
und B eine Basis von V.

a. Genau dann ist f surjektiv, wenn f(B) ein Erzeugendensystem von W ist.

b. Genau dann ist f injektiv, wenn f(B) linear unabhéingig ist.
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c. Genau dann ist f bijektiv, wenn f(B) eine Basis von W ist.

Aufgabe 4.30

Es seien Uy, ..., U, Unterrdume eines K-Vektorraums V mit Basen By, ..., B.
Zeige, genau dann ist V = U; & ... @ Uy die direkte Summe der U;, wenn B =
B U...U B, eine Basis von V ist.

Aufgabe 4.31
Sei V' ein C—Vektorraum, dann ist V' offensichtlich auch ein R—Vektorraum, und
seien x1,...,x, € V. Zeige, da} (z1,...,z,) genau dann linear unabhéngig tiber C

ist, wenn (1,21, ..., Ty, 12,) linear unabhingig iiber R ist.

Aufgabe 4.32
Es sei (V,+,-) ein K-Vektorraum, und zy,...,2z, € V seien linear abhingige Vek-

toren mit der Eigenschaft, dafl je n — 1 der Vektoren linear unabhéngig sind. Zeige:

a. Esgibt A,..., A\, € K\ {0} mit der Eigenschaft

=1

b. Gilt fiir pu1,...,pu, € K ebenfalls Y " | px; = 0, so gibt es ein v € K mit
wi =X\ -vfiralles=1,... n.
Aufgabe 4.33
Es sei A € Mat,(K).

a. Genau dann ist f4 bijektiv, wenn A € Gl,(K).
b. Ist A€ GL,(K), so gilt (fa)™' = fa-1.
Aufgabe 4.34 (Im Lemma von Zorn reichen abzdhlbare Ketten nicht!)
Finde ein Beispiel fiir eine teilgeordnete Menge (M, <), so daf} jede abzdhlbare Kette
Ki<Ky,<K3;<...
von Elementen K; € M eine obere Schranke in M besitzt, dal aber M selbst kein
maximales Element hat.
Aufgabe 4.35 (AuBere und innere direkte Summe)
Es sei (V; | i € I) eine Familie von K-Vektorrdumen und
6j:V}—)@V;:xr—>(mi|mj:x,xi:0Vi7éj)
i€l
Zeige die folgenden Aussagen:
a. Ist fiir ¢ € I die Familie (x;; | j € J;) eine Basis von V; und setzen wir
vy = 0i(viy) = (Y | vi = 2ij, ype = 0V k #4) filr i € [ und j € J;, dann ist
(xf; |iel,je )

eine Basis von €, , V.
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Ist I ={1,...,n} und dimg(V;) < oo fiir ¢ € I, dann gilt

i=1 i=1

69
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§ 5 Endlich-dimensionale Vektorrdume

Wir betrachten jetzt endlich erzeugte Vektorrdume V', d. h. Vektorrdume, die ein
endliches Erzeugendensystem besitzen. Nach Satz 4.21 besitzt V' dann auch eine
endliche Basis. Fiir solche Vektorrdume kann man die Sétze des vorigen Abschnitts
teilweise verschérfen und vor allem kann man in diesen Vektorrdumen mit Hilfe von

Basen und Matrizen eflizient rechnen.

In diesem Abschnitt ist V' stets ein endlich erzeugter K-Vektorraum.

A) Austauschsatz von Steinitz

Lemma 5.1 (Austauschlemma)
Sei B = (x1,...,%,) eine Basis von V, y =Y \x; und A\; # 0 fir ein j.
Dann ist (x1,...,%j-1,Y,Tj+1, ..., Ty) €ine Basis von V', d.h. man kann in der Basis

B den Vektor x; gegen y austauschen.

Beweis: Wegen \; # 0 gilt

U P A
RV i#j "7 :
und somit
V =Lin(xq,...,2,) = Lin(y,21,...,2,) = Lin (z1,..., 2,21, Y, Tj11,- - -, Tn) -
Bleibt also zu zeigen, da8 (z1,...,%j_1,¥y, %41, ..., T,) linear unabhéngig ist. Seien

dazu u; € K,i=1,...,n, gegeben mit

0= pjy+ Z Wity = Z AT + Zﬂixi
=1

i#j 7]
= ATy + (ki + ).
i#]
Dann folgt aus der linearen Unabhéngigkeit von zy,...,z,

i =0 und p; = —pA, fird # g
Wegen \; # 0, ist also p1; = 0 und damit auch
i =0 fire+# 7.
Damit ist die lineare Unabhéngigkeit von (x1,...,2;-1,V, Tjt1,. .., T,) gezeigt. [
Beispiel 5.2
Ist zum Beispiel F = (ey,...,e,) die kanonische Basis des K™ und z =

(Aly ..y Ap)" € K™ mit A; # 0, so kénnen wir e; gegen = austauschen und erhalten

wieder eine Basis.

Konkret kann man in der Basis E = (e, 3, e3) von R? den Vektor (1,2,0)" gegen
e1 oder ey austauschen, nicht aber gegen e3.
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Das Austauschlemma wird benutzt, um den wichtigen Steinitzschen Austauschsatz

zu beweisen.

Satz 5.3 (Austauschsatz von Steinitz)

Sei (x1,...,xy,) eine Basis von V und (yi,...,y,) sei linear unabhingig in V.
Dann lassen sich die 1, ..., x, so umnumerieren, dafl (Y1, .., Yr, Tri1,--.,Tn) €ine
Basis von V ist. Insbesondere gilt r < n.

Beweis von Satz 5.3: Wir fithren den Beweis mittels Induktion tiber 7.

Fiir r = 0 ist die Behauptung offensichtlich richtig. Nehmen wir also an, daf§ » > 0
und dafl die Behauptung bereits richtig ist fiir  — 1. D. h. nach evt. Umnumerieren
ist (y1,...,Yr—1,Tp,...,T,) eine Basis von V. Dann besitzt y, eine Darstellung der
Form
Yr =M1+ Aoy F AT o A,

mit \; € K. Angenommen, A\, = ... = \, = 0, dann wére (y;,...,%,) linear
abhéngig, im Widerspruch zur Voraussetzung. Also gibt es ein j € {r,...,n} mit
Aj # 0. Durch Umnumerieren kénnen wir annehmen, daf§ j = r gilt. Dann kénnen
wir aber nach dem Austauschlemma 5.1 y, gegen x, austauschen, und die Behaup-

tung ist bewiesen. O]

Bemerkung 5.4
a. Der Austauschsatz von Steinitz besagt also, dal man - nach eventuellem Umnu-
merieren - die linear unabhéngigen Vektoren x4, ..., x, durch yy, ..., y, ersetzen

kann.

b. Im Austauschsatz tauschen wir nacheinander x;, durch y;, x;, durch y9, etc. und
schlielich x;_ durch y, fiir geeignete i1, ..., 7, aus. Im j-ten Schritt wissen wir,
daB wir eine Darstellung

j—1
vi=Y N+ Y, A
=1

1€{i1, 151}
haben mit A\, # 0 fiir ein | ¢ {4,...,4;_1}, und setzen wir dann i; := [, so
kénnen wir z;, durch y; ersetzen.
Wie wir eine solche Darstellung von y; mit Hilfe des Gauf’schen Algorithmus
berechnen kénnen, werden wir spéter sehen. Damit haben wir dann ein kon-

struktives Verfahren fiir die Anwendung des Steinitzschen Austauschsatzes.

B) Die Dimension eines endlich-erzeugten Vektorraums

Als Folgerung des Steinitzschen Austauschsatzes erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 5.5 (Alle Basen sind gleichméchtig.)
a. Ist 'V endlich erzeugt, so ist jede Basis von V endlich und alle Basen haben

gleich viele Elemente.

b. Ist V nicht endlich erzeugt, so hat jede Basis unendlich viele Elemente.
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Beweis: a. Nach Voraussetzung besitzt V' ein endliches Erzeugendensystem £
und nach Satz 4.21 folgt dann auch, dafl V' eine endliche Basis B = (z1, ..., x,)
besitzt. Dabei konnen wir o. E. annehmen, dafl n die minimale Méchtigkeit
einer Basis ist. Sei nun B’ eine weitere Basis von V. Angenommen, |B’| >
n. Dann gibt es eine linear unabhéngige Teilfamilie (yi,...,y,4+1) in B’, im
Widerspruch zum Austauschsatz von Steinitz, der verlangt n + 1 < n.

b. Dies ist offensichtlich, da jede Basis V' erzeugt.

Satz 5.5 rechtfertigt die folgende Definition.
Definition 5.6 (Dimension eines Vektorraums)

Fiir einen (nicht notwendig endlich erzeugten) K-Vektorraum V' definieren wir die
Dimension von V' durch

n, falls V eine Basis mit n < co Elementen besitzt,

0o, falls V' nicht endlich erzeugt ist.

Ist dimg (V) < oo, so nennen wir V' einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum.

Aus Satz 5.5 und Definition 5.6 folgt unmittelbar das folgende Korollar.
Korollar 5.7

Sei dimg (V) = n, E ein Erzeugendensystem von V und F linear unabhingig in V.

Dann gelten
|E| >n  und |F|<n.

Zudem gilt die Gleichheit genau dann, wenn die jeweilige Familie eine Basis ist.

Beweis: Nach Satz 4.21 ist F' in einer Basis von V' enthalten und E enthélt eine
Basis von V. Die Ungleichungen folgen dann aus Satz 5.5, und derselbe Satz liefert
Gleichheit, wenn die Familien Basen sind. Gilt umgekehrt die Gleichheit, so muf3
E bzw. F' ein minimales Erzeugendensystem bzw. eine maximal linear unabhéngige

Familie sein und somit nach Proposition 4.18 eine Basis. 0

Beispiel 5.8

a. Es gilt:
dimg(V)=0 < V =Lin(0) & V ={0}.
b. dimg (K”) = n, da die kanonische Basis £ = (e, ..., e,) genau n Elemente
enthélt.

c. dimg(Q) = dimg(R) = dime(C) = 1, aber dimg(R) = co und dimg(C) = 2.
Fiir letzteres beachte man, daf die Familie (1,4) eine R-Basis von C ist.

d. Die Dimension des Vektorraums P, der Polynome vom Grad héchstens n ist
dimg(P,) =n+1,da B = (t°,t!,...,t") eine Basis ist.
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Satz 5.9 (Karten eines Vektorraums)
FEs sei B = (x1,...,x,) eine Basis von V und E = (eq, ..., e,) die kanonische Basis

des K™. Dann bestimmt B einen Isomorphismus
oV > K" x;— e, firi=1,...,n,

durch lineare Fortsetzung. Man nennt ¢p die Karte von V' zur Basis B.

Beweis: Nach Satz 4.14 bestimmen die Zuordnungen
ri—e,i1=1,....n, und er—x;, i=1...,n,
zwei lineare Abbildungen ¢p : V — K™ und ¢ : K™ — V. Es bleibt zu zeigen, da8
dpod? =idgn und ¢P o =1idy.
Dazu reicht es wegen Satz 4.14, dafl die beiden Seiten jeweils auf einer Basis iiber-

einstimmen, und das tun sie offenbar. O

Insbesondere haben wir das folgende Korollar gezeigt.

Korollar 5.10
Ist dimg (V) =n, so gilt V= K™.

Korollar 5.11 (Die Dimension ist die einzige Invariante eines Vektorraums.)

Fiir zwet endlich-dimensionale K-Vektorriume V und W sind gleichwertig:
a. V=W.

Beweis: Es seien n = dimg (V) und m = dimg (W).

Ist f:V — W ein Isomorphismus, so iiberfithrt er laut Aufgabe 4.29 eine Basis von
V', die n Elemente enthélt, in eine Basis von W, die m Elemente enthélt. Mithin
gilt n =m.

Ist umgekehrt n = m, so gibt es nach Korollar 5.10 Isomorphismen f : V' — K"
und g : K™ — W. Dann ist go f : V — W ebenfalls ein Isomorphismus. O]

Beispiel 5.12
Die Abbildungen sin, cos € R® sind linear unabhingig, da aus

A-sin4p - cos =0

insbesondere
0=\-sin(0) 4+ p - cos(0) = p

O:)\-sin<g>+,u-cos<g>:)\

folgt. Aber dann hat der Vektorraum Lin (sin, cos) die Dimension zwei, da (sin, cos)

und

eine Basis ist, und deshalb gilt

Lin (sin, cos) & R?.
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C) Dimensionsformeln

Lemma 5.13
Ist dimg (V) < 0o und U C 'V ein Unterraum. Dann gelten

dimg (U) < dimg(V),

und

Beweis: Ist U ein Unterraum, so kann eine Basis B von U zu einer Basis B’ von V
ergénzt werden, so daf§ dimg (U) = |B| < |B’| = dimg (V) gelten mufl.

Ist U =V, so ist offenbar auch dimg(U) = dimg (V). Gilt umgekehrt dimg(U) =
dimg (V) und ist B = (z1,...,x,) eine Basis von U, so konnen wir sie zu einer
Basis B’ von V ergidnzen nach dem Basisergdnzungssatz 4.21. Wegen B C B’ und
|B| = n = |B’'| folgt dann aber notwendigerweise B = B’, und somit U = Lin (B) =
Lin(B') = V. O

Satz 5.14 (Dimensionsformel fiir Unterrdume)
Ist dimg (V') < 0o und sind U und U’ Unterrdume von V', dann gilt:

dimg (U 4 U') = dimg (U) + dimg (U') — dimg (UNU').

Beweis: Wir beweisen mehr, nadmlich wie wir geeignete Basen von U, U’ und UNU’

wahlen konnen. Sei Byny: = (z1,...,2,) eine Basis von U N U’. Wir ergénzen
Bynu zu einer Basis By := (z1,..., %y, Y1, - .., Ys) von U, und zu einer Basis By :=
(x1,..., %y, 21,...,2) von U'. Das geht nach dem Basisergdnzungssatz 4.21.

Behauptung: By .y = (T1,. .., T, Y1, -+, Ys, 21, - - -, 2¢) ist Basis von U + U’.

Dazu zeigen wir zunéchst, dafi jedes Element von U + U’ eine Linearkombination
von Elementen aus By ist. Sei also x+ 2’ € U+ U’ mit x € U und 2’ € U’. Dann

gilt:
r s r t
T = Z \Nii + Z,ujyj und 2’ = Z Nox; + Z W52k
i—1 =1 i—1 k=1

mit A, Ay, € Koi=1,...,r, 5=1,...,s, k=1,...,t. Daraus folgt:

r

s t
r+1 = Z ()\i + )\;)xz + Z Y5 + Z 2k € Lin (Byyor) -

=1 j=1 k=1

Dann miissen wir noch zeigen, dafl By, linear unabhéngig ist. Sei dazu

r s t
Z >\i$i + Z HiY; + Z V2l = 0 (14)
i=1 j=1 k=1
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eine Linearkombination der Null. Dann ist

r s t
S N+ iy =Y —wmm eUNU.
i=1 j=1

k=1
\

cU v’

Da Byny eine Basis von U N U’ ist, gibt es also A}, so daf

i=1 j=1 i=1 i=1 j=1

gilt. Da By linear unabhéngig ist, ergibt ein Koeffizientenvergleich auf beiden Seiten
insbesondere y; = 0 fiir alle j = 1,...,s. Damit erhalten wir aus (14) dann

r t
Z A% + Z vz = 0,
i=1 k=1

und da By linear unabhéngig ist, miissen notwendigerweise alle \; und v, Null sein.

Damit haben wir dann auch gezeigt, dafl By .y linear unabhéngig ist.

Aus der Behauptung folgt,

dimg (U+U') = r4s+t = (r+s)+(r+t)—r = dimg (U)+dimg (U') —dimg (UNT").
O

Beispiel 5.15
Fiir die Unterrdume U = Lin ((1,0,0)% (1,1,1)") und U’ = Lin((1,1, 1) (0,0, 1))
von R? sieht man leicht, da8

UNnU' =Lin((1,1,1)")

ein Vektorraum von Dimension eins ist, wihrend U und U’ jeweils Dimension zwei
haben, da die angegebenen Erzeugendensysteme auch linear unabhéngig sind. Mit-

hin erhalten wir
dimg(U +U") =2+ 2 — 1 =3 = dimg(R?),
so daf
U+U =R’
gelten mufl. Da zudem
U+ U' = Lin ((1,0,0)",(1,1,1)%,(0,0,1)")
gilt, sehen wir, daf} dieses Erzeugendensystem eine Basis des R? ist.

Korollar 5.16 (Dimensionsformel fiir Komplemente)
Ist dimg (V') < oo, dann sind fir Unterrdaume U und U’ von V die folgenden Aus-
sagen dquivalent:

a. V=UaU'.
b. V=U+4+U"und UNU" = {0}.
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c. V=U+U"unddimg(V)=dimg(U) + dimg (U’).
d. UnU’ ={0} und dimg (V) = dimg (U) 4 dimg (U").

Beweis: Dies ist eine direkte Folgerung aus Lemma 3.17, Lemma 5.13 und Satz
5.14. O

Beispiel 5.17
Wir erinnern uns an Beispiel 3.36. Dort haben wir in V' = R? den Unterraum
U = Lin (ey), die y-Achse, betrachtet und gezeigt, daf jede Ursprungsgerade mit
Steigung m

G, := Lin (e; + mes)
ein Komplement von U ist. Dies kénnen wir nun mit weniger Aufwand begriinden,
denn die beiden Geraden schneiden sich offenbar nur im Ursprung und ihre Dimen-

sionen addieren sich zu zwei.

€2

meso

Korollar 5.18 (Dimensionsformel fiir Faktorrdume)
Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U ein Unterraum wvon V.
Dann gilt

dimg (V/U) = dimg (V) — dimg (U).

Beweis: Nach Korollar 4.23 besitzt U ein Komplement U’, und nach Proposition
3.37 gilt U’ = V/U. Aus Korollar 5.11 und Korollar 5.16 folgt dann
dimg (V) = dimg (U) + dimg (U') = dimg (U) + dimg (V/U).

Bemerkung 5.19 (Basis von V/U)
Es sei V ein K-Vektorraum und U ein Unterraum von V' mit Basis (21, ..., ;).
Dann sind die folgenden Aussagen fiir yy,...,ys € V gleichwertig:

a. (z1,...,%mY1,...,Ys) ist eine Basis von V.
b. (y1,...,ys) ist Basis eines Komplementes von U.
c. (E, o ,@) ist eine Basis von V/U.

Beweis: Die Aquivalenz von b. und c. folgt aus Proposition 3.37 und Aufgabe 4.29.
Die Aquivalenz von a. und b. folgt aus dem Beweis von 4.23 und Korollar 5.16. [
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Satz 5.20 (Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen)
Es sei f:V — W eine K-lineare Abbildung und dimg (V') < co. Dann gilt

dimg (V) = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)).
Beweis: Aus dem Homomorphiesatz 3.34 erhalten wir den Isomorphismus
V/ Ker(f) = Im(f),
so dafl die Formel dann aus Korollar 5.18 folgt. [

Beispiel 5.21
Die lineare Abbildung f : R? — R : (z1,%2)" — 21 — x5 hat den Kern Lin ((1,1))

von Dimension eins und ist surjektiv. Wir erhalten also die Formel

dimg(R?) =2 =1+ 1 = dimg(Ker(f)) + dimg (Im(f)).
D) Bijektivitit linearer Abbildungen

Korollar 5.22 (Injektiv = surjektiv = bijektiv)
Es seien V und W zwei endlich-dimensionale K -Vektorraume gleicher Dimension
und f:V — W sei K-linear. Dann sind gleichwertig:

a. f ist bijektiv,
b. [ ist injektiv,
c. [ ist surjektiv.
Beweis: Ist f injektiv, so ist Ker(f) = {0}, und wir erhalten aus der Dimensions-
formel fiir lineare Abbildungen 5.20
dimg (W) = dimg (V) = dimg (Ker(f)) + dimg (Im(f)) = dimg (Im(f)).
Wegen Lemma 5.13 gilt dann W = Im(f) und f ist surjektiv.

Ist f surjektiv, so ist W = Im(f) und wir erhalten aus der Dimensionsformel fiir
lineare Abbildungen 5.20

dimy (Ker(f)) = dimg (V) — dimg (Im(f)) = dimg (V) — dimg (W) = 0.
Dann ist aber Ker(f) = {0} und somit ist f injektiv. O
Korollar 5.23 (Invertierbare Matrizen)

Sind A, B € Mat,(K) mit AB =1,,, so gilt auch BA=1,, und A € Gl,,(K).
Beweis: Aus AB =1, folgt
Jao fB= fap = f1, = idgn,

so dafl fp injektiv mit Linksinverser f, ist. Nach Korollar 5.22 ist fp dann aber
schon bijektiv, und die Linksinverse ist die Inverse von fg. Damit folgt dann auch

fi, =idgn = fpo fa = fBa,
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und damit BA =1,,. O

Bemerkung 5.24 (Ringe und Moduln)

In den vorhergehenden Kapiteln haben wir stets angemerkt, welche Aussagen auch
fiir Moduln und lineare Abbildungen iiber kommutativen Ringen mit Eins wahr
bleiben. In diesem Kapitel gilt das im wesentlichen fiir keine Aussage. Die Bewei-
se beruhen samtlich auf dem Basiserginzungssatz und dem Austauschlemma, und
beide Aussagen sind iiber beliebigen Ringen falsch, ihre Beweise benétigen Division.
Allein Korollar 5.23 bleibt wahr, allerdings braucht man einen neuen Beweis.

Aufgaben

Aufgabe 5.25
Es sei V ein K-Vektorraum mit dimg (V) = 5, und U und U’ Unterrdume mit
dimg (U) = 3 und dimg (U') = 4.

a. Welche Werte kann dimg (U N U’) annehmen?
b. Gib fiir jeden der Werte von dimg (U N U’) ein Beispiel (K, V,U,U’) an.

Aufgabe 5.26
Finde einen K-Vektorraum V sowie zwei K-lineare Abbildungen f,g:V — V', so
daB folgendes gilt:

a. [ ist injektiv, aber nicht surjektiv.
b. g ist surjektiv, aber nicht injektiv.

Aufgabe 5.27
Es sei V ein K-Vektorraum mit 1 < dimg (V) =n < oo und g € Endg (V).
Zeige, es gibt eine Zahl 0 < k < n mit

Ker(g°) S Ker(g') G ... S Ker(¢*) = Ker(¢*")

fir alle 7 > 1.

Aufgabe 5.28
Es sei B := ((3,5,2)", (1,1, -1)",(2,4,1)).

a. Zeige, B ist eine Basis von R3.

b. Ersetze mit Hilfe des Austauschsatzes von Steinitz zwei Vektoren in B durch
die Vektoren (1,3,2)" und (-2, 1,2)".

Aufgabe 5.29

Sei V' ein K-Vektorraum und F' = (v, ..., vs) eine linear unabhéngige Familie in V.
Welchen der Vektoren vy, ..., vs kann man durch v := vy — v3 + v4 — v5 ersetzen, so
dass die daraus resultierende Familie wieder linear unabhéngig ist? Begriinde Deine

Aussage.
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Aufgabe 5.30
Sei K ein Korper.
a. Begriinde, weshalb die Mengen U := {(ay,...,a,)' € K" | a; = ... = a,} und
U :={(as,...,a,)" € K" | a1+ ...+ a, = 0} Unterrume des K" sind.
b. Bestimme dimg (U), dimg (U’), dimg (U N U’) und dimg (U + U').
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§ 6 Lineare Abbildungen und Matrizen

In diesem Abschnitt sind V und W zwei endlich-dimensionale K-
Vektorrdume mit Basen B = (by,...,b,) und D = (dy,...,d,,), sofern
nichts anderes gesagt wird.

Ferner bezeichnen wir mit £ = (e, ..., e,) die kanonische Basis von K"
und mit F' = (f,..., fn) die kanonische Basis von K™.

A) Matrixdarstellung linearer Abbildungen

Definition 6.1 (Matrixdarstellung einer linearen Abbildung)
Gegeben seien eine Basis B = (by,...,b,) von V und eine Basis D = (dy,...,d,)
von W sowie eine lineare Abbildung f:V — W.

a. Ist x € V', so 148t sich = nach Proposition 4.12 auf eindeutige Weise darstellen
als Linearkombination der Basis B

Wir nennen den Vektor Mp(x) = (A, ..., \,)" den Koordinatenvektor oder die
Koordinaten von x beziiglich B.

b. Fiir jeden Basisvektor b; in B 1&8t sich das Bild f(b;) € W unter f nach Propo-
sition 4.12 auf eindeutige Weise als Linearkombination der Basis D darstellen

f(bj):a1j~d1+...+amj-dm.

Schreiben wir die Koeffizienten als Spalten in eine Matrix, so erhalten wir die

Matrix
ay; a2 ... Qi
ME(f = T e Mat(m x n, K),
Ami Qm2 -+ Qn

die sogenannte Matrixdarstellung von f beziiglich der Basen B und D.

Beispiel 6.2
a. Der Koordinatenvektor eines Vektors x = (z1,...,2,)" € K™ beziiglich der
kanonischen Basis E' = (ey,...,e,) ist der Vektor Mg(x) = z selbst.

b. Um den Koordinatenvektor von z = (4,0)" € R? beziiglich der Basis B =
((1,1)%,(1,—1)") zu bestimmen, muf man ihn als Linearkombination beziiglich
der Basis darstellen. Man sieht leicht, dafl

r=2-(1,1)"+2-(1,-1)"
gilt. Damit erhalten wir

Mp(z) = (2,2)".
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c. Sei V = R? mit Basis B = (b;,bs) = ((1,2)%,(1,1)") und W = R? mit Basis

D = (dy,ds,ds) = ((1,1,0)%,(0,1,1)%,(0,0,1)"), und sei f: V — W die lineare
Abbildung, die definiert wird durch

bl — 3d1 — 4d2 + 6d3,
bg — 3d1 — 3d2 + 4d3.

Dann gilt:
3 3
Mp(fy=| -4 -3
6 4

d. Ist A= (a;;) € Mat(m xn, K) eine Matrix und f : K" — K™ die zugehorige
Abbildung, dann ist

falej) = A-e; = j-te Spalte von A =ay; - fr + ...+ amj - fin-

Die Matrixdarstellung f4 beziiglich der kanonischen Basen ist also
Mg (fa) = A.
e. Ist V = Lin(cos,sin) der Unterraum des R® aus Beispiel 5.12 mit Basis B =
(cos, sin) und ist
D:V—V:f—f
der Ableitungsoperator, dann gilt
D(cos) = cos’ = —sin =0 - cos +(—1) - sin

und
D(sin) = sin’ = cos = 1 - cos 40 - sin,

so dafl wir die Matrixdarstellung

0 -1
ME(D) =
o= (7 )
Bemerkung 6.3

a. Mit der Notation aus Satz 5.9 gilt
Mp(z) = ¢p(z),

d. h. der Koordinatenvektor von z unter B ist das Bild unter der Karte ¢p.

erhalten.

Die Zuordnung

¢p:V — K" : 2 — Mg(x)
ist ein Isomorphismus von Vektorrdumen, der die Vektoren in einem festgeleg-
ten Koordinatensystem darstellt.

b. Nach Definition gilt zudem:

Die j-te Spalte von MJ(f) ist der Koordinatenvektor von f(b;) bez. D.
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Proposition 6.4 (Rechnen in Koordinaten)
Ist f:V — W eine lineare Abbildung und x € V', so gilt

Mp (f(x)) = MG (f) o Mp(x).

d. h. der Koordinatenvektor Mp(f(z)) von f(xz) beziiglich der Basis D ist das Ma-
trizprodukt der Matrizdarstellung M5 (f) von f beziiglich B und D mit dem Koor-
dinatenvektor Mpg(x) von x beziglich B.

Beweis: Fiir einen Vektor z = 377 | A\;b; und eine lineare Abbildung mit Ma-
trixdarstellung M5 (f) = (ay;) gilt

f(iv)IZAj'f(bj)IZ)\j'Z@ij'diIZ <Z%")\j> - d;.

Daraus folgt dann

Mp(f(x)) = (aiy)o (A, ..., \)" = MS(f) o Mp(z).

Beispiel 6.5
Betrachten wir die lineare Abbildung f : R*> — R? aus Beispiel 6.2 und den Vektor
z = (0,1)%, so gilt

z=1-(1,2)' —=1-(1,1)' =1-b; —1-by

und damit
MB(:C) = (17 _1)t

Daraus leiten wir
3 3 ] 0
Mp(f(z)) = M5 (f) - Mp(z)=| —4 =3 |o < ) = | -1

ab, woraus
f@)=0-dy—1-dy+2-ds=0-(1,1,00" —1-(0,1,1)" +2-(0,0,1)" = (0, —1,1)"

folgt. Wir kénnen also die Bilder beliebiger Vektoren ausrechnen, obwohl wir die
Abbildungsvorschrift nicht als geschlossene Formel in den Standardkoordinaten ken-
nen. Das ist allerdings miihsam, und wir werden weiter unten sehen, wie man diese

Abbildungsvorschrift aus der Matrixdarstellung gewinnen kann.

Satz 6.6 (Matrixdarstellung linearer Abbildungen)
Die Abbildung

ME : Homg (V, W) —s Mat(m x n, K) : f — ME(f)

ist ein Isomorphismus von K -Vektorrdumen.
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Beweis: Wir zeigen zunéchst, dafl die Abbildung linear ist. Sind f, g € Homg (V, W)
mit ME(f) = (a;;) und ME(g) = (b;;) und sind A\, u € K, so gilt

Af+pg)(by) = A f(b)+p-g(b) =AY asy-ditp- Y biy-di = > (A\-ay+pu-byy)-ds,
=1 =1 =1

woraus wir die Matrixdarstellung

MpAf + ng) = (A~ agj + - big) = A (a) + o+ (byy) = X Mp(f) + - M (g)
erhalten. Die Abbildung M5 ist also K-linear.
Es bleibt, zu zeigen, dal M5 bijektiv ist. Sei dazu A = (a;;) € Mat(m x n, K) eine

beliebige m x n-Matrix und setzen wir

m

yj:Zaij-diEW,

i=1
so gibt es nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen 4.14
genau eine lineare Abbildung f € Homg (V, W) mit

Fo) =y => ay-di
i=1
fiir j =1,...,n, d. h. es gibt genau eine lineare Abbildung f mit
ME(f) = (ay).
Die Abbildung MZE ist also bijektiv. O

Bemerkung 6.7 (Matrixdarstellung beziiglich der kanonischen Basen)
Fiir f € Homg (K", K™) definieren wir eine Matrix Ay € Mat(m x n, K), deren
j-te Spalte das Bild f(e;) des j-ten Einheitsvektors ist. Dann ist

My : Homg (K™, K™) — Mat(m x n,K) : f — Ay
die Umkehrabbildung von
Mat(m x n, K) — Homg (K", K™) : A fa.

Diesen Spezialfall von Satz 6.6 hatten wir schon in Korollar 4.17 bewiesen, wobei

die Linearitédt der Abbildung dabei unmittelbar aus Lemma 2.8 folgt.

Lemma 6.8 (Vertriglichkeit von Matrixdarstellung und Komposition)
Sind f € Homg (U, V) und g € Homg(V, W) und sind B, C' bzw. D Basen von U,
V bzw. W, dann gilt

Mp(go f) = Mp(g) o ME(S).
Beweis: Ist B = (by,...,b,), so gilt fiir den j-ten Einheitsvektor e; € K™

Mp(bj) = ¢;
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und mit Proposition 6.4 folgt dann

ME(go f)oe; =Mp(go f)o Mg(b;) = Mp((go f)(b;))
=Mp(g(f(b;))) = Mp(g) o Mc(f(b;))
=Mp(9) o (ME(f) o Mp(by)) = (Mp(g) 0 ME(f)) o e;.
Da die Multiplikation einer Matrix mit e; die j-te Spalte dieser Matrix liefert, stim-

men in M5(go f) und in M§(g) o ME(f) also die j-te Spalte iiberein und das fiir
alle j = 1,...,n. Die Matrizen sind also identisch. O]

Bemerkung 6.9 (K-Algebren)
Ein K-Vektorraum (B, +,-), auf dem zusétzlich eine Multiplikation

o:BxB—=B:(x,y)—zoy

definiert ist, so da3 (B, +,0) ein (nicht unbedingt kommutativer) Ring mit Eins 1p
ist, heilt eine K-Algebra, falls die Skalarmultiplikation mit der Ringmultiplikation
vertriglich ist, d. h. fir A € K und z,y € B gelten:

A(zoy)=(AN-z)oy=z0(N Yy).

Ein K-Algebrenisomorphismus ist eine bijektive Abbildung ¢ : A — B zwischen
zwei K-Algebren A und B, die mit allen drei Operationen vertriglich ist und die 14
auf 15 abbildet.

Beispiele fiir K-Algebren, die fiir unsere Vorlesung von Bedeutung sind, sind
(Endg(V),+,-,0) und (Mat(n, K),+,-,0), und das folgende Korollar besagt, daf

diese isomorph zueinander sind.

Korollar 6.10 (MF ist ein K-Algebrenisomorphismus)
Fiir zwei Endomorphismen f, g € Endg (V') gilt

ME(fog)=ME(f)o ME(g).

Insbesondere, M : Endg (V) — Mat,, (K) ist ein K-Algebrenisomorphismus.
Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 6.8. [

Unser Ziel ist es nun, in obigem Beispiel 6.5 aus M5 (f) die Matrix A; = ME(f) zu
bestimmen. Dazu fithren wir folgende allgemeine Begriffsbildung ein.

Definition 6.11 (Basiswechsel)
Sind B = (by,...,b,) und B’ = (b’l, o b’) zwei Basen von V/, so besitzt jedes b,

e n

eine eindeutige Darstellung als Linearkombination der Basis B’

bj:a1j~b/1+...+anj~b’

n*
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Schreiben wir die Koeffizienten als Spalten in eine Matrix, so erhalten wir die Matrix

a;y a2 ... Qip
21 A22 ... Q9p
B
TB/ = . . X . S Matn(K>,
Ap1 Ap2 ... Qpp

den Basiswechsel oder die Koordinatentransformationsmatriz beziiglich (B, B').

Es gilt also:

Die j-te Spalte von TS ist der Koordinatenvektor Mg (b;) von b; bez. B’

Bemerkung 6.12 (Basiswechsel als Matrixdarstellung)
Offensichtlich ist der Basiswechsel ein Spezialfall einer Matrixdarstellung

T5 = ME (idy),
namlich die Matrixdarstellung der Identitéit beziiglich der Basen B und B'.

Lemma 6.13 (Basiswechselmatrizen sind invertierbar)
Sind B und B' zwei Basen von 'V, so ist TS invertierbar mit

(T8)™ =T1F

Beweis: Mit Lemma 6.8

TE oTE = ME (idy) o ME (idy) = ME(idy oidy) = ME(idy) = 1,,.

O
Satz 6.14 (Basiswechsel bei Matrixdarstellungen)
Seien B und B’ Basen von V', D und D" Basen von W und f € Homg(V, W).
Dann gilt:
ME (f) =Th o Mp(f) o T5' .
Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus Lemma 6.8
ME(f) =ME (idy of oidy)
=Mp(idw) o ME(f) o ME (idv)
=75 o ME(f)oTE
O

Korollar 6.15 (Basiswechsel bei Endomorphismen)
Sind B und B’ Basen von'V, ist T = TE und ist f € Endg(V), so gilt

ME(f) =T o ME(f) o T.

Beweis: Dies folgt aus Satz 6.14, weil nach Lemma 6.13 (Tgl)_1 =T5. O
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Beispiel 6.16
Wir wollen nun fiir die Abbildung in Beispiel 6.5 die Matrixdarstellung ME(f)
beziiglich der kanonischen Basen berechnen. Nach Satz 6.14 gilt:

Mg (f) =Tg o Mp(f) o Ty

UmT 5 auszurechnen, miissen wir dy, dy und d3 in der kanonischen Basis ausdriicken
und die Koeffizienten als Spaltenvektoren in die Matrix T iibertragen:

Um TE zu ermitteln, miiten wir die Einheitsvektoren e; und e, als Linearkombi-
nation der Basis B darstellen, was auf das Losen zweier Gleichungssysteme hinaus
liefe. Stattdessen kénnen wir aber auch 7% bestimmen und anschlieBend invertieren,

was sich im Falle einer (2 x 2)-Matrix anbietet, da das Invertieren sehr einfach ist

(vgl. Aufgabe 2.14),
-1
a b\ 1 d —b
cd) ad—bc\ — a )’

sofern die Matrix invertierbar ist.

Analog zum Fall von TE erhalten wir

und somit
-1
_ 11 -1 1
TE — (7B = -
i = (Tx) (2 1) ( 2 —1)
Also gilt:
1 00 3 3 ] 1 0
ME(f)=1 110 o] —4 =3 o< ) 1): -1
0 1 1 6 4 1

B) f-invariante Unterrdume

Definition 6.17 (f-invarianter Unterraum)
Ist f:V — V eine K-lineare Abbildung und U < V ein Unterraum mit f(U) C U,

so nennen wir U einen f-invarianten Unterraum.

Bemerkung 6.18 (f-invariante Unterrdume)
Aus Aufgabe 3.48 wissen wir, dafl jeder f-invariante Unterraum U zwei K-lineare
Abbildungen

fu:U—U:xw— f(x)
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und

fopw VU — VU 7w f(x)
induziert. Mit Hilfe dieser Abbildungen erhalten wir eine vorteilhafte Blockgestalt
bei der Matrixdarstellung.

Proposition 6.19 (Matrixdarstellung in Blockform)
FEs sei f 'V — V eine K-lineare Abbildung und U <V ein f-invarianter Un-
terraum. Ferner sei B' = (xy,...,x) eine Basis von U und B = (x1,...,2,) eine

Erginzung von B' zu einer Basis von V.

Dann ist B" = (m, e ,:L’_n) eine Basis von V /U und es gilt
ME()|
0 | ME ()

wobei 0 € Mat((n — k) x k, K) die Nullmatriz ist und x € Mat(k x (n — k), K) eine

geeignete Matrix ist.

Mg (f) =

I

Beweis: Dafl B” eine Basis von V/U ist, wissen wir bereits aus Bemerkung 5.19.
Sei nun ME(f) = (ai;) € Mat,(K), ME (fu) = (b;) € Maty(K) und ME, (fvr) =
(Cij> S Matn,k(K).

Fiirjzl ..., k gilt dann

wa T; + Z 0-x; = wa x; = ful x] Za” ;.

i=k+1
Da die Darstellung als Linearkombination von Basisvektoren eindeutig ist, folgt

somit
(aw>z Jj=1,...k (bw>% j=1,..k = Mgfl(fU)
und
(@i )imht1,m, j=1,... r =0¢€ Mat((n — k) x k, K).
Fir j =k +1,...,n erhalten wir analog
Z e = fvy (T5) = fly) = Z@i]’ CT = Zaij (T = Z Ajj - Tj,
i=k+1 i=1 i=1 i=k+1

daw; =0 fiir i = 1,..., k. Aus der Eindeutigkeit der Darstellung als Linearkombi-

nation von Basisvektoren erhalten wir also wieder
(aij)i,j:k-i-l ..... n (Cu)u k+1,..., = ME// (fV/U)-
Insgesamt haben wir damit die Behauptung
ME(f) |
0 ME/ (fvv)

gezeigt. O
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Proposition 6.20 (Matrixdarstellung in Blockdiagonalgestalt)
Sei f:V — V eine K-lineare Abbildung undV = U, ®... DUy die direkte Summe

nicht-trivialer f-invarianter Unterrdume Uy, ..., Uy mit Basen By,..., By.

Dann ist B= By U...U By, eine Basis von V und es qilt

vEG| 0 o
0 | Mg (fu,
M) = e
o[

Beweis: Dafl B eine Basis von V ist, wissen wir aus Aufgabe 4.30.
Es sei B = (21,...,%,) und ME(f) = (a;j) € Mat,(K). Halten wir ein 1 < [ <
k fest, so ist B, = (zp,..., ) fur geelgnete 1 <r<s<mnund Mg (fUl) =

77777

j=r,...,s dann

ZO xz—i—wa T+ ZO T; = me z; = fu,(z;) Zam X4,

i=s+1

woraus wieder

sowie a;; = 0 fiir alle ¢ < 7 und ¢ > s folgt. Damit ist die Behauptung gezeigt. [

C) Aquivalenz von Matrizen und der Rang

Die Koordinatentransformationen in Vektorrdumen mit Basen fiihren auf folgende

Aquivalenzbegriffe fiir Matrizen.

Definition 6.21 (Aquivalenz von Matrizen)
Eine Matrix A’ € Mat(m x n, K) heiit dquivalent zu A € Mat(m x n, K), falls es
invertierbare Matrizen S € Gl,,(K) und 7" € Gl,(K) gibt mit

A =So0AoT.

Bemerkung 6.22 (Aquivalenz von Matrizen als Aquivalenzrelation)
Die Aquivalenz von Matrizen eine Aquivalenzrelation auf Mat(m x n, K) ist.

Denn fiir A, B,C € Mat(m x n, K) gelten:
e A=1,,0Ao1, und mithin ist A dquivalent zu A;

e wenn B #quivalent zu A ist, gibt es S € Gl (K) und T € GL,(K) mit B =
S o AoT und mithin S™' o BoT~! = A, so daB auch A dquivalent zu B;
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e wenn B dquivalent zu A und C' dquivelent zu B ist, so gibt es Matrizen S, U €
Gln(K)und T,V € GL,,(K) mit B=SoAoT und C = U o BoV und mithin
gilt auch C' = (Uo S)oAo(ToV)mit Uo S € Gl,,(K) und T oV € Gl,(K),
so dafl C' auch dquivalent zu A ist.

Beispiel 6.23
Die Matrizen

3 3 3 0
A=\ -4 -3 und A'=| 1 -1
6 4 0 1
sind dquivalent, da wir in Beispiel 6.16
1 00 3 3
, -1 1
A=|110|o]|] =4 =3 |]o ( )
2 -1
011 6 4

gezeigt haben.
Definition 6.24 (Rang)
a. Ist f € Homg (V, W), so definieren wir den Rang von f als

rang(f) := dimy (Im(f)).
b. Ferner definieren wir fiir eine Matrix A € Mat(m x n, K) den Rang von A
durch:
rang(A) := rang(fa).

Bemerkung 6.25 (Rangabschétzung)
a. Fiir f € Homg(V, W) gilt wegen der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen

rang(f) = dimg (V) — dimg (Ker(f)) < dimg (V)
und da Im(f) ein Unterraum von W ist, gilt auch rang(f) < dimg (W).

b. Man beachte, daf das Bild von f4 von den Spalten von A erzeugt wird, so dafl
der Rang von A die Anzahl linear unabhéngiger Spalten von A ist.
Zudem folgt aus a. fir A € Mat(m x n, K)

rang(A) < min{m,n}.

Beispiel 6.26
Da der Rang einer Matrix die Anzahl linear unabhéngiger Spalten ist, gelten

0 00 1 0 2 1 11
rang =0, rang =1, rang = 2.
000 1 0 2 1 0 2

Satz 6.27 (Invertierbare Matrizen haben vollen Rang.)
Fine Matriz A € Mat,,(K) ist genau dann invertierbar, wenn rang(A) = n.

Insbesondere sind die Spalten einer invertierbaren n x n-Matrixz eine Basis des K™.



90 I. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Beweis: Nach Aufgabe 4.33 ist A genau dann invertierbar, wenn f, : K" — K"
bijektiv ist. Wegen Korollar 5.22 ist dies genau dann der Fall, wenn f, surjektiv ist,
d.h. wenn Im(fa) = K. Wegen Im(f4) € K" und Lemma 5.13 ist dies wiederum

genau dann der Fall, wenn
n = dimg(Im(f4)) = rang(A).

Also ist A genau dann invertierbar, wenn rang(A) = n gilt. In diesem Fall sind die

Spalten von A linear unabhéngig in K™ und bilden mithin eine Basis des K. [

Bemerkung 6.28
Sind die Matrizen A, A" € Mat(m X n, K) dquivalent, so gibt es Basen B von K"
und D von K™, so dafl

A= Mg (f A)?
d.h. A und A’ sind Matrixdarstellungen derselben linearen Abbildung f4 beziiglich

verschiedener Basen!

Dazu betrachten wir einfach die Matrizen S € Gl,,(K) und T' € Gl,,(K) mit A’ =
S o AoT. Die Spalten von S~! sind linear unabhingig und bilden eine Basis D von
K™ nach Satz 6.27. Ebenso bilden die Spalten von T eine Basis B von K. Fiir diese

Basen gilt aber nach Konstruktion
TP =S und TF=T.
Insgesamt erhalten wir also

ME(fa) =Th o ME(fa)oTE =SoAoT = A

Wir werden nun zeigen, daf§ der Rang der Matrixdarstellung einer linearen Abbil-
dung nicht von der Wahl der Basen abhéngt, beziiglich derer man die Matrixdar-
stellung bildet.

Proposition 6.29 (Rang einer Matrixdarstellung)
Ist f € Homg (V, W), so gilt

rang(f) = rang (ME(/)).

Insbesondere haben dquivalente Matrizen den gleichen Rang.

Beweis: Wir betrachten die Karten ¢p : V — K" und ¢p : W — K™. Aus
Proposition 6.4 ergibt sich
¢p o foop (e;) =on(f(b;)) = Mp(f(b)))
=Mp(f) o Mp(bj) = Mp(f) o ej = fupp(e))-

Da die linearen Abbildungen ¢po fopz" und f ME(f) auf der Basis B iibereinstimmen,

sind sie identisch. Beachtet man nun noch, dafl ¢p ein Isomorphismus ist und somit
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die Dimension eines Vektorraumes erhélt, dann folg

rang (Mg(f)) = rang (fMB(f)) = rang (¢D o fody )
= dimg (¢p (f (65" (K™)))) = dimg (ép (f(V)))
= dimg (f(V)) = rang(f)
Sind A und A’ dquivalent, so sind sie nach Bemerkung 6.28 Matrixdarstellungen der

gleichen Abbildung f4 beziiglich verschiedener Basen und wir haben gerade gesehen,
dafl der Rang der Matrixdarstellung nicht von der Wahl der Basen abhéngt. O

Beispiel 6.30
Die Abbildung f in Beispiel 6.2 hat den Rang zwei, wie man an ihrer Matrixdar-
stellung sieht:

3 3
ME(F) = | 4 -3
6 4

Satz 6.31 (Normalform einer Matrixdarstellung beziiglich Aquivalenz)
Es sei f € Homg (V, W) mit rang(f) = r. Dann gibt es Basen B von V und D von

W mat
1,10
g - (210).

wobei hier 0 jeweils die Nullmatriz der entsprechenden Grife meint.? Wir bezeich-
nen die rechte Seite der obigen Gleichung auch als die Normalform von f beziiglich
Aquivalenz.

Beweis: Wihle vermoge Lemma 4.23 ein Komplement U von Ker(f). Nach Satz
3.34 und Lemma 3.37 ist die folgende Abbildung ein Isomorphismus

fiv 2 U = Im(f) : z = f(x).

Wihle eine Basis (di, ..., d,) von Im(f). Dann ist (by,...,b,) mit b; :== (fiv)*(d;)

eine Basis von U, nach Aufgabe 4.29. Wéhle nun eine Basis (b1, . . ., b,) von Ker(f),
dann ist B = (by,...,b,) eine Basis von V' = U @ Ker(f). Erginze ferne (dy,...,d,)
zu einer Basis D = (dy,...,d,,) von W vermoge Satz 4.21. Dann:

d; i=1,...,r
bZ — 19 ) AR
f(b) {O, t=r+1,...,n.

Also hat ME(f) die gewiinschte Gestalt. O

*Man bezeichnet die vier Matrizen 1, € Mat,(K), 0 € Mat (r x (n —r),K), 0 € Mat ((m —
r)xr,K) und 0 € Mat((m —r) x (n—r), K) auch als Blécke von MJ(f) und die Matrix M5 (f)

als eine Blockmatriz.
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Korollar 6.32 (Normalform einer Matrix beziiglich Aquivalenz)
Zu A € Mat(m x n, K) mit r = rang(A) existieren Matrizen S € Gl,,(K) und

T € Gl,(K) mit
SvoT:(]gT O). (15)

Die rechte Seite heifst die Normalform von A beziiglich Aquivalenz.

Beweis: Anwendung des Satzes 6.31 auf fn : K™ — K™ liefert B und D von K"
bzw. K™ mit

1,10
(O 0):M5<fA>=T5oM£<fA>oT5=T5voT5.

Die Behauptung folgt also, da S := Tk und T := TE invertierbar sind. O

Beispiel 6.33
Die folgende Matrix A € Mat(3 x 4, R) hat Rang 2 und hat somit die Matrix B als
Normalform:

1 2 3 4 1000
A=156 78|, B=]10100
2 4 6 8 0000

Bemerkung 6.34 (Normalform als guter Repriisentant einer Aquivalenzklasse)

Aus Korollar 6.32 folgt, dafl zwei Matrizen genau dann dquivalent sind, wenn sie den
gleichen Rang haben. Mat(m x n, K) zerfillt also in min{m,n} + 1 Aquivalenzklas-
sen und jede Aquivalenzklasse ist durch den Rang einer ihrer Matrizen eindeutig
bestimmt. Dariiber hinaus besitzt jede Aquivalenzklasse A, A € Mat(m x n, K),

einen besonders schénen Reprasentanten, ndmlich

1,10
00 /)
Diesen Repriisentanten der Aquivalenzklasse von A nennt man die Normalform von

A beziiglich Aquivalenz.
Korollar 6.35 (Zeilen- und Spaltenrang)

a. A€ Mat,(K) ist genau dann invertierbar, wenn A' invertierbar ist.
In dem Fall gilt

(A7) = (47"
b. Fir eine Matrizx A € Mat(m x n, K) gilt
rang(A) = rang (A°).

Insbesondere ist die Anzahl linear unabhdngiger Spalten in A gleich der Anzahl

linear unabhdngiger Zeilen!
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Beweis: a. Es sei A invertierbar und B = A~!. Dann gilt
t At t t
B'A'=(AB)' =1, =1,,

so daf8 A? nach Korollar 5.23 invertierbar ist mit Inverser (At)_1 = (A_l)t.

Ist umgekehrt A invertierbar, so ist nach dem eben gezeigten auch A = (A")

invertierbar.

b. Nach Korollar 6.32 finden wir invertierbare Matrizen S € Gl,,,(K) und T €

Gl,.(K), so daB
SoAoT = 1,10
010

in Normalform mit r = rang(A) gegeben ist. Dann ist aber
t
t t t ]17” 0
T'o Ao S' = 0 1o € Mat(n x m, K)
ebenfalls eine Matrix in Normalform. Es gilt also

rang (I" o A'o S') =7

und wegen Teil a. ist die Matrix 7% o A o S* dquivalent zu A?, so daf sie nach
Proposition 6.29 den gleichen Rang hat wie A’.

O
Beispiel 6.36
Die Matrix
112 35
A=1010 2 2
00131

hat offenbar den Rang 3, da die ersten drei Spalten schon linear unabhéngig sind.
Mithin hat auch die transponierte Matrix

I

=S

|
Ot W N = =
NN DD = O
_— W = O O

den Rang 3, d.h. die drei Spalten sind linear unabhéngig.
Bemerkung 6.37 (Ringe und Moduln)

Die Identifikation von linearen Abbildungen und Matrizen funktioniert auch fiir
Moduln iiber Ringen, wenn sie endliche Basen besitzen. Die Beweise dndern sich
nicht. Man erhélt also die Aussagen der Satze und Bemerkungen 6.6, 6.7, 6.14 und
6.15 ohne Anderung fiir Moduln, die endliche Basen besitzen — die zugehdrigen
Definitionen kann man ebenfalls ohne Anderung iibernehmen. Die weiteren Aussagen

des Abschnitts zur Aquivalenz von Matrizen und zu deren Rang gelten in dieser Form
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nicht allgemein fiir lineare Abbildungen von Moduln. Selbst wenn zwei Moduln V'
und W Basen besitzen, mufl das Bild einer linearen Abbildung von V' nach W keine

Basis haben, so dal man den Rang der Abbildung dann gar nicht definieren kann.

Aufgaben

Aufgabe 6.38 (Zyklische Unterrdume)

Sei f € Endg(V), 0# x € V und m € N minimal mit f™ !(z) # 0 und f™(z) = 0.
a. Zeige, B= (f""!(z), f"*(z),..., f(z),z) ist eine Basis von U = Lin (B).
b. Zeige, U ist f-invariant.
c. Bestimme ME(fy).

Wir nennen U einen zyklischen Unterraum von V.

Aufgabe 6.39
Fiir Matrizen A € Mat(n x p, K) und B € Mat(m x n, K) gilt:

rang(B o A) < min { rang(A),rang(B)}.

Aufgabe 6.40
Fiir eine Matrix A € Mat(m x n, K) bezeichne ZR(A) die lineare Hiille der Zeilen
von A und SR(A) die lineare Hiille der Spalten von A.
Zeige fir A € Mat(m x n, K), S € Gl,,(K) und T € Gl,(K)
ZR(A) = ZR(SA) und SR(A) = SR(AT).

Aufgabe 6.41
Betrachte den Vektorraum P, der Polynome vom Grad hochstens n iiber R (siehe
Beispiel 3.6) mit Basis B = (tY,t!,...,¢") und die formale Ableitung

d:Pn—>Pn:Zak-tkl—>Zk-ak~tk’1,
k=0 k=1

von der wir aus Beispiel 3.21 bereits wissen, daf sie R-linear ist.

a. Berechne die Matrixdarstellung ME(d) und den Rang von d.
b. Zeige, daBf im Fall n = 3 auch D = (t°,¢° + ¢} ¢! + ¢?,#* 4 t*) eine Basis von

Py ist und berechne die Basiswechsel T und T5 sowie die Matrixdarstellung

ME(d).
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§ 7 Der Gauf3-Algorithmus

In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dal man jede Matrix durch elementare Zei-
lenoperationen in Zeilen-Stufen-Form transformieren kann, und einen Algorithmus

angeben, der dies tut, den Gaufl-Algorithmus.

Definition 7.1 (Zeilen-Stufen-Form)
Es sei A = (a;;) € Mat(m x n, K).

a. A ist in Zeilen-Stufen-Form, kurz ZSF, falls es ein r, mit 0 < r < m und
Indizes ji,...,7, mit 1 < j; < js < ... < j. < m gibt, so dafl folgendes gilt:
(i) a;=0fir1<i<rundl<j<y,
(i) a;=0firr<i<mundj=1,...,n, und
(i) a;, #0firi=1,...,r.
Die Korperelemente a;;, heilen die Pivots der Zeilen-Stufen-Form. Man beach-
te, dal A genau r linear unabhéngige Zeilen hat und daf§ somit r = rang(A)!
b. FEine Zeilen-Stufen-Form von A heif3t reduziert, falls zusétzlich gilt:
(iv) @, =1firi=1,...,r, und

(v) ap; =0firk<iundi=1,...,r.

Bemerkung 7.2
Eine Matrix A in Zeilen-Stufen-Form ist also von der folgenden Gestalt:

O ... ... 0 ... 0 agy, * ... ... ... .. ... L. %
O ... ... ... ... ... 0 ... O0fag * ... ... ... %

Al . :
O .. oo oo sl O‘arjr X L. %
0

Hat A reduzierte Zeilen-Stufen-Form, so sind die Pivots alle Eins und die Eintrége
in der Spalte oberhalb der Pivots sind alle Null.

Beispiel 7.3

Betrachte die Matrizen A, B,C' € Mat(4 x 5, K') mit

0[{1 0 3 0 2 5 01000
. 0 0|1 20 B- 2 5 and O — 1 03 40
0 0001 0 0 00220
00000 0 1 000O0O0

Die Matrix A ist in reduzierter ZSF mit rang(A) =r =3, j1 = 2, jo» = 3 und j3 = 5.
Die Matrix B ist in ZSF mit rang(B) =r =4 und j; = 1, jo = 2, j3 = 3 und j, = 4.
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Die ZSF ist aber nicht reduziert.
Die Matrix C ist nicht in ZSF. Aber durch Vertauschen der beiden ersten Zeilen
entsteht eine Matrix, die ZSF hat.

Fiir die folgende Definition erinnern wir uns (sieche Beispiel 4.11) an die Matrizen
Ef = (em)ik=1,.... = (0i - Ojk )1 k=1,..n € Mat,(K),
die an der Stelle (4, j) den Eintrag 1 und sonst nur Nullen als Eintrége haben.

Definition 7.4 (Elementarmatrizen)
Esseien 0 #X € K, n>0und 1 <4,j <n mit i # j. Wir definieren die folgenden
quadratischen Matrizen in Mat(n, K), die auch als Elementarmatrizen bezeichnet

werden:

a. Si(\):=1,+(\—1)-E,

b. @\ :=1,+X-FE/ und

c. P/:=1,-E/—FE +FE/ +FE.
Die Matrizen P/ heifien zudem Permutationsmatrizen.
Bemerkung 7.5 (Elementare Zeilen- und Spaltenoperationen)
Esseien 0 # X\ € K, 1 <4, <mnmiti#jund A € Mat(n x m, K).

[ Si(\)oA geht aus A hervor, indem man die i-te Zeile von A mit A multipliziert.

II QJ(\)o A geht aus A hervor, indem man zur i-ten Zeile das A-fache der j-ten
Zeile addiert.

I11 Pij o A geht aus A hervor, indem man die i-te und j-te Zeile vertauscht.

Man nennt die Multiplikation von links mit diesen Matrizen auch elementare Zei-
lenoperationen. Analog erhélt man elementare Spaltenoperationen, indem man mit
den Matrizen von rechts multipliziert.

I AoS;(\) geht aus A hervor, indem man die j-te Spalte von A mit A multipliziert.

I Ao Qz (A) geht aus A hervor, indem man zur j-ten Spalte das A-fache der i-ten
Spalte addiert.

Ir Ao Pz-j geht aus A hervor, indem man die i-te und j-te Spalte vertauscht.

Proposition 7.6 (Elementarmatrizen sind invertierbar.)
Esseien0# N e K, 1<i,j<n miti+#j und A€ Mat(n x m,K). Dann gelten:

a. Si(A1) o Si(\) =1,
b. QI(=\)oQ'(\) =1,, und
c. Pij oPij =1,.

Insbesondere sind die Elementarmatrizen invertierbar und die Inversen sind wieder-

um FElementarmatrizen vom gleichen Typ.
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Beweis: Wir fiihren den Beweis fiir b. vor. Die iibrigen Teile lassen sich dann analog
zeigen. Fiir 0 # A € K gilt, vermittels der Distributivitdt der Matrixmultiplikation:
QN oQ(N) = (1,—X-E)o(l,+ X E)=1,- N EloE =1,,

da Ef o Ef = 0 wegen i # j. Beachte dazu, daf fiir Ef o El] = (c) gilt:

Cli = Z 5i15jp§ip5jk7

p=1
und daB fiir ¢ # j und p beliebig gilt d;,0;, = 0. O
Satz 7.7 (Existenz der reduzierten Zeilen-Stufen-Form)
Jede Matriz A € Mat(m x n, K) lift sich mittels endlich vieler elementarer Zei-

lenoperationen in reduzierte Zeilen-Stufen-Form rZSF(A) dberfihren, d.h. es gibt

Elementarmatrizen Ty, ..., Ty, so daf
rZSF(A)=T)o...0T, 0 A.

Beweis: Sei A € Mat(m x n, K). Ist A = 0, so hat A bereits ZSF mit » = 0 und

wir sind fertig.

Ist A # 0, so fiithre folgende Schritte durch:

1. Schritt: Durchlaufe die Spalten von oben nach unten, mit der ersten Spalte
beginnend, bis der erste Eintrag a;,;, # 0 gefunden ist:

O ... 0 0 =x ... x
0 = *

ailjl * *

* * *

0 ... 0 =« * ... %

2. Schritt: Steht a;,;, nicht in der ersten Zeile, d. h. ¢; # 1, dann vertausche die
Zeilen ay und a;, - Zeilenoperation vom Typ III. Die so entstandene Matrix
heiBe A, = (@;;). Dann ist @, unser erstes Pivot.

3. Schritt: Erzeuge in der Spalte @’* von Zl unterhalb von a;; Nullen durch
elementare Operationen vom Typ II, d. h. addiere fiir £ = 2,...,m zur k-
ten Zeile das —%-fache der ersten Zeile. Die Spalten mit Index kleiner als

J1
j1 werden dadurch nicht gedndert. Das Ergebnis ist dann eine Matrix von der

Form:
0 ... 0 ag-)l L
o 0 ... 0 0 |
Ay
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wobei Ay eine (m — 1) x (n — j;)-Matrix ist, sofern j; # n.

Ist n —j; = 0 oder m — 1 = 0 oder A® =0, so sind wir fertig.

Andernfalls ist Ay # 0, und wir fithren Schritt 1-3 mit As durch. Dabei kann man
alle Zeilenoperationen auf die Matrix A ausdehnen, ohne da8 sich in den ersten j;
Spalten etwas @ndert, da dort nur Nullen stehen. Ist A umgeformt, so erhélt man
eine Matrix A® der Form:

0 ... 0 ag?l P I

O ...0 0 ... 0 agl x L.k
A=10..0 0 ... 0 0

: Do : : As

o ...0 0 ... 0 O

mit einem Pivot agl und, sofern nicht m — 2 = 0 oder n — jo = 0, einer Matrix As,

die eine Zeile und mindestens eine Spalte weniger als A hat.

Ist A3 = 0, so sind wir fertig. ansonsten fahren wir fort wie bisher und erhalten
Matrizen A®), Ay, A® etc.. Das Verfahren stoppt, falls nach r-maligem Durchlaufen
der Schritte 1-3 entweder » = m oder r = n oder A,;; = 0. In jedem der drei Fille
ist die Matrix A" in ZSF.

Um die Matrix A" = <a§;)> in reduzierte ZSF zu bringen, multiplizieren wir

zunéchst die Zeilen agr), fir « = 1,...,r, mit %, was einer elementaren Zeilen-
a. .

operation vom Typ I entspricht. Die so entstehende Matrix heifie A’ = (ai;). Sodann
addiert man fiir ¢+ = 1,...,r und k = 1,...,2 — 1 zur k-ten Zeile das —a;ji—fache
der i-ten Zeile — elementare Operationen vom Typ II — und nennt in jedem Schritt
i die neue Matrix wieder A’. Man sieht unmittelbar, dafl die entstehende Matrix
A" = (a;’J) reduzierte ZSF hat, da in Spalte j; die Elemente a;; in ay; = 0, fiir
k < 1, iibergegangen sind. O]
Bemerkung 7.8 (Eindeutigkeit der reduzierten Zeilen-Stufen-Form)
a. Der Beweis des Satzes ist konstruktiv, das heiffit, aus dem Beweis 143t sich
ein Algorithmus zur Berechnung einer ZSF von A herleiten, der sogenannte
Gauf-Algorithmus.

b. Die reduzierte Zeilenstufenform einer Matrix A ist eindeutig bestimmt, was die
Bezeichnung rZSF(A) rechtfertigt.

Beweis der Eindeutigkeit der Zeilenstufenform: Es sei also A € Mat(m x
n, K) eine m x n-Matrix.

Da elementare Zeilenoperationen durch Multiplikation mit Elementarmatrizen von
links realisiert werden, gilt fiir eine ZSF B von A, daf es eine invertierbare Matrix

S € Gl (K) gibt mit B = S o A (vgl. auch Satz 7.7). Mit Aufgabe 6.40 folgt dann
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ZR(A) = ZR(B), insbesondere gilt mit Korollar 5.7 also, da§ die Nicht-Null-Zeilen
von B eine Basis von ZR(A) bilden, da

r = dimg (ZR(A)) = rang(A) = rang(B). (16)

Seien nun B = (b;;) und B’ = (b};) zwei reduzierte ZSF von A mit Zeilenvektoren
bi,..., by bzw. by, ..., b und Pivotspalten {ji,...,j.} bzw. {ji,...,J.} - beachte,
daff die Anzahl r = rang(A) nach (16) fiir beide gleich ist. Wir zeigen nun per
Induktion, daf} die Zeilen der Matrizen B und B’ iibereinstimmen.

Induktionsbehauptung: Fir i € IN gilt entweder 7 > r oder b,_; = b/._., insbesondere

r—1)

also jr—i = j;_;-

Induktionsanfang: i = 0. O. E. gelte j, > ji.. Da b, € ZR(A) = Lin (b},...,b.), gibt

es Ay, ..., A\ € K mit
b= A,
=1

Insbesondere gilt firi=1,...,r —1
0= bT‘jZ{ = >\z und bm'?g = )\T,

nach (iv) und (v) in Definition 7.1 angewandt auf die reduzierte ZSF B’ mit Pi-
votspalten j,...,j. sowie (i) angewandt auf die ZSF B. Also folgt b, = A, - b... Da
b, # 0, mufl A\, # 0 gelten und somit j/. = j,. wegen (i) in 7.1. Aber dann gilt nach
(iv) in 7.1 1 = b,j, = A, und somit b, = 0.

Induktionsschritt: 0 < @ < r — 1 und die Behauptung gelte schon fiir 0,...,7 — 1.

O. E. gelte j,_; > j/_,. Nach Induktionsvoraussetzung gilt nun b,_; € ZR(A) =
Lin (b’l, oo b b, ,br) also gibt es Ay, ..., A, € K mit

by :Z_:Akb;+ > A
k=1

k=r—i+1
Insbesondere gilt nach (v) in Definition 7.1, angewandt auf die reduzierte ZSF B,
firk=r—i+1,...,r

O - bT—l]k - )\k7
da r—i < k, und (i) angewandt auf B sowie (v) auf B’ liefert fir k =1,...,r—i—1
0= br—ij,’g = )\ka

da j;. < j7i_; < jr—i. Insgesamt erhalten wir also wieder
brfi = /\T,ib;f,i. (17)
Wire j.—; > j,_;, dann wire wieder mit (i) 0 = b,_;» = A._; im Widerspruch

zu (17) und b,—; # 0. Also ist j,—; = j/_, und dann folgt mit (iv) aus 7.1, da8
)\'r—i = br—i i — 1, und damit aus (17)) br—i = b;_z

Also haben wir mit Induktion gezeigt, daf die Zeilen von B und B’ iibereinstimmen,

d. h. dafl die reduzierte Zeilenstufenform von A eindeutig bestimmt ist. m
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Beispiel 7.9
Wir iiberfithren nun die folgende Matrix in reduzierte ZSF.

0 0 -1 2 3 1 1 -3 0 2
111 IIT—IIT1+1
-1 1 302 | —21, 0 0 -123 | —
1 -1 14 3 1 -1 14 3
~1 1|3 0 2 “11 -3 0 2
III—II11-2-11 I——I1I——II
00/-12 3 s 00 -12 3| ——=
— e IMI——1III
00/-2 45 00 00 —1
1 -13 0 -2 1 13 00
I—I1+42-111 I—1-3-11
0O 01 -2 -3 *m) 0O 01 -2 0
0 00 0 1 0 00 01
1 10 60
0 01 -2 0
0 00 01

Die vierte Matrix besitzt bereits ZSF mit unterstrichenen Pivots, die letzte ist in
reduzierter ZSF.

Wir bemerken, dal wir auch auf anderem Weg zum Ziel gekommen wéren, und zwar
durch andere Wahl der Pivots.

0 0 -1 23 1 -1 1 4 3
I—IIT1 II—I1I+1
-1 1 -3 0 2 P -1 1 -3 0 2 P
1 -1 143 0 0 -1 23
1 -1 143 11 143
IIT—IIT-111 IT——L.01
0 0|=2 45 — 0 0 =2 4 5 [T T
0 0|-12 3 o 0 001
1 -11 4 3 1 =11 40
5 II—3-111 IsI—I1
0 01 -2 —3 0 01 =20
2 IT—IT+3-111
60 00 0 1 0 00 01

1 -1 0 6 0
0 01 -2 0
0 00 01
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In der Praxis sind 1000 x 1000-Matrizen keine Seltenheit. Dort wird mit einer festen
Stellenzahl gerechnet und deshalb treten bei grofen Matrizen unter Umstédnden er-
hebliche Rundungsfehler auf. Es kommt der Wahl der richtigen Pivots eine grofle
Bedeutung zu. Ist das gewédhlte Pivot zu klein, so kann bei Division durch dieses
Pivot im dritten Schritt der Rundungsfehler riesig werden - fiir den Computer be-
deutet dies in etwa, als ob man durch Null zu dividieren versuche. Deshalb wéhlt
man in der Praxis das betragsméflig grofite Element als Pivot.

Rechnet man allerdings in Computeralgebrasystemen mit exakter Arithmetik, so
spielt die Ausloschung durch Rundungsfehler keine Rolle. Dort muf8 man eher dafiir
sorgen, dafl die Zahlen, d. h. die Z&éhler und Nenner, nicht zu grofl werden, da dies
zu erheblichen Geschwindigkeitsverlusten fithren wiirde.

Wir wollen abschlieend den Gauf-Algorithmus in leicht abgewandelter Form als
rekursiven Algorithmus zur Bestimmung der reduzierten ZSF einer Matrix formu-
lieren.

Algorithmus 7.10 (GauB-Algorithmus)
INpUT: A € Mat(m x n, K).

OutpuT: rZSF(A), die reduzierte Zeilen-Stufen-Form von A.

0. Schritt: Falls A = 0, gehe zu Schritt 8.

1. Schritt: Falls m = 1, gehe zu Schritt 7.

2. Schritt: Durchlaufe die erste Spalte von oben nach unten, bis ein Element
ungleich Null a;; gefunden wurde oder das Ende der Spalte erreicht ist.

3. Schritt: Wurde kein a;; # 0 gefunden, bilde eine Untermatrix B von A durch
Streichen der ersten Spalte von A und gehe zu Schritt 6. Andernfalls, vertausche
die Zeilen a; und a;.

4. Schritt: Fiir k = 2,...,m addiere zur k-ten Zeile das —%—fache der ersten.

5. Schritt: Falls n = 1, gehe zu Schritt 7. Andernfalls bilde eine Untermatrix B
von A, durch Streichen der ersten Zeile und der ersten Spalte von A.

6. Schritt: Wende den Algorithmus auf die Untermatrix B an.3

7. Schritt: Die Matrix A ist nun in ZSF. Fiir ¢ = m bis ¢ = 1, d. h. riickwérts
zéhlend, durchlaufe die Zeile a;, beginnend mit der ersten Spalte, bis ein Ele-
ment a;; # 0 gefunden wurde oder das Ende der Zeile erreicht ist.

In letzterem Fall tue nichts, in ersterem multipliziere die Zeile a; mit % und
addiere fiir k =1,...,7 — 1 zur k-ten Zeile das —ay,-fache der i-ten Zeilej.

8. Schritt: Gib die (verdnderte) Matrix A zuriick.

A) Algorithmus zur Berechnung des Rangs einer Matrix
Lemma 7.11
Elementare Zeilen- oder Spaltenoperationen dndern den Rang einer Matrix nicht.

3Dies ist der Rekursionsschritt, indem der Algorithmus mit einer kleineren Untermatrix auf-

gerufen wird. Das Ergebnis, das man dabei zuriick erhélt, wird wieder in die Matrix A eingefiigt.
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Beweis: Multipliziert man eine Matrix A mit einer invertierbaren Matrix, so erhélt
man eine dquivalente Matrix. Wegen Proposition 6.29 éndert dies den Rang der
Matrix nicht. Da elementare Zeilen- und Spaltenoperationen durch Multiplikation
mit invertierbaren Matrizen entstehen, &ndern auch diese den Rang der Matrix nicht.

O]

Algorithmus 7.12 (zur Bestimmung des Rangs)
INpUT: A € Mat(m x n, K).

OuTpuT: rang(A)
1. Schritt: Uberfiihre A in ZSF.

2. Schritt: Zahle die Anzahl r der Nicht-Nullzeilen in der ZSF.
3. Schritt: Gib r zuriick.

Beispiel 7.13
In Beispiel 7.9 haben wir eine ZSF berechnet:

0 0 -1 2 3 1 -1 0 6 0
A= =1 1 =3 0 2 O S 0O 01 -2 0
1 -1 1 4 3 0 0 0 01

Die Matrix A hat also Rang 3.

B) Algorithmus zur Berechnung der Inversen einer Matrix

Satz 7.14 (Kriterium fiir die Invertierbarkeit einer Matrix)
Es sei A € Mat(n, K). Dann sind gleichwertig:

a. A ist invertierbar.
b. 1ZSF(A) = 1,,.
c. FEs gibt Elementarmatrizen Ty, ..., Ty € Mat(n, K) mit:

Tp,o...oTi0A=1,.
d. FEs gibt Elementarmatrizen Ty, ..., T, € Mat(n, K) mit:
A=To...0oT].
Insbesondere wird die Gruppe Gl,,(K) also von den Elementarmatrizen erzeugt.
Beweis: Nach Korollar 6.27 gilt, daf§ A genau dann invertierbar ist, wenn rang(A) =

n. Also folgt die Aquivalenz von a.-d. aus Satz 7.7 unter Beriicksichtigung von Pro-

position 7.6. ]



§ 7. DER GAUSS-ALGORITHMUS 103

Aus Satz 7.14 leitet sich folgendes Verfahren zur Bestimmung der Inversen einer in-
vertierbaren Matrix ab. Hierzu beachte man, daf fiir Elementarmatrizen T3, ..., T},
fiir die gilt, da Ty o... 0Ty 0o A = 1, auch gilt, dafl

Tyo...oTyo(A1,) = (1,,Tyo...0Ty) = (1,,A7").
Algorithmus 7.15 (zur Bestimmung der Inversen)
INpUT: A € Mat(n, K).
OutpuT: Inverse von A, falls sie existiert, eine Fehlermeldung sonst.
1. Schritt: Erweitere die Matrix A um 1,, zu C' = (A, 1,,) € Mat(n x 2n, K).

2. Schritt: Uberfithre C' in reduzierte ZSF C’ = (A’, B).
3. Schritt: Falls rang (A’ ) = n, dann gib B zuriick, sonst eine Fehlermeldung.

Beispiel 7.16
Wir betrachten die 3 x 3-Matrix

111
01 1 | eMat(3x3K)
101

und versuchen die Inverse mittels des Algorithmus 7.15 zu bestimmen.

A 1,
1 1 1 1 0 0
0O 11} 0 1 0
1 01, 0 0 1 I — 117 -1
1 11 1 0 0
O 11} 0 1 0
0 -1 0|-1 0 1 NI — 11T +11
1 11, 1 0 0 I—1-1I1
0O 11} 0 1 0 IT—II—-1I1
0 0 1]-1 1 1
1 10 2 -1 -1 I—1—-1I
0 10| 1 0 -1
0 0 1]-1 1 1
1 00 1 -1 0
0 10 1 0 —1
0 0 1]-1 1 1
Hieraus ergibt sich geméfl obigem Algorithmus zunéchst, da3 A invertierbar ist, und
ferner, daf
1 -1 0
ATl = 1 0 -1

-1 1 1
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C) Algorithmus zur Berechnung der Normalform einer Matrix

Korollar 7.17 (Normalform einer Matrix)
Sei A € Mat(m x n, K) mit r = rang(A), so laft sich A durch endlich viele elemen-
tare Zeilen- und Spaltenoperationen auf die folgende Form bringen:

1,10
(100 .

Beweis: Die Aussage folgt aus Korollar 6.32 und Satz 7.14, da elementare Operatio-
nen nach Bemerkung 7.5 durch Multiplikation mit Elementarmatrizen realisierbar
sind. N

Wir wollen nun noch an einem Beispiel zeigen, wie man eine Matrix mittels des
gaufischen Verfahrens auf Normalform (18) bringt.

Algorithmus 7.18 (Normalform-Algorithmus)
INpUT: A € Mat(m x n, K).

OutpuUT: Normalform NF(A) von A beziiglich Aquivalenz sowie die zugehori-
gen Transformationsmatrizen S € Gl,,(K) und T € Gl,(K)

1. Schritt: Uberfiihre A durch elementare Zeilenoperationen in (reduzierte) ZSF
und {iberfiihre 1,, durch die selben Zeilenoperationen in eine Matrix S.

2. Schritt: Uberfithre A durch elementare Spaltenoperationen in Normalform
und iiberfiihre 1,, durch die selben Spaltenoperationen in eine Matrix 7T'.

3. Schritt: Gib die Normalform von A sowie die Matrizen S und T zuriick.

Beispiel 7.19
Durch elementare Zeilen und Spaltenoperationen iiberfithrt man Ay, A € K, in

Normalform:
1, Ay 1,
1 001 0 A 10 0
0 1 0|0 1 0 0 1 0 I — ZI1T —\-Z1
0 0 1|A 0 1 0 0 1
1 001 0 A 10 0
0 1 0|0 1 0 0 1 0 SIITw— SIIT —X\-SI
=X 0 1/0 0 1=X1]00 1
1 0 0|1 0 0 10 =X falls A = £1 fertig,
0 1 0|0 1 0 01 0 sonst SIII!—)ﬁuS’III
-2 0 1/0 0 1-=X1]00 1
1 00/10 0 |10 -
0 1 0|0 1 0 0 1 0
-2 0 1/00 1 |00 s
S NF(A,) T
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Fiir die Normalform NF(A) = SAT erhalten wir also

100 1 00 10 -2
NF(A4)=[010|, S=f 0 10|, T=]101 0 ,
001 -A 01 00 o
falls A # £1, und sonst
100 1 00 10 =\
NF(A)=[010|, S=f 0 10|, T=]101 0
000 -\ 0 1 00 1

Insbesondere gilt, rang(A) = 3 fiir A2 # 1 und rang(A) = 2 sonst.

D) Algorithmus zur Berechnung einer Basis

Der folgende Algorithmus zur Bestimmung einer Basis aus gegebenem Erzeugenden-
system beruht auf der Tatsache, dal elementare Zeilenoperationen den Zeilenraum
nicht verdndern - vgl. Aufgabe 6.40.

Algorithmus 7.20 (Basisberechnung)
INpuT:  Ein Erzeugendensystem F' des Unterraums U C K™.

OutruT: Eine Basis von U.
1. Schritt: Schreibe die Vektoren von F' als Zeilen in eine Matrix A und

iberfithre A in Zeilen-Stufen-Form.
2. Schritt: Gib die ersten rang(A) Zeilen als Vektoren zurtick.

Beispiel 7.21
Betrachte U = Lin ((1,0,—1,2,3)%, (1, —1,1,4, 3)*,(0,2, —4, —4,0)!) < R5:

1 0 -1 2 3 1 0 -1 2 3
1 -1 1 4 3 _ ... 0 -1 2 20
0 2 -4 -4 0 0O 0 000

Also ist B = ((1,0,-1,2,3)",(0,—1,2,2,0)") eine Basis von U.

E) Algorithmus zum Test auf Injektivitit / Surjektivitit / Bijektivitit

Bemerkung 7.22
Sei A € Mat(m x n, K). Aus der Dimensionsformel fiir lineare Abbildungen 5.20
dimy (Ker(f4)) =n — rang(A)
folgt unmittelbar:
o f4 ist injektiv <= rang(A)=n

o f4 ist surjektiv <= rang(A) = m.
o f4 ist bijektiv <= rang(A) =n=m.
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Algorithmus 7.23 (Test auf Injektivitéit / Surjektivitat / Bijektivitit)
INpUT: A € Mat(m x n, K).

OvutpuT: Meldung, ob f4 injektiv, surjektiv oder bijektiv ist.

1. Schritt: Bestimme den Rang r von A.
2. Schritt: Ist r = m = n, gib “f4 ist bijektiv” zuriick. Ist r = m < n, gib “fx

ist surjektiv” zuriick. Ist r = n < m, gib “f4 ist injektiv” zuriick.

Beispiel 7.24
Die zur folgenden Matrix A € Mat(3 x5, R) gehorende Abbildung f4 : R — R3 ist
weder injektiv noch surjektiv, da rang(A) =2 < 3 =m und rang(A) =2 <5=mn:

1 0 -1 2 3 1 0 -1 2 3
A= 1 —1 1 4 3 — ... 0 —1 2 20
0 2 —4 —4 0 0O 0 000

F) Algorithmus zur Berechnung der Summe zweier Unterriume

Die Berechnung der Summe zweier Unterrdume, die durch Erzeuger gegeben sind,

ist einfach, da man nur die Erzeuger der beiden Unterrdume vereinigen muf.

Algorithmus 7.25 (Summe zweier Unterrdume)
INPUT: Erzeugendensysteme F' und G von zwei Unterrdumen U und U’ des K™.

OutruT: Eine Basis von U + U".

1. Schritt: Bilde aus F' und G ein Erzeugendensystem und berechne mittels 7.20
eine Basis von U + U’ = (FUG).
2. Schritt: Gib diese Basis zuriick.

G) Algorithmus zum Testen auf lineare Unabhingigkeit

Da eine endliche Familie von Vektoren genau dann linear unabhéngig ist, wenn
sie eine Basis ihres Erzeugnisses ist, und da die Dimension des Erzeugnisses einer
solchen Familie gerade der Rang der Matrix ist, deren Spalten die Erzeuger sind,
liefert Korollar 5.7 den folgenden Algorithmus.

Algorithmus 7.26 (Test auf lineare Unabhéngigkeit)

INPUT: Eine Familie F' von m Vektoren in K".
OvutpuT: Eins, falls F' linear unabhéngig ist, Null sonst.
1. Schritt: Ist F' leer, gib Eins zuriick, sonst schreibe die Vektoren in F' als

Spalten in eine Matrix A.
2. Schritt: Ist rang(A) = m, so gib Eins zuriick, sonst Null.

Ist f = fa fiir eine m x n-Matrix A, dann wird das Bild von f von den Spalten von

A erzeugt. Wir konnen eine Basis des Bildes also wie folgt bestimmen.
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H) Algorithmus zur Berechnung des Bildes einer linearen Abbildung

Algorithmus 7.27 (Bild von f,)
INpUT: A € Mat(m x n, K).

OutpuT: Eine Basis von Im(f,).

1. Schritt: Transponiere A und iiberfiihre die Transponierte in ZSF.
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2. Schritt: Transponiere das Ergebnis wieder und gib die ersten rang(A) Spal-

tenvektoren zuriick.

Bemerkung 7.28 (Ringe und Moduln)

Der Gauf3-Algorithmus zur Berechnung einer reduzierten ZSF funktioniert iiber be-

liebigen kommutativen Ringen mit Eins im allgemeinen nicht mehr, da man dazu

teilen mufl. Man kann eine Matrix aber auch durch elementare Zeilenoperationen in

nicht-reduzierte ZSF iiberfiihren, ohne zu teilen. Fiir manche Fragen ist eine solche

ZSF hinreichend, die dann {iber Ringen berechnet werden kann. Im Ubrigen funktio-

niert auch der Algorithmus zur Berechnung der reduzierten Zeilenstufenform, wenn

man zwischendurch nur durch Elemente teilen muf, die ein Inverses im Ring besit-

zen. Damit kann man bei invertierbaren Matrizen dann z.B. die Inverse berechnen.

Aufgaben

Aufgabe 7.29
Esseien 0 # X € K, 1 <4,j <n mit ¢ # j. Dann gelten:
QN = 8;(A71) 2 Qi(1) 0 S(N),
und
P! = Qj(1) 0 /(1) 0 Q;(1) 0 S;(~1).

Aufgabe 7.30
Berechne den Rang der folgenden Matrix in Abhéngigkeit von a und b:

b
0 € Mat(3 x 4, R).
a

2 2 O
o o o
>t o o

Aufgabe 7.31
Bestimme die Inverse der Matrix

3 -1 4
25 -1 3
€ Mat,(R).
04 -3 ata(R)
31 -5 -2
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Aufgabe 7.32
Transformiere die folgende Matrix A in Normalform beziiglich Aquivalenz und gib

auch die Transformationsmatrizen S und 7" an:

1 -2 3 0
2 -7 10 -1

A= € Mat,(R).
2 4 -7 2
3 -5 7 1

Aufgabe 7.33
Uberpriife die folgende Abbildung auf Injektivitit und Surjektivitét:

1 201 + 19 + 24
3
gZR4%R4S ) N X1+ Lo+ T3+ X4
T3 2ZL‘1+CL’3+ZE4
T4 21 +x9 + 73

Aufgabe 7.34

Es sei U = {(ay,...,a5)" € R® | a1 — 2a3 = 0 = 2a4 + a5} < R°. Bestimme die
Dimension von U sowie eine Basis von U, die den Vektor (2,1,1, —1,2)" enthiilt.
Aufgabe 7.35

Seien U = ((1,0,1,1),(~1,1,0,0)") < R* und U’ = {(1,0,1,0)%,(1,1,1,1)%) < R™.
Zeige, R* =U U
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§ 8 Lineare Gleichungssysteme
Definition 8.1 (Lineare Gleichungssysteme)
a. FEin lineares Gleichungssystem iiber K
a1 + aprs + ...+ apr, = b
(LGS) aox1 + ATy + ... 4+ aopx, = by
Am1T1 + GmaTa + ... + QunTn = bnm
besteht aus m Gleichungen in n Unbestimmten oder Variablen x1,...,x, mit

a;j,b; e K fir1 <i<mund 1 <j <n.

Da sich (LGS) mit A = (a;;), b= (b1, ... ,by)  und z = (z1,...,2,)" vermittels

Matrixmultiplikation auch kurz schreiben 148t als
Ax =b,

sprechen wir meist von dem linearen Gleichungssystem Ax = b.

b. Die Matrix

A= (a;) = : : € Mat(m x n, K)

am1 --- Amn

heiBt Koeffizientenmatriz und der Vektor b = (by,...,b,)" € K™ die Inhomo-

genitit des Gleichungssystems (LGS). Ferner heifit die Matrix

ayr ... Qip b1
(A]d):= : : : € Mat (m x (n+ 1), K)
Am1 .. Amn bm

die erweiterte Koeffizientenmatriz von (LGS).

c. Das lineare Gleichungssystem (LGS) heifit homogen, falls b = Ogm der Null-

vektor in K™ ist. Ansonsten heifit das System inhomogen.

d. Ist ein lineares Gleichungssystem Ax = b gegeben, so heifit das Gleichungssy-

stem Az = 0 (mit 0 = Ogm) das zugehdrige homogene Gleichungssystem.

e. Ein Vektor ¢ = (¢q,...,¢,)" € K™ heiit Losung von (LGS), wenn die Gleichung

Ac = b erfiillt ist. Die Menge aller Losungen von (LGS) wird mit
Los(A,b) := {c € K" | Ac = b}.

bezeichnet.

Bei einem linearen Gleichungssystem sind also Korperelemente a;; und b; fest vor-

gegeben, wéhrend fiir die Unbestimmten x; Kérperelemente c¢; gesucht werden, die

das Gleichungssystem losen.
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Falls K = R, so kann ein lineares Gleichungssystem entweder gar keine, genau eine
oder unendlich viele Losungen haben. Wir werden im Folgenden mehrere Verfah-
ren zur Losung kennenlernen und uns, im Fall von mehr als einer Losung, mit der
Struktur der Losungsmenge Los(A, b) beschiftigen. Eine wichtige Rolle spielt dabei
die lineare Abbildung f4 : K" — K™.

Bemerkung 8.2 (Struktur des Losungraums)
Es sei A € Mat(m xn, K) und b € K™.

a. Aus den Definitionen folgt unmittelbar
Los(A,0) = {ce K" | Ac = 0} = Ker(fa),
so dafl Los(A, 0) ein Unterraum des K™ ist mit Dimension
dim g (L('js(A, O)) = dimg (Ker(fA)) =n — rang(A).

Insbesondere ist Ax = 0 genau dann eindeutig losbar, wenn rang(A) = n.

b. Ebenfalls anhand der Definitionen sieht man, dafl das lineare Gleichungssystem
Az = b genau dann eine Losung besitzt, wenn b € Im(f4) = {Ac | c € K"}.

Beispiel 8.3
Das lineare Gleichungssystem
xr, + 2.732 +x3 = 1
2%1 + 3%2 =1

ZL’Q—J]3:O

ist inhomogen, hat als Koeffizientenmatrix

1 2 1
A=1] 2 3 0 € Mat(3 x 3, R),
01 -1
und als erweiterte Koeffizientenmatrix
1 2 111
(Alb)=1 2 3 011 € Mat(3 x 4,R).
01 =110

Die Losung ist in diesem Fall ganz einfach. Wir erhalten x5 = x5 aus der 3. Gleichung,
3rs = 1 — 2z aus der 2. und, wenn wir das in die erste Gleichung einsetzen, x| +
(1 —2z1) =1, also 1 = 0. Einsetzen von z; = 0 in die 2. und 3. Gleichung liefert,
daB (O, %, %)t die einzige Losung ist.

Wir geben zunéchst ein Kriterium fiir die Losbarkeit eines Gleichungssystems.
Satz 8.4 (Kriterium fiir die Losbarkeit eines LGS)

Fin Gleichungssystem Ax = b ist genau dann losbar, wenn rang(A) = rang(A | b).
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Beweis: Wir beachten, da8 Im(f4) von den Spaltenvektoren a',... a" von A er-
zeugt wird, und erhalten deshalb:

Az = b lésbar <= b € Im(f4) = Lin (a',...,a")
<= b ist Linearkombination von a',...,a"
<= Im(f4) = Lin (a17 o ,a”) = Lin (al, S a b) = Im(fiap)

= rang(A) = dimg (Im(f4)) = dimg (Im(fiap))) = rang(A | b),

wobei wir fiir die letzte Aquivalenz beriicksichtigen, daff Tm(f4) € Im( feaw) gilt. O

Der folgende Satz gibt Auskunft iiber die Struktur der Losungsmenge eines linearen
Gleichungssystems. Wir haben bereits gesehen, dafl diese ein Unterraum ist, wenn
das Gleichungssystem homogen ist, und wir werden nun zeigen, daf sie ein affiner
Unterraum ist, wenn das Gleichungssystem inhomogen ist.

Satz 8.5 (Struktur von Los(A, b) als affiner Raum)
Seien A € Mat(m x n,K), b € K™ und sei ¢ € K" eine Liosung des linearen
Gleichungssystems Ax = b. Dann gilt:

Los(A, b) = ¢+ Los(A,0).

Beweis: Sei zunéchst y € Los(A, 0). Dann gilt:
Alc+y) =Ac+ Ay=b+0=10,
also ist ¢ +y € Los(A, b).
Ist umgekehrt = € Los(A,b). Dann gilt fir y := 2 — ¢
Ay:A(x—c) =Ar —Ac=b—-0b=0,

also ist y € Los(A,0). Aber damit ist z = ¢ +y € ¢+ Los(4, 0). O

Wir wollen nun einen Algorithmus kennenlernen, der es uns erlaubt, die Losung eines
linearen Gleichungssystems Ax = b in parametrisierter Form zu bestimmen, d. h. ei-
ne spezielle Losung und eine Basis des Losungsraumes des zugehorigen homogenen
Gleichungssystems zu berechnen. Der wichtigste Schritt ist hierbei die Uberfiihrung

der erweiterten Koeffizientenmatrix (A | b) in reduzierte Zeilen-Stufen-Form.

Lemma 8.6 (Elementare Zeilenoperationen éndern den Losungsraum nicht. )
Sind A, A" € Mat(m x n, K) und b, € K™ und entsteht die Matriz (A" | V') aus
(A | b) durch elementare Zeilenoperationen, so gilt

Los(A,b) = Los (A, V).
Beweis: Dafl (A" | ¥') aus (A | b) durch elementare Zeilenoperationen hervorgeht,

bedeutet, da es eine invertierbare Matrix S € Gl,,(K) gibt mit A’ = SA und
v = Sb.



112 I. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN

Ist nun ¢ € Los(A, b), dann gilt Ac = b und damit
b =Sb=SAc= Alc.
Also ist ¢ € Los (A’, b’).
Ist andererseits ¢ € Los (A’ N ), dann gilt A’c = b’ und damit
b=S"1=5"1Ac= Ac
Also ist ¢ € Los(A, b). O

Bemerkung 8.7

Aus Lemma 8.6 und Satz 7.7 folgt, dal wir die erweiterte Koeffizientenmatrix eines
Gleichungssystems Az = b mit A € Mat(m x n, K) und b € K™ mittels Gauf}-
Algorithmus in (reduzierte) ZSF iiberfithren konnen, ohne daf§ sich die Losungs-

menge dndert.
Wir betrachten deshalb den Fall, daf§ die Matrix A in ZSF gegeben ist, néher.

Satz 8.8 (Losbarkeitskriterium fiir ein LGS mittels Gauf-Algorithmus)
Sei A € Mat(m x n, K) eine Matriz in Zeilen-Stufen-Form und b € K™. Die erwei-
terte Koeffizientenmatriz habe die Gestalt

0 ... 0 14, * Cee e .. X b1
0o ... ... 0 0 24, * Cee e .. X b2
(Alb)=1 0 ... ... ... ... N | R S U S /8
0 b'r—i—l
0 .0 by
(19)
mit Pivots a;;, # 0 firi=1,...,r. Dann gilt:
a. Ax =b ist genau dann losbar, wenn b, 1 = ... =b,, =0.
b. Sind b..1 =...=0b, =0 und gilt r = n, so besitzt Ax = b genau eine Ldsung.
c. Sindb.y1=...=by =0 undistr <n, so hat Ax = b mehr als eine Losung.

Genauer Los(A,b) = ¢ + Los(A,0), wobei ¢ eine spezielle Lisung ist und
Los(A,0) die Dimension n — r hat.
Beweis: Die Aussagen folgen aus Satz 8.4, Satz 8.5 und Bemerkung 8.2. [

Bemerkung 8.9 (Parametrisierung von Los(A, b))
Wir wollen nun angeben, wie man im Fall c. aus Satz 8.8 aus der Zeilen-Stufen-Form

(19) von A die Parametrisierung von Los(A,b) als sogenannte affine Abbildung
¢: K" — Los(A,b)
herleitet. Sei hierzu A = rZSF(A) in reduzierter ZSF gegeben.
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Die Parameter z;,,...,z; nennen wir die gebundenen Parameter und die z; mit
jel:={1,....,n}\ {,...,J} die freien Parameter. Dies rithrt daher, daf sich

aus (19) fiir eine Losung z ergibt
:L'ji:bi—Zaija:j, izl,...,T. (20)
jeI
D. h. die gebundenen Parameter hingen von den freien Parametern ab.

Identifizieren wir K™~" nun mit K’ und schreiben somit y = (y; | j € I) fiir einen

Vektor y € K™~ ", dann ergibt sich die Parametrisierung hieraus als

¢ K" — Los(A,b) :y — o+ f(y), (21)
wobel
0, fallsjel
=1{"0 eIl (22)
bi7 falls J = Jis
und
K" = K"y (21,...,2), (23)
mit
, falls j € T
=] W A (24)
- Zkel aipyr, falls j = jj.

Damit ist f eine lineare Abbildung und deshalb nennt man ¢ affin.

Man beachte, dafl ¢ in diesem Fall eine spezielle Losung von Ax = b ist, wihrend
Im(f) = Los(A,0).

A) Der Gauf3-Algorithmus zur Lésung eines (LGS)

Algorithmus 8.10 (Algorithmus zur Losung eines LGS)
INpUT:  Die erweiterte Koeffizientenmatrix (A | b) eines LGS Az = b.

OutpuT: Eine spezielle Losung ¢ von Az = b und eine Basis B von Los(A4, 0),
sofern das Gleichungssystem losbar ist.

1. Schritt: Berechne eine reduzierte Zeilen-Stufen-Form (A’ | ') von (A | b) mit
r = rang(A’).

2. Schritt: Ist b/, # 0, dann ist das LGS nicht 16sbar.

3. Schritt: Uberfiihre (4’ | V) in eine n x (n+1)-Matrix (A” | b") durch Einfiigen
und Streichen von Nullzeilen, so dafl die Pivotelemente anschliefend auf der
Diagonale der Matrix A” stehen.

4. Schritt: Ersetze jede Null auf der Diagonale von A” durch —1.

5. Schritt: Die spezielle Losung ist ¢ := 0" und die Spalten von A”, die eine —1
auf der Diagonale haben, sind eine Basis von Lds(A, 0).
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Beispiel 8.11
Wir betrachten das Gleichungssystem:
r1+ 29+ 23 — 214 =1
T+ Ty —23=—1 (25)
3x1 4+ 319 + 23 — 4y =1

In Matrixschreibweise lautet das Gleichungssystem:

1 1 1 -2 1
X2

1 1 —1 0 = —1
€3

3 3 1 —4 1
Xy

Durch den Gauf-Algorithmus iiberfithren wir die erweiterte Koeffizientenmatrix in

reduzierte Zeilen-Stufen-Form:

Wir sehen, daff rang(A) = rang(A | b) = 2, so dafl das Gleichungssystem losbar ist.

Um die Losung zu berechnen, fiigen wir als zweite Zeile eine Nullzeile ein, um eine
4 x 5-Matrix zu erzeugen und die Pivotelemente auf der Diagonalen zu haben, und
ersetzen die Nullen auf der Diagonalen anschliefend durch —1:

110 —-11]0 1 10 —-11]0
110 —-1]0

000 00 0 -1 0 0]0
OOl g i [T o 01 —1)
000 0]0

000 00 0 00 —-110

Damit erhalten wir die letzte Spalte
c=(0,0,1,0)"

als spezielle Losung von (25) und die Spalten 2 und 4 als Basis
B=((1,-1,0,0)",(-1,0,-1,-1)")

des Losungsraums Los(A,0) des homogenen Gleichungsystems Az = 0. Insgesamt
gilt damit

0
Los(A,b) = ¢+ Los(A,0) = +5- +1- . s,t € K

o = O O
|
—
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Wollte man eine Parametrisierung wie in Bemerkung 8.9 angeben, so erhélt man

0 Lo — Xy
¢:K2—>L6s(A,b)CK4:<x2>.—> O |4 T
Ty 1 —Xy
0 —XT4

Wir wollen nun einige Algorithmen angeben, denen der Algorithmus zur Losung
eines linearen Gleichungssystems zugrunde liegt.

B) Algorithmus zur Berechnung des Kerns einer linearen Abbildung

Ist f = fa fiir eine mxn-Matrix A, dann ist der Kern von f gerade die Losungsmenge

Los(A,0) des homogenen Gleichungssystems Az = 0.
Algorithmus 8.12 (Kern von fy4)
INpUT: A € Mat(m x n, K).

OutpuT: Eine Basis von Ker(fy4).

1. Schritt: Bestimme eine Losung (c, B) von Ax = 0 gemaf 8.10.
2. Schritt: Gib B als Basis zuriick.

Beispiel 8.13
Wir wollen den Kern der Linearen Abbildung f4 : K* — K3 berechnen, die durch
die Koeffizientenmatrix

11 1 =2
A=|11 -1 0
33 1 -4

in Beispiel 8.11 gegeben ist. Dann gehen wir wie in Beispiel 8.11 vor, wobei wir
die Inhomogenitiat durch den Nullvektor ersetzen oder einfach génzlich ignorieren

kénnen. Die Rechnungen &ndern sich nicht und wir erhalten wie dort
B=((1,-1,0,0)",(-1,0,-1,-1)")
als Basis von Ker(f4) = Los(4,0).

C) Algorithmus zur Berechnung einer Transformationsmatrix T}

Sind B = (by,...,b,) und B’ = (b,..., b)) zwei Basen des K" und wollen wir die
Transformationsmatrix 775 bestimmen, so miissen wir die Basisvektoren in B als
Linearkombination der Basisvektoren in B’ darstellen und die so erhaltenen Koef-
fizienten liefern die Spalten von TF,. Wir miissen also n Gleichungsysteme Ldsen,
bei denen die Koeffizientenmatrix stets b, ..., b/ als Spaltenvektoren hat und bei
denen die Inhomogenitidten durch die Vektoren by,...,b, gegeben werden. Da die
Koeffizientenmatrix sich nicht éndert, konnen wir die n Gleichungssysteme simultan
l16sen, indem wir der erweiterten Koeffizientenmatrix gleich alle Vektoren b4, ..., b,

als zusétzliche Spalten anhédngen.
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Algorithmus 8.14 (Transformationsmatrix 75,)
INpUT:  Zwei Basen B = (by,...,b,) und B’ = (b},...,b,) im K™.

OutpPUT: Die Transformationsmatrix TBB,.

1. Schritt: Schreibe die Vektoren b,...,t/,by,...,b, in dieser Reihenfolge als
Spalten in eine Matrix A.
2. Schritt: Bringe A auf reduzierte ZSF.

3. Schritt: Die letzten n Spalten von rZSF(A) sind T

Beispiel 8.15
Seien die zwei Basen B = ((1,1)%,(1,—1)") und B’ = ((1,2)",(~1,0)") des R?
gegeben.

B’ B
1 -1 1 1
2 0 1 -1
1 -1 1 1
0 2|-1 -3
1 -1 1 1
01~k -
roof b o
0 1]~k -

1, 5

D) Algorithmus zur Berechnung einer Matrixdarstellung ME5(f)

Wir wollen hier angeben, wie man die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung f :
K" — K™ beziiglich zweier Basen B = (by,...,b,) von K" und D = (dy,...,dy)
von K™ berechnet. Die Grundidee ist &hnlich wie beim Algorithmus zur Berechnung

der Transformationsmatrix.

Algorithmus 8.16 (Matrixdarstellung ME5(f))

INpUT:  Eine lineare Abbildung f : K™ — K™, eine Basis B = (by,...,by)
von K™ und eine Basis D = (dy, . ..,d,,) im K™.

OuTpPUT: Die Matrixdarstellung ME(f).

1. Schritt: Schreibe die Vektoren dy,...,d,, f(b1),..., f(b,) in dieser Reihen-
folge als Spalten in eine Matrix A.

2. Schritt: Bringe A auf reduzierte ZSF.

3. Schritt: Die letzten n Spalten von rZSF(A) sind M5(f).

Beispiel 8.17
Fiir die Basen B = ((1,0,1),(1,1,0)%,(0,0,1)") des K* und D = ((1,1), (1, -1)")
des K? sowie die lineare Abbildung

f K —K?: (z,y,2)' = (x+y+ 20— 2)
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wollen wir die Matrixdarstellung ME(f) berechnen.

D f(B)

1 1 2 2 1
1 -1} 0 1 -1
112 2 1
0 —2|-2 -1 -2
1 1 2 2 1
o 1| 1 4 1
1 0, 1 2 o0
o 1 1 1 1
1y ME(f)

Bemerkung 8.18

Natiirlich kénnte man auch zunichst die Matrixdarstellung MEZ(f) beziiglich der
kanonischen Basen berechnen, da man dazu einfach die Vektoren f(e;) in die Spalten
der Matrix schreiben mufl. Analog erhilt man 7%, indem man die Vektoren von B
in die Spalten der Matrix schreibt. Dann mufl man nur noch T} mit Hilfe des
Algorithmus’ zur Berechnung einer Transformationsmatrix bestimmen und kann die

Matrizen multiplizieren, um MZ5(f) zu erhalten.

E) Algorithmus zum Austauschverfahren von Steinitz

Beim Austauschsatz von Steinitz miissen wir die Vektoren in F' = (y1,...,¥,), die
wir in die Basis B = (21, ..., x,) hineintauschen wollen, sukzessive als Linearkombi-
nation der Basisvektoren in (dem verdnderten) B darstellen, d.h. wir miissen immer

wieder lineare Gleichungssysteme l6sen.

Algorithmus 8.19 (Austauschverfahren von Steinitz)

INPUT: Eine Basis B = (x1,...,2,) und eine linear unabhéngige Familie
F = (y1,...,y,) von Vektoren in V = Lin (B) C K".

OutpuT: Eine Basis B’ von V, die F' enthélt.

1. Schritt: Firi=1,...,r tue:
e Schreibe die Vektoren in B als Spalten in eine Matrix A.
e Bilde die erweiterte Matrix (A, y;).
e Uberfiihre (A, ;) in reduzierte Zeilen-Stufen-Form und suche in der letz-
ten Spalte den ersten Eintrag ungleich Null.
e Streiche den entsprechenden Vektor aus B und fiige y; als letzten Vektor
in B ein.
2. Schritt: Gib B zuriick.

Beispiel 8.20
Betrachte die linear unabhéngige Familie F = (y1,42) = ((1,2,1)",(1,2,2)") und
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die Basis B = (z1,z2,23) = ((1,1,0)",(1,0,1)",(0,0,1)"). Wir wollen nun F in B

hineintauschen.

Wir bilden die erweiterte Matrix (A, y;) und iiberfiihren sie in reduzierte ZSF:

1101 100 2
Ay)=| 1002 ]|—=]010 -1
0111 001 2

Da der erste Eintrag in der letzten Spalte nicht Null ist, streichen wir aus B den
Vektor z; und fiigen y; als letzten Vektor ein. Wir erhalten die neue Basis

B = (I‘Q, T3, yl)

Dann bilden wir wieder die erweiterte Matrix (A, y2) und iiberfiihren sie in reduzierte
ZSF:

1011 1000
Awp)=]l 0022 |~|0101
111 2 0011

Der erste Eintrag der letzten Spalte, der nicht Null ist, ist der zweite, mithin miissen
wir den zweiten Vektor in B streichen, das ist x3, und fiigen y, am Ende ein. Wir
erhalten die Basis

B = (29,1, 2)-
Bemerkung 8.21 (Berechnung eines Komplementes oder einer Basis fiir K" /U)
Will man ein Komplement eines Unterraums U in K™ berechnen, so berechnet man
zunéchst eine Basis von U und tauscht diese anschliefend mit Steinitz in die kano-
nische Basis von K™. Die verbleibenden Vektoren der kanonischen Basis sind dann
eine Basis fiir ein Komplement und zugleich sind deren Restklassen eine Basis fiir
den Faktorraum K" /U (siche Bemerkung 5.19). Der obige Algorithmus erlaubt also
auch die Berechnung eine Komplementes und einer Basis eines Faktorraums.

F) Algorithmus zur Berechnung der Gleichungen eines Unterraumes

Wir haben gesehen, dafl Unterrdume des K™ als Losungsmengen von homogenen
linearen Gleichungssystemen auftauchen. Um etwa den Schnitt zweier Unterrdume
des K™ zu bestimmen, ist es niitzlich, aus dem Erzeugendensystem eines Unterrau-

mes ein Gleichungssystem bestimmen zu kénnen, das den Unterraum beschreibt.

Algorithmus 8.22 (Gleichungen eines Unterraumes)
INpUT:  Eine Familie F' = (z1,...,,,) von Vektoren im K™.

OutpuT: Eine Matrix A € Mat(k x n, K) mit Los(A,0) = Lin (F).

1. Schritt: Schreibe die Vektoren aus F als Zeilen in eine Matrix B € Mat(m x
n, K) und bestimme eine Basis (y1, ..., yx) von Ker(fp) = Los(B,0).

2. Schritt: Schreibe die yy, ..., yx als Zeilenvektoren in eine Matrix A.
3. Schritt: Gib A zuriick.
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Beispiel 8.23
Finde ein lineares Gleichungssystem Az = 0 mit Losungsmenge

Los(4,0) = Lin ((1,2,1)",(0,1,0)") < R®.

Dazu Bilden wir die 2 x 3-Matrix

B:121
010
10 10

1010
)r—> 0100|101 0O
0000 00 -1 0

und berechnen ihren Kern:

1 010

rZSF (B, 0) = <0 Lo o

Somit ist der Vektor in der dritten Spalte eine Basis von Los(B, 0) und wir erhalten

A=(10-1).

G) Algorithmus zur Berechnung des Durchschnitts zweier Unterrdume

Abschliefiend sind wir nun in der Lage, einen Algorithmus anzugeben, mittels dessen
sich eine Basis des Schnitts zweier Unterrdume des K™ ermitteln 145t.

Algorithmus 8.24 (Durchschnitt zweier Unterrdume)

INPUT: Zwei Familien F' und G von Vektoren in K™.

OutpuT: Eine Basis des Schnitts von Lin (F) und Lin (G).

1. Schritt: Bestimme Matrizen A und A’ geméf 8.22, so da8 Lin (F) = Lés(A, 0)
und Lin (G) = Lés (A’,0).

2. Schritt: Bilde aus den Zeilen von A und A’ eine gemeinsame Matrix A”.

3. Schritt: Bestimme eine Basis B von Ker(fa~) = Los (A”,0) gemé&f 8.12 und
gib B zuriick.

Beispiel 8.25
Wir wollen den Durchschnitt der Unterraume
U = Lin ((1,2,1)%,(0,1,0)")
und
U= {(z,y,2) €R* |z +y+2=0}

berechnen. Der zweite Unterraum ist bereits als Losungsmenge eines Gleichungs-
systems mit Koeffizientenmatrix A" = (1 1 1) gegeben. Fiir den ersten Unterraum
haben wir eine solche Darstellung Los(A, 0) bereits in Beispiel 8.23 berechnet. Wir

(101
11 1

bilden eine neue Matrix A”
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aus A und A’ und lésen das zugehorige homogene Gleichungssystem
1 0 -1 0
10 -1 0 1 0 -1 0
(A”,0) = - =101 20
11 10 01 2 0
00 -1 0
Damit ist die dritte Spalte
B=((-1,2,-1)%

eine Basis von U N U".

H) Beispiele linearer Gleichungssysteme in Anwendung

Wir geben jetzt einige Beispiele von Gleichungssystemen, die zum Teil aus Anwen-
dungen kommen. Wir werden diese nicht in der Vorlesung besprechen. Sie sollen
dem interessierten Leser die grofle praktische Bedeutung linearer Gleichungssysteme

illustrieren.

Beispiel 8.26 (Wie alt ist der Vater?)
Ein Vater hat einen Sohn und eine Tochter. Der Vater ist viermal so alt wie sein
Sohn und der Sohn ist fiinf Jahre alter als seine Schwester. In fiinf Jahren sind Vater

und Sohn zusammen sechsmal so alt wie die Tochter.
Wie alt sind Vater, Sohn und Tochter?

Das lineare Gleichungssystem mit v = Alter des Vaters, s = Alter des Sohnes, und
t = Alter der Tochter lautet:

v=4s, s=t+5, (v+5)+(s+5)=6(t+5).
Das Gleichungssystem schreiben wir systematisch folgendermafien auf:
v—4s+0-t =0,
0-v+s—t=25,
v+ s — 6t = 20.
Dies ist ein lineares Gleichungssystem in den Unbestimmten v, s, t.

Die Losung mit Hilfe des Gaufischen Algorithmus geht wie folgt:

1 -4 0] O 1 -4 0] O 1 =4 010
0 1 -1 5 |—=]20 -1 5 |=10 1 -1
1 1 —-61]20 0 —6 | 20 0 0 1|5
1 -4 0| 0 1 0 0]40
=1 0 1 0410 |~ 1] 0 1 0]10
0 115 00 1| 5

Als Losung erhalten wir also: t =5, s = 10, v = 40, d. h. der Vater ist 40 Jahre alt,
sein Sohn zehn und seine Tochter fiinf.
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Beispiel 8.27 (Schnitt zweier Ebenen)
Wir definieren eine Ebene im R? als Losungsmenge einer linearen Gleichung

E:ajxi + asxs +asrs =b

mit aq, as,as3,b € R und a; # 0 fiir mindestens ein 1.

Dies stimmt mit der Anschauung iiberein (sind alle a; und b gleich 0, so erhalten wir
als Losungsmenge den ganzen R?, sind alle a; = 0 und b # 0, so ist die Losungsmenge

leer).

Um den Schnitt der beiden Ebenen, die durch die Gleichungen E; : z1 4+ x5 +
2v3 = 2 und Fy : x1 4+ x3 = 4 gegeben sind, zu bestimmen, miissen wir also das

Gleichungssystem aus diesen beiden Gleichungen 16sen, wobei wir wie in Abschnitt

4 10 1| 4
2)+—> 01 1]-2
00 —

110

A) beschrieben vorgehen:

11 2}2 1 01
'_>
1 0 14 011

Wir erhalten als Losungsmenge

4
ExsNEBEy,=1 -2 | +R- 1
0 —1

Dies ist offensichtlich die Parameterdarstellung einer Geraden im R? durch die Punk-

te (4,—2,0)" und (5, —1,—1)%
Beispiel 8.28 (Schnitt zweier Ebenen)

Im allgemeinen werden sich zwei Ebenen, E;, E,, im R? in einer Geraden schneiden,
in Spezialfillen konnen die Ebenen aber parallel sein (E; N Ey = @) oder iiberein-
stimmen (F; = Es).

Sei E; die Ebene
E12;U1+I2+2$2:3

und FEs eine beliebige Ebene
Eg a1 + asxy + asrs = b.

Wir wollen feststellen fiir welche aq, as, as, b entweder E; N Ey eine Gerade, leer oder

E ist:
1 1 2|3 1 1 2 3
— .
a; Qao as b 0 a9 —ayp as — 2&1 b— 3@1

Die letzte Gleichung lautet
(CLQ — al)LUz + (CL3 — 2@1)133 =b-— 3@1.
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Ein wenig Uberlegung liefert (da die Losungsmenge der ersten Gleichung E ist, und
da die Losungsmenge der zweiten Gleichung unabhéngig von x; ist):

ElﬂEgzw <~ ag—al:a3—2a1:O,(b—3a1)7é0, (26)

Fi=F < ag—a1:a3—2a1:b—3a1:0. (27)
In allen anderen Fallen ist E; N Ey eine Gerade.

Im Fall £} = E3 haben wir wieder ein Gleichungssystem (27) mit drei Gleichungen
in den vier Unbestimmten a4, as, as, b zu lésen:

-1 1 0 0]0 —1 1 0 0]0 —1 1 0 00
-2 01 0|0 |~ 0 -2 1 0(0 |+~ 0 -2 1 0]0
-3 0 0 1]0 0 -3 0 1]0 0 0 —% 110
1 -1 0 010 100 %0
=0 1 -5 0]0]|=]010 —5]0
0 0 1 —% 0 0 0 1 —% 0
Als Losung ergibt sich a; = —%, ay = g und as = %b, oder kurz

(ab asg, as, b) =t- (_17 17 2, 3)
mit ¢ € R beliebig. Daraus kénnen wir aber alle drei Félle ablesen:

E1 = FE5 genau dann, wenn die Gleichung von Fj ein Vielfaches # 0 der Gleichung
von Ey ist; By N By = () genau dann, wenn der Koeffizientenvektor (a;,as, a3) ein
Vielfaches # 0 des Koeffizientenvektors von Ej ist, aber die rechte Seite b von FE,
nicht das gleiche Vielfache der rechten Seite von E ist; und E; N Es ist eine Gerade
in allen anderen Féllen.

Beispiel 8.29 (Elektrische Netzwerke)

In einem einfachen elektrischen Netzwerk, wie z. B.
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bezeichnet man mit U die Spannung, mit I den Strom und mit R den Widerstand,
gemessen in Volt (V), Ampere (A) und Ohm () respektive. Dabei gelten folgende
Gesetze:

o Ohmsches Gesetz: Der Spannungsabfall iiber einen Widerstand ist das Produkt
von Widerstand und Strom, U=R-I. u

A
I ™
L

e 1. Kirchhoffsches Gesetz (Knotengleichung): Die Summe der in einen Knoten

hineinflieBenden Stréme ist gleich der Summe der hinausflieBenden Strome.
Beispiel: I1+I4=15+13

I
I4 I2

I3

e 2. Kirchhoffsches Gesetz (Maschengleichung): Die Summe der Spannungsverlu-
ste in einem geschlossenen Kreis ist gleich der Gesamtspannung in einem Kreis.
Beispiel: V=U;+U,

U1 U2
ey Wty
L L

Vv

||
| [
Im obigen Beispiel stellt man mit Hilfe der drei Gesetze das folgende lineare Glei-
chungssystem auf:

I+ 13 = I, (Knotengleichung)
4y + 31, = 2, (1. Maschengleichung)
413+ 31, = 4. (2. Maschengleichung)

Wir erhalten das folgende Gleichungssystem:

1 =110 1 -1 10 1 -1 1] 0
4 302 |=]0 7 —4|2|=]0 7 —4]2
0 3 4|4 0 3 44 0 0 40|22

1 -1 1] 0 10 0|5

4|1 2 3

=10 1 -2 2]—=]1010]3:2

0 0 1|3 00 1|3




124 I. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN
woraus sich die folgende Losung ergibt:

— 1 — 3 — L
13—20,12—51111(1 11—20.

Beispiel 8.30 (Kubische Splines)

Im “Computer aided geometric design” (CAGD) werden zum Design von Fléchen
und Kurven (z. B. im Automobil- oder Flugzeugbau) Fldchen- und Kurvenstiicke
verwendet (meist durch sogenannte kubische Splines realisiert), die dann an den End-
punkten oder Randkurven glatt zusammenpassen miissen. Am bekanntesten sind die
Bézier-Kubiken, die von dem franzosischen Auto-Designer bei Renault, P. Bézier,
eingefiihrt wurden (diese werden heute z. B. auch in der Text-Beschreibungssprache
PostScript verwendet).

Ein typisches Problem ist z.B. die Bestimmung einer kubischen Parabel
f(x) = ax® +ba® +cx +d
durch zwei Punkte (x1,1), (2,y2) in der Ebene mit vorgegebener Steigung m; in
(z1,71) und mg in (z9,ys).
Fiir (z1,21) = (0,2), (z2,y2) = (4,0), m; = —3, mg = —3 ergibt sich aus
f'(z) = 3ax® + 2bx + ¢
und
£(0) = 2, f(4) =0, £/(0) = —3 und f/(4) = -3

das lineare Gleichungssystem

d = 2,

64a +16b+4c+d = 0,
c = —3,

48a +8+c = -3,

alsod =2, c=—3,6a+b=0, 32a + 8 = 5, und damit a = —1% und b = %. Die
Kurve y = — 2% 4+ 22% — 3z 4 2 hat etwa die folgende Gestalt

Die Aufgabe ist, wie leicht zu sehen ist, stets losbar und daher kénnen kubische

Splines stiickweise definiert und glatt aneinander gesetzt werden.
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Beispiel 8.31 (Leontieff-Modell)
Die folgende Planungsaufgabe zeigt, dafl durchaus Gleichungen mit vielen Verdander-

lichen in der Praxis auftauchen.

Ein Konzern besitzt n Fabriken Fi,..., F},, in der Fabrik F; wird das Produkt F;
hergestellt.

Zur Produktion einer Einheit von P, werden aj, Einheiten von P; bendtigt; wir

nehmen an a; = 0.

Am Ende eines Produktionszyklus sind z; Einheiten von P, hergestellt, k = 1,...,n;
wir haben also einen Produktionsvektor x = (z1,...,z,).
Zur Herstellung von = = (x4, ..., x,) werden

n
E (ijﬂfk = ajl.ilﬁl + -4+ (Zjn.CEn
k=1
Einheiten von P; verbraucht.

Fiir den Markt verbleiben damit

n
Yj =5 — E kT
k=1

Einheiten von P;.

Die Planungsaufgabe lautet nun:

Der Mehrbedarf y = (y1, ..., y,) ist vorgegeben. Gesucht ist ein Produktionsvektor
r = (x1,...,T,) mit

ry — (anz1 + -+ apx,) = Y

Ty — (@11 + -+ Aup®n) = Yn.
Also ist ein lineares Gleichungssystem zu losen. Allerdings, und das macht das Pro-
blem schwerer, ist zu beachten, dafl alle z; > 0 sein miissen (natiirlich sind auch die
y; und die a;, > 0).

(Das Modell heifit Leontieff-Modell und ist nach Vassili Leontieff benannt, der 1973
den Nobelpreis fiir Wirtschaftswissenschaften erhielt.)

Ein einfaches Beispiel mit zwei Fabriken, Verbrauchsmatrix

[15)

und zunéchst unbestimmtem Mehrbedarf (y;,y») liefert das Gleichungssystem

1 - 1 - 1 -4
1 ) e 5 |1 . = 21y y16
-3 Yo 0 3 |31+ 0 1 |zy1+ 20

. Lo %%4’%92
0 1|2y +¢
5y1 592

O NI

—_ N
N |+
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i 6 3 2 6
und damit x; = 2y1 + $v2, T2 = £Y1 + Y2

Beispiel 8.32 (Finde eine Gleichungssystem zu gegebener Losung.)

Ein Gleichungssystem besitze die spezielle Losung (1,0, 1)" und das zugehorige ho-
mogene System besitze (1,1,1)" als Losung und habe den Rang zwei. Finde ein
Gleichungssystem, das diese Bedingungen erfiillt.

Da die Losungen Vektoren im R? sind, ist es ein System in drei Variablen.

Da der Rang zwei ist, hat die Zeilen-Stufen-Form zwei Zeilen. Da die Losungsmenge
nicht von der Form abhingt, konnen wir das System in Zeilen-Stufen-Form anneh-

mern:

Problem: Finde eine Gerade im R?, die selbst durch (1,0, 1) geht und fiir die die
in den Nullpunkt verschobene Gerade durch (1,1,1)" geht.

a11%1 + a12%2 + ai13x3 = by,
A22T2 + Qo33 = by.
(1,0,1)" ist Losung:
a1y + a1z — bl, (1>
93 = bQ. (2)

(1,1,1)" ist Losung des homogenen Systems:

aip + az + a3 =0, (3)
agy + agz = 0. (4)

Das zugehorige lineare Gleichungssystem in aqq, aqo, , @13, @22, a3, by, by lautet:

@y A a3 Gy a3 by by apy A a3 Ay dzz by by
(1) 1 0 1 0 0 -1 0 1 0 1 0 0o -1 0
@1t 1 1 0 0 0o of [0 1 0 0 0 1 0
(4) 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 1 0 0
2)\ 0 0 0 0 1 0 —1 0 0 0 0 1 0 —1

Das System hat unendlich viele Lésungen, und da der Rang 2 sein soll, muf} asy # 0
und damit auch agy = —ags # 0 sein.

Wir wéahlen
a22:1=>a23:b2:—1,
G12:1:>b1:—1,

a1 =1= a3 =—-2.
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Also ist
1+ 9 — 223 = —1,
To —x3 = —1

ein geeignetes Gleichungssystem.

I) Ringe und Moduln

Bemerkung 8.33 (Ringe und Moduln)

Man kann lineare Gleichungssysteme in analoger Weise iiber kommutativen Rin-
gen mit Eins betrachten. Es bleibt richtig, dafi die Losungsmenge eines homoge-
nen LGS ein Modul Lés(A,0) = Ker(fa), und da Az = b genau dann losbar ist,
wenn b € Im(f4). Auch die Strukturaussage Los(A,b) = ¢ + Los(A,0) in Satz 8.5
bleibt wahr. Alle Aussagen, die den Rang einer Matrix verwenden, sind jedoch nicht
mehr richtig. Auerdem kann sich die Losungmenge eines Gleichungssystems dndern,
wenn man Zeilen der Matrix mit einer Konstanten multipliziert, die kein Inverses
im Ring besitzt. Es ist also Vorsicht geboten, wenn man den abgewandelten Gauf3-
Algorithmus, der ohne Division auskommt, verwenden will, um die erweiterte Matrix
auf ZSF zu bringen. Ist der Ring ein sogenannter Integritétsbereich, wie etwa die
ganzen Zahlen Z., so entstehen dadurch keine wirklichen Probleme, da aus A -z =0
mit A # 0 immer noch z = 0 folgt.

Aufgaben

Aufgabe 8.34
Berechne die Losungsmenge des folgenden Gleichungssystems, sofern es 16sbar ist:

-z + 6y + 2z = 4
20 — 2y — z = 2
3r — 4y — 2z =1
Aufgabe 8.35

Fiir welche a,b € R besitzt das lineare Gleichungssystem

ar + z = ab
—2x + by + az = —b
by + (a+1)z = b

aufler (b,1,0) noch weitere Losungen. Bestimme sie.

Aufgabe 8.36
Bestimme die Losungsmenge des folgenden linearen Gleichungssystems iiber R in

Abhéngigkeit vom Parameter ¢t € R:
r + Yy + z = 1
ty + =z
tr + ty + 2z = 1+t

I
—_
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Aufgabe 8.37
Bestimme eine Basis des Kerns und des Bildes von f4 mit

0o 1 1 11
-1 0 1 11

A=| -1 =1 0 1 1 | eMats(R).
-1 -1 -1 01
~1 -1 -1 -1 0

Aufgabe 8.38
Essei U= {(z+y,9,y—2) |2,y € R} und U' = {(2,y,2)' € R’ | z = 22 + y}.
Bestimme Basen von U + U, UNU’, R*/U und R?/U".

Aufgabe 8.39

Bestimme eine Basis fiir U N U’ mit
U={(2-1,1,-1)(1,-2,2,1)", (3,—1,0,2)") < R*

und
U, = <<37 _27 3’ 8)t’ (27 17 _57 3)t> S R4~

Aufgabe 8.40
Es sei U = ((1,2,3,4)",(1,1,1,1)") < R* Bestimme mit Hilfe des Austauschsatzes

? Y

von Steinitz eine Basis von R*/U.

Aufgabe 8.41
Wir betrachten

B=((1,1,1,1)",(-1,0,0,1)*, (0, —1,0,1)", (0,0, —1,1)")

und
D =((1,1,0)",(0,1,1)",(0,0,1)").
a. Zeige, dass B eine Basis des R* und D eine Basis des R? ist.
t

b. Bestimme ME(f) fir f: R* — R3 : (11, w9, 23, 74)" = (21 — o, T3, T2 + 14)".

c. Bestimme umgekehrt die Funktionsvorschrift fiir g € Homg (R*, R*) mit

1 0 —-10
MEgp=12 1 31
0 -1 20

Aufgabe 8.42
Es sei V ein R-Vektorraum, B = (x1, 23, x3) eine Basis von V und B’ = (y1, y2, y3)

mit y; = 21 + 3, Yo = o1 + T2 und Y3 = 1 + T2 + T3.

a. Zeige, dass B’ eine Basis von V ist.
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b. Bestimme M5 (f), wobei f € Endgr(V) gegeben ist durch

a 0 b
ME(f)=| =b a a | mita,beR.
a b b

Aufgabe 8.43
Seien B = ((1,1,1)",(1,1,0)%, (1,0, —1)") und B’ = ((2,1),(1,1)"). E bzw. E’ seien
die kanonischen Basen des R?® bzw. des R?. Ferner sei f € Hompg (IR3, ]R2) gegeben
durch f((z,y,2)") = (x —y + 2,2z + y)".

a. Zeige, dass B und B’ Basen des R? bzw. des R? sind.

b. Bestimme ME (f).

c. Bestimme ME (f) sowie die Transformationsmatrizen 75 und Tk mit T, -
Mg (f) - Tg = ME/(f)-
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§ 9 Die symmetrische Gruppe

Permutationen und die symmetrische Gruppe spielen eine wichtige Rolle im Zu-
sammenhang mit Determinanten. Deshalb wollen wir in diesem Abschnitt einige
wichtige Ergebnisse zur symmetrischen Gruppe zusammenstellen, die spéter in der

Vorlesung Lineare Algebra 2 bewiesen werden.

Definition 9.1 (Permutationen)
Eine bijektive Abbildung o : {1,...,n} — {1,...,n} nennen wir eine Permutation
der Menge {1,...,n}, und wir bezeichnen mit

5, =Sym({l,...,n}) = {a:{l,...,n} —{1,...,n} | o ist bijektiv}

die Menge aller Permutation der Menge {1,...,n}.

Eine Permutation o € S,, kann durch eine Wertetabelle der folgenden Form beschrie-
ben werden:

bzw.

aq (05} Ce Qp,
o(a)) olay) ... ola,) |’
falls aq,...,a, irgendeine Anordnung der Zahlen 1,..., n ist.

Bemerkung 9.2 (Die symmetrische Gruppe S,,)
In Beispiel 1.2 haben wir gezeigt, dal $,, mit der Komposition von Abbildungen
eine Gruppe ist. Wir nennen (3, o) die symmetrische Gruppe vom Grad n. Die $,,

enthélt genau n! Elemente.

Beispiel 9.3
Die Gruppe S, ist fiir n > 3 nicht abelsch. In S3 gilt fiir die Permutationen

1 2 3 123 g
213/)\2 31 3
namlich

Gro)Ge)=(ra)=0a)=(er)(iid)

Beachte, daf3 es bei dem Schema nicht darauf ankommt, in welcher Reihenfolge die

Zahlen von 1 bis n in der ersten Zeile stehen. Es gilt etwa:

123\ (213
2 13) \123)
Es empfiehlt sich aber der Ubersichtlichkeit halber fiir gewdhnlich, die Ziffern in

aufsteigender Reihenfolge anzuordnen.
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Bemerkung 9.4 (Invertieren einer Permutation)
Die oben eingefiihrte Darstellung einer Permutation hat den angenehmen Nebenef-
fekt, dal man das Inverse der Permutation leicht angeben kann, indem man einfach

die beiden Zeilen vertauscht. Sprich, fiir eine Permutation

1 2 n
“_(0(1) o(2) ... a(n))GS"

Definition 9.5 (Zyklen und Transpositionen)
a. Sei{l,...,n}={ay,...,ax} U{b1,...,bp_r}, kK > 2, und

a, as ... Qg1 ar by ... b,_
a:<1 2 k-1 Qg b1 nk>€Sm

as as ... ag ay b1 bnfk

so heifit o ein k-Zyklus, und wir sagen, dafl sie die Zahlen a1, ..., ax zyklisch
vertauscht. Die Abbildungsvorschrift eines solchen k-Zyklus 148t sich deutlich
kompakter durch das folgende einzeilige Schema représentieren:

o=(ay...a). (28)

b. Ein 2-Zyklus wird auch eine Transposition genannt. Eine Transposition 7 =
(7 j) ist mithin eine Permutation, die nur die zwei Zahlen ¢ und j miteinander

vertauscht, alle anderen aber fest 1483t.

c. Das neutrale Element von $,, per definitionem idy; . ,}, wollen wir der Ein-
fachheit halber mit id bezeichnen.

Bemerkung 9.6

a. Die Interpretation der Schreibweise in Gleichung (28) ist offensichtlich, das
erste Element a; wird auf das zweite ay abgebildet, das zweite auf das dritte,
und so weiter, bis schlieflich das letzte, namlich a;, auf das erste, das heifit auf
a1, abgebildet wird — der Kreis schliefit sich. Beachte hierbei, daf§ die Zyklen
(ay...ag), (agay...ax_1), etc. iibereinstimmen! Um diese Mehrdeutigkeit zu
vermeiden, empfiehlt es sich, einen Zyklus stets mit der kleinsten der Zahlen
ai,...,a zu beginnen.

Bisher haben wir k-Zyklen nur fiir £ > 2 definiert. Wir kénnen nun auch 1-
Zyklen, etwa (1) oder (3), zulassen und definieren diese in natiirlicher Weise
als die Identitit.

b. Die Permutationen

12 3 4 12345
pu— d pu—
7 <4132)€$4 e (41325>€S5
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sind jeweils 3-Zyklen, die die Zahlen 1,4, 2 zyklisch vertauschen. In der oben
eingefiihrten Zyklenschreibweise gilt

oc=(142) und 7=(142).

Damit wird der Nachteil dieser Schreibweise gegeniiber dem zweizeiligen Sche-
ma deutlich — weder der Definitionsbereich noch der Wertebereich lassen sich
aus der Zyklenschreibweise eindeutig ablesen. Aber diesen Preis sind wir fiir
die gewonnene Ubersichtlichkeit gerne bereit zu zahlen. Denn einerseits ist in
Anwendungen meist zweifelsfrei bekannt, was n ist, und andererseits ist die
wesentliche Information fiir uns letztlich, welche Zahlen durch die Permutation
vertauscht werden, und nicht, welche unbewegt bleiben.

Fiir eine Transposition 7 € S, gilt 77! = 7, also 72 = id.

Fiir kleine Werte n ist S, sehr {ibersichtlich, fiir grole Werte n
wird S, jedoch riesig. §; = {id} und S, = {id,(1 2)}. $3 =
{id, (1 2),(1 3),(2 3),(1 2 3),(1 3 2)} hat schon sechs Elemente, $, gar 24

und Sg, ungefihr 10%°. Letztere Zahl entspricht in etwa der angenommenen

Anzahl der Atome im Universum.

Satz 9.7 (Zyklenzerlegung und Signum)

a.
b.

C.

Jede Permutation o € S, ldfst sich als Produkt von disjunkten Zyklen schreiben.
Jede Permutation o € S, lafit sich als Produkt von Transpositionen schreiben.

Jede Permutation o € S,, lafit sich als Produkt von Transpositionen benachbar-

ter Zahlen schreiben.

Es gibt genau einen Gruppenhomomorphismus, das Signum genannt,
sgn (Sn7 O) — ({17 _]'}7 )

mit sgn(t) = —1 fir jede Transposition T € S,,. Insbesondere gilt, ist o € 5,

ein Produkt von k Transpositionen, dann gilt mithin

sgu(o) = (—1)".
Fir o €S, gilt sgn(o) = sgn (0*1).
Ist A, ={o €8, | sgn(o) =1} und ist T = (i j) eine Transposition, so gilt

S, =A,UA,T

wobet A7 ={ocoT |0 €A,}.

Bemerkung 9.8

a.

Daf3 die Abbildung sgn ein Gruppenhomomorphismus ist, heifit

sgn(o - ) = sgn(o) - sgn(m)
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fiir alle o,m € S,,. Ist also 0 =1 0--- 07, € §,, ein Produkt von k Transposi-
tionen, dann gilt

sgn(o) = sgn(my) - ... -sgn(r) = (—1)".

b. Fiir den Beweis verweisen wir auf [Mar08, §3]. Wir wollen uns hier damit
begniigen, an einem Beispiel zu zeigen, was die Aussagen bedeuten und wie

man die Zerlegungen bzw. das Signum berechnen kann.

Beispiel 9.9 (Zyklenzerlegung)
(123 a5 o
7" 25 431 ’

c=(125)0(34)=(34)0(125). (29)

Die Permutation

hat die Zyklenzerlegung

Eine berechtigte Frage ist, wie wir die Zyklenzerlegung in (29) gefunden haben. Wir
wollen versuchen, dies so in Worte zu fassen, dal dem Leser daraus die allgemeine
Vorgehensweise ersichtlich wird. Man starte mit der kleinsten Zahl, 1, und suche ihr
Bild unter o, also o(1) = 2. Das liefert den Startteil des ersten Zyklus:

(12
Sodann betrachte man das Bild von 2 unter o, also ¢(2) = 5, und erhilt:
(125

Man fihrt mit dem Bild von 5 unter o, also (5) = 1, fort. Da dieses das erste
Element des ersten Zyklus war, schliefen wir den Zyklus,

(125),

und beginnen den zweiten Zyklus mit der kleinsten Zahl in {1,...,5}, die noch nicht

in dem ersten Zyklus vorkommt, also mit 3:
(125)0(3
Dann betrachten wir deren Bild unter o, also 0(3) = 4, und setzen so unseren
zweiten Zyklus fort:
(125)0 (34
Da bereits alle fiinf Elemente von {1,...,5} aufgebraucht sind, muff notwendig

o(4) = 3 gelten, was es auch tut, und wir kénnen damit auch den zweiten Zyklus

schlief3en:
o= (125)0(34).

Wie gesagt, da in {1,...,5} keine Zahl mehr iibrig ist, sind wir fertig und haben die

Zyklenzerlegung von o gefunden. a
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Beispiel 9.10 (Zerlegung in Transpositionen)

Wir wollen nun zeigen, wie man die Permutation

1234567289
3871456 9 2

als Produkt von Transpositionen schreiben kann und wie man ihr Signum berechnet.

Dazu zerlegen wir sie zunéchst in ein Produkt disjunkter Zyklen, und mit Hilfe des

Verfahrens aus Beispiel 9.9 erhalten wir

(123456789
0':

—(137654)0(289).
387145609 2

Dann schreiben wir die Zyklen als Produkte von Transpositionen:
(137654)=(13)0o(37)0(76)0(65)0(54)
und
(289)=(28)0(89).
Die Ergebnisse kénnen wir dann zusammensetzen und erhalten
0=(13)0(37)o(76)o(65)0(54)0(28)0(89).

Aus dem Beispiel 1d3t sich leicht ein allgemeines Verfahren ableiten, um eine solche
Zerlegung zu berechnen. Man sollte beachten, daf die Zerlegung in ein Produkt nicht
eindeutig ist. Sie 148t sich auf viele Arten variieren. Wichtig ist sie allein, um das

Signum zu berechnen, denn es gilt

sgn(o) = (=1)" = —1,
da o Produkt von sieben Transpositionen ist.

Will man die Permutation gar als Produkt von Transpositionen benachbarter Zahlen
schreiben, so reicht es, zu zeigen, wie man eine beliebige Transposition als Produkt
solcher Transpositionen schreiben kann. Dann kann man das Verfahren auf jede
Transposition in der obigen Zerlegung anwenden. Wir fithren dies hier nur am Bei-
spiel der Transposition (3 7) vor. Das allgemeine Verfahren kann man daraus leicht
ablesen:

(37)=(34)0(45)0(56)o(67)o(56)o(45)0(34).
Aufgaben

Aufgabe 9.11
Betrachte die Permutationen

123 45 67 1234567
26 37514 5 2 71 4 3 6
a. Berechneocom, moo, o !, m L

b. Bestimme fiir jede der Permutationen in a. die Zyklenzerlegung.
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Schreibe ¢ o 7 als ein Produkt von Transpositionen.

Schreibe 771 als ein Produkt von Transpositionen aufeinander folgender Zah-

len.

Berechne fiir jede der Permutationen in a. das Signum.
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§ 10 Die Determinante

Wir werden jetzt eine ganz neue Moglichkeit kennenlernen, um quadratische lineare
Gleichungssysteme zu 16sen, ndmlich mit Hilfe von Determinanten. Die Determinan-
te ordnet einer quadratischen Matrix iiber einem Koérper ein Element des Koérpers
zu, das genau dann ungleich Null ist, wenn die Matrix invertierbar ist. Die Determi-
nante liefert aber nicht nur ein niitzliches Kriterium fiir die Invertierbarkeit, sie ist
vor allem aus theoretischen Griinden von unschéatzbarem Wert. Z. B. liefert die Cra-
mersche Regel mit Hilfe der Determinante eine geschlossene Formel fiir die Losung
eines linearen Gleichungssystems. Aus dieser Formel lassen sich Eigenschaften der
Losungen als Funktionen der Koeffizienten der Matrix bestimmen.

Die Determinante einer Matrix ist eine polynomiale Funktion in den Eintrdgen der
Matrix. Sind diese Eintrége etwa reelle oder komplexe Zahlen, so hdngt die Determi-
nante stetig von den Eintragen ab. Daraus folgt z. B. die wichtige Tatsache, daf3 eine
invertierbare Matrix bei kleiner Storung der Eintrége invertierbar bleibt. Damit wird
eine Verbindung zur Analysis hergestellt. Eine weitere wichtige Bedeutung in der
Analysis hat die Determinante fiir die Volumenberechnung (siehe auch Bemerkung

15.33.

Wir werden die Eigenschaften der Determinante soweit entwickeln, wie sie in der
linearen Algebra wichtig sind. Allerdings fithrt uns die Determinante auch hier schon
auf eine hohere Stufe: die Determinante ist nicht nur linear, sie ist multilinear, wie

wir gleich sehen werden.

A) Die Leibniz-Formel fiir die Determinante

Definition 10.1 (Determinante)
Wir definieren fiir A € Mat,,(K) die Determinante von A durch die Leibniz-Formel

det(A) :=|A| = Z sgn(0) - A1) * - - - * Ano(n)- (30)
oS,

Beispiel 10.2 (Determinanten fiir n = 1,2, 3)
a. Ist n =1, dann ist A = (a) € Mat(1, K) und det(A) = a.
b. Ist n =2, dann ist S = {id, (1 2)} und damit folgt:

an a
det(A) = det ( e > = (11022 — (12021,

a21 A2

d. h. det(A) ist das Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen minus dem
Produkt der Elemente der Gegendiagonalen. Z.B.

det 0 2 =5-3—-6-2=3.
6 3
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c. Fir n = 3 hat $,, bereits sechs Elemente. Man berechnet in diesem Fall die
Determinante mit der Regel von Sarrus:

(1'31“ @32” (33 asi as2
Die Produkte der Elemente ldngs der gestrichelten Linien tauchen bei der Be-
rechnung der Determinante als positive Summanden auf, die Produkte der
Elemente langs der gepunkteten Linien als negative Summanden. D. h.; wir
erhalten:
det(A) = aiasass + a12a23a31 + a13a21037
—0a13022031 — G11023032 — 012021033-

Wenden wir das obige Schema auf die Matrix

2 01
A= 0 50
-1 0 1
an, so erhalten wir
2 01 2 0
05 6 0 5

und damit

det(4) =2-5-1—(=1)-5-1=15.

d. Fiir n = 4 ergeben sich schon 4! = 24 Summanden und fiir n = 10 gar
10! = 3628800. In numerischen Anwendungen sind 1000 x 1000-Matrizen keine
Seltenheit, so daf3 es sich von selbst versteht, dafl dabei nicht die Definition, bei
der dann fiir die Determinante iiber 102°®” Produkte berechnet werden miiten,
zur Berechnung verwendet werden kann. In der Tat wird zur Berechnung von
Determinanten iiber Kérpern wieder der Gauf3-Algorithmus eine wichtige Rolle
spielen.

Proposition 10.3 (Determinanten von Dreiecksmatrizen)
Ist A = (a;;) € Mat,(K) eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix, d. h. a;; = 0 fiir
i>7 (bzw. i < j), dann ist

det(A) = aj1 - any
das Produkt der Diagonalelemente.
Beweis: Istid # o € S,,, so gilt i > o(i) (bzw. i < o(7)) fiir mindestens ein 7. Wegen

der Voraussetzung a;,(;y = 0 fiir i > o (i) (bzw. i < o(7)) bleibt von den Summanden

in (30) also nur der fiir id {ibrig. O
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Beispiel 10.4

2 3 12 -3
0 -1 5 —111
det =2.(~1)-3-1=—6
00 3 5
00 0 1

Lemma 10.5 (Alternative Leibniz-Formel)
Fiir die Determinante von A € Mat,,(K) gilt

det(A) = Z sgn(0) - (1)1 * - - - * Qo(n)n- (31)

o€S,

Beweis: Man beachte, daf§ fiir ¢ € $, auch o~! eine Permutation der Zahlen

L...,nist, d. h. {1,...,n} = {o7'(1),...,07(n)}. Zudem wissen wir aus Satz
9.7 e., daB sgn(o) = sgn (0_1), und es ist gleich, ob wir iiber ¢ € $,, summieren oder
iiber 0! € S,,, da auf beide Weisen alle Elemente von $,, je einmal erreicht werden.

Aus diesen Vorbetrachtungen ergibt sich:

det(A) = > g sen(o)-
= Y ,es, sen(0)-

a
9.7€. ~1
= Yoes, e (o )

Ao=1(D)a(c=1(1)) " -+ * Qo= (n)o(a—1(n))
o= “Uo=1(n)n
Ag=1(1)1 "+ -+ * Go=1(n)n
= Yores, 520 (07Y) Aoyt Gty
= Zﬂesn sgn(7) - Ar(1)1 - - - - Gr(nyn-

Proposition 10.6 (Die Determinante der Transponierten)
Fiir A € Mat,,(K) gilt:

det(A) = det (A").

Beweis: Sei A = (a;;) und A" = (aj;), dann gilt aj; = a;;. Mithin erhalten wir mit
Hilfe von Lemma 10.5

det(A) = > sgn(o) - aip) - - - Anon)
O’GSn
= U;; sgn(0) - gy - Ay, = det (AY).

Beispiel 10.7
Beispiel 10.2 b. aufgreifend gilt

det 06 = det o 2 = 3.
2 3 6 3
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B) Die Determinante als Volumenform

Definition 10.8 (Multilineare Abbildungen)
Es seien V und W zwei K-Vektorraume.

a. Eine Abbildung
f:V'=Vx .. XV W
heifit multilinear, falls f in jedem Argument linear ist, d. h. es gelten
floy, oo i+ iy yxn) = flog, oo oyxy o mn) + f(T1, o Yy, )

und
floy, oo Az, o) = A fo, .o @y oo, T)
fir jedes i € {1,...,n} und fiir alle zq,...,2,,y; € V und A € K.
b. Eine multilineare Abbildung f : V" — W heilt alternierend, falls fiir
(x1,...,2,) € V* mit x; = x; fiir ein ¢ # 7, gilt:
floe, . oo, xy, . x,) = 0.

Lemma 10.9
Ist f: V™ — W eine alternierende multilineare Abbildung, dann gilt fir o € S,

[(@oq), s Tom)) =sgn(o) - f(z1,...,2n).
Insbesondere gilt f(x1,..., ..., Tj, .o Tp) = — (@1, Tjy oo Ty oo, Ty
Beweis: Wir betrachten zunéchst den Fall, dal 0 = (i j) eine Transposition ist. Da
f alternierend und multilinear ist, folgt die Behauptung fiir o aus

0 = flor,....,xi+xj,..., 0 +x5,...,2,)

= fl@r,. iy Ty ) + f(T1, o Ty Ty, T
+f(xr, o xg, T ) F (X, T, T )
= f(T1, Ty Ty ) + (@1, T Ty X)),

Ist o € $,, beliebig, so konnen wir ¢ = 71 o ... o 73 als Produkt von Transpositio-
nen schreiben und die Behauptung folgt mittels Induktion nach der Anzahl k& der
Transpositionen. Den Induktionsanfang £ = 1 haben wir bereits gezeigt. Ist k > 2

und setzen wir m = 7y o ... T, so folgt mit der Voriiberlegung

F(@or), - Tom) = [(@r(z)) - > Trm)) = —F (@r@)s - Tan))

[nd._ sgn(m) - fxg,...,2,) Satz 9.7 sgn(rom) - fxy,...,x,)
= sgn(o) - f(x1,...,2,).

]

Bemerkung 10.10
Wir kénnen Mat,, (K) auf recht natiirliche Weise mit K" x .7. x K™ identifizieren,
indem wir eine Matrix A = (a;;) mit dem n-Tupel ihrer Spaltenvektoren (a', ..., a")

gleichsetzen. Das wollen wir im folgenden tun.
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Satz 10.11 (Die Determinante als Volumenform)
a. Die Determinante

det : Mat,(K) — K : A det(A)
ist eine alternierende multilineare Abbildung mit det(1,) = 1.

b. Ist f : Mat,(K) — K eine alternierende multilineare Abbildung und A €
Mat,, (K), so gilt
f(A) = f(1,) - det(A).

Beweis:

a. Wir werden im Beweis die Formel (31) aus Lemma 10.5 zur Berechnung der
Determinante verwenden, da sie auf die Bediirfnisse der Determinante als mul-

tilineare Abbildung beziiglich der Spalten zugeschnitten ist.

Es seien @/ = (a1j,...,an)" 7 =1,...,n, und b* = (by;, ..., by)". Wir setzen
A= (a'...d"...a"), B:= (a'...b"...a") und C := (a'...\a’' + pb"...a").
Dann gilt
det(C) = ZS Sgn(a) “Qo(1)1 -t ()\ag(i)i + ,ubg(i)i) Ce Qo(n)n
[eASIV I
= A zs; sgn(a) “Qo(1)1 et Ao(i)i - - Ao(n)n
oEdn
+M : ZS Sgn(a) “Ao(1)1 " - bo‘(i)i Ce o Qo(n)n
S I

= A-det(A) + p - det(B),
so daf} det multilinear ist.
Sei nun a' = a/, fiir ein ¢ # j. Ist 7 = (i j), die Transposition, die i und j
vertauscht, dann besitzt $,, nach Satz 9.7 die Zerlegung $,, = A,, U A, 7. Ferner
gilt fiir o € A,

sgn(o) =1 und sgn(or) = —1.

Wir erhalten also

det(A) = % ag(l)l L ag(i)i ot ag(j)j ot ag(n)n
gEAp
- Z Aor()1 -+ " Qor(@)i * -+ Qor(j)j * -+ -+ Aor(n)n
ogcA,
= Z ag(l)l L ag(i)i ot ag(j)j ol aa(n)n
UEAn
- Z ag(l)l o ag(j)i L ag(i)j . ag(n)n = 0,
ccA,

und somit ist det alternierend.
AuBlerdem folgt det(1,,) =1-...-1 =1 aus Proposition 10.3.

b. Mit den Notationen von a. gilt a* = Z?Zl

ist. Aus der Multilinearitiat von f folgt:

f(A) = Z aj f(eM a®...a") = Z a1 Z ajof (e € a® ... a")

Jji=1 Ji=1 Jj2=1

aj;¢’, wenn €’ der j-te Einheitsvektor



§ 10. DIE DETERMINANTE 141

n

=...= Z ajll-...-ajnnf(ejl ej").

Genau dann, wenn die jy, ..., j, paarweise verschieden sind, existiert eine Per-
mutation o € $, mit (e/...eln) = ("W ... e”™), und wegen Lemma 10.9 gilt
dann

feeW . ey =sgn(o) - f(e'...e") =sgn(o) - f(1,).

Andernfalls stimmen zwei der j; iiberein und f(e/* ... e/”) =0, da f alternie-
rend ist. Insgesamt haben wir damit gezeigt:

= Z Ao(1)1 " -+« " Qo(n)n * SgIl(O') ' f(]ln) = det(A) ’ f(]ln)

oES,

Bemerkung 10.12 (Das Volumen des Parallelotops)

Eine alternierende multilineare Abbildung f : Mat,, (K) — K wird auch eine Vo-
lumenform genannt. Aus Satz 10.11 b. folgt, dal die Determinante die einzige Vo-
lumenform f mit f(1,) = 1 ist, d.h. det ist durch die Eigenschaften in Satz 10.11
a. eindeutig bestimmt.

Die Determinante hat eine wichtige geometrische Interpretation, die den Begriff

Volumenform rechtfertigt. Seien 1, ..., z, € R"™ und sei
P(ﬁl,...,xn) = {A1x1+...+)\nxn eR"|0< N\ <1l,i= 1,...,n}

das von den Vektoren xy, ..., z, aufgespannte Parallelotop (siehe Abbildung 8).

;/ 77

ABBILDUNG 8. Das Parallelotop P(zy, %9, z3) im R3

Dann definiert man das n-dimensionale Volumen von P(zy,...,x,) mit Hilfe der

Determinante als
Volumen (P(z1,...,x,)) = |det (z1...2,)|.

In Dimension n = 1 ist |det(zy)| = |z1| in der Tat die Lénge der Strecke von 0
nach x1, und diese ist gerade P(x;). Wir werden in Bemerkung 15.33 zeigen, daf}
auch in Dimension n = 2 und n = 3 das so definierte Volumen mit dem euklidischen

Flacheninhalt bzw. mit dem euklidischen Volumen iibereinstimmt, dafl die Definition
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also sinnvoll ist. Sie wird im Rahmen der mehrdimensionalen Integrationstheorie und

der Verallgemeinerung der Substitutionsregel eine wichtige Rolle spielen. O

C) Der Gauf-Algorithmus zur Berechnung der Determinante

Korollar 10.13 (Spaltenoperationen und die Determinante)
Es sei A € Mat,(K) und \ € K.

a. Bei Vertauschung zweier Spalten von A dndert sich das Vorzeichen von det(A).
b. Bei Multiplikation einer Spalte von A mit X multipliziert sich det(A) mit \.

c. Bei Addition des A\-fachen einer Spalte zu einer anderen Spalte dndert sich
det(A) nicht.

d. Enthdlt A eine Nullspalte, so ist det(A) = 0.
e. Sind zwei Spalten von A gleich, so ist det(A) = 0.

Beweis:

a. Das ist ein Spezialfall von Lemma 10.9, da det nach Satz 10.11 alternierend
ist.

b. Dies folgt aus der Multilinearitdt von det, siehe Satz 10.11.

c. FirA= (al . .a”) und A’ = (al LAl a") folgt aus der Multilinearitét
und da det alternierend ist:

det(A’) = det(A) + A-det(a'...a"...a"...a") = det(A) + X -0 = det(A).
d. Ist eine Spalte von A Null, so folgt det(A) = 0 aus b. mit A = 0.

e. Das folgt, da det alternierend ist.
m

Da die Determinante einer Matrix gleich der Determinante der Transponierten ist,
sind die Begriffe Spalte und Zeile austauschbar. Eine exaktere Formulierung bietet
das folgende Korollar.

Korollar 10.14 (Zeilenoperationen und die Determinante)

Wir kénnen det : Mat, (K) — K auch als multilineare Abbildung auf den Zeilen
einer Matrix A auffassen. Entsprechend gilt Korollar 10.13 auch fiir Zeilen statt
Spalten.

Da sich die Determinante bei der Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer
anderen nicht dndert, konnen wir den GauB-Algorithmus zur Berechnung von De-

terminanten einsetzen.

Algorithmus 10.15 (Algorithmus zur Berechnung der Determinante iiber K)
INpUT: A € Mat,(K).

OuTtpUT: det(A).
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1. Schritt: Setze d = 1.

2. Schritt: Uberfithre A mittels GauB-Algorithmus in nicht-reduzierte ZSF,
d. h. fithre im Gauf}-Algorithmus 7.10 Schritt sieben nicht aus. Jedesmal, wenn
dabei zwei Zeilen vertauscht werden, ersetze d durch —d. - Wird bei der Gauf3-
reduktion ein Pivotelement zu Null, gib Null zuriick und brich ab.

3. Schritt: Gib das Produkt von d mit den Diagonalelementen der ZSF zuriick.

Beispiel 10.16
Wir wollen die Determinante der Matrix

45 6
A=] 1 2 3 | € Mats(R)
78 0

berechnen. Dazu iiberfithren wir sie mittels des Gauf3-Algorithmus in ZSF und mer-
ken uns die Zeilenvertauschungen.

4 5 6 1 2 3 1 2 3
111 I1—I1-41
1 2 3 E— 4 5 6 — 0 -3 —6
d=-1 II1—II1-71
78 0 78 0 0 —6 —21
1 2 3
IIT—IIT1-2IT
— -3 —6
0 0 -9

Damit gilt dann
det(A) =d-1-(=3)-(-9) = —27.

Beispiel 10.17
Sei A € Mat,,1(K) gegeben durch

0 1 2 3 n
1 0 1 2 n—1
4 2 1 0 1 n—2
Sl 3 2 1 0 n—3
n n—1n—-2 n-3 ... 0

Ziehe fiir i = 1,...,n von der i-ten Zeile die (i 4+ 1)-te Zeile ab. Wir erhalten:

—1 1 1 1
-1 -1 1 1
-1 -1 —1 1 1
A=1]1 -1 -1 —1 —1 1 1
-1 -1 —1 -1 ... =11
n n—1 n—-2 n-3 ... 1 0
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Addiere nun fiir ¢ = 2,...,n+1 die erste Spalte zur i-ten Spalte. Dann erhalten wir:
-1 0 0 0 ... 0 O
x =2 0 0 0 0
x x =2 0 ... 0 O
A = * * x =2 0 O
* % % ... =2 0
Es folgt:

det(A) = det(A”) = (1) - (=2)" ' n=—n-(=2)""L

Bemerkung 10.18

In Beispiel 10.17 haben wir durch ganz wenige Zeilen- und Spaltenoperationen die
Matrix in Dreiecksgestalt iiberfithrt. Das lag aber an der speziellen Struktur der
Matrix. Im allgemeinen Fall braucht der oben beschriebene Algorithmus zur Be-
rechnung der Determinante mit Hilfe des Gaufl-Algorithmus ~ %3 Multiplikationen
fiir eine n x n-Matrix. In der Definition der Determinante tauchen dagegen n! Sum-
manden von je n Produkten auf, mit n! ~ (%)n, wobei e die Eulersche Zahl ist. Man
sagt, dafl der Gau-Algorithmus polynomial, die Definition aber exponentiell in der
Grole der Matrix ist. Grundsétzlich gelten polynomiale Algorithmen als effizient,
exponentielle dagegen als unakzeptabel ineffizient. Allerdings gibt es Félle, wo keine
polynomialen Algorithmen bekannt sind.

D) Der Determinantenmultiplikationssatz und der Kistchensatz

Satz 10.19 (Determinantenmultiplikationssatz)
Fiir Matrizen A, B € Mat,,(K) gilt

det(A o B) = det(A) - det(B).

Beweis: Wihle A € Mat,,(K) fest und betrachte die Abbildung
f:Mat,(K) — K : B~ det(Ao B).

f ist multilinear beziiglich der Spalten von B, da A auf jede Spalte von B linear
wirkt. Auflerdem ist f alternierend, da mit B auch A o B zwei gleiche Spalten hat.
Damit folgt aus Satz 10.11:

det(Ao B) = f(B) = f(1,) - det(B) = det(A) - det(B).

Beispiel 10.20
In Beispiel 10.2 b. gilt

A:<5 2>:<1 2>o<1 0>6Mat2(R),
6 3 0 3 21
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so folgt aus dem Determinantenmultiplikationssatz 10.19 und weil die beiden Ma-
trizen auf der rechten Seite Dreiecksmatrizen sind:

det o 2 = det L2 - det L0 =3-1=3.
6 3 0 3 2 1

Das folgende Korollar ist eine Verallgemeinerung der Aussage in Aufgabe 2.14.

Korollar 10.21 (Determinante und Invertierbarkeit)
Genau dann ist A € Mat,,(K) invertierbar, wenn det(A) # 0. In diesem Fall gilt

1
~ det(A)

det (A_ 1)

Beweis: Ist A invertierbar, so gilt
1 =det(1,) = det (Ao A™") = det(A) - det (A7").

Dies zeigt, dafl det(A) nicht Null sein kann, und zudem ist damit die obige Formel

bewiesen.

Ist A nicht invertierbar, so sind die Spalten von A linear abhéngig und durch mehr-
fache Addition von Vielfachen bestimmter Spalten zu einer anderen kénnen wir eine
Nullspalte erzeugen. Nach Korollar 10.13 c. &ndert sich dabei der Wert der Deter-
minante nicht, und nach Korollar 10.13 d. muf$ er somit 0 sein. O

Beispiel 10.22
Die Matrix A in Beispiel 10.20 ist invertierbar und ihre Inverse hat Determinante
%. Dies wissen wir, ohne die Inverse auszurechnen. Diese konnen wir mit Hilfe von

Aufgabe 2.14 berechnen. Fiir eine invertierbare 2 x 2-Matrix gilt

B:(Z Z)EMatn(K)

g1 i —b\ 1 d —b
~ ad—be —¢ a | det(B) — a |’

so dafl wir im Beispiel

gilt

erhalten.

Bemerkung 10.23 (det ist ein Gruppenepimorphismus.)
In der Sprache der Algebra folgt aus Satz 10.19 und Korollar 10.21, dafl

det : (GL,(K),0) = (K*,")
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ein Gruppenepimorphismus ist. Dazu beachte man, dafl det surjektiv ist wegen

A0 ... 0

0
det =\

Satz 10.24 (Késtchensatz)
Es sei A € Mat,(K) eine Blockmatrix der Form

Ao B|C
0|D
mit B € Maty(K), C € Mat(k x [,K), D € Mat;(K), 0 € Mat(l x k,K) und

n =k -+ 1. Dann gilt:
det(A) = det(B) - det(D).

Beweis: Man beachte, dafl
B|C 1] 0 B|C
A = = o .
0D 01D 01,
Wegen des Determinantenmultiplikationssatzes 10.19 reicht es mithin zu zeigen:

1,10
B|C

1
f:Matl(K)—>K:D'>—>det< Ok ]2’)

und

Die Abbildung

ist offensichtlich multilinear und alternierend, und wegen Satz 10.11 b. gilt mithin

det (%) — F(D) = f(1) - det(D) = det(1,) - det(D) = det(D),

d. h. (32) ist erfiillt.
Analog ist die Abbildung

B/
g:Matk(K)—>K:B’r—>det< 0 f)
!

alternierend und multilinear in den Spalten von B’; also eine Volumenform. Wieder
folgt aus Satz 10.11 mit Hilfe von Proposition 10.3, dafl

det (%‘%) = g(B) = g(1y) - det(B) = det ( ]lok ]i ) - det(B) = det(B),

womit auch (33) gezeigt ist. O
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Beispiel 10.25 (Vandermonde-Determinante)
Wir wollen mit Hilfe des Gaufl-Algorithmus zeigen, daf3

2 3 n

1 a a®> @ ... a"
1 4 1

det . . . . . . - H (CLJ — CLZ')

- oo 0<i<i<n
2 3 n

1 ay, a; a, ... a;

fir ag,...,a, € K und n > 1 gilt. Die Determinate dieser Matrix ist als

Vandermonde-Determinante bekannt.

Beweis: Wir beweisen die Aussage mit Hilfe von Induktion nach n. Fiir n = 1 ist

det(4) = | 1 90

=da; — Q

1a1

und die Aussage stimmt. Sei also n > 1 und die Aussage sei fiir Matrizen dieser
Gestalt der Grofie n (beachte, dafl A die Grofle n + 1 hat) bereits gezeigt. Addieren
wir fiir ) = n+1,...,2 zur j-ten Spalte das —ap-fache der j —1-ten Spalte, so &ndert

sich die Determinante nicht und wir erhalten

2 3 n
1 ay a? a3 a?
1 1 o . 1
det(4) = o
2 3 n
1 a, ai a a,
1/ 0 0 0 0
2 3 2 n n—1
| llae—a ai—may ay—ajag ... af —ay ao
2 3 2 n n—1
1la,—ap a;—anay a, —a;ay ... a,—a, "a
Aufgrund des Kastchensatzes und wegen det(1) = 1 gilt dann
ay —ayg a?—ajay @l —alag ... at —at lag
det(A) =
a, — Qg afl — anpQo af’L — aflao coooap— afflao
2 n—1
a; —ag (a1 —ag)-a; (a3 —ag)-aj ... (a3 —ap)-a}
2 n—1
an —ag (an —ag) - a, (an—ag)-a. ... (a,—ap)-a’

Klammern wir nun in der i-ten Zeile a; — ay aus, so erhalten wir

2 3 n—1

n 1 ar af a7 ... aj

det(A) = [ J(a: — ao) - Do :
=1 1 a, a> a¢ ... a!
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Auf die letzte Determinante konnen wir Induktion anwenden und erhalten

n

det(A) = [J(ai —a0)- [ (aj—a)= ] (a;—as).

i=1 1<i<g<n 0<i<yj<n

E) Laplacescher Entwicklungssatz und Cramersche Regel

Wir kommen jetzt zu einer alternativen Berechnung der Determinante. Im Gegensatz
zum Gauflalgorithmus kommt sie ohne Division aus und funktioniert deshalb iiber
jedem kommutativen Ring mit Eins (siche Bemerkung 10.37). Zu ihrer Herleitung

fiihren wir zunachst verschiedene Hilfmatrizen ein.

Definition 10.26
Es sei A = (a;;) = (a'...a") € Mat,(K), n > 2, und b= (by,...,b,)" € K™

Wir definieren die Ersetzungsmatriz
Ai(b) := (a*...a" P ba™t . a"),
in der die i-te Spalte von A durch b ersetzt wurde.

Ist b = e; der j-te Einheitsvektor, so gilt:

a1 0 Qin
Ai (ej) = a1 ... 1 ... Qjn
An1 --- 0 ... app

Ersetzen wir in A; (ej) zusatzlich noch die j-te Zeile durch den i-ten Einheitsvektor,
dann erhélt man die Matrix

air ... 0 ... QA1
SuA) =1 o 1 0
ap1 --- 0 ... apn

Streicht man in der Matrix A die j-te Zeile und die i-te Spalte, so erhélt man die

Streichungsmatrix
ai1 cee Q141 airi+1 .- Qin
A — aj-11 . Gj-14-1|80j-1441 --- Gj-1n
Ji =
Aj411 -+ Ajg1i—1 | Gj41i41 -+ Qjt1n
Gn 1 Qp -1 Qp 41 G n
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Lemma 10.27
Fir A € Mat,(K), n>2,1<1,5 <mn, gilt:

det (4i(e;) ) = det (S5:(4))

Beweis: S5;;(A) entsteht aus A; (ej) durch Subtraktion des a;;-fachen der i-ten Spal-
te von der k-ten Spalte, k € {1,...,n} \ {i}. Also gilt nach Korollar 10.13:

Durch ¢+ — 1 Spaltenvertauschungen und 7 — 1 Zeilenvertauschungen entsteht aus
S;i(A) die Matrix

(=1)" det(A;).

Also folgt aus dem Késtchensatz 10.24 unter Beachtung der Korollare 10.13 und
10.14

In der folgenden Definition beachte man die Vertauschung der Indizes!
Definition 10.28
Fiir A € Mat,(K),n >2,1<14,j <n heifit
CLZE; = (—1)i+j det(Aﬂ)
ein Kofaktor von A. Die Matrix der Kofaktoren
A* = (af;) € Mat,, (K)
heifit die Adjunkte oder Komplementdrmatriz von A.
Satz 10.29 (Satz iiber die Adjunkte)
Fiir A € Mat,(K), n > 2, gilt:

Ao A= Ao A* =det(A) - 1,,.

Beweis: Sei A% o A = (¢;). Dann gilt mit Lemma 10.27:

n n

k=Y afi-ajp=> aj-det(a'...a""e;a™ . a")

J=1 J=1

n
= det (al att E ajrej att. a”)
i=1

=det (a'...a" " a" o™ .. a") = 6y - det(A),
wobei d;; das Kronecker-Symbol ist. Das dritte Gleichheitszeichen folgt aus der Mul-
tilinearitét von det, das letzte, da det alternierend ist.
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Der Beweis, dal A o A% = det(A) - 1,, geht analog. O

Korollar 10.30
Es sei A € Mat,,(K) invertierbar, so ist

1

_ CA*
det(A)

A—l

Wir wollen an dieser Stelle einmal die vielen Aussagen, die zur Invertierbarkeit einer

quadratischen Matrix iiber einem Korper dquivalent sind, sammeln.

Korollar 10.31
Fiir eine Matriz A € Mat(n, K) sind gleichwertig:

a. A ist invertierbar.
b. rang(A) = n.
c. det(A) #0.
d. fa ist bijektiv.
e. fa st injektiv.
f. fa ist surjektiv.
g. 1tZSF(A) =1,.
A ist das Produkt endlich vieler Elementarmatrizen.
i. Es gibt eine Matriz B € Mat(n, K) mit Ao B =1,,.

Beweis: Die unterschiedlichen Aquivalenzen sind in den Sitzen 4.33, 5.22, 5.23,
6.27, 7.14, 8.2 und 10.21 gezeigt worden. ]

Beispiel 10.32
Fiir eine 2 x 2-Matrix

gilt det(A) = ad — bec und
Ist also ad — be # 0, so gilt:

1 d —b
Al = . )
ad — be < —c a >

Damit ist Aufgabe 2.14 bewiesen.

Sei nun konkret K = Q und
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Dann ist det(A) = 1 und somit gilt

. 4 —1
=3 1)

Der Satz iiber die Adjunkte fithrt zu einer rekursiven Berechnungsformel fiir die
Determinante, die fiir theoretische Uberlegungen sehr niitzlich ist. Sie ist auch als
rekursive Prozedur sehr einfach zu programmieren, aber nicht sehr effizient. Sie
hat die gleiche Komplexitit, wie die Leibnizsche Formel (30) zur Definition der

Determinante.

Satz 10.33 (Laplacescher Entwicklungssatz)
Es sei A € Mat,,(K).

a. Wir nennen die folgende Formel, die Entwicklung nach der i-ten Zeile:

n

det(A) = > (=1)"" - a;; - det(Aj). (34)

j=1

b. Entsprechend nennen wir die folgende Formel, die Entwicklung nach der j-ten
Spalte:

i=1
Beweis: Nach Satz 10.29 gilt fiir A o A% = (c;,)

n

det(A) = Cj; = Zaij . CL;-% = Z(—l)H—] © Qg5 det(AU)
j=1

j=1
Damit folgt (34), und (35) zeigt man analog durch die Betrachtung von A% o A. [

Bemerkung 10.34
Entwickelt man A = (a;;) nach der ersten Zeile, so gilt:

aijpy ... Qip A99 ... QA9pn a21 A23 ... Q9p
= an-| : Do a2
Ap1 ... Qpp Apo2 ... QApp Ap1 Ap3 ... Qpn
a1 ... G2p-1

Ap1 --. Qpnp-1

Benutzt man dieses Verfahren, so entwickelt man am Besten nach Zeilen bzw. Spal-

ten, die moglichst viele Nullen enthalten. Die Vorzeichen merkt man sich am



152 I. VEKTORRAUME UND LINEARE ABBILDUNGEN
Giinstigsten mit der sogenannten Schachbrettregel:
+ - + -
-+ - +
+ -+ -
- 4+ - +

Fiir kleine Matrizen, insbesondere wenn die Matrix diinn besetzt ist, ist dieses Ver-
fahren zur Berechnung der Determinante (und zur Berechnung der Inversen) durch-
aus anwendbar. Fiir groflere Matrizen ist auf jeden Fall der Gaufische Eliminations-

algorithmus vorzuziehen.
Wir berechnen nun die Determinante der Matrix

0 2 0
A = 1 3 4 c Matg(IR,)
2 5 3

mit Hilfe der Entwicklung nach der ersten Zeile. Dann gilt
1 4

Algorithmus 10.35 (Laplace-Entwicklung)
INPUT: A € Mat, (K).

OutpuT: det(A).

1. Schritt: Initialisiere det auf Null.
2. Schritt: Falls n = 1, setze det = ay; und gehe zu Schritt 3. Sonst tue fiir
1=1,...,n:
e Bilde eine Hilfsmatrix B durch Streichen der ersten Spalte und der i-ten
Zeile von A.
e Rufe den Algorithmus mit B auf und merke Dir das Ergebnis in einer
Hilfsvariablen z.
e Addiere zu det die Zahl (—1)""! - a; - z.
3. Schritt: Gib det zuriick.

Der Satz iiber die Adjunkte liefert auch eine fiir theoretische Uberlegungen sehr
wichtige geschlossene Formel fiir die Losungen eines linearen Gleichungssystems.
Dies ist die berithmte Cramersche Regel. Wir werden sie in der mehrdimensionalen
Analysis nutzen, um zu sehen, dafl die Losung eines eindeutig losbaren linearen
Gleichungssystems stetig von den Koeffizienten der erweiterten Koeffizientenmatrix
(A, b) abhéngt und somit kleine Stérungen der Eintrdge nur zu kleinen Stérungen

in der Losung fithren.
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Satz 10.36 (Cramersche Regel)
FEs sei A € Mat,,(K) invertierbar und b € K™.

Fiir die eindeutig bestimmte Losung x = (z1,...,2,)" € K™ von Az = b gilt dann
_ 1
xTr; = M - det (Az(b))
i1 ... Qi1 b a1 ... Qi
_ 1 )
= M - det
anp1 .. Qni- bn Apit1 - Ann

Beweis: Wegen Korollar 10.30 ist

1
= A= - A7)
* det(A)

die eindeutig bestimmte Losung des linearen Gleichungssystems. Also folgt mit Lem-

ma 10.27 und der Multilinearitat der Determinante

T = 'lea{f'bjzm';det (Ai(e;)) - b

n
_ ;.Zdet(al...ai_l €, aHl-"an)'bj
j=1

= L= det (a'...a"t bat .. a")

— L. det (4(D)).

Bemerkung 10.37 (Determinanten iiber kommutativen Ringen mit Eins)

Ist K nur ein kommutativer Ring mit Eins, so konnen wir die Determinante einer
Matrix in Mat,,(K') ebenfalls durch die Leibniz-Formel definieren, und alle Aussagen
dieses Abschnitts, die ohne Division auskommen, gelten mit dem gleichen Beweis.

Wir kénnen den GauB-Algorithmus 10.15 iiber beliebigen Ringen in der angegebenen
Form nicht mehr anwenden, da dabei Divisionen nétig sind. Aulerdem gilt Korollar
10.21 nicht mehr in der angegebenen Form, und ebenso gilt Korollar 10.31 in nicht

in vollem Umfang.

Alle anderen Aussagen gelten jedoch ohne jede Anderung. Dies trifft insbesondere
auf den Satz zur Adjunkten 10.29 zu, den wir spéter fiir Matrizen mit Koeffizienten
in einem Polynomring anwenden wollen. Auflerdem konnen wir den Laplaceschen
Entwicklungssatz im Gegensatz zum Gauflschen Algorithmus iiber jedem kommu-
tativen Ring mit Fins anwenden, um die Determinante auszurechnen. Es gibt aber
auch hier geschicktere Verfahren, indem man den Gaufschen Algorithmus abwandelt
zum sogenannten Bareiss Algorithmus (siehe [Coh96]).

Fiir die Aussage in Korollar 10.30 beachte man, dafl aus dem Determinantenmul-
tiplikationssatz 10.19 und dem Satz zur Adjunkten 10.29 unmittelbar folgt, dafl
eine quadratische Matrix {iber einem kommutativen Ring genau dann invertierbar
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ist, wenn det(A) invertierbar ist. In diesem Fall darf man dann auch in dem Ring
durch det(A) teilen. Das trifft auf Korollar 10.30 ebenso zu wie auf die Cramersche
Regel 10.36.

Betrachten wir konkret den Ring 7Z der ganzen Zahlen, dann sind nur 1 und —1
invertierbar. Mithin sind nur ganzzahlige Matrizen mit Determinante 1 oder —1
iiber Z invertierbar, d.h. nur fiir solche enthélt die Inverse wieder nur ganze Zahlen.
Ein Beispiel dafiir haben wir in Beispiel 10.32 gesehen. Betrachten wir stattdessen

die Matrix
1 2
A= ,
3 4

so gilt det(A) = —2 & {1, —1} und die Eintrdge von

_ 1 4 =2 -2 1
2 2

sind nicht mehr alle ganzzahlig, obwohl A nur ganzzahlige Eintrédge hatte. A ist als
Matrix in Maty(Q) also invertierbar, als Matrix in Maty(Z) aber nicht.

Aufgaben

Aufgabe 10.38
Berechne die Determinanten der folgenden Matrizen:

1 —4
) € Mats(R).

“ 3 8 ) atz(R)
-1 0 -1

b | 0 5 0 |eMaty(R).
3 0 3
1 2 3

c 0 4 5 | € Mats(R)
0 0 6

Aufgabe 10.39
Sei K ein Korper und A € K. Bestimme die Determinante der Matrix

1 DD TN
Al 1 Ao A2
A2t 1 0 N [ e Mat(n x n, K).

A AN
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Aufgabe 10.40
Fir n € N\ {0} definieren wir

1 0 ... 0
1 1 0 ... 0
0 1 0 ... 0

Ap=| ¢ . | €Mat,(R)
0 ... 0 1
0O ... ... 0 1
O ... ... ... 0 1 1

als die Matrix, deren Eintrage auf der Diagonalen sowie auf der oberen und unteren
Nebendiagonalen alle eins sind, wéihrend alle anderen Eintridge null sind. Ferner
setzen wir d,, = det(A4,,).

a. Zeige, fiir n > 3 gilt die Rekursionsformel d,, = d,,_1 — d,,_».

b. Zeige, fiir k € N gilt

1, falls n = 1(mod 6) oder n = 0(mod 6),
d, = 0, falls n =2(mod 6) oder n = 5(mod 6),
—1, falls n = 3(mod 6) oder n = 4(mod 6).
Aufgabe 10.41
Sei V' ein n-dimensionaler C-Vektorraum und f : V' — V C-linear. Mittels Ein-
schrankung der Skalarmultiplikation kénnen wir V' als R-Vektorraum und f als
R-lineare Abbildung auffassen. Des Weiteren bezeichnen wir mit detc(f) die De-
terminante von f als C-lineare Abbildung und detg(f) die Determinante von f als
R-lineare Abbildung. Zeige:

detg (f) = | dete(f)[>.

Hinweis: Fiir eine C-Basis (v1, . . ., vn) von V betrachte man die zugehorige R-Basis (v1, ..., Un, 01, ..., iUn)
sowie jeweils die zugehorige Matrixdarstellung von f. Wem der allgemeine Fall zu schwer ist, der beschréanke
sich auf die Abbildung f: C — C: z +—— (a +ib) - z mit a,b € R fest vorgegeben. Was ist eine Basis von

C als R-Vektorraum?

Aufgabe 10.42
Berechne die Determinante folgender Matrix mit Hilfe des Gauf-Algorithmus’:

1302 1
2031 3

A=] 0250 —1 |eMats(R).
0011 1
1034 1
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Aufgabe 10.43
Berechne die folgende Determinante mit Hilfe des Determinantenentwicklungssatzes:

1 20 1
0 3 1 3

B = € Mat .
95 0 —1 a4(Q)
1 01 1

Aufgabe 10.44
Bestimme fiir welche s € R die Abbildung

fo B =R (2,9,2) = (@t 20+ 2y + 252 +y = 2)

invertierbar ist und berechne fiir diese die Inverse mit Hilfe der Adjunkten.

Aufgabe 10.45
Es sei A € Mat,,(R) mit ungeradem n und A* = —A. Zeige, A ist nicht invertierbar.
Bleibt die Aussage wahr, wenn wir R durch einen anderen Korper ersetzen?

Aufgabe 10.46
Zeige, ist A € Mat, (K) eine invertierbare obere Dreiecksmatrix, so ist auch A~!

eine obere Dreiecksmatrix.

Aufgabe 10.47
Lose das folgende lineare Gleichungssystem mit Hilfe der Cramerschen Regel:

r+22=3, 3xr4+y=5 und —z+y=1.

Aufgabe 10.48
Fiir n > 1 definieren wir die Zahl

O'ESn

a. Finde eine Matrix A, € Mat,(Z) ohne Null-Eintrag, so daf} det(4,) = d,, gilt.
b. Berechne d,, mit Hilfe elementarer Zeilenoperationen.

Aufgabe 10.49

Die Menge R = C*(R,R) der auf R unendlich oft differenzierbaren Funktionen ist
ein kommutativer Ring mit 1 mit der iiblichen punktweisen Addition und Multiplika-
tion von Funktionen. Fiir eine solche Funktion g bezeichne ¢’ die Ableitungsfunktion,

und fiir eine Matrix G = (g;)i j=1,..» € Mat,(R) definieren wir

.....

gun ... Gik-1 gik Jk+1 -+ YGin
dp(G) = det : : : :

gn1 -+ Gnk-1 gr:;k 9nk+1 -+ Gnn
a. Zeige, det(Q) = di(G) + ...+ d,(G).
b. Zeige, det(G)" = Spur(G* o G').

Fiir die Definition der Spur einer Matrix siehe Definition 12.4.
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Aufgabe 10.50
Fiir welche Werte 2 € R ist die folgende Familie von Vektoren im R? linear abhiingig

(sin(e)cos (a+ ) stan (2= 7))’ ( (- T) —cos (2) In (é)) (cot (+ ) 1 (%),
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KAPITEL II

Normalformen von Endomorphismen

§ 11 Der Polynomring K|t]

Bei der Behandlung von Endomorphismen spielt das charakteristische Polynom des
Endomorphismus eine wichtige Rolle. Wir fithren deshalb hier den Begriff des Po-
lynoms noch einmal ein und listen einige wichtige Eigenschaften des Polynomrings.
Auf Beweise werden wir weitgehend verzichten, da diese Bestandteil der Linearen
Algebra 2 sind.

Definition 11.1 (Der Polynomring)
Wir nennen einen Ausdruck der Form

Zak~tk:an-t"+an,1~t”’1+...+a1~t1+a0-t0
k=0

mit ag, . ..,a, € K und n € IN ein Polynom in der Unbestimmten ¢ mit Koeffizienten
in K.
Fiir zwei Polynome f =Y}  ax-t* und g = > by, - t* soll gelten

f=9 <= a.=b Yk=0,..., max{m,n}, (36)

wobei a, = 0 fiir £ > n und b, = 0 fiir & > m. Wir sagen, zwei Polynome sind
gleich, wenn ihre Koeffizienten iibereinstimmen und sprechen dabei vom Koeffizien-

tenvergleich.

Die Menge

K[t] = {Zak-tk ‘ a, eK,nelN}

k=0
aller Polynome in der Unbestimmten ¢ mit Koeffizienten in K heifit der Polynomring
in der Unbestimmten ¢ iiber dem Korper K.

Fiir zwei Polynome f = >")_jai - t* € K[t] und g = >}, by, - t* € K][t] sowie ein
Skalar A € K definieren wir

)\-f:i()\-ak)-tk
k=0

und

max{m,n}
frag= D (ax+by)-t"

k=0

159
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mit a, = 0 fir £ > n und b, = 0 fiir £ > m sowie

f'g:%L(iai-bki) -t’“:mifl(Z ai'b]) ¢k

k=0 \i=0 k=0 \it+j=k
wobei a; = 0 fiir ¢ > n und b; = 0 fiir j > m.

Eine nicht-leere Teilmenge I C K|[t] heiit ein Ideal von K[t|, wenn fiir f,g € I und
h e Klt] stets f+g€ T und h- f €I gilt.

Wir erinnern uns, dafl eine K-Algebra ein K-Vektorraum mit einer Multiplikation
ist, beziiglich derer der Vektorraum ein Ring mit Eins ist und mit der die Skalar-
multiplikation vertréglich ist (sieche Bemerkung 6.9).

Proposition 11.2 (Der Polynomring als K-Algebra.)
Der Polynomring K[t] ist eine kommutative K -Algebra mit Basis B = (t* | k € IN).

Beweis: In weiterfithrenden Vorlesungen wird gezeigt, dal K[t] ein kommutativer
Ring mit Eins ist (siche [Mar08, Satz 6.15]). Beachtet man, dafi die Skalarmulti-
plikation A\ - f = (A -¢Y) - f erfiillt, so folgen damit automatisch auch die fehlenden
Vektorraumgesetze (siehe auch Bemerkung 11.22) sowie die Vertraglichkeit von Mul-
tiplikation und Skalarmultiplikation. K[t] ist also eine K-Algebra.

Da jedes Polynom eine endliche Linearkombination der t* ist, ist die Familie
(tk ‘ ke ]N) ein Erzeugendensystem des K-Vektorraumes K|[t], und wegen (36) ist
sie zudem linear unabhéngig, da >_,_ ay - t* = 0 genau dann gilt wenn a;, = 0 fiir

alle k =0,...,n. O

Bemerkung 11.3

Die Abbildung i : K < K[t] : a — a - t° ist ein K-Algebrenmonomorphismus, und
wir identifizieren die konstanten Polynome deshalb mit den Elementen aus K. Das
pafit damit zusammen, dafl das Polynom ¢° die Eins der K-Algebra K[t] ist. Wir
schreiben deshalb

a, "+ ... +a -t tag-tP=a, t"+...+a;-t+ap.

Definition 11.4 (Der Grad eines Polynoms)

Sei f = > ,art’ € K[t] mit a, # 0, dann heiBt deg(f) := n der Grad von f
und lc(f) := a, der Leitkoeffizient von f. Zudem setzen wir deg(0) := —oo und
lc(0) := 0. Ist le(f) = 1 oder f =0, so nennen wir f normiert.

Beachte, ein Polynom f ist genau dann konstant, wenn deg(f) < 0.

Lemma 11.5 (Gradformeln)
Seien f,g € K[t] \ {0}. Dann gelten:

a. deg(f +g) < max { deg(f),deg(g)}.
b. deg(f - g) = deg(f) + deg(g).
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Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf [Mar08, Proposition 6.16]. Er ergibt
sich durch Einsetzen der Definition. []

Beispiel 11.6
Sei f =2t+ 1,9 = —2t+ 1 € Q[t], dann gilt f + g = 2, also deg(f + g) <
max { deg(f),deg(g)}, aber f-g = —4t>+ 1 und somit deg(f - g) = deg(f) + deg(g).

Definition 11.7 (Nullstellen von Polynomen)
Es sei L eine K-Algebra, b € L und f = >",_a) - t* € K[t]. Wir setzen

Fb) == ap-bF e L.
k=0
Gilt f(b) =0, so heifit b eine Nullstelle von f in L.
Beispiel 11.8

0 -2

2
a2 4 0 2 0 o 0 0
o-v-sr- (2 9) s (10)

Also ist b eine Nullstelle von f in Mats(R).

Satz 11.9 (Division mit Rest)
Es seien f,g € K[t]\ {0} und I C K|[t] ein Ideal.

2
Sei f=t*—4=1¢*—4-1° € R[t], L = Maty(R) undb:( 0 ),danngilt

a. FEs gibt eindeutige Polynome q,r € KI[t] mit f = q-g+r und deg(r) < deg(g).

b. Ist A\ € K eine Nullstelle von f in K, dann gibt es ein Polynom q € K|t] mit
f=q-(t—=2X), dh. wir kénnen t — X\ als Linearfaktor abspalten.

c. Istdeg(f) =mn, so hat f hichstens n Nullstellen in K.

d. Es gibt genau ein normiertes Polynom pu € K[t] mit I = {n-plpeKlt]}.

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf [Mar08, Satz 7.27, Proposition 7.39,
Satz 7.42, Korollar 7.51]. Teil a. beweist man dabei mit Induktion nach dem Grad
von f und kiirzt dabei den Leitterm von f mit Hilfe des Leitterms von g. Teil b.
folgt unmittelbar aus Teil a. indem man f durch den Linearfaktor ¢ — A teilt, und
Teil c. folgt aus Teil b. mit Induktion nach n. In Teil d. wihlt man p als normiertes
Nicht-Null-Polynom kleinsten Grades, wenn I # 0, und zeigt mit Hilfe von Teil a.,
daB jedes Polynom in [ ein Vielfaches von p ist. O]
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Beispiel 11.10
Sei f =13 —1 € R[t], dann gilt offenbar f(1) = 1* — 1 = 0. Polynomdivision liefert:

(3 —1):(t-1) =12+t +1.
3 — ¢2
t2
2 —t
t_
t_

Alsogilt f=(t*+t+1)-(t—1).
Proposition 11.11 (Das Minimalpolynom)
Es sei L eine K-Algebra und b € L.

a. Der Einsetzhomomorphismus
G K[t] — L2 fr— f(b)
ist ein K -Algebrenhomomorphismus, d.h. (f + g)(b) = f(b) + g(b), (f-¢)(b) =
f@0) - g(b), (A~ f)(b) = A- f(b) und 1(b) = 1.

b. Es gibt ein eindeutig bestimmtes normiertes Polynom uy, € K|t], so dafs
!
KTt = (- g | g € K[} £ {h € K[t | hb) = 0} = Ker(éy).
wy heifit das Minimalpolynom wvon b.

c. Gibt es ein 0 # h € K[t] mit h(b) = 0, so ist uy, das normierte Nicht-Null-
Polynom kleinsten Grades, das b als Nullstelle hat.

Beweis: Dafl der Einsetzhomomorphismus ein K-Algebrenhomomorphismus ist,
folgt unmittelbar aus den Definitionen (siche auch [Mar08, Lemma 7.36]). Mithin
ist der Kern

Ker(gy) = {h € K[t] | h(b) = 0}
von ¢, ein Ideal im Ring K[t], siche [Mar08, Satz 6.43]. Aus der Algebra wissen wir,
daf} K[t] ein Hauptidealring ist, siche [Mar08, Satz 7.51]. Es gibt also ein normiertes
Polynom g, € K[t] mit

Ker(¢p) = K [t] = {m - g | g € K[t]}-
Die Eindeutigkeit von g, folgt dann leicht aus den Kiirzungsregeln in Kt], siche

[Mar08, Beispiel 7.2]. Zudem folgt aus der Gradformel unmittelbar, dafl jedes Nicht-
Null-Polynom in p;, K[t] mindestens den Grad von i, hat. O

Bemerkung 11.12 (Polynome versus Polynomfunktionen)
a. Auch die Menge K aller Abbildungen von K nach K ist eine K-Algebra und
die Abbildung
Y K[t] — KX fs f
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die einem Polynom die zugehorige Polynomfunktion zuordnet, ist ein K-
Algebrenhomomorphismus.

b. Zwei verschiedene Polynome kénnen dieselbe Polynomfunktion liefern!
Die beiden Polynome f = t* — t € Fy[t] und g = 0 € F,[t] induzieren beide als
Polynomfunktion die Funktion konstant Null, da

f(0)=0>-0=0 und f(1)=1*-1=0.

Die Polynome f und ¢ sind aber verschieden. In diesem Fall ist die Abbildung
¥ aus Teil a. nicht injektiv.

c. Enthéalt K unendlich viele Elemente, so ist die Abbildung 1 aus Teil a. injek-
tiv, d.h. zwei Polynome sind genau dann verschieden, wenn die zugehorigen
Polynomfunktionen verschieden sind. Liefern namlich zwei Polynome f und
g die gleichen Polynomfunktionen, so hat die Differenz f — g unendlich viele

Nullstellen und mufl wegen Satz 11.9 somit das Nullpolynom sein.

Definition 11.13 (Vielfachheiten von Nullstellen)
a. Ist A€ Kund f=(t—\)™-g € KJ[t] mit m > 1 und g(\) # 0, so nennen wir
A eine Nullstelle von f mit Vielfachheit mult(f, \) = m.

b. Essei K C L ein Teilkorper des Korpers L und f € K[t] mit n = deg(f) > 0.
Gibt es by,...,b, € Lundein 0 #c€ L mit f=c-(t—0by)-...-(t —b,) so
sagen wir, dafl f iiber L in Linearfaktoren zerfillt.

c. Wir nennen einen Korper K algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht-

konstante Polynom in K[t] iiber K in Linearfaktoren zerfillt.

Beispiel 11.14

Betrachte das Polynom f = ¢ — 213 +2t2 — 2t +1 = (t — 1)?- (t* + 1) € R[t].
Dann ist A = 1 keine Nullstelle von t? + 1. Mithin ist A = 1 eine Nullstelle von f
mit Vielfachheit mult(f, 1) = 2. Man beachte, da§ f iiber R nicht in Linearfaktoren
zerfallt, da t>+1 keine Nullstelle besitzt. Uber C zerfillt f hingegen in Linearfaktoren

f=0=12%(t—1d)- (t+1).
Satz 11.15 (Fundamentalsatz der Algebra)

a. Der Képer C der komplexen Zahlen ist algebraisch abgeschlossen.

b. Jeder Kirper K st Teilkérper eines algebraisch abgeschlossenen Korpers. Der
kleinste solche Oberkorper von K ist bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt und

wird der algebraische AbschluB K von K genannt.

Beweis: Die als Fundamentalsatz der Algebra bekannte Aussage in Teil a. wird in
der Vorlesung Einfithrung in die Funktionentheorie mit Mitteln der Analysis bewie-
sen und unter Umstidnden auch in der Vorlesung Einfithrung in die Algebra mit alge-
braischen Mitteln. Die Aussage in Teil b. ist Bestandteil der Vorlesung Einfiihrung
in die Algebra. m
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Ist der Korper K nicht algebraisch abgeschlossen, so zerféllt nicht jedes Polynom in
Linearfaktoren. Zumindest aber 148t sich jedes Polynom als Produkt von nicht mehr

weiter zerlegbaren Polynomen schreiben.

Definition 11.16 (Irreduzible Polynome)
Ein nicht-konstantes Polynom f € K[t|\ K heifit irreduzibel, wenn aus f = g-h mit
g,h € K|t] stets deg(g) = 0 oder deg(h) = 0 folgt.

Beispiel 11.17
Aus f = g - h folgt mit der Gradformel

deg(f) = deg(g) + deg(h).

Ist deg(f) = 1, so folgt unmittelbar, dafl f irreduzibel ist. Ist deg(f) € {2, 3}, so
ist f genau dann irreduzibel, wenn man von f keinen Faktor vom Grad 1 abspalten
kann, d.h. wenn f keine Nullstelle in K hat.

Satz 11.18 (Primfaktorzerlegung im Polynomring)
Jedes nicht-konstante normierte Polynom in K[t] lift sich als Produkt von endlich
vielen normierten irreduziblen Polynomen schreiben, und diese Faktoren sind bis auf

die Reihenfolge eindeutig bestimmit.

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf [Mar08, Satz 7.65]. O

Beispiel 11.19
Das Polynom f = t* — 23 + 2t — 2t + 1 aus Beispiel 11.14 hat in R[t] die Primfak-
torzerlegung

f=@t-17 (+1)
und in C[¢] die Primfaktorzerlegung
f=0=1)7%(t—1i)-(t+1).
Satz 11.20 (Bézout-Identitét)

Seien f,g € K[t] zwei normierte teilerfremde Polynome, d.h. sie haben keinen Prim-

faktor gemeinsam, so gibt es Polynome p,q € K|t] mit

l=p-f+q-yg.
Allgemeiner gilt, sind qq, . .., q. € K[t| normierte Polynome und gibt es keinen Prim-
faktor, den alle gemeinsam haben, dann gibt es Polynome py,...,p, € K[t| mit

l=pr-qi+...+pr-q.

Beweis: Fiir den Beweis verweisen wir auf [Mar08, Korollar 7.51,Satz 7.54].

Wir wollen die Aussage hier im Spezialfall g = ¢t — A beweisen. Teilen wir f durch
t — A mit Rest, so finden wir Polynome ¢, r € K[t] mit

f=q-t=XN+r
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und deg(r) < deg(t — \) = 1. Damit ist r eine Konstante. Ware r = 0, so wére t — A
ein gemeinsamer Primfaktor von f und g, also ist » # 0. Dann ist

1 q
1= =Ty
r r
die gesuchte Darstellung. O]

Bemerkung 11.21 (Rationale Funktionen)

Der Polynomring K [t] iiber einem Korper hat sehr viele Eigenschaften mit dem Ring
7. der ganzen Zahlen gemeinsam — in beiden Ringen gibt es eine Division mit Rest
(d.h. sie sind Euklidische Ringe im Sinne der Algebra, siche [Mar08, Beispiel 7.26,
Korollar 7.28]) und in beiden Ringen hat man eine eindeutige Primfaktorzerlegung
(sieche [Mar08, Korollar 7.63, Korollar 7.65]). Deshalb kann man bei den Polynomen
das Problem der fehlenden multiplikativen Inversen genauso l6sen wie im Fall der
ganzen Zahlen, man fithrt Briiche ein. Dies fithrt zum Korper

k) = {L ] 192 Ko 20}

der rationalen Funktionen. Das Kiirzen von Briichen funktioniert wie in den ratio-
nalen Zahlen, und gleiches gilt fiir die Addition und die Multiplikation.

Bemerkung 11.22 (Abbrechende Folgen)
Wir bezeichnen mit ej, = (4, | i € IN) € K™ die Folge in K, die an der Stelle k& den
Eintrag 1 und sonst stets den Eintrag 0 hat, und wir betrachten den K-Vektorraum

V = Lin (e | kK € IN) = Lin (e, €1, €, . . .)

der sogenannten abbrechenden Folgen — beachte, daf eine Folge in V nur endlich
viele Glieder ungleich Null haben kann!

B = (ex | k € N) ist eine Basis von V, und es gibt mithin genau eine K-lineare
Abbildung
p:V — KJt]
mit
pler) = t*
fiir alle £ € IN. Da ¢ eine Basis auf eine Basis abbildet, ist ¢ ein Isomorphismus.
Wir konnen die Vektorrdume V und K[t] mittels ¢ miteinander identifizieren.

Zudem existiert wegen Aufgabe 11.23 auf V' genau eine Multiplikation, die bilinear
ist und fiir die e; - e; = e;4; gilt. Mit dieser Multiplikation wird V' eine K-Algebra
und ¢ wird zum K-Algebrenisomorphismus.

In vielen Biichern zur Linearen Algebra ist es iiblich, den Polynomring als den Vek-
torraum der abbrechenden Folgen einzufiihren und auf diesem dann wie oben eine
Multiplikation einzufiihren. Dies hat den Vorteil, dafl Polynome klar definierte Ojek-
te, namlich abbrechende Folgen, sind und man Polynome nicht als Ausdriicke einer
bestimmten Form einfithren muf}; ohne genau zu sagen, was das eigentlich heiflen

soll. Ich habe auf diesen Zugang verzichtet, da es Studienanfénger erfahrungsgemaf
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eher verwirrt, wenn Polynome Folgen sein sollen, wéhrend sie meist ohne Proble-
me hinnehmen, nicht wirklich gesagt zu bekommen, was ein Ausdruck der Form
> on_oak - t* eigentlich sein soll. Die Identifikation von V' mit K[t] rechtfertigt unser
Vorgehen nun im Nachhinein und uns reicht im weiteren Verlauf, dafl wir wissen,

wie wir mit Polynomen zu rechnen haben.

Aufgaben

Aufgabe 11.23 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir bilineare Abbildungen)

Sei V ein K-Vektorraum mit Basis B = (z; | i € I) und sei F = (yi; | (i,]) €
I x1T ) eine Familie von Vektoren im K-Vektorraum W. Dann gibt es genau eine
multilineare Abbildung f: V x V — W mit f(z;,x;) = y;; fiir alle (4,5) € I x 1.

Sindz = > a5, y= >, bx; €V, so gilt
iel il
endlich endlich

fley)= D Y abyi. (37)

er
endlich endlich

Aufgabe 11.24 (Polynominterpolation)

Es seien bg,...,b, € K paarweise verschieden und cy,...,c, € K beliebig. Zeige,
es gibt genau ein Polynom f € K[t] vom Grad deg(f) < n mit f(b;) = ¢; fiir alle
1=0,...,n.

Aufgabe 11.25
Zerlege das Polynom f = t* + 3 + 2t — 4 € C[t] in Linearfaktoren.

Aufgabe 11.26
Bestimme das Minimalpolynom g, € Q[t] von b = v/2 € R.

Aufgabe 11.27
Zeige, ist f € R]t] irreduzibel, so ist deg(f) € {1,2}.

Hinweis: Betrachte fiir eine komplexe Nullstelle A von f die Félle A € R und A € C\ R. In letzterem Fall

reige, daB auch das konjugiert Komplexe von A eine Nullstelle von f ist und betrachte dann das Polynom
g=@{t=X)-(t=2X).

Aufgabe 11.28

Es sei f € Endg (V) und z € V.

a. Zeige, dal die Menge
Ira:=A{p € K[t] | p(f)(x) = 0}
ein Ideal in K[t] ist.
b. Zeige, daBl die Menge
Upe = {p(f)(z) | p € K[t]}

ein Unterraum von V ist.
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c. Zeige, ist m € IN minimal mit f™(x) = 0, so gilt

Ipe ={t"-p|pe K]}
und
Us. = Lin (fm_l(x), fm_Q(m), - f(a:),x)
ist ein zyklischer Unterraum wie in Aufgabe 6.38.
Aufgabe 11.29
Fiir n > 2 definieren wir den Polynomring K{z1, ..., x,] rekursiv als

Kz, ...z, = (Ko, ... 20o1]) [24)]

Wir nennen K|z, ...,z,| den Polynomring in n Verdnderlichen, und die Elemente
von Klxy,...,x,] nennen wir Polynome in n Verdnderlichen. K[z1, ..., x,] ist ein
K-Vektorraum, mehr noch, sogar eine kommutative K-Algebra mit 1x als Eins.
Wir setzen fiir v = (v4,...,1,) € N* und nun

Un
n

vl=nvn+...4+v, und z":=20"---z
wobei x ein neues Symbol ist. Zeige:
a. (z¥|v € N") ist eine Basis von K|zy,...,,) als K-Vektorraum.

Insbesondere, jedes Polynom f € K[xy,...,z,]| hat eine eindeutige Darstellung
als endliche Linearkombination der Form

) d
f= g a,x’ = g a,x{t -
veN® lv|=0

Die Basiselemente z¥ = z}* - - - ¥ nennen wir Monome.

b. Man leite die offensichtlichen Formeln fiir das Produkt und die Summe zweier

Polynome sowie fiir das skalare Vielfache eines Polynoms her.
c. Ist f nicht das Nullpolynom, so heif3t
deg(f) := max{[v| | a, # 0}

Grad des Polynoms f und wir setzen deg(0) = —oo. Man leite Gradformeln

fir K[xy,...,z,)] her.

d. Ist A= (Aq,...,\)" € K™, so ist der Einsetzhomomorphismus
oOx: Klzy, ...,z > K@ f = Za,,xll’l---x;;" = (A, )

mit f(Ag, ..., \,) = qu\:o ay A7t - - - Al ein K-Algebrenhomomorphismus.

e. Ein Polynom f € R[zy,...,z,] heiit homogen vom Grad d, wenn fiir alle A € R
gilt f(\-z) = M- f. Zeige, f € R[zy,. .., x,] ist genau dann homogen vom Grad
d, wenn f = ZM:d a,x’, d. h. wenn in der Darstellung von f nur Monome

vom Grad d mit Koeffizienten ungleich Null vorkommen koénnen.
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Aufgabe 11.30

Es sei A eine K-Algebra und a € A. Wir nennen A frei in a, falls fiir jede K-
Algebra B und jedes b € B gilt, dafl es genau einen K-Algebrenhomomorphismus
op 1 A — B gibt mit ¢(a) = b. Zeige:

a. K][t] ist frei in t.

b. Ist A frei in a, so gibt es genau einen Isomorphismus ¢, : K[t] — A mit
¢b(t) = Q.

Damit ist dann K[t] bis auf eindeutige Isomorphie die einzige freie K-Algebra in

einer Veranderlichen.
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§ 12 Endomorphismen und ihre Eigenwerte

In diesem Abschnitt sei V' ein K-Vektorraum mit 1 < dimg (V) =n < oc.

A) Invarianten von Endomorphismen unter Konjugation

Bemerkung 12.1 (Endomorphismen)

Wir erinnern uns, da K-lineare Abbildungen
f:Vv—Vv

auch Endomorphismen des K-Vektorraums V' genannt werden (siehe Definition 3.19)
und daf

Endg (V) ={f:V — V| f ist K-linear}
die K-Algebra der Endomorphismen von V' ist (siehe Bemerkung 6.9).

Zudem wissen wir, wie sich die Matrixdarstellungen von Endomorphismen unter
Basiswechsel verhalten. Sind B und D zwei Basen des Vektorraums V' und ist T =
TE so gilt (siehe Korollar 6.15)

Mp(f) =T o Mg(f)oT.

Dabei ist es von grofler Wichtigkeit, dafl wir jeweils im Definitions- und Zielbereich
von f dieselbe Basis verwenden, und das wollen wir von nun an stets tun, wenn wir

Matrixdarstellungen von Endomorphismen betrachten!

Wir kénnen deshalb Eigenschaften von Matrizen, die unter Transformationen der

Form

AT Yo Ao0T

erhalten bleiben, auch fiir Endomorphismen definieren, indem wir dazu ihre Ma-
trixdarstellungen beziiglich einer beliebigen Basis verwenden. In diesem Abschnitt

wollen wir einige Beispiele hierfiir kennen lernen.

Definition 12.2 (Konjugiert oder dhnlich)
Zwei quadratische Matrizen A, B € Mat,,(K) heiflen konjugiert oder dhnlich, wenn
es eine invertierbare Matrix T € Gl,(K) gibt, so dall B=T"'0 Ao T ist.

Bemerkung 12.3 (Konjugation ist eine Aquivalenzrelation)
Konjugation von Matrizen ist ein Beispiel fiir eine Aquivalenzrelation auf der Menge
Mat,,(K) der quadratischen n x n-Matrizen iiber K. D.h.

e jede Matrix ist zu sich selbst konjugiert, denn A =11 A - 1,;

e ist A zu B konjugiert, so ist auch B zu A konjugiert, da aus B=T"1oAoT
auch A= (T"1)"Lo Bo T folgt;

e ist A zu B und B zu C konjugiert, so ist auch A zu C konjugiert, da aus
B=T"'oAoTundC=S5"'oBoSauch C=(ToS) " oAo(ToS) folgt.
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Definition 12.4 (Das Charakteristische Polynom einer Matrix)
Es sei A = (a;;) € Mat,,(K) eine quadratische Matrix.

a. Die Summe der Diagonaleintrige von A heifit die Spur von A,
Spur(A) = ay; + ag + ... + anp.

b. Wir nennen
X, i=det(t -1, — A) € K(t)

das charakteristische Polynom von A, wobei

t— a1 —a12 Ce —A1n
—a t—a co. —Qop,
o1, — A= 2 e | e Mat, (K (1))
—Qp1 —Qp2 ... U—apn

eine quadratische Matrix mit Polynomen als Eintrégen ist, die wir als Elemente
des Korper K (t) der rationalen Funktionen auffassen (sieche Bemerkung 11.21).
In Proposition 12.6 zeigen wir, daf$ x , in der Tat ein Polynom ist. Fiir Aussagen

zu Polynomen verweisen wir auf Anhang 11.

Beispiel 12.5
2
A= >
6 3

Fiir die Matrix
t—5 =2
XA:det< 6 1 3):(t—5)-(t—3)—(—2)-(—6)=t2—8t+3.

gilt

Man beachte, daf der konstante Term von y, gerade det(A) = 3 und daf der
Koeffizient von t gerade — Spur(A) = —8 ist.

Proposition 12.6 (Charakteristisches Polynom)
Es sei A € Mat,(K) eine quadratische Matriz. Dann ist
Xy =t"F g "y o " gt g € K]

ein normiertes Polynom vom Gradn mit o,_1 = — Spur(A) und ag = (—1)"-det(A).

Beweis: Ist A = (a;;) und t -1, — A = (pij), dann folgt aus der Leibnitzschen
Formel fiir die Determinante

X, =det(t-1,—A)=(t—ay) - (t —an)+ Z SgN(0) - P1o(1) * * * Pro(n)-
id;éO'ESn

Da fiir ¢ # id mindestens zwei Faktoren in pi(1)- - Pno(n) konstante Polynome
sind, ergibt ) ., £oES,, sgn(0) - Pio(1) - * " Pro(n) €in Polynom vom Grad kleiner gleich
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n — 2. Damit lassen sich die Koeffizienten «,, und «,_; von " und "~ ! in y , aus
(t —aq1) -+ (t — apy) herleiten und sind wie oben angegeben a,, = 1 und

Op—1 = —A11 — Q22 — ... — Qpp = — Spur(A)
Ferner ist
ap = x,(0) = det(—A) = (=1)" - det(A)
der konstante Term im charakteristischen Polynom. u

Bemerkung 12.7

Man beachte, dafl es bei der Berechnung von x,(\) fur A € K keinen Unterschied
macht, ob wir zuerst ¢ durch A ersetzen und dann die Leibnitzformel zum Berech-
nen der Determinante anwenden oder ob wir zuerst die Determinante berechnen
und dann ¢t durch A ersetzen. Das liegt daran, dafl der Einsetzhomomorphismus mit
der Multiplikation und Addition vertraglich ist, vgl. Proposition 11.11. Diese Tat-
sache haben wir im obigen Beweis bei der Berechnung des konstanten Terms des
charakteristischen Polynoms verwendet.

Proposition 12.8 (Konjugierte Matrizen haben dasselbe charakt. Polynom.)
Sind A, B € Mat,,(K) konjugiert, so gilt x , = X

Insbesondere gilt auch det(A) = det(B) und Spur(A) = Spur(B).

Beweis: Sei T' € Gl,(K) mit B=T"'0 Ao T, dann gilt auch
T lot-1,—A)oT=t-T ' ol,0oT—T  'oAoT=t-1, - B.

Der Determinantenmultiplikationssatz 10.19 gilt auch fiir kommutative Ringe mit
Eins (sieche Bemerkung 10.37), also insbesondere fiir Matrizen mit Eintrdgen im
Polynomring, und somit folgt
Xy =det(t-1, —B)=det (T "o (t-1,—A)oT)
=det(T") - det(t - 1, — A) - det (T)

1
=—— .det(t-1, — A) - det(T) =
e walll ) - det(T) = x
Die Aussage zur Determinante und zur Spur folgt unmittelbar aus Proposition 12.6.
[

A"

Damit kénnen wir das charakteristische Polynom, die Determinante und die Spur

eines Endomorphismus definieren.

Definition 12.9 (Das charakteristische Polynom eines Endomorphismus)

Sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum der Dimension mindestens Eins mit
Basis B und f € Endg (V). Wir definieren das charakteristische Polynom von f
durch

X = Xy
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die Determinante von f durch
det(f) := det (MS(f))
und die Spur von f durch
Spur(f) := Spur (ME(f).

Da die Matrixdarstellungen eines Endomorphismus f zu verschiedenen Basen nach
Korollar 6.15 konjugiert sind, sind diese Definitionen unter Beriicksichtigung von
Proposition 12.8 unabhéngig von der Wahl der Basis B.

Beispiel 12.10
Wir betrachten den Endomorphismus

f:R* — R*: (2,9)" — (5x + 2y, 62 + 3y)".

Ist E die Standardbasis des R?, so gilt

M§<f>=<2§>,

und mithin gilt

t—5 -2 )
xf—ng(f)—det< iy t_g)_t—8t+3.

Alternativ kénnte man die Basis B = ((1,1)", (0,1)) betrachten und erhélt dann

M§<f>:<;f>,

und in der Tat gilt auch

t—7 =2 9
Xf:XMg(f):det( B t_1>:(t—7)-(t—1)—4:t —8t+3.

Das charakteristische Polynom vertragt sich gut mit f-invarianten Unterrdumen.

Proposition 12.11
Es sei 1 < dimg (V) < oo, f € Endg(V).

a. IstU CV ein f-invarianter Unterraum, dann gilt

Xy = XfU ’ XfV/U'

b. IstV =U;&...& U, wobei die U; f-invariant seien, dann gilt
Xy = Xpy, e Xy

Beweis:
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a. Wir wéhlen eine Basis B’ = (x1,..., ;) von U und ergénzen diese zu einer
Basis B = (z1,...,2,) von V. Dann ist B” = (Tg11,...,%,) eine Basis von
V/U und es gilt

Mg,/(fU)‘ *
Mg(f’I( 0 Mg’,’(fw))

nach Proposition 6.19. Fiir das charakteristische Polynom erhalten wir mit
Hilfe des Késtchensatzes 10.24 dann

t- ]lk - Mg[l(fU) ‘ *ok
X; =X = det

0 ‘ t-1,p— Mg’l’/(fV/U)

=det (t 1, — Mgf(f@) - det (t 1, — Mg,l,,(fv/U)> = Xs Xy

b. Die Aussage folgt analog zu Teil a. aus Proposition 6.20.

Bemerkung 12.12 (Normalformen beziiglich Konjugation als Ziel)
Der Rest der Vorlesung ist folgender Aufgabe gewidmet:

Finde eine Basis B so, dal MEF(f) eine besonders einfache Gestalt hat und
wichtige Eigenschaften von f direkt aus MZ(f) ersichtlich sind!

Alternativ kann man die Frage auch fiir quadratische Matrizen formulieren:

Finde ein invertierbares T € Gl,(K) so, daB 77! o A o T eine besonders
einfache Gestalt hat und wichtige Eigenschaften von A sofort sichtbar sind!

Solche einfachen Reprisentanten der Aquivalenzklassen beziiglich Konjugation

nennt man dann Normalformen beziiglich Konjugation.

Ich mo6chte an dieser Stelle daran erinnern, dafl wir uns schon mal eine dhnliche Auf-
gabe gestellt haben. Wir wollten Basen B und D finden, so dal die Matrixdarstellung
MBE(f) méglichst einfache Gestalt hat, oder alternativ invertierbare Matrizen S und
T, so dafl S o A oT moglichst einfach ist. Die Aufgabe haben wir in Satz 6.31 und
Korollar 6.32 gelost und festgestellt, dafl wir stets eine Matrix der Form

[50)

erhalten konnen, wobei r der Rang von f bzw. von A ist. Aus dieser Form kann man
iiber die Abbildung bzw. die Matrix aufler dem Rang keine interessante Information
mehr ablesen. Das ist der Grund, weshalb es wichtig ist, daf} wir uns von nun an
auf die Situation B = D bei Matrixdarstellungen bzw. S = T~! bei Matrizen
beschrianken! Und wir haben oben schon gesehen, daf§ bei solchen Transformationen
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interessante Eigenschaften wie die Determinante, die Spur und das charakteristische
Polynom erhalten bleiben.

B) Eigenwerte

Der Begriff des Eigenwertes ist von zentraler Bedeutung fiir die in Bemerkung 12.12
angestrebte Klassifikation.

Definition 12.13 (Eigenwerte und Eigenvektoren)
Sei f € Endg (V) und A € Mat,,(K).
a. A€ K heiBt Figenwert von f, falls es ein 0 # x € V mit f(z) = Az gibt.
Der Vektor x heifit dann Eigenvektor zum Eigenwert A von f.

Eig(f,\) == {x € V| f(z) = Az} heiBt der Eigenraum von f zum Eigenwert
A

Die Menge o(f) := {\ € K | \ist Eigenwert von f} der Eigenwerte von f
heiflt das Spektrum von f.

b. X € K heifit Figenwert von A, falls es ein 0 # z € K™ mit Az = Az gibt.
Der Vektor x heifit dann Eigenvektor zum Eigenwert A von A.
Eig(A,\) := {x € V| Az = Az} heifit der Figenraum von A zum Eigenwert \.

Die Menge 0(A) := {\ € K | X\ ist Eigenwert von A} der Eigenwerte von A
heifit das Spektrum von A.

Bemerkung 12.14 (Geometrische Interpretation von Eigenvektoren)

Ist A Eigenwert von f mit Eigenvektor x, so bedeutet das anschaulich, dal f in
Richtung von x durch Multiplikation mit A wirkt. Diese Anschauung liefert im Fall
V =R" und A > 0, dafl f den Vektor x um den Faktor A streckt, falls A > 1, und
um den Faktor A staucht, falls 0 < A < 1.

R2
Ay
) £) =)
()
0 x AT

Beispiel 12.15
a. Ist dimg (V) = 1, so ist jeder Vektor ungleich Null ein Eigenvektor von f, da
f schlicht die Multiplikation mit einer Konstanten ist.

b. Ist dimg (V) > 2, so braucht f hingegen keine Eigenwerte und Eigenvektoren
zu besitzen. Dabei héngt die Frage der Existenz wesentlich vom Grundkoérper
K ab. Betrachte etwa die Drehung ¢, = fa, : R?> — R? um den Winkel
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a € R aus Beispiel 3.24. Die Matrixdarstellung beziiglich der kanonischen
Basis E = (e, e3) ist

A, = ME(py) = ( cos(a) —sin(a) > '

sin(a)  cos(a)

‘:Da(el)
sin(a)

cos()

Aus einer rein geometrischen Betrachtung folgt unmittelbar, daf§ ¢, bzw. A,
nur dann einen Eigenvektor besitzen kénnen, wenn « ein ganzzahliges Vielfa-

ches von 7 ist.
Bemerkung 12.16 (Eigenrdume)
Es seien f € Endg (V) und A € Mat,,(K).

a. Da f(x) = Az fiir z € V und A € K genau dann erfiillt ist, wenn z im Kern
der linearen Abbildung f — Aidy € Endg (V) liegt, gilt also

Eig(f,A) = Ker(f — Aidy) = Ker(Aidy —f).
Analog erhélt man:
Eig(A,\) = Ker(f4 — Aidy) = Los(A — A1,,,0) = Los(AL,, — A, 0).
b. Aus der Definition folgt unmittelbar, daf o(A) = o(fa) und o(f) = o (ME(f)).

c. Ebenso folgt unmittelbar, da§ der Eigenraum Eig(f, A) von f zum Eigenwert
A f-invariant ist.

d. Kennt man einen Eigenwert A € K von A, so kann man das lineare Gleichungs-
system
(A= Al,)x=0 oder (Al,—A)z=0
l6sen und damit eine Basis des Eigenraumes Eig(A, ) = Los(A — A1, 0) be-
stimmen. D. h., bei Kenntnis des Eigenwertes A lassen sich die Eigenvektoren
von A zu A durch Losen eines linearen Gleichungssystems bestimmen. Aber

wie kommt man zu den Eigenwerten von A?

Satz 12.17 (Eigenwerte und das charakteristische Polynom)
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,,(K).

a. Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen von x, in K.

b. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen von x , in K.
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Insbesondere, f und A haben hochstens n paarweise verschiedene Eigenwerte.

Beweis: Fiir A € K gilt unter Beriicksichtigung von Korollar 5.22:

A ist Eigenwert von f <= Ker(Aidy —f) = Eig(f, ) # {0}
<= \idy —f ist nicht injektiv
222 \idy — f ist nicht bijektiv

< xr(A) = det(Aidy —f) = 0.

Der Beweis fiir die Matrizen geht analog. ]

Bevor wir das charakteristische Polynom weiter untersuchen, wollen wir zunéchst

einige Beispiele betrachten.

Beispiel 12.18

a.

Betrachten wir zunéchst die folgende Matrix:
011
A=| -1 2 1 | € Mat(3,Q).
-1 1 2

Mit Hilfe der Regel von Sarrus oder durch den Laplaceschen Entwicklungssatz
bestimmen wir das charakteristische Polynom von A als

t -1 -1
x,=det| 1 t—2 —1 |=—-4+5t-2=@1—-17>-(t-2).
1 -1 t—2

Alternativ kann man, da Q(¢) ein Korper ist, die Determinante mittels des
GauBlschen Algorithmus’ 10.15 bestimmen. Insbesondere diirfen wir dabei

durch Polynome dividieren!

t -1 -1 , t -1 —1
II»—)II—;I L L
1 t—2 -1 — 0t-2+1 1.1 |=
IIIHIIIf;I 1 1
1 -1 -2 0 L1 t-241
(38)
t _12 -1 II[»—>III+$I[ _12 -1
O il B S U
0 —t=1 (=1 0 0 t—2

Entsprechend erhalten wir fiir das charakteristische Polynom
Xa=t-EL (@ —2) = (-1 (t—2).

Das charakteristische Polynom hat also die Nullstellen A = 1 und A = 2, wobei
A =1 eine zweifache Nullstelle ist. Insbesondere ist also o(A) = {1,2}.
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Wir kénnen jetzt fiir A = 1 und fiir A = 2 jeweils den Eigenraum Eig(A, \) =
Los(A1,, — A, 0) mit Hilfe des GauB-Algorithmus bestimmen.!

Der Algorithmus zur Bestimmung von Eig(A, 1) = Los(1,,— A, 0) sieht vor, dafl
wir die Matrix zunéchst auf reduzierte ZSF bringen und dann in den Nullzeilen
die Diagonalelemente durch —1 ersetzen:

-1 1 1 1 -1 —1 1 -1 -1
-1 1 1 — 0 0 0 — 0 -1 0
-1 1 1 0 0 0 0 0 —1

Die letzten beiden Spalten, d.h. die, bei denen eine —1 auf der Diagonalen
steht, bilden dann eine Basis des Eigenraumes zum Eigenwert 1:

Eig(A,1) = Lin ((—1,-1,0)", (=1,0,-1)") .

Eig(A, 1) ist also zweidimensional.
Analog ergibt sich Eig(A,2) aus

-2 11 1 0 -1 1 0 —-1
-101|~]01-1]—=]101 —-11,
-1 10 00 O 0 0 -1

und damit gilt Eig(A,2) = Lin ((—1, -1, —1)").

b.  Wir hatten schon durch eine geometrische Argumentation gesehen, daf die Dre-
hung um einen Winkel o im allgemeinen keinen reellen Eigenwert besitzt. Den
gleichen Sachverhalt priifen wir nun noch einmal mit algebraischen Methoden.

Die Matrixdarstellung der Drehung beziiglich der kanonischen Basis von R? ist
4 - cos(a) —sin(«)
* \ sin(a) cos(a) |

Xa, = (t— Cos(og))2 + sin®*(a) = t* — 2cos(a)t + 1.

Die Nullstellen von x, = sind cos(a)++/cos?(a) — 1 und cos(a) —y/cos?(a) — 1.
Fiir beide Terme gilt, sie sind genau dann reell, wenn « ein ganzzahliges Viel-

Aber

faches von  ist.
Insbesondere hat die Drehung also nur dann reelle Eigenwerte, wenn « ein
ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, d. h. A, = 15 oder A, = —1,.

c. Essei f € Endg (R?) die Spiegelung an einer Geraden Lin (y) = R-y C R?
mit 0 # y = (y1,%2)" € R

'Man beachte, daf8 es zur Berechnung der reduzierten Zeilen-Stufen-Form von A1, — A fiir
A =1 nicht erlaubt ist, in (38) in der letzten Matrix ¢ etwa durch A = 1 zu ersetzen, um die ZSF
zu erhalten, da wir bei den vorgenommenen Umformungen zur Ermittelung obiger Matrix durch
das Polynom t — 1 dividiert haben. Dies ist iiber Q(t) eine erlaubte Operation gewesen. Ersetzen

wir jedoch t durch 1, so ist die Operation nicht mehr erlaubt!
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RQ

Wir setzen = (—ys,y1)" € R? Dann steht x senkrecht auf y und B = (y, z) ist
eine Basis von R%. Die Spiegelung f bildet mithin y auf sich selbst und z auf —z
ab, da z senkrecht auf Lin (y) steht. Damit hat f die folgende Matrixdarstellung

beziiglich B
1 0
ME(f) =

und das charakteristische Polynom von f ist gerade
X, ={t—=1)-(+1).

Die Spiegelung von f hat also Spektrum o(f) = {—1, 1}.

Beschreiben wir f in den Standardkoordinaten E = (e1,es) von R?, so ist f
die Spiegelung an Lin (e;) = R - ey gefolgt von der Drehung um den Winkel 2«
wenn « der Winkel ist, den Lin (y) mit Lin (e;) einschlieBt. Wir erhalten also

B, [ cos(2a)  sin(2a) \ [ cos(2a) —sin(2a) 1 0
My (f) = ( sin(2a)  — cos(2a) ) B ( sin(2a)  cos(2a) ) ° ( 0 —1 ) '

Das charakteristische Polynom errechnet sich aus dieser Matrixdarstellung als

(t — cos(2a)) - (t + cos(2)) —sin®*(2a) =¢* — 1= (t—1) - (t+1).

Korollar 12.19 (Eigenwerte einer Dreiecksmatrix)

Ist A= (a;j) € Mat,(K) eine obere oder untere Dreiecksmatriz, dann ist

XA:(t—all)-...-(t—ann)

und die Fintrdge auf der Diagonalen sind genau die Figenwerte von A.

Beweis: Fiir eine obere Dreiecksmatrix A = (a;;) gilt

t—a11 * *

0 t—as * ... *

. . . . =1

0 oo 0 t—ap,
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und dieses Polynom hat genau die Nullstellen ajq, ..., a,,. Der Beweis fiir untere
Dreiecksmatrizen geht analog. ]

Fiir die Definition der Vielfachheit mult(p, A) einer Zahl A als Nullstelle eines Poly-

noms p verweisen wir auf Definition 11.13.

Definition 12.20 (Vielfachheit von Eigenwerten)
Es sei f € Endg(V), A € Mat,(K) und X € K.

a. mult(x,, ) heiBt algebraische Vielfachheit von X als Eigenwert von f.
dimg Eig(f, \) heiit geometrische Vielfachheit von A als Eigenwert von f.

b. mult(x,,A) heiBt algebraische Vielfachheit von X als Eigenwert von A.
dimg Eig(A, ) heiit geometrische Vielfachheit von X als Eigenwert von A.

Die algebraischen Vielfachheiten nennt man auch arithmetische Vielfachheiten.

Beispiel 12.21
Die Matrix

0 1
A= <O O)GM&tg(C)

aus Beispiel 13.4 hat nur den Eigenwert 0, da y, = t*. Die algebraische Vielfachheit
von 0 als Eigenwert von A ist

mult(y ,,0) = mult(¢?,0) = 2,
wéhrend die geometrische Vielfachheit
dime Eig(A, 0) = dime Los(4, 0) = dimg Lin ((1,0)") = 1
ist.

Lemma 12.22 (Geometrische und algebraische Vielfachheit)
Es sei f € Endg(V), A € Mat,,(K) und A € K. Dann gilt stets

dimg Eig(f, A) < mult(x,,\)

und
dimg Eig(A, \) < mult(x,, ),

d.h. die geometrische Vielfachheit eines Figenwertes ist stets nach oben durch die
algebraische Vielfachheit beschrdnkt.

Beweis: Man beachte, daf§ U := Eig(f, \) ein f-invarianter Unterraum ist und daf
fu = A-idy gilt. Mithin ist

Xpy = Xasay = det(t-idy —A-idy) = det (t=X)-idy ) = (t = N)°
wobel s = dimg (U) = dimg Eig(f, A). AuBlerdem gilt nach Proposition 12.11

Xy = XfU : XfV/U = (t o /\)s ’ XfV/U'
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Daraus folgt unmittelbar
mult(f,\) > s = dimg Eig(f, A).
Die analoge Aussage fiir A folgt hieraus mit f = f4. m

Lemma 12.23 (Eigenwerte bei konjugierten Matrizen)
Fiir A, B € Mat,(K) und T € Gl,(K) mit B=T"10AoT sowie A\ € K gelten:
a. o(A)=o(B).
b. mult(x,,A) = mult(x,, A).
c. dimg Eig(A, \) = dimg Eig(B, A).
d. x € Eig(A,)\) <= T 'z € Eig(B, \).
D.h. konjugierte Matrizen haben die gleichen Figenwerte und fiir jeden Eigenwert

stimmen ihre geometrischen Vielfachheiten ebenso tiberein wie ihre algebraischen
Vielfachheiten.

Beweis: Nach Proposition 12.8 haben A und B die gleichen charakteristischen Po-
lynome. Mithin stimmen wegen Satz 12.17 die Eigenwerte von A und B sowie deren

algebraische Vielfachheiten iiberein. Damit sind a. und b. gezeigt. Ferner gilt
z € Eig(A,\) <= \x = Az = ATT 'z
= N 'e =T 'ATT'2 = BT '2 <= T 'z € Eig(B, \).
Damit ist d. gezeigt und aulerdem folgt, dafy der Isomorphismus fr-: den Eigenraum

Eig(A, \) isomorph auf den Eigenraum Eig(B, \) abbildet. Die beiden miissen also

die gleiche Dimension haben, womit auch c. gezeigt ist. O]

Aufgaben

Aufgabe 12.24 (Nilpotente Endomorphismen und Matrizen)
Es sei A € Mat,(K) und f € Endg (V) mit 1 < dimg (V) < 0.
a. Zeige, gibt es ein r € IN mit f" = 0, so gilt Spur(f) = 0.
b. Zeige, gibt es ein r € IN mit A” = 0, so gilt Spur(A) = 0.
c. Finde ein Beispiel fiir eine Matrix wie in Teil b., bei der nicht alle Diagonalele-

mente Null sind.

Hinweis zum Beweis von a.: Fiihre Induktion iiber n = dimg (V). Dazu zeige man, dal MZ(f)
fiir eine geeignete Wahl von B Blockgestalt mit einem Nullblock in der oberen linken Ecke hat.
Proposition 6.19b. mit U = Ker(f) ist dabei hilfreich.

Aufgabe 12.25
Fiir ein Polynom p € K[t] und zwei konjugierte Matrizen A, B € Mat,,(K) gilt

p(A)=0 <= p(B)=0.
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Aufgabe 12.26
Bestimme die Eigenwerte und die Eigenrdume der folgenden Matrix A:

1 1 01
0 3 00
-1 1 2 1
-1 1 0 3

A= € Mat4(Q)

Aufgabe 12.27 (Die Eigenrdume bilden eine direkte Summe.)
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,,(K).

a. Sind zq,...,x, € V Eigenvektoren von f zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten Ay, ..., A\, € K, dann ist die Familie (x4, ..., z,) linear unabhéngig.
Insbesondere gilt

b. Sind zq,...,z, € K" Eigenvektoren von A zu paarweise verschiedenen Eigen-
werten Ay, ..., A\, € K, dann ist die Familie (x4, ..., z,) linear unabhéngig.
Insbesondere gilt

Eig(A, A1) + ...+ Eig(A, \,) = Eig(A, \1) & ... @& Eig(A, \,).
Aufgabe 12.28
Sind f, g € Endg(V), so gilt o(fog) =0a(go f).
Aufgabe 12.29
Zeige mit Hilfe der Eigenwerte der Matrix

[ cos(1) —sin(1)
A= < sin(1)  cos(1) ) ’

dafl die Folgen (cos(n))nen und (sin(n)),en divergent sind.
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§ 13 Diagonalisierbarkeit und Trigonalisierbarkeit

In diesem Abschnitt sei V' ein K-Vektorraum mit 1 < dimg (V) =n < oc.

In Bemerkung 12.12 haben wir erldutert, dafl unser zentrales Anliegen darin besteht,
eine Basis B bzw. eine invertierbare Matrix T' € Gl,(K) zu finden, so dal MEZ(f)
bzw. T o A o T eine moglichst einfache Gestalt hat. Dazu zihlt sicher, daf die
Matrix moglichst viele Nullen enthélt.

Definition 13.1 (Diagonalisierbar und trigonalisierbar)
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,(K).

a. [ heiit diagonalisierbar (bzw. trigonalisierbar), falls es eine Basis B von V

gibt, so dal ME(f) eine Diagonalmatrix (bzw. eine obere Dreiecksmatrix) ist.

b. A heiit diagonalisierbar (bzw. trigonalisierbar), falls es eine Matrix T €
Gl,(K) gibt, so dal T=' o A o T eine Diagonalmatrix (bzw. eine obere Drei-
ecksmatrix) ist.

A) Trigonalisierbarkeit

Satz 13.2 (Trigonalisierbarkeit)
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,,(K).

a. Genau dann ist [ trigonalisierbar, wenn x, tber K in Linearfaktoren zerfdllt.

b. Genau dann ist A trigonalisierbar, wenn x , dber K in Linearfaktoren zerfallt.

Beweis: Ist f trigonalisierbar, so gibt es eine Basis B mit

Aok .. L. %
0 Ao

Mg(f): : . . . :
0 ... 0 M1 =
0O ... ... 0 M\,

Damit folgt, daf§ das charakteristische Polynom

X, =(E=A) - (E =)
von f iiber K in Linearfaktoren zerfallt.

Zerfalle nun umgekehrt das charakteristische Polynom von f in Linearfaktoren y, =
(t — A1)+ (t — A\n). Wir beweisen mit Induktion iiber n = dimg(V'), daf dann f
trigonalisierbar ist. Im Fall n = 1 ist f nach Beispiel 12.15 sogar diagonalisierbar.
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Sei also n > 1 und sei 0 # x; € V ein Eigenvektor von f zum Eigenwert A;.
Wir setzen U := Lin (z1) < V. Wegen f(z1) = May € U ist U ein f-invarianter
Unterraum von V' und Xy, =1 — A1. Mithin folgt aus Proposition 12.11

Xy = (L= Xa) o (1= A,

d. h. das charakteristische Polynom von fy;; zerféllt {iber K in Linearfaktoren. Da
dimg(V/U) = n — 1 < n, existiert per Induktion eine Basis B” = (I_g, . ,x_n)
von V/U, so da M B,','( fV/U) eine obere Dreiecksmatrix ist. Dann ist aber B =

(x1,...,2,) eine Basis von V und mit B’ = (z;) gilt wegen Proposition 6.19

*

ME(H)| ,
0 ME (fvw) 0 | ME: (fvv)

Mg(f) =

Damit ist ME(f) eine obere Dreiecksmatrix und f ist trigonalisierbar.

Die Aussage fiir A erhalten wir aus der entsprechenden Aussage fiir f4. m

Bemerkung 13.3

Ist K ein algebraisch abgeschlossener Korper, etwa K = C, so sind somit jede Matrix
A und jeder Endomorphismus f trigonalisierbar. Eine vergleichbare Aussage fiir die
Diagonalisierbarkeit gilt nicht.

Beispiel 13.4
a. Die Drehmatrix

cos(a) —sin(«)
Aa = .
sin(a)  cos(«)
hat das charakteristische Polynom x, = t*—2cos(a)t+1 = (t—\)- (t—X\) mit
A = cos(a) +isin(a) € C, o € R. Damit hat y, also keine reellen Nullstellen,
wenn « kein ganzzahliges Vielfaches von 7 ist, und somit ist A, tiber R nicht
trigonalisierbar.

Hingegen zerféllt x, {iber C in Linearfaktoren, so daf§ A, iiber C trigonali-
sierbar sein muf. In der Tat ist A, sogar diagonalisierbar mit Diagonalgestalt

(33)

Ist « kein ganzzahliges Vielfaches von 7, so besitzt A, zwei verschiedene Ei-
genwerte, so dafl zugehorige Eigenvektoren nach Aufgabe 12.27 eine Basis von
C? bilden miissen und diese transformieren A, in obige Diagonalmatrix. Ist o
hingegen ein ganzzahliges Vielfaches von 7, so ist A, = 15 oder A, = —15 und
hat bereits Diagonalgestalt.

b. Die Matrix
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ist hingegen auch iiber C nicht diagonalisierbar. Denn, géibe es eine Matrix

T_lofloT:()\1 O)GMatQ(C),
0 A

dann ware

2
2
)\1 0 _ )\1 0 :T_loAQOT: 0 0 :
0 A 0 A 00

also wiren A\ = Ay = 0. Aber damit wiirde gelten:

Ozrang</t)1 )(\) ) :rang(T_lvoT) =rang(A) =1,
2

da T € Gly(C). Dies ist jedoch ein Widerspruch.

B) Diagonalblockmatrizen

Definition 13.5 (Diagonalblockmatrizen)
Wir werden im Folgenden sehr hiufig mit Blockmatrizen der folgenden Form arbei-

ten:

€ Mat,,(K),

0 - - |A,
wobei A; € Mat,,,(K),i=1,...,r mit n =ny + ...+ n,. Es empfiehlt sich deshalb,

eine Kurzschreibweise fiir solche Diagonalblockmatrizen einzufithren. Wir schreiben

kurz:
A:Al@...@Ar:@Ai.
=1

Bemerkung 13.6 (Diagonalblockmatrizen)

a. Man beachte, dafl es bei der obigen Schreibweise fiir Diagonalblockmatrizen
auf die Reihenfolge der Summation ankommt, dal aber Matrizen, die durch

Anderung der Summationsreihenfolge entstehen, zueinander konjugiert sind!

b. Mit Hilfe dieser Notation gilt beispielsweise, dafl eine Matrix A genau dann dia-

gonalisierbar ist, wenn es Korperelemente Ay, ..., A, € K und positive natiirli-
che Zahlen ny,...,n, € IN gibt sowie eine invertierbare Matrix T € Gl,(K)
mit

T oAoT = @/\illm.
i=1
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c. Ist A = @)_, A; eine Diagonalblockmatrix, so verifiziert man leicht, daf fiir
ke N gilt A* = @;_, A¥, und damit, daB fiir ein Polynom p € K[t] gilt

p(4) = Do),

Insbesondere gilt also fiir eine Diagonalmatrix D = @, A\;1;, da8

p(A1) O ... 0
o) =@ron=|
: 0 ... 0 p)

In der Tat kann man sogar zeigen, daf fiir eine Blockmatrix der Form

Al o« 0 %
A= 0 AQ' € Mat, (K),
I
gilt, dafl
p(A1) * *
pay= | O U e (),
R v o

wobei sich die Sterne oberhalb der Blocke verandert haben.
Damit gilt insbesondere, dafl p(A) eine obere Dreiecksmatrix ist, falls A eine
solche war.

C) Der Satz von Cayley-Hamilton

Da dimy ( Mat,(K)) = n? gilt, sind die n? + 1 Matrizen

2

1, =A% A' A% . .. A"
in Mat,,(K) linear abhéngig. D. h. es existieren A, ..., \,2 € K, nicht alle null, mit
MA® + MA .+ N2 A" =0 € Mat, (K).

Ein einfaches Dimensionsargument zeigt also, es gibt ein Polynom 0 # p = Ap2t™ +
...+ o € K[t] vom Grad kleiner gleich n? mit p(A) = 0. Der folgende wichtige Satz
von Cayley-Hamilton besagt nun, dafl es sogar ein Polynom vom Grad n gibt, das

A annulliert.

Satz 13.7 (Cayley-Hamilton)
Fiir f € Endg (V) und A € Mat,(K) gilt x,(f) =0 und x,(A) = 0.
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Beweis: Da fiir eine Basis D von V die Abbildung M5 : Endg (V) — Mat,,(K)
ein K-Algebrenhomomorphismus ist, gilt

ME (x, () = x, (MB(f)).

Dann gilt aber x,(f) = 0 genau dann, wenn

0=ME(x, () = x,(MB(F) = x,,p,,, MB ()

Es reicht deshalb, die Aussage fiir Matrizen zu beweisen.

Betrachte dazu die Matrix
B;:=t-1, —Ae Mat,(K(t))

sowie die Adjunkte B = (p;;) € Mat, (K(t)) von By, die auch Busadjunkte von
A genannt wird. Nach dem Satz iiber die Adjunkte 10.29 in Mat, (K[t]) gilt die
Adjunktengleichung

Byo Bff = (t1, — A) o (t1,, — A)* = det(tl, — A) - 1,, = x, - L. (39)

Man beachte nun noch, dafl die Eintrége von Bt# Determinanten von gewissen (n —
1) x (n — 1)-Matrizen von B; sind, also Polynome vom Grad héchstens n — 1. Wir
kénnen nun Bt# auch als Polynom schreiben, dessen Koeffizienten Matrizen sind,
und dieses Polynom hat dann hochstens den Grad n — 1, d. h. es gibt Matrizen
By, ..., B,—1 € Mat,,(K) mit

Bf = B,_1t""' + ...+ Bit + By.
Ist x, =t"+ a,_1t" '+ ... + a, so folgt aus der Adjunktengleichung (39)
(Lt — A) o (By1t" "+ ...+ Bit + By) = Lnt" + A Lt L+ apl,  (40)
durch Koeffizientenvergleich fiir die ¢/, i = 0,...,n:
B, =1,

_ABn—l_l'Bn—Q = a,11,

—AB,_92+ B,-3 = a,_21,
’ ’ ’ (41)

—ABl+BO = Oél]ln
—ABO = Oéo]ln
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Multipliziert man die i-te Zeile in (41) mit A"~**! und summiert die beiden Seiten
auf, so erhélt man die Behauptung:

Aan,1 == An
_Aan—l + An—an_2 = O571—1A4n_1
_Anian—2 + An72Bn—3 = an—2An72

—A2B1 + ABO = OélA
—ABO = Oéo]ln

Bemerkung 13.8
a. Man beachte, daf der folgende offensichtliche Beweis fiir x, (A) = 0, ndmlich

XA (A) =det(Ax 1, — A) =det(0) =0

falsch ist, da “x” beim Einsetzen von A in det(¢1, — A) € K]|t] eben nicht die
Matrixmultiplikation ist! Man beachte ferner, daf§ die Gleichung auch schon

deshalb keinen Sinn ergeben kann, da x , (A) die Nullmatrix ist, wihrend det(0)
die Null in K ist.

b. Kennt man das charakteristische Polynom x, = t" + o, 1t" ' + ... 4+ ag, so
148t sich daraus mittels (40) und der Rekursionsformel (41) die Busadjunkte

(tl, — A)#* = B,_1t" ' + ...+ Bit + By
von A bestimmen. Fiir die B,,_x, k = 1,...,n, gilt dabei explizit:
B =A1 4o, 1A a1 A,

und wegen ap = (—1)" - det(A) erhalten wir die Adjunkte von A als

A* = (=1)"*t . By = (—1)"*. (A”’l + a1 AP+ + g AY).
Diese Formel zur Berechnung der Adjunkten von A ist weit effizienter, als die
Determinanten samtlicher Streichungsmatrizen zu berechnen.

D) Das Minimalpolynom

Satz 13.9 (Das Minimalpolynom)
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,,(K).

a. Es gibt ein eindeutiges normiertes Polynom 0 # s € K[t], so dafs

{pe K[t] | p(f) =0} ={uy-q|q€ Klt]}.

Insbesondere ist jiy das Nicht-Null-Polynom kleinsten Grades mit ps(f) = 0.
Wir nennen py das Minimalpolynom von f.
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b. Es gibt ein eindeutiges normiertes Polynom 0 # ua € K|t], so daff
{p e K[t] | p(A) = 0} = {pa-q|qe K[t]}.

Insbesondere ist s das Nicht-Null-Polynom kleinsten Grades mit pa(A) = 0.
Wir nennen pa das Minimalpolynom von A.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus der allgemeinen Aussage in Proposition
11.11, da Endg (V) sowie Mat,(K) beides K-Algebren sind. Man beachte dabei,
dafl das Minimalpolynom nicht Null ist, da nach dem Satz von Cayley-Hamilton der
Kern des Einsetzhomomorphismus nicht Null ist.

Zum besseren Versténdnis skizzieren wir hier die wesentliche Beweisidee fiir py. Wir

betrachten die Menge
I:={pe K[t] | p(f) = 0}

und beachten, daf fiir zwei Polynome p und ¢ in I sowie ein beliebiges Polynom r
stets auch p+q € [ und r - p € I gilt, wegen

P+a)(f) =p(f) +a(f) =0+0=0
und

(r-p)(f) =r(f)-p(f) =r(f)-0=0.
Aufgrund des Satzes von Cayley-Hamilton enthélt I ein Nicht-Null-Polynom und
wir kénnen deshalb in I ein Nicht-Null-Polynom 0 # ¢ € I von minimalem Grad
wéhlen. Normieren wir das Polynom g, indem wir durch seinen Leitkoeffizienten
teilen, so erhalten wir ein Polynom 0 # py € I vom selben minimalen Grad. Jedes
Vielfache pr - ¢ mit ¢ € K|[t] liegt ebenfalls in I, was die Inklusion

I'={peK[t]|p(f) =0} 2{us qlqeKlt]}

zeigt. Sei nun umgekehrt p € I gegeben, so kénnen wir p mit Polynomdivision durch
ty mit Rest teilen
P=q-pytr,
wobei der Grad des Restes r echt kleiner ist als der von pr. Wegen
r=p—q-py€l
und wegen der Wahl von gy mit minimalem Grad, mufl dann r = 0 gelten und

p = q - py ist ein polynomielles Vielfaches von ¢, was die umgekehrte Inklusion

zeigt. O

Bemerkung 13.10 (Minimalpolynome konjugierter Matrizen )
a. Sei f € Endg(V), B eine Basis von V und p € K[t|, dann gilt

Mg (p(f)) =p(ME([)),

da ME ein K-Algebrenhomomorphismus ist.
Insbesondere gilt daher p(f) = 0 genau dann, wenn p(ME(f)) = 0, und deshalb

Hf = BMB(f)-
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Entsprechend gilt dann auch pp, = pipep,) = pa, wobei E die kanonische
Basis von K™ bezeichnet.

b. Konjugierte Matrizen haben dasselbe Minimalpolynom, denn wegen Aufga-
be 12.25 und Satz 13.9 gilt fiir konjugierte Matrizen A, B € Mat,,(K)

pa- K[t] ={p € K[t} [ p(A) = 0} = {p € K[t] [ p(B) = 0} = pup - Kt].

Korollar 13.11 (Die Eigenwerte sind die Nullstellen des Minimalpolynoms.)
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,(K).

a. Die Eigenwerte von f sind genau die Nullstellen des Minimalpolynoms jiy.

b. Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des Minimalpolynoms 4.

Beweis: Sei zundchst A € K eine Nullstelle des Minimalpolynoms f ;. Wegen des
Satzes von Cayley-Hamilton 13.7 und Satz 13.9 gibt es ein Polynom g mit x, = q-uy,
und mithin

X (A) = q(A) - pp(A) = q(A) - 0=0,
so daf3 A ein Eigenwert von f ist.

Ist umgekehrt A € K ein Eigenwert von f, so gibt es einen Eigenvektor 0 # z € V
von fzu A Tst pp = >0 a; - t7, so folgt

np(N@) = a;- fle) =3 a;- N -a=p(N) .

j=0 7=0

Da ps(f) die Nullabbildung ist, ist die linke Seite der Gleichung der Nullvektor, und
da x nicht der Nullvektor ist, erzwingt dies

py(A) = 0.

Die entsprechenden Aussagen fiir eine Matrix A folgen aus a. mit f = f4.

Korollar 13.12 (Die Eigenwerte sind die Nullstellen des Minimalpolynoms.)
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,(K).

a. JZerfillt das charakteristische Polynom von f in Linearfaktoren
X, =(E=A)" (=A™
fiir paarweise verschiedene \; € K, so gilt fir das Minimalpolynom
pp ==X )™= A)™

mit 1 <m; <n; firi=1,...,r.
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b.

II. NORMALFORMEN VON ENDOMORPHISMEN
Zerfdllt das charakteristische Polynom von A in Linearfaktoren
Y= (E= )" e (= A
fiir paarweise verschiedene \; € K, so gilt fir das Minimalpolynom
pa == )™ ... (t = )™

mit 1 <m; <n; firi=1,...,r.

Beweis: Aus dem Satz zum Minimalpolynom 13.9 und dem Satz von Cayley-
Hamilton 13.7 folgt, daB es ein Polynom h € K[t| gibt, so daf§

pyp-h=x, = =A)" (=)™

Die Primfaktorzerlegung von py muf} also von der Form

pp = (= A)™ (=A™

sein, wobei firt=1,...,r

0<m; <ny

gilt. Aus Korollar 13.11 folgt zudem m; > 0 fiir alle s = 1,...,r. O

Beispiel 13.13

a.

Ist A= A1, € Mat,(K) eine Diagonalmatrix mit gleichen Diagonalelementen,
so gilt wegen A1, — A = 0 offenbar x, = (t — \)” und ps =1t — .

Sei A € K und

A1 0 0
: . 1
0O ... ... 0 X

d. h. J,,(\) hat auf der Hauptdiagonalen den Wert A und auf der oberen Ne-
bendiagonalen Einsen stehen, ansonsten nur Nullen. Wir nennen J,()\) einen
Jordanblock (oder eine Jordanzelle oder ein Jordankdstchen) der Gréfie n zum
Eigenwert A .
Offenbar gilt wieder

X, = (E=A)"
Nach Korollar 13.12 ist mithin u; = (t — \)™ fiir ein 1 < m < n. Dabei ist m
die kleinste natiirliche Zahl mit (J — A1,,)™ = 0. Nun ist aber

0O 1 0 ... 0
0
J— AL, = 0o |=N
1
0O ... ... 0 0
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und man sieht mittels einer einfachen Induktion, dal N* #£ 0 fiir & < n, aber
N™ =0 (vgl. Aufgabe 2.16). Also gilt

g = (t—=A)"
c. Ist A=A @...0 A € Mat,(K) eine Diagonalblockmatrix mit A; €

Mat,,, (K), so folgt aus der Definition des charakteristischen Polynoms unmit-
telbar (vgl. Proposition 12.11)

Xa =] xa,-
=1

Die entsprechende Formel fiir das Minimalpolynom gilt nicht. Sei etwa A; =
(¢1) € Mate(K) und Ay = (1) € Mat, (K), dann gilt fir A = A; @ A,

pa=(t—17# (=10 = pa, - pa,-
Man kann zeigen, daB fiir eine Diagonalblockmatrix wie oben j4 ein kleinstes

gemeinsames Vielfaches von 14, ..., ja, ist (siehe auch Aufgabe 13.29). Darauf
wollen wir hier nicht néher eingehen.
Bemerkung 13.14 (Berechnung des Minimalpolynoms)
Zur praktischen Berechnung des Minimalpolynoms von A € Mat, (K) kann man
wie folgt vorgehen. Aufgrund des Satzes von Cayley-Hamilton wissen wir, dafl die
Matrizen A%, ..., A" linear abhiingig sind. Fassen wir die Matrix A’ als einen langen
Spaltenvektor in K "* auf und bezeichnen wir diesen mit x;, dann suchen wir das

minimale m, so daf§ zg, ..., x,, linear abhéngig sind, und wir suchen ferner geeignete

Bos - -+ Bm—1 mit
Tm + Bm1Tm_1+ ...+ Boxog = 0.

Dies ist dann gleichbedeutend damit, daf3
t" 4 B t™ L+ By € KH
das gesuchte Minimalpolynom von A ist.

Bezeichne X = (zg...z,) € Mat (n® X (n + 1), K) die Matrix, deren Spalten

xg, - - ., T, sind, dann suchen wir eine Losung des linearen Gleichungssystems
Bo
x-| : |=0ek™ (42)
Bn
mit 41 = ... = B, = 0und £,, = 1 und so, dafl m minimal mit dieser Eigenschaft
ist. Da (zo,...,Z,_1) nach Definition von m linear unabhéngig, (xo,...,z,) aber

linear abhéngig ist, bedeutet dies, dal in einer ZSF von X die Zahlen 1,...,m

Pivotindizes sind, wahrend m + 1 kein Pivotindex mehr ist.

Berechnet man eine Basis des Losungsraums von (42) mittels des Algorithmus 8.10,
so erhalten wir den gesuchten Koeffizientenvektor 3 als das Negative des ersten

Basisvektors, d.h. des ersten Vektors mit einer —1 auf der Diagonalen.
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Dies fiihrt zu folgendem Algorithmus zur Berechnung des Minimalpolynoms einer
Matrix A € Mat,, (K).

Algorithmus 13.15 (Algorithmus zur Berechnung des Minimalpolynoms)

INPUT: A € Mat,(K)

OuTPUT: 1A

1. Schritt: Falls A nicht quadratisch ist, gib 0 zuriick.

2. Schritt: Bilde die Potenzen A°, ... A" und schreibe die Matrizen in Form
von Spaltenvektoren der Linge n? in eine Matrix X € Mat (n2 X (n+1), K).

3. Schritt: Berechne eine Basis von Los(X,0).

4. Schritt: Verwende die Negativen der Koeffizienten des ersten Basisvektors als
Koeffizienten eines Polynoms und gib dieses zuriick.

E) Die Hauptraumzerlegung

Fiir unsere weiteren Betrachtungen brauchen wir einen neuen Begriff, der auch im
folgenden Abschnitt fiir die Jordansche Normalform von Bedeutung sein wird. Fiir
A € K haben wir aufsteigende Ketten von Unterrdumen von V' (vgl. Aufgabe 5.27)

Ker (f — Aidy ) € Ker ((f — Aidy)?) C Ker ((f — Aidy)?) C€...CV
und
Los (A — AL,,0) C Los ((A — A1,,)%,0) C Los ((A — A1,)%,0) C...CV

Die Vereinigung all dieser Unterrdume ist offenbar wieder ein Unterraum und fiihrt
zu folgender Definition.

Definition 13.16 (Hauptraum)
Es sei f € Endg(V), A € Mat,(K) und A € K. Dann heiflen

Hau(f,\) = U Ker ((f — Aidy)") und Hau(A,\) = U Los (A — AL,)",0)
keN kEN
der Hauptraum oder verallgemeinerte Figenraum von f bzw. A zu .
Lemma 13.17 (Fitting-Lemma)
Es sei A € K gegeben.
a. Fir jedes k € N sind Ker ((f — Nidy)¥) sowie Im ((f — Xidy)*) f-invariant.

Insbesondere sind also Eigenrdume und Hauptrdume von f auch f-invariant.

b. FEs gibt eine natirliche Zahl 0 < m < n mit
Ker ((f — Aidy)?) S Ker ((f — Aidy)') S ... € Ker ((f — Aidy)™)
und fir k > m

Hau(f,\) = Ker ((f — Aidy)™) = Ker ((f — Aidy)").
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Die Zahl m heifst Nilpotenzindex von f — \idy und erfillt
V =Ker ((f = Aidy)™) & Im ((f — Nidy)™)
und

H firancrny = (t - /\)m
sowie m < mult(gyr, A).

Die entsprechenden Aussagen fir eine Matriz A € Mat,,(K) gelten analog.

Beweis: Durch Betrachtung von f4 ergibt sich die Aussage fiir eine Matrix A un-

mittelbar aus der entsprechenden Aussage fiir Endomorphismen.

a.

Da f mit Potenzen von f und mit der Identitét vertauschbar ist, gilt fiir k € IN
und z € Ker ((f — Xidy)*¥)
(f = Aidy)*(f(x)) = f((f = Aidv)*(x)) = f(0) =0,
woraus der erste Teil der Behauptung folgt. Ferner gilt fiir x = (f —\idy)*(y) €
Im ((f — Aidy)*) auch
F(@) = F((f = Mdv)*(y) = (f = Midy)*(f(y)) € Tm ((f — Aidy)*),
woraus der zweite Teil der Behauptung folgt.

Wir setzen fiir den Beweis g = f — Aidy. Aus Aufgabe 5.27 wissen wir, daf es
eine natiirliche Zahl 0 < m < n gibt mit

Ker(¢%) S Ker(g") S ... S Ker(¢9™) (43)

und
Ker(g™) = Ker(g")
fiir £ > m. Aus der Definition des Hauptraumes folgt dann unmittelbar

Hau(f,\) = ] Ker(g") = Ker(g™).

Ist nun z € Ker(¢™) NIm(g™), so gilt x = g™(y) fiir ein y € V und zudem gilt

0=g"(z) = g""(y),
woraus
y € Ker(g®™) = Ker(g™)
und damit
x=g"(y)=0
folgt. Damit haben wir

Ker(¢g™) NIm(g™) = {0}
gezeigt, und wegen
dimg (V) = dimg Ker(¢g™) 4+ dimg Im(g™)
folgt dann schon V' = Ker(¢™) & Im(g™).
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Nun beachten wir, dafl
U := Ker(¢™) = Ker ((f — Xidy)™) = Hau(f, \)
ein f-invarianter Unterraum mit
(fv = Aidy)™ = (f = Aidy)F =0
ist, woraus fiir das Minimalpolynom von fs
ppe = (t= A"
fiir ein 1 < k < m folgt. Wire k < m, so wiirde aus (f — Aidy)¥ = 0 schon
Ker(g™) = U C Ker(g*)
folgen, im Widerspruch zur Minimalitét von m in (43). Also gilt
fp = (L= )™, (44)

und wegen Aufgabe 13.29 ist dann (¢ — A\)™ ein Teiler des Minimalpolynoms
¢ und damit

m < mult(gpg, A).

Satz 13.18 (Hauptraumzerlegung)
Es sei f € Endg(V) so, daff x, iiber K in Linearfaktoren zerfillt, d. h. es gibt
paarweise verschiedene A1, ..., A\, € K und 0 < m; < n;, so daf

X, == )" (=AD" und g = (= A)™ (= A)™
Dann gelten:

a. V =Hau(f,\)® ... 3 Hau(f,\,),
b. n; =mult(x,, \;) = dimg (Hau(f, )\Z)) und
c. m; =mult(py, \;) ist der Nilpotenzindex von f — \;idy.

Die analogen Aussagen fir eine Matriz A € Mat,(K), deren charakteristisches Po-

lynom zerfdllt, gelten analog.

Beweis: Fiir den Beweis setzen wir V; := Hau(f, \;) = Ker ((f — X;idy)*), wobei
k; der Nilpotenzindex von f — \;idy ist.

b. Betrachten wir W; := Im ((f -\ idv)ki), so sind V; und W; nach dem Fitting-

Lemma 13.17 f-invariant und es gilt
V=V,eW.

Daraus folgt mit Proposition 12.11

Xy

=2 (t—N\)m™ X T XfVi . Xsz-'
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Aus dem Fitting-Lemma 13.17 wissen wir

ppy, = (t—=N\)", (45)

so dafl fy, wegen Korollar 13.11 nur den Eigenwert \; hat. Da das Polynom
X;,. als Faktor von x, zerféllt, muf} es

7

Xpy, = (t— /\i)dimK(Vi)

sein und es folgt

Wire die Ungleichung strikt, wére \; eine Nullstelle von x . und mithin gidbe
es einen Eigenvektor 0 # x € W; von f zum Eigenwert \;, woraus der Wider-
spruch

0+#xeKer(f—Nidy) W, CV,nW; ={0}
folgen wiirde. Mithin ist die Gleichheit gezeigt.

Wir zeigen die Aussage mittels Induktion nach der Anzahl r der Eigenwerte
von f, wobei die Aussage fiir r = 1 unmittelbar aus Teil b. folgt, da dann
dimg (V) = ny = dimg (1) gilt.

Sei nun also r > 2. Aus dem Fitting-Lemma erhalten wir die Zerlegung

V=V,oW

und sowohl V., als auch W sind f-invariant. Wegen Teil b. erhalten wir mittels

Proposition 12.11 dann
Xy, = (t—=X)" e (E = Aoy

Mit Induktion folgt dann aber

W = Hau(fw, A1) @ ... ® Hau(fw, \r—1),
wobei wegen b.

dimg Hau(fi, ;) = n; = dimg Hau(f, \;)
gilt. Beachtet man nun noch, daf

Hau(fw, A;) = Ker ((fir — \iidw)") € Ker ((f — \iid)") C Hau(f, \)
fiir ein geeignetes [; gilt, so folgt notwendigerweise
Hau(fw, A;) = Hau(f, ;)

und Teil a. ist gezeigt.

Fiir den Nilpotenzindex k; von f — A;idy gilt nach Lemma 13.17 m; > k;.
Wegen (45) gilt

pl:/Jval'-..'var:(t—/\1>kl""'(t_)‘T)kT:pi'(t_)\i)ki
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fir

J#i
und fiir jeden Vektor x = z1 + ...+ 2, € V mit z; € V; fiiri = 1,... r gilt
dann

p(f)(z) = sz‘(f) o (f — Nidy)¥i(z;) = Zpi(f)(O) =0.

Also ist py ein Teiler von p, woraus notwendigerweise m; < k; fiir alle i =
1,...,r folgt.

Die entsprechende Aussage fiir eine Matrix A 148t sich unmittelbar auf die Aussage

fiir f4 zuriickfiihren. O]

Aus Satz 13.18 Teil b. und c. folgt, da die Hauptrdume von f f-invariant sind,

unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 13.19

Sei f wie in Satz 13.18, dann gilt
XfHau(f,Ai) - (t o AZ) i

und

/’LfHau(f,)\i) = (t - Az)ml
F) Diagonalisierbarkeit

Satz 13.20 (Diagonalisierbarkeit von Endomorphismen)
Fiir einen Endomorphismus f € Endg (V) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a. f ist diagonalisierbar.
b. V hat eine Basis aus Eigenvektoren von f.

c. Sind Ay, ..., N\ die paarweise verschiedenen Figenwerte von f in K, dann gilt
V =P Eig(f, ).
i=1

d. Das charakteristische Polynom von f zerfdllt iber K in Linearfaktoren und fiir

jeden Eigenwert X stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit tiberein.

e. Das Minimalpolynom von f zerfdllt iber K in paarweise verschiedene Linear-
faktoren und das charakteristische Polynom zerfallt tiber K.

Beweis:

a. = e.: Ist f diagonalisierbar, dann gibt es eine Basis B von V| so daf§

ME() = @Mt
i=1
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mit \; # A; fir ¢ # j. Setzen wir p=(t — X\) -...- (t — \,) € K[t], so ist
p(ME(f)) =p(\ln,) & ... & p(ALy,)
wegen Bemerkung 13.6 eine Diagonalblockmatrix, und fiir die Blocke gilt
p(Aily,) = p(Ai) - 1n, = 0.

Also ist schon p(f) = 0 erfiillt und p ist ein Vielfaches von jpy. Dann zerféllt p;
aber in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Auflerdem zerféllt auch y, wegen
Satz 13.2.

e. = d.: Aus dem Satz zur Hauptraumzerlegung 13.18 folgt zudem Hau(f, \;) =
Eig(f, A;), da der Nilpotenzindex von f — \;idy eins ist, und

mult(x,, A;) = n; = dimg Hau(f, \;) = dimg Eig(f, A),

d.h. die geometrische und die algebraische Vielfachheit jedes Eigenwertes stimmen

iiberein.
d. = c.: Das charakteristische Polynom habe die Primfaktorzerlegung
X, = —=A)" (= A"
Aus dem Satz iiber die Hauptraumzerlegung und der Voraussetzung folgt dann
dimg Hau(f, A;) = n; = mult(x,, \;) = dimg Eig(f, A,
und da stets Eig(f, \;) € Hau(f, \;) gilt, folgt
Eig(f, Ai) = Hau(f, \i).

Aus dem Satz iiber die Hauptraumzerlegung folgt dann aber wiederum

V =Hau(f,\1) ® ... ® Hau(f, \,) = Eig(f, \1) & ... ® Eig(f, \,).

c. = b.: Es sei B; eine Basis von Eig(f, \;), dann ist nach Aufgabe 4.30 B = B; U

... U B, eine Basis von V, die aus Eigenvektoren besteht.

b. = a..Ist B = (z1,...,x,) cine Basis von V" aus Eigenvektoren, so ist f(x;) = \;-z;
fiir ein geeignetes \; € K. Damit ist dann aber MZ(f) eine Diagonalmatrix mit den
Diagonaleintrégen Aq,..., \,. O]

Korollar 13.21 (Diagonalisierbarkeit von Matrizen)
Fiir eine quadratische Matriz A € Mat,,(K) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a. A ist diagonalisierbar.
b. K™ hat eine Basis aus Figenvektoren von A.

c. Sind \q,..., )\ die paarweise verschiedenen Figenwerte von A, dann gilt

K" = (P Eig(A, \).
=1
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d. Das charakteristische Polynom von A zerfdillt iiber K in Linearfaktoren und fiir
jeden Eigenwert A stimmen algebraische und geometrische Vielfachheit tiberein.

e. Das Minimalpolynom von A zerfdllt iber K in paarweise verschiedene Linear-
faktoren und das charakteristische Polynom zerfdillt iber K.

Insbesondere, genau dann ist T € Gl,,(K) so, daff T~'o Ao T eine Diagonalmatriz
ist, wenn die Spalten von T eine Basis des K™ aus Eigenvektoren von A sind.

Beweis: Wende Satz 13.20 auf die Abbildung f4 an. O

Bemerkung 13.22

In den beiden letzten Sdtzen kann in Bedingnung e. jeweils darauf verzichtet wer-
den, zu priifen, daf§ das charakteristische Polynom zerfallt, da dies in der Tat aus
dem Zerfallen des Minimalpolynoms folgt. Um dies zu zeigen, mufl man aber zu

Korpererweiterungen iibergehen, worauf wir in dieser Vorlesung verzichten wollen.

Falls ein Endomorphismus oder eine Matrix hinreichend viele verschiedene Eigenwer-

te hat, so folgt aus den obigen Uberlegungen unmittelbar deren Diagonalisierbarkeit.

Korollar 13.23 (Diagonalisierbarkeit)
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,(K).

a. Hat f genau n paarweise verschiedene Eigenwerte, so ist f diagonalisierbar.

b. Hat A genau n paarweise verschiedene Figenwerte, so ist A diagonalisierbar.

Beweis: Hat f genau n paarweise verschiedene Eigenwerte Ay, ..., A\, € K, so muf

X =ty = (= A) e (E= A

gelten. D.h. py zerfdllt in paarweise verschiedene Linearfaktoren und f ist diagona-

lisierbar. Der Beweis fiir A geht analog. m

Aus Korollar 13.21 kénnen wir ein Verfahren ableiten, das es uns erlaubt, eine Matrix

zu diagonalisieren und die Transformationsmatrix 7" zu berechnen.

Algorithmus 13.24 (Algorithmus zur Diagonalisierung)
INPUT: A € Mat, (K).

OutpuT: 0, falls A tiber K nicht diagonalisierbar ist,
1,D,T, falls Adiagonaliserbar ist, wobei D eine zu A konjugierte
Diagonalmatrix ist, und 7" die zugehorige Transformati-
onsmatrix mit 7-'o Ao T = D.

1. Schritt: Berechne das charakteristische Polynom von A.

2. Schritt: Faktorisiere das charakteristische Polynom iiber K. Ist einer der Fak-
toren nicht linear, ist A nicht diagonalisierbar (nicht einmal trigonalisierbar)
und man gebe 0 zuriick. Sind alle Faktoren linear, so liefert die Faktorisierung

die Eigenwerte A1, ..., A\, sowie ihre algebraischen Vielfachheiten nq,...,n,.
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3. Schritt: Bestimme fiir jeden Eigenwert \; eine Basis des Eigenraums
Eig(A, ;) als Los(A — A\;1,,,0) - vgl. Algorithmus 8.10 - sowie seine Dimen-
sion - vgl. Algorithmus 7.20 -, d. h. die geometrische Vielfachheit von ;.

4. Schritt: Stimmt fiir jeden Eigenwert die algebraische Vielfachheit mit der
geometrischen {iberein, so schreibe man die im 3. Schritt bestimmten Basen als
Spalten in eine Matrix und erhélt so T'. Ferner erhélt man D, indem man die
Eigenwerte Aq,..., A, entsprechend ihren algebraischen Vielfachheiten in der
Diagonalen einer Nullmatrix eintragt.

Beispiel 13.25
Gegeben sei die Matrix

2 —1 00
0 1 00

A= € Mat .
0 0 9 0 a 4(@)
1 -1 -1 1

Das charakteristische Polynom von A berechnet man mit Hilfe zweifacher Laplace-

Entwicklung nach der jeweils letzten Spalte als

t—2 1 0 0
0 ¢t-1 0 0
0 0 t—-2 0
-1 1 1 t-1

t—2 1

= (=1-t-2)| " T

Xa =

' = (t—1)%-(t—2)%

Damit ist also o(A) = {1, 2} mit mult(x,,1) = mult(x,,2) = 2.

Als néchstes berechnen wir den Eigenraum Los(214 — A, 0) zum Eigenwert A = 2:

0 1 00 1 0 -1 -1 10 -1 -1
9. 14 A 0 1 0 O }:I—VI 0 1 0 —1’en einfiigen 0 1 0 0
0 0 0 [ ryotvon 0 0 0 00 -1 0
-1 1 1 1 0 0 O 0 0 0 0 -1
Mithin ist
Eig(4,2) = Lin ((—1,0,-1,0)*,(-1,0,0, —-1)")
und
dimg Eig(A4,2) = 2 = mult(x,, 2).
Dann berechnen wir den Eigenraum Los(14 — A, 0) zum Eigenwert A = 1:
-1 1 0 1 -1 0 0 1 =10 0
0 0 0 0 IVHIIo‘—/):II+III 0 0 0 0 —1’en einfiigen 0 -1 0 0
1- 14— A= T ——
0 0 -1 0 I —111 0 0 1 0 0 1 O
-1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 -1
Mithin ist
Eig(A,1) = Lin ((—1,-1,0,0)",(0,0,0,—1)")
und

dimg Eig(A4,1) = 2 = mult(x,, 1).
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Also zerfallt y, iiber Q in Linearfaktoren und die geometrischen Vielfachheiten der
Eigenwerte stimmen mit den algebraischen iiberein, so dafi A diagonalisierbar ist.
Zudem gilt fiir

-1 -1 -1 0
T_ 0O 0 -1 0 ,
-1 0 0 0
0o -1 0 -1
daf
2000
TloAoT — 0200
0010
0001
Aufgaben

Aufgabe 13.26 (Zyklische Unterrdume)

Zeige, X, = fif, =t" fiir den Endomorphismus f;; aus Aufgabe 6.38.

Aufgabe 13.27

Es sei E = (E1, Erg, Fa1, E9y) die kanonische Basis von V' = Maty(K) und T =
E11 + Es + Ey € Gly(K). Zeige, dal der Endomorphismus f : V. — V : A —
T o AoT~! trigonalisierbar, aber nicht diagonalisierbar ist, und bestimme eine Basis
B von V, so dal ME(f) eine obere Dreiecksmatrix ist.

Aufgabe 13.28

Zeige, ist A € Gl,(K), so gibt es ein Polynom p € K[t] mit A=t = p(A).

Aufgabe 13.29

Ist f € Endg(V) und ist U < V ein f-invarianter Unterraum von V, so ist das
Minimalpolynom pif, von fiy ein Teiler des Minimalpolynoms p von f.

Aufgabe 13.30

Zeige, ist 1 < dimg (V) = n < oo, so sind fiir A C Endg (V) die folgenden beiden
Aussagen gleichwertig:

a. A ist simultan diagonalisierbar, d. h. es gibt eine Basis B von V, so daf} fiir
alle f € A gilt ME(f) ist eine Diagonalmatrix.

b. Fiiralle f € A gilt, f ist diagonalisierbar, und fiir alle f, g € A gilt, fog = gof.

Hinweis: Fiihre fiir “b. = a.” Induktion iiber n und zerlege dazu V' in zwei invariante Unterrdume kleinerer

Dimension.
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§ 14 Die Jordansche Normalform

Eine Matrix A € Mat, (K), deren charakteristisches Polynom in Linearfaktoren
zerfallt, was etwa fiir einen algebraisch abgeschlossenen Korper wie C stets der Fall
ist, ist zu einer Matrix konjugiert, die besonders einfach gebaut ist, der sog. Jordan-
schen Normalform von A. Aus der Jordanschen Normalform lassen sich Invarianten
von A einfach ablesen und diese Invarianten bestimmen die Matrix A bis auf Kon-
jugation eindeutig.

Satz 14.1 (Jordansche Normalform eines Endomorphismus)

FEs sei f € Endg (V) ein Endomorphismus, dessen charakteristisches Polynom diber
K zerfillt, x, = (t=X)™ .- (t=N\)", und es sei pp = (=)™ .- (E—=A)™.

Dann gibt es fir jedes i = 1,...,7 und 1 < j < m,, je eine natirliche Zahl t;; und
es gibt eine Basis B so, daf

(1) Z] -t;; = n; = dimg Hau(f, \;),
i=1

(2) 3 ti; = dimg Big(f, \y),
i—1

‘]:
(3) tim, > 1 und

r  my i

Ty =ME() = D DD ).

i=1 j=1 k=1

Jy heifft Jordansche Normalform von f, und die t;; werden Elementarteiler von f
zum Eigenwert \; genannt.

Korollar 14.2 (Jordansche Normalform einer quadratischen Matrix)

Es sei A € Mat,(K) eine quadratische Matriz, deren charakteristisches Polynom
iber K zerfallt, x , = (t—=X1)™ .. -(t=A\.)", und es sei g = (t—Ay)™ - - (E=N)".
Dann gibt es fir jedes i = 1,...,7 und 1 < j < m,, je eine natirliche Zahl t;; und

es gibt ein invertierbare Matriz T € Gl,,(K) so, dafs

(1) ZZ] . tz‘j =n; = dlmK Hau(A, >\z>7
j=1

(2) 3t = dimg Eig(A4, \),
j=1

(3) tim, > 1 und

r my; i

Ja=T"' oA T=HEP /).

i=1 j=1 k=1

Ja heifit Jordansche Normalform von A, und die t;; werden Elementarteiler von A
zum Figenwert \; genannt.

Beweis: Der Beweis folgt aus Satz 14.1 mit f = f4. O
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Es scheint angebracht, den Satz zunéchst etwas zu erldutern, um ihn versténdlicher

zu machen.

Bemerkung 14.3 (Jordansche Normalform)

a. Ziel des Abschnittes ist es, zu zeigen, dafl eine Matrix A, deren charakteri-
stisches Polynom zerféllt, konjugiert zu einer Matrix von besonders einfacher
Gestalt ist. Der obige Satz sagt nun, dafl in der Tat A konjugiert ist zu einer
Diagonalblockmatrix, deren Diagonalblécke, die J;();), alle Jordanblécke sind,
also obere Dreiecksmatrizen, die auf der Diagonalen stets den gleichen Wert A,
stehen haben, auf der oberen Nebendiagonalen nur Einsen und ansonsten nur
Nullen (vgl. Beispiel 13.13).

Dabei gelten:

e Die natiirlichen Zahlen ¢;; geben an, wieviele Jordanblocke der GréSe j x j
zum Eigenwert \; denn vorkommen.

e j < m; bedeutet, die maximale Gréfle eines Jordanblockes ist m; x m;.

® tym, > 1 besagt, dal auch mindestens ein Block der maximalen Grofie
m; X m; vorkommt. D. h. die Vielfachheit von A; als Nullstelle von x,
gibt die maximale Grofle eines vorkommenden Jordanblockes in J4 zum
Eigenwert \; an.

e Die Summe ZTZI J - ti; gibt gerade an, wie oft der Eigenwert \; auf der
Diagonalen der Diagonalblockmatrix vorkommt, und da diese das gleiche
charakteristische Polynom wie A besitzt, mufl die Summe mithin n;, also
die algebraische Vielfachheit von A; als Eigenwert von A, sein.

e Und > 7" t;; = dimg Eig(4, \;) bedeutet schlieBlich, dafl die Anzahl der
Jordanblocke zum Eigenwert );, die in J4 vorkommen, der Dimension
des Eigenraumes von A zum Eigenwert \; entspricht, d.h. seiner geome-
trischen Vielfachheit.

b. Schon die direkte Summenschreibweise der Jordanschen Normalform bringt
zum Ausdruck, da die Jordansche Normalform nur bis auf die Reihenfolge
der Jordanblocke eindeutig bestimmt sein kann, und in der Tat ist sie es auch,
d. h.:

Zwei Jordansche Normalformen sind genau dann konjugiert, wenn ihre

Eigenwerte und die zugehorigen Elementarteiler iibereinstimmen.

Es ist leicht einsichtig, dafl eine Vertauschung der Blocke durch Konjugation mit
einer Reihe von Permutationsmatrizen erreicht werden kann, dafl mithin zwei
Jordansche Normalformen, deren Eigenwerte mit zugehorigen Elementarteilern
iibereinstimmen, zueinander konjugiert sind.

Seien umgekehrt zwei Jordansche Normalformen zueinander konjugiert, dann

stimmen zunéchst die charakteristischen Polynome und damit die Eigenwerte
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iiberein. Ferner folgt aus Aufgabe 14.20, dafl die Elementarteiler iibereinstim-

men, da fiir eine invertierbare Matrix 7' € GL,,(K) und ein k € IN gilt

rang (T~ 0 Ao T = A1,,)*) = rang (T o (A = A1,)* o T)

= rang ((4 — AL,)").
Damit ist natiirlich auch die Jordansche Normalform eines Endomorphismus
bis auf die Reihenfolge der Jordanblécke eindeutig bestimmt.

Wir wollen folgende Notation einfiihren, die die Jordanblocke von A (bzw. f)

zu einem Eigenwert \; zusammenfaft:

m; i m;  tij
Ja) =B Ti(\)  bzw.  Tr(n) = E T (N)
j=1 k=1 j=1 k=1

Dann gilt

Ja=EDJan) baw. T =P J(N).
=1 =1

Beispiel 14.4 (Jordansche Normalform)

Wir wollen nun in einigen einfachen Fiéllen die Jordansche Normalform bestimmen.

a.

Die Matrix

€ Mat4(Q)

o o o~
o o Ut
o o w
O © =T

ist eine obere Dreiecksmatrix und ihr charakteristisches Polynom

Xa==1)-C=5)-(t-8)-(t-2)

zerfillt in paarweise verschiedene Linearfaktoren. Da zu jedem der Eigenwer-
te ein Jordanblock gehéren mufl und da die Matrix J4 nicht mehr als vier
Jordanblocke aufnehmen kann, gilt also

o O o =
o O ot O
S o0 O O
N O O O

Uber die Transformationsmatrix 7" ist damit noch nichts gesagt. Da die Matrix
J4 aber eine Diagonalmatrix ist, wissen wir aus Korollar 13.21 bereits, dafl
die Spalten von T' Eigenvektoren zu den vier Eigenwerten sein miissen. Wir

konnten T also leicht berechnen.
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Die Matrix
1 1 1 1
1111
A= € Mat
1111 ata(Q)
1111

hat offenbar den Rang eins. Deshalb gilt fiir die geometrische Vielfachheit von
0 als Eigenwert von A

dimg Fig(A,0) = dimg Los(A,0) = 4 — rang(A) = 3. (46)

Da die algebraische Vielfachheit von 0 als Eigenwert von A mindestens so grof3
sein muf} wie die geometrische, besitzt im charakteristischen Polynom x, von
A der Linearfaktor ¢ also mindestens Vielfachheit 3. Deshalb gibt es ein A € Q
mit

X, =t (t=N)=t"— -t
Aus Lemma 12.6 wissen wir aber, dafl der zweithochste Koeffizient des charak-

teristischen Polynoms das Negative der Spur der Matrix ist, d.h. A = Spur(A) =
4. Wir haben also

X, =t (t—4).
Aus (46) folgt, daB es drei Jordanblocke zum Eigenwert 0 geben muf, und

auflerdem muf es einen Jordanblock zum Eigenwert 4 geben. Da aber wieder
hochstens vier Jordanblocke in J4 passen, gilt

Die Transformationsmatrix 7" enthélt als Spalten also auch wieder Eigenvekto-

ren und 148t sich so leicht berechnen.

Wir betrachten wieder die Matrix A aus dem vorherigen Teil, fassen sie nun

aber als Matrix iiber dem Korper Iy auf, d.h.
1

€ Mat4(]F2) .

—_ = =

1
1
1
1

—_ =

1
1
1
Wie oben sieht man, dafl die Matrix Rang eins hat und somit 0 die geometrische
Vielfachheit 3 besitzt. Und mit den gleichen Argumenten erhalten wir

X, =t"- (t — Spur(A)).
Allerdings ist die Spur diesmal

Spur(A) =1+1+1+1=0¢€ Fy,
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so dafl wir
Xa =t
erhalten. 0 hat die geometrische Vielfachheit 3 und hat somit exakt drei Jor-

danblécke zum Eigenwert 0, und da A keine anderen Eigenwerte besitzt, mufl
einer dieser Jordanblocke diesmal die Grofie zwel haben! Wir erhalten also

0 1]/0 0
0 0/0 0

Ji =

A 0 0f0]o
00 00

Die Matrix A ist diesmal also nicht diagonalisierbar und wir wissen deshalb

auch noch nicht, wie wir die Transformationsmatrix 7" bestimmen sollten!

Es sei A € Mat3(Q) mit der Eigenschaft A% — A? = 0. Was kénnen wir iiber
die Jordansche Normalform von A sagen?
A ist eine Nullstelle des Polynoms

p=t>—1*=1*-(t - 1).

Das Minimalpolynom von A mufl nach Satz 13.9 ein Teiler von p sein, so dafl

fiir g4 nur folgende Moglichkeiten in Betracht kommen:
pa € {t,t—1,t-(t—1),t2 - (t—1)}.

Daraus ergeben sich fiir die Jordansche Normalform bis auf die Reihenfolge der
Jordanblocke folgenden Moglichkeiten:

pA t t—1 t-(t—1) t2 2 (t—1)
0[0 0 110 0 0[0 0 110 0 1|0
Ja 0[0]0 0[1]0 0[1]0 0 000
0 0/0 001 001 0 0]0 001

0[0 0

0[0]0

0 0[1

Dabei ist die Situation fiir ys =t oder us =t — 1 klar, da dann schon A selbst
die angegebene Jordansche Normalform sein muf}, wie man durch einsetzen von
A in die Gleichung sieht.

Ist pa =t-(t —1), so zerfillt das Minimalpolynom in paarweise verschiedene
Linearfaktoren und A ist nach Korollar 13.21 diagonalisierbar. Zudem muf}
fiir jeden Eigenwert mindestens ein Jordanblock vorkommen, so dafi genau die
beiden angegebenen Matrizen in Frage kommen.

Wenn gy = t? ist, so mufl ein Jordanblock der Gréfie zwei zum Eigenwert 0
vorkommen und da nur Blécke zum Eigenwert 0 vorkommen kénnen, sind wir
dann auch schon fertig. pa = t*- (t — 1) geht analog.
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Wir werden Satz 14.1 zunéchst fiir nilpotente Endomorphismen zeigen, d. h. fiir
Endomorphismen, die nur einen Eigenwert, ndmlich A = 0, besitzen, und den allge-

meinen Fall dann auf diesen zuriickfiithren.

Definition 14.5 (Nilpotent)

Wir nennen einen Endomorphismus f € Endg (V) bzw. eine Matrix A € Mat,(K)
nilpotent, wenn es ein r € IN gibt, so da} f" = 0 bzw. A" = 0. Offenbar gilt dann
pp=1t"bzw. pg =t" firein 1 <m <.

Beispiel 14.6 (Ein nilpotentes Jordankéstchen)

Sei f € Endg (V) und sei B = (xy,...,x,) eine Basis von V, so da8

01 0 ... 0
0 .. .. e
ME(f)=J,00):=] = . - - 0
: o1
0O ... ... 0 0

ein Jordankéstchen der Grofle n zum Eigenwert 0 ist, dann folgt aus der Matrixdar-
stellung zunéchst

f(@iy1) =
und damit

z; = "7 (xn)
firi =1,...,n—1. Das heifit, V ist ein zyklischer Unterraum mit seiner kanonischen
Basis

B = (fn_l(xn)v fn_z(zn)v SRR f(:l:n),.ilfn)

wie wir sie in Aufgabe 6.38 betrachtet haben. Man beachte auch, dafl die Matrix
ME(f) und damit der Endomorphismus f nilpotent mit Nilpotenzindex n ist (siehe
Aufgabe 2.16).

Wir wollen im folgenden zeigen, dafl die Jordansche Normalform eines nilpo-
tenten Endomorphismus eine Blockdiagonalmatrix ist, deren Diagonalblécke Jor-
danké&stchen der obigen Form sind. Das Beispiel sagt uns also, welche Gestalt der

Anteil der Basis haben muf}, der zu einem solchen Késtchen gehort!

Definition 14.7 (Partitionen)
Eine Partition der positiven natiirlichen Zahl n ist ein Tupel P = (ky,..., kn)
natiirlicher Zahlen, sodal k1 > ko > ... >k, > 1und k1 + ks + ... + k,, = n.

Lemma 14.8 (Die duale Partition)

Ist P = (ky,...,ky,) eine Partition von n, ist auch P* = (ly,...,ls) mit s = ki und
L={il1<j<mk; >4}

eine Partition von n, die sogenannte duale Partition zu P.
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Beweis: Man kann die Partition P durch ihr Young-Diagramm veranschaulichen.
Dieses besteht aus n Késten, die in m Reihen iibereinander angeordnet sind, wobei
in der i-ten Reihe genau k; Késtchen sind (siehe Abbildung 1).

ki
ks
ks
ka

K

ABBILDUNG 1. Young-Diagramm von P = (ky,..., ky)

Die Anzahl an Késtchen in der i-ten Spalte ist dann genau [;. Damit ist die Summe
der [; gerade nund l; > 15 > ... > . O

Beispiel 14.9
P =(5,4,2,2,2) ist eine Partition von n = 15 mit dem folgenden Young-Diagramm
(sieche Abbildung 2).

ABBILDUNG 2. Young-Diagramm von P = (5,4,2,2,2)

Das Young-Diagramm der dualen Partition P* = (5,5,2,2,1) entsteht durch Spie-
gelung an der Winkelhalbierenden (siehe Abbildung 3).

ABBILDUNG 3. Young-Diagramm von P* = (5,5,2,2,1)
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Bemerkung 14.10 (Anzahl der Partitionen von n)
Die Funktion
7T . Z>O H Z>0,

die einer natiirlichen Zahl n die Anzahl der Partitionen von n zuordnet, ist eine
interessante zahlentheoretische Funktion. Wir wollen einige Werte von 7 zur Veran-
schaulichung ihrer Komplexitéit angeben:

nl[1]2]3]4]5] 6] 7] 8] 9]10] 100
n(n) | 1]2]3]5]7|11]15]22]30] 42190569292

Fiir grofe n gilt
2n
m(n) ~ ﬁe 3.
Das folgende Lemma zusammen mit Bemerkung 14.3 besagt, da§ w(n) zugleich die
Anzahl der Konjugationsklassen nilpotenter Matrizen der Grofie n x n angibt.

Lemma 14.11 (Jordansche Normalform nilpotenter Endomorphismen)
Sei f € Endg (V) ein nilpotenter Endomorphismus mit jip = t™.

a. Setzen wir U; = Ker(f%), i = 0,...,m, dann induziert f firi=2,...,m eine
injektive lineare Abbildung

fi:UiJUisy — Uiy JUi—9 : T f(x).
Zudem ist P = (ky,...,kn) eine Partition von n mit
k; = dimg (U;/U;_1) = rang(f*') — rang(f*),
die wir die Jordan-Partition des nilpotenten Endomorphismus nennen wollen.

b. Ist P* = (ly,...,ls) die zu P duale Partition, dann gibt es eine Basis B von
V', so dafs
ME(f) = Ji,(0) & J,(0) & ... & J, (0).

Die analogen Aussagen fiir Matrizen A € Mat(n x n, K) gelten ebenfalls.

Beweis: Wir beweisen zunéchst Teil a. und beachten dazu, dafl wir aus Lemma

13.17

wissen.

Wir miissen zunéchst zeigen, da8 f; wohldefiniert ist. Fiir 7 =7 € U;/U;_; ist
r—y€U_;=Ker(f),

so daf3
f(@) = fy) = flz —y) € Ker(f'7?) = Ui»

folgt, d.h. f(z) = f(y) € Ui_1/Ui_s. Da mit z € U; = Ker(f*) zudem f(z) €
Ker(fi=') = U;_; gilt, ist f; wohldefiniert.
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Mit f ist dann aber auch f; eine lineare Abbildung und fiir die Injektivitéit reicht

es, zZU zeigen

Ker(f;) = {0}.
Nun ist aber T € Ker(f;) gleichwertig zu f(z) € U;_5 = Ker(f*"?), was wiederum
nur fiir z € Ker(f™!) = U;_, d.h. fiir 7 = 0 € U;/U;_y, zutrifft.

Wir miissen noch zeigen, dafl P = (kq, ..., k,,) eine Partition von n ist. Aus
0#Un/Un1 = Upn1/Upno— ... U /Uy=U;
folgt auch
1 <dimg (U /Up—1) < dimg(Up—1/Um—2) < ... < dimg (U /Up),
d.h.
1<ky <kni<.. <Fk.
Man beachte dabei, dal U,,/U,,—1 # 0 gilt, weil m der Nilpotenzindex von f ist!
Auflerdem folgt aus der Dimensionsformel fiir Vektorrdume
n = dimg (V) = dimg (V/Up—1) + dimg (U,,—1) = dimg (U, /Up—1) + dimg (Up—1).
Mit Induktion nach m folgt dann
n =dimg (U, /Upn—1) + dimg (U, 1)

=dimg (Uy, /Up—1) + dimg (U1 /Up—2) + ... + dimg (U /Uyp) + dim g (Up)

=km +km1+ ...+ ki +0.
Damit ist P eine Partition von n und Teil a. ist bewiesen.
Wenden wir uns nun Teil b. zu und konstruieren die Basis B.

Dazu wahlen wir zunéachst Vektoren
oy (47)

deren Restklassen eine Basis von U,,/U,,_1 bilden. Dann wenden wir f auf diese an
und erhalten Vektoren

= f@), L a = f(al) € Une,
deren Restklassen in U,,_1/U,,_» linear unabhéngig sind, weil die Abbildung
fm : Um/Um—l — Um—l/Um—2

eine injektive lineare Abbildung ist. Nun ergénzen wir die Restklassen von diesen
durch die Restklassen von Vektoren

m—1 m—1
kaJrl’ Ce 7$km_1’

zu einer Basis von U,,_1/U,,_2. Mit den so gewonnenen Vektoren

m—1 m—1
x4 yoe ’ka,1
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verfahren wir analog und konstruieren so rekursiv Vektoren
Ty, ..., T, (48)

deren Restklassen jeweils eine Basis fur U;/U;_; sind, fir ¢ = 1,...,m. Diese
n = ki + ...+ ky, Vektoren ordnen wir der Ubersichtlichkeit halber in dem Young-
Diagramm von P an (sieche Abbildung 4). Wir kénnen die Vektoren im Young-

11 1 1 1 L
Ty Xy ---- Tp Tpoag ---- Ty m oo mm oo oo Ty,
I I I I !

I I I I !

I I I I !

I I I I

I I I I

I I I I :

I I I I !

I I I I !
i

m—2,_m—2 m—2 m—2 m—2
Ty Cmy m--- Tp T Ty - - = T

m—1,_m—1- - - - m—1 m—1 - - - m—1
Ty Xy Lk Thpt1 Fem—1

m m m
ry Ty --== Tk,

ABBILDUNG 4. Anordnung der Basis B im Young-Diagramm zu P

Diagramm auch als Bilder unter der Abbildung f schreiben und erhalten Abbil-
dung 5. Schliellich benennen wir die Vektoren um, wie in Abbildung 6 angegeben,

@y - fNg) ) e o,

) -- ) @)

flapy T fGR) ah

ABBILDUNG 5. Anordnung der Basis B im Young-Diagramm zu P

d.h. wir lesen das Diagramm aus, indem wir, in der linken oberen Ecke beginnend,
die Spalten sukzessive von oben nach unten durchlaufen. Wir miissen nun nur noch
zeigen, dafl

B=(z1,...,2,)
linear unabhéngig ist, dann ist B eine Basis des n-dimensionalen Vektorraums V' und
die Matrix-Darstellung hat offenbar die gewiinschte Gestalt, wie wir aus Abbildung 5
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T merl ______________________________ Tn

TIm—2 Lam—2 — -~

ABBILDUNG 6. Anordnung der Basis B im Young-Diagramm zu P

sehen. Dazu beachten wir, dafl die Spalten des Diagramms jeweils die kanonische
Basis eines zyklischen Unterraums sind und somit einen Jordanblock liefern (siche
Beispiel 14.6). Das zeigt insbesondere, daf§ die zu P duale Partition die Gréfien der
Jordanblocke liefert.

Um zu zeigen, dafl B eine Basis ist, betrachten wir eine Linearkombination

m  k;

i=1 j=1

N

der Vektoren in B, die den Nullvektor ergibt. Beachten wir, dafl x; eU,_firi<m
gilt, und betrachten wir die Gleichung in U,,/U,, 1, so reduziert sie sich auf

km
> A 2T =0 € Up/Upi.
j=1
Da die Vektoren 7", ..., z}" linear unabhéngig sind (siehe (47)), gilt also
)\m,lz"':)\m,km :O
und (49) reduziert sich zu
m—1 k;
)\i,j . LIZ’; =0.
i=1 j=1

Diese Gleichung kénnen wir mit demselben Argument in U,,_1/U,,_2 betrachten und

erhalten

k"m—l
Z )\mfl’l’ . l’;nil = 6 € Umfl/Um,Q.
j=1

Die Restklassen der beteiligten Vektoren sind nach Konstruktion (sieche (48)) linear
unabhéngig in U,,_1/U,,_» und somit gilt

)\mflvl == )\mflykanl = 0
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Fahren wir so fort erhalten wir insgesamt, daf alle \; ; Null sein miissen und B ist

linear unabhéngig. ]

Wir kénnen damit nun auch Satz 14.1 fiir nilpotente Endomorphismen beweisen.

Lemma 14.12 (Jordansche Normalform nilpotenter Endomorphismen)
Es sei f € Endg (V) ein nilpotenter Endomorphismus mit pg = t™. Dann gibt es
fiir jedes 1 < j < m je eine natiirliche Zahl t; und es gibt eine Basis B so, daf

(1) i] t; = n = dimg Hau(f,0) = dimg(V),

(2) it — dimg Eig(f,0),
(3) tm>1 und

tj

T = ME(f) =P EP J;(0

j=1 k=1

Beweis: Sei die Partition P = (ky,...,k,) wie in Lemma 14.11 gegeben. Setzen
wir

tj = kj—kjn

fir j = 1,...,m mit der Konvention k,,+1 = 0, dann ist ¢; gerade die Anzahl der
Jordanblocke der Grofle j x j in der Matrixdarstellung

ME(f) = Ju,(0)&...& J,(0) (50)

in Lemma 14.11 (sieche Abbildung 4). Mithin gilt
Z t] = kl m+l = k’l = dlmK(Ul) = dlmK Ker(f) = dlmK Elg(f, O)
7=1
und
Zj -t; =n = dimg (V) = dimg Hau(f,0),
=1

weil die Summe der GroBlen der Kéastchen mit ihren Vielfachheiten die Grofie der

Gesamtmatrix ist. AuBlerdem ist
tn =km — k1 =k — 0=k, > 1
und die Matrixdarstellung in (50) kann dann auch geschrieben werden als

=PHE 0

j=1 k=1
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Bemerkung 14.13 (Jordanbasis einer nilpotenten Matrix)
Ist A eine nilpotente Matrix mit g4 = t" und bestimmt man wie im Beweis von
Lemma 14.11 (siehe auch Abbildung 5) linear unabhéngige Familien

_ j—1,.7 j—2,.7 J d
Bj,l—(A] xy, A xl,...,Aa:l,ml)CK”

in Los(A47,0) fir j = 1,...,mund | = k;j1q1 +1,...,k;, dann ist die Matrix T €
Gl,.(K), deren Spalten gerade all diese Vektoren sind, eine Transformationsmatrix,
die A in Jordansche Normalform iiberfiihrt.

Beispiel 14.14 (Jordansche Normalform einer nilpotenten Matrix)
Wir wollen nun fiir die folgende nilpotente Matrix

—2 0 010
2 -1 -1 1 1

A=| 0 0 00 0 |eMats(Q)
4 0 -1 2 0
2 -1 011

die Jordansche Normalform sowie die Transformationsmatrix T' € Gl;(Q) bestim-
men.

Dazu berechnen wir zunachst den Nilpotenzindex von A und merken uns die Poten-
zen A¥ von A, da wir sie anschlieend benétigen:

00 -1 00
0 0 000
A*=100 000
00 —2 00
00 0 00
und
00 0O0O
00 0O0O
A=100000
00 0O0O
00 0O0O

Der Nilpotenzindex von A ist also m = 3, us = t* und
Hau(A4,0) = Q°.

Damit muB in der Jordanschen Normalform von A also ein Jordanblock J3(0) der

Grofle m = 3 vorkommen, und aufgrund der geringen Grofle der Matrix A bleiben
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damit nur die beiden folgenden Moglichkeiten fiir die Jordansche Normalform iibrig:

01 0/0 O 01 0[{0 0
00 1/0 0 00 1[00
Ja=10 0 0|0 O oder Jyq=100 0|0 O
00 001 0 00[00
00 0[00 0000[0
Bestimmen wir die Riinge der Potenzen A°,... A? von A (siche weiter unten), so

konnen wir die Jordan-Partition

von A dann als

P =(rang(A°) — rang(A'), rang(A") — rang(A?), rang(A®) — rang(A?%))
=(5-3,3-1,1-0)=(2,2,1)
berechnen, und wir erhalten als duale Partition
P =(3,2),

woraus sich unmittelbar die Jordansche Normalform

0 0

Ja =

o oo O
o oo O =
o OO = O
o oo O
o RO O O

ergibt sowie die Elementarteiler

t1:0, tgzl, t3:1

Um die Jordanbasis B von f4 oder alternativ die Transformationsmatrix 7' von A
zu bestimmen, reicht es geméfl Lemma 14.11 im wesentlichen, geeignete Basen der
Vektorraume U;/U;_; fiir j = 3,2, 1 zu bestimmen, wobei U; = Los(A47, 0) = Ker(f})
ist.

Wir beginnen mit j = 3 und Uz /Uy = Q°/Us, wobei wir Us = Q® beachten.

Um eine Basis von Us zu finden, mufl man einerseits eine Basis von U, berechnen
und diese dann zu einer Basis von Us erginzen, indem man sie mit Steinitz in
eine Basis von U; hineintauscht. Bestimmen wir also zunéchst eine Basis Bj von
U, = Los(A?,0). Aufgrund der einfachen Form von A? mit Rang 1 geschieht dies
durch einfaches Draufschauen — vier der Einheitsvektoren tun es offenbar:

By = ((1,0,0,0,0)",(0,1,0,0,0)", (0,0,0,1,0)",(0,0,0,0,1)").
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Fiir Us = Los(A4%,0) = Q° ist es noch einfacher, eine Basis zu bestimmen, die
kanonische Basis tut’s:

B; = ((1,0,0,0,0)"(0,1,0,0,0)",(0,0,1,0,0)", (0,0,0,1,0)", (0,0,0,0,1)").

Damit ist es in dem vorliegenden Beispiel auch denkbar einfach, die Basis B) in die

Basis Bj hineinzutauschen, es fehlt ndmlich einfach der Vektor es, und wir setzen
deshalb

73 =e3=(0,0,1,0,0)".
Damit erhalten wir k3 = dimg(Us/Us) = 1 und die erste Teilbasis der Jordanbasis:
Bs1 = (A%z}, Az 2}) = ((—1,0,0,-2,0)", (0,—1,0,—1,0)",(0,0,1,0,0)") .
Diese kénnen wir in das Young-Diagramm der Jordan-Partition eintragen:
A%
Ax?

3
Ty

Als néchstes betrachten wir j = 2 und Uy /U;.

Um eine geeignete Basis von Uy /U; zu bestimmen, miissen wir eine Basis von U
berechnen und diese zusammen mit der zweiten Ebene des bereits befiillten Young-
Diagramms, d.h. mit der (Az?) = (Aes), zu einer Basis von U, ergéinzen. Dazu
berechnen wir zunéchst eine Basis B} von U; = Los(A4,0):

-2 0 010 100 -3 o0 100 -1 o0
-2 -1 -1 1 1 010 0 -1 7 010 0 -1
A= 0 0o oo o0 ™5 foo0o1 0o of—" o001 0 o0
-4 0 -1 2 0 000 0 0 ’ 000 -1 0
-2 -1 01 1 000 0 0 000 0 -1

Die letzten beiden Spaltenvektoren bilden also eine Basis von Los(A, 0). Wir diirfen
die Vektoren aber auch mit einem Skalar multiplizieren, um schénere Vektoren zu
erhalten, und tun dies. Unsere Basis von U; = Eig(A,0) = Los(A, 0) ist dann

B; = ((1,0,0,2,0)",(0,1,0,0,1)").
Wir miissen also die Familie
Bg = Bi U (Ae?)) = ((17 Oa 07 27 O)ta (07 1a 07 07 1)t7 (07 _17 Oa _17 O)t>7

zu einer Basis von U, ergénzen. Dazu kénnen wir sie mit Hilfe des Austauschsatzes
von Steinitz in die Basis B) von U, hineintauschen, oder alternativ kann man auch

einfach genau hinschauen. Man sieht ndmlich leicht, dal der Vektor
r2 = (0,0,0,0,1)

von den drei Vektoren in BY linear unabhéngig ist, und somit ergéinzt er BY zu
einer Basis von U,. Von der linearen Unabhéngigkeit der vier Vektoren kann man

sich auch iiberzeugen, indem man die Vektoren in eine Matrix schreibt und den
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Rang bestimmt, was schneller ist als dreimal Steinitz und trotzdem ausreicht. Wir
iiberlassen die Rechnung dem Leser. Nachdem wir nun x3 bestimmt haben, erhalten
wir die zweite Teilbasis

Bys = (Ax3,23) = ((0,1,0,0,1)%,(0,0,0,0,1)")

der Jordanbasis und das fertig ausgefiillte Young-Diagramm der Jordan-Partition:

A%x? | Azl Ty | T4
3 2 —
Az | x5 = || x5
3

Im Prinzip bliebe noch der Fall j = 1 zu untersuchen, aber da die zu P duale Par-
tition nur zwei Spalten hat und damit ¢; = 0 gilt, sind wir fertig.

Wir haben also die Jordanbasis B = Bs; U Byo bestimmt und damit auch die
Transformationsmatrix 7', deren Spalten die Vektoren in B sind. Wir haben

-1 00 0 0
0 -1 0 1 0
T = 0o o010 0 |e€GlQ)
—2 1.0 0 0
0 00 1 1
mit
-1 00 00
2 00 -1 0
T = o o1 00 |,
2 1.0 -1 0
—2 -1 0 1 1
und es gilt
01 0lo 0
00 1[0 0
Ji=T toAoT =] 00 0|0 0
0000 1
00 0[0 0

Kommen wir nun zum Beweis von Satz 14.1.

Beweis von Satz 14.1: Nach Satz 13.18 zerfillt V in die direkte Summe der
Hauptraume V; := Hau(f, \;), ¢ = 1,...,r, und diese sind nach Lemma 13.17 inva-
riant unter f und f — \;idy. Betrachten wir nun die Abbildungen

(f = Xidv)y, : Vi = V;

fir = 1,...,r, so sind diese nilpotent mit X(sry iy = t" und pur-y, idy)y, = t™

(vgl. Korollar 13.19). Nach Lemma 14.12 gibt es dann aber fiir jedes i = 1,...,r
Basen B; von V; und natiirliche Zahlen ¢;;, 7 = 1,...,m;, so daf} gilt

(1) Z] -t;; = n; = dimg Hau(f, \;),
j=1

j=1
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(3) tim, > 1 und

AL+ (E{ééw) - DD

j=1 k=1 j=1 k=1

Damit folgt die Behauptung, da fiir B = B, U...U B, gilt
M5 (f) = D Mg (fv)-
i=1
O

Wie wir schon gesehen haben, ist der Beweis zur Berechnung der Jordanschen Nor-
malform algorithmisch. Wir wollen nun den Algorithmus beschreiben, mit Hilfe des-
sen man die Jordansche Normalform einer Matrix A inklusive der zugehérigen Trans-

formationsmatrix bestimmen kann.

Algorithmus 14.15 (Jordansche Normalform - I)
INPUT: A € Mat,,(Q) mit py zerfallt in Linearfaktoren.

OuTPUT:  J und eine Transformationsmatrix 7' € Gl,(K) mit T"'o Ao T = J,.

1. Schritt: Bestimme das Minimalpolynom g4 von A und faktorisiere es.

2. Schritt: Wenn g4 nicht in Linearfaktoren zerfillt, gebe man eine Fehlermel-
dung zuriick, andernfalls gilt pq = []_ (£ — X\;)™.

3. Schritt: Fiir ¢ = 1,...,r bilde man die Matrix A; = A — A\;1,, und fiihre
folgende Schritte aus:

Schritt a.: Berechne die Partition P = (ky, ..., k) von n—rang(A;") mit
kj = rang(Ag_l) — rang(A‘g) gemafl Lemma 14.11 sowie das zugehorige
Young-Diagramm.

Schritt b.: Bestimme eine Basis B,,, von Los (A?“,O) sowie eine Basis
Byn,—1 von Los (A771,0).

Schritt c.: Tausche B,,,_; mittels des Satzes von Steinitz in B,,, hinein

m;

und bestimme die in B,,, verbliebenen Vektoren x1", ...,

' Yk
Schritt d.: Dann fiille man die ersten k,,, Spalten des Young—biagramms
von P durch die Vektoren Azniflx;n", o Al aud, =1, Ky, wie
in Abbildung 7.
Schritt e.: Fiir j =m; — 1,...,1 fithre man folgendes aus:

e bestimme eine Basis B;_; von Los (Ag_l, O);

e tausche B;_; sowie die auf der j-ten Ebene des Young-Diagramms
bereits eingetragenen Vektoren mittels des Satzes von Steinitz in B;
hinein;

e bestimme die in B; verbliebenen Vektoren 7, TR )

Jj+1 J

o fiir | = kj;1 +1,..., k; fiille die Spalten des Young-Diagramms von

P mit den Vektoren A7 "2, ... A
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Schritt f.: Fiige die Vektoren aus dem Young-Diagramm als Spalten in die
Matrix T ein, beginnend in der linken oberen Ecke und die Spalten des
Young-Diagramms von oben nach unten nacheinander durchlaufend.

4. Schritt: Gib 7' o Ao T und T zuriick.

1 . m;—1_m; m;—2 m;—1 1
AT e - A Tk, A Tl == = = o mm e o oo - Ty,
I I I :

I I I :
I I I
I I I
I I I
I I I .
I I I !
I I I :
2,1 A2 Agmim! N
Ale - - 7 kmz 1 kmiJrl__
) __ My m;—1
Azt Azkai Lk, +1
. m;
my €T
.I‘l - = kml

ABBILDUNG 7. Anordnung der Basis B; im Young-Diagramm zu P

Beispiel 14.16 (Jordansche Normalform)
Wir wollen nun die Jordansche Normalform und die Transformationsmatrix von

2

A= S Mat4(Q)

[ S S Gy W G W
O = O =
N = O N

0
0
0

bestimmen.

Das charakteristische Polynom berechnet man mit Hilfe des Késtchensatzes als

t—2 -1 -1 =2
0 t—1 0 0 t—1 0

Xa= | o -1 t—-1 -1 =(t-2) -1 t—-1 (t=2)=(t-27% (t—1)%
0 0 0 t—2

Wir betrachten nun zunéchst den Eigenwert A = 1:

Wie im nilpotenten Fall kénnen wir zunichst die Partition von
dimg Hau(A, 1) = mult(x,,1) =2

ausrechnen, die Jordansche Normalform der Einschrinkung von f4 auf Hau(A,1)
festlegt und damit auch die Jordankéstchen zum Eigenwert 1 in J4. Es kommen nur
die beiden Partitionen P, = (2) und P, = (1,1) mit den in Abbildung 8 gegebenen
Young-Diagrammen in Frage. Wir erhalten die Partition formal als

P = <rang ((A-14)%) —rang ((A—14)"),... rang ((A—14)""") —rang ((A—14)™),
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L[]

ABBILDUNG 8. Mogliche Young-Diagramme zum Eigenwert 1

wobei m der Nilpotenzindex des Eigenwertes 1 ist. Da die Matrix

A—1, =

o O O =
O = O =
o O O =
= O N

offenbar den Rang 3 hat und somit
rang ((A — 1,)°) —rang (A - 1)') =4 - 13 =1

gilt, muB die Partition P, = (1,1) sein mit dualer Partition P} = (2). Daraus folgt
insbesondere dann, daf§ J4 zum Eigenwert 1 genau ein Késtchen der Grofle 2 hat.
Die zugehorige Jordanteilbasis wird von der Form

B = ((A—14) o2}, 27)
sein fiir einen Basisvektor
JJ% € U2 \ U1
mit
U; = Ker (A —14)%).

Eingefiillt ins Young-Diagramm von P; ergibt sich das Bild:

(A — 14) OI%

7

Wir wollen nun also Basen fiir U; = Eig(A,1) und U, = Hau(A, 1) berechnen und
wollen die Basis von U; in die von U, hineintauschen. Der in der Basis von U,
verbleibende Vektor ist dann der gesuchte Vektor z%.

Berechnen wir also eine Basis von U; = Eig(A, 1) = Los(A — 14,0):

111 2 1 010 10 120
A1, = 0000 Gaus 0100 —Ten 01 00
0101 0 001 einfigen [ 0 0 —1 0
0001 0000 00 01

Die gesuchte Basis von U; ist dann

B, =(1,0,—1,0)".
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Als néichstes berechnen wir U, = Hau(A, 1) = Los ((A — 14)2,0):

1 215 1 210 12 10
(A—1,)? = 0 00 0 [ Gaus 0 0 01 ~ten | 0O =1 0 O
0001 0000 einfigen | ) 0 —1 0
0 001 0000 0 0 01

Als Basis fiir Hau(A, 1) erhalten wir also
By = ((2,-1,0,0)",(1,0,—1,0)").

Der erste der beiden Vektoren ist nicht in Eig(A,1), so da§ wir ihn als 2?2 wiihlen

konnen. Damit erhalten wir
r1 = (A—14)2% = (1,0,—1,0)", z9=2? = (2,-1,0,0)°

als Jordanteilbasis fiir den Hauptraum zum Eigenwert 1 und damit als die ersten
beiden Spalten von T

Fiir den zweiten Eigenwert A = 2 gehen wir analog vor:

Die Matrix
0 1 1 2
A_9.1, = 0O -1 0 O
0 1 -1 1
0 0 0 0

hat ebenfalls offenbar Rang 3, so dafl mit demselben Argument wie oben die gesuchte
Partition P, = (1,1) sein muf}. Wir kénnen also genau wie oben vorgehen, wobei

wir Notationen wie
Ui = Ker ((A -2 ]14)2>
der Einfachheit wieder verwenden, nun angepafit auf den neuen Eigenwert.

Zunichst berechnen wir wieder eine Basis B] von U; = Eig(A4, 2):

0 1 1 2 0100 -1 0 0 0
A_9.1, = 0 -1 0 0 | Gaus 0010 .—1’en 0100
0 1 —-11 0001 einfiigen 0010
0 0 0 0 0000 0001

Wir erhalten also
B} = (-1,0,0,0)".
Die Berechnung der Basis B} von U, = Hau(A, 2) = Lés ((4 — 14)?,0) ergibt

o 0 -1 1 0 1 0 0 -1 0 0 0
1 GauB 1 1 —Len 1
(A—2-1,) = 0 0 0 0 0 0 0 0
0o -2 1 -1 0 0 O 0 einfiigen 0 1 -1
0 O 0 0 0 0 O 0 0 0 0 -1
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und damit
Bj = ((-1,0,0,0)",(0,0,—1,-1)").

Wir kénnen also 22 = (0,0, 1,1)" wihlen und erhalten dann die Jordanteilbasis mit
den Vektoren

r3=(A—-2-1;)0z] =(3,0,0,0)", x4=27=(0,0,1,1)
als die Spalten 3 und 4 der Matrix 7.

Insgesamt haben wir also

1 2 30
0 -1 00
T = € Gl
1 00 1 Q)
0 0 01
mit
0 0 -1 1
0 —1 0 0
—1
T =1: 2 1 _1 |

3 3 3 3
0 0 0 1

und fiir die Jordansche Normalform erhalten wir

T l'oAoT =

Will man nur die Normalform von A, aber nicht die Transformationsmatrix wissen,
dann reicht es, die Elementarteiler zu bestimmen, was mit Hilfe von Aufgabe 14.20
sehr viel einfacher zu bewerkstelligen ist. Dies fiihrt auf folgenden Algorithmus zur
Bestimmung der Jordanschen Normalform einer Matrix A, deren charakteristisches

Polynom zerfallt.

Algorithmus 14.17 (Jordansche Normalform - II)
INPUT: A € Mat,,(Q) mit uy zerfillt in Linearfaktoren

OvuTtpUT: Liste mit den Eigenwerten von A und den Elementarteilern

1. Schritt: Bestimme das Minimalpolynom p4 von A und faktorisiere es.

2. Schritt: Wenn p4 nicht in Linearfaktoren zerfillt, gib eine Fehlermeldung
zuriick.

3. Schritt: Fiir jeden Eigenwert \; mit mult(ua, A;) = m; bestimme man fiir
j = 0,...,m; + 1 die Zahlen rang ((A — )\illn)j) und berechne daraus den
Vektor der Elementarteiler (¢;1,...,tiy,,). Den Eigenwert und den Vektor der
Elementarteiler speichere man als i-ten Eintrag in einer Liste nf.

4. Schritt: Man gebe die Liste nf zuriick.
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Bemerkung 14.18 (Jordanzerlegung einer Matrix)

Es sei J = (a;;) eine Matrix in Jordanscher Normalform. S = (s;;) bezeichne die
Diagonalmatrix, die entsteht, wenn man in J alle Nicht-Diagonalelemente zu Null
setzt, d. h. s; = a; und s;; = 0 fiir ¢ # j. Ferner setzen wir N = J -5, d. h. N
ist eine Matrix, die nur auf der oberen Nebendiagonalen Elemente ungleich Null

besitzen kann.
Dann ist N nilpotent, und es gelten
J=S+N mit NoS=S50oN.
Man nennt dies auch die Jordan-Zerlegung von J.
Um die Aussage einzusehen, beachte man, dafl fir i =1,...,7r und 1 < j < m; gilt

Ji(Ai) = Al + J;(0).

Damit gilt
r  m; tij
i=1 j=1 k=1
und

r  m; tij

N=HE ;o).

i=1 j=1 k=1
Aber damit folgt unmittelbar

roomg

tij
NoS=PEPH &P rJ0)=SoN.
i=1 j=1 k=1
Allgemeiner nennt man die Darstellung einer Matrix A € Mat,(K) als A= S+ N
mit N nilpotent und S diagonalisierbar (auch halbeinfach genannt, engl. semi-simple,
daher das S) und So N = N o S eine Jordan-Zerlegung von A. Solche Zerlegungen
von Objekten in einen halbeinfachen und einen nilpotenten Anteil spielen auch in
anderen Bereichen der Mathematik eine Rolle - siehe etwa Lie-Algebren oder Jordan-
Algebren.

Bemerkung 14.19 (Anwendungsmdoglichkeit der Jordanschen Normalform)

Anwendung findet die Jordansche Normalform zum Beispiel in der Theorie der li-
nearen Differentialgleichungen, wo ein Fundamentalsystem mit Hilfe der Exponen-
tialabbildung einer Matrix beschrieben wird. Diese kann mit Hilfe der Jordanschen

Normalform von A berechnet werden.

Aufgaben

Aufgabe 14.20 (Berechnung der Elementarteiler)
Mit den Bezeichnungen aus Satz 14.1 zeige man, fir i = 1,...,r und 1 < 57 < m;

gilt:
ti; = rang ((f — \iidy ) ™") — 2 rang ((f — Aiidy)?) + rang ((f — Aiidy)’™")
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bzw.
ti; = rang ((A = A\1,)" ") — 2 rang ((A = A1) + rang ((A — AL, 7).

Hinweise: 1. Zeige, J;(0)! = (6pti) ; und rang (J; (0)") = max{0, j—} fiir I € N. 2. Man betrachte

w,v=1,...,
zunéchst den Fall » = 1 und A1 = 0. 3. Den allgemeinen Fall fithre man auf die Abbildungen g; :=
(f -\ idV)Hau(f,)\i) zuriick.

Aufgabe 14.21
Bestimme die Jordansche Normalform und die zugehorige Transformationsmatrix
fiir die Matrix A

0 001 0
0 200 1
A= 0 00 2 0 |€Mat;(Q).
-2 010 0
0 -4 0 0 -2

Aufgabe 14.22
Bestimme die Jordansche Normalform und die zugehorige Transformationsmatrix
T !¢ G14<Q) fiir

3 610
0 00 0

A= € Mat, (Q).
0 9 3 0 ata(Q)
012 0 3

Aufgabe 14.23

Es sei A € Mat(5, K) mit x, = t(t — 1)*, pa = t(t — 1)* und rang(A — 15) = 2.
Bestimme die Jordansche Normalform von A.

Aufgabe 14.24

Zeige, ist A € Mat,,(K) so, daB x, tiber K in Linearfaktoren zerféllt, so sind A und
A konjugiert.

Aufgabe 14.25
Beweise oder widerlege die folgende Aussage fiir zwei Matrizen A, B € Mat,,(K):

A ist konjugiert zu B <= X, = X5, #a = pp und rang(A) = rang(B).
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KAPITEL IIT

Spektralsitze

Im folgenden sei stets K einer der beiden Korper R oder C.

§ 15 Euklidische und unitire Riume

Zur Motivation beginnen wir den Abschnitt mit einigen Uberlegungen zur euklidi-
schen Geometrie in der reellen Ebene R2.

Wir definieren uns zunéchst zwei Abbildungen
-1 R? = Rxo,
die einem Vektor = = (z1,13)" € R? seine Liinge ||z|| zuordnet, sowie
d:R* x R? = Ry,
die zwei Punkten z € R? und y € R? ihren Abstand d(z,y) zuweist.
Der Satz von Pythagoras liefert dann ||z|| = \/2? + 3.

e 1324\

V (z2)

O| T

Wir nennen ||z|| auch die Norm des Vektors z. Da der Abstand der Punkte z =
(x1,22) und y = (y1,92)" gerade die Liange des Vektors x —y ist, folgt somit d(z,y) =

|z —yll = /(21 — 11)? + (22 — y2)*.

R2

Gy

Mit Hilfe der Norm konnen wir - nach einigen geometrischen Uberlegungen - auch
den Winkel £(z,y), den zwei Vektoren z und y miteinander einschliefen, bestimmen.

225
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1 T
Tl
sin(a) =777 .
i Y Y
| [yl
in(s) K ke
1
Cos(a)cos(ﬁ)

Dazu gehen wir zunéchst zu den normierten Vektoren IIfC_H und ﬁ iiber, die beide die
Lange eins haben, wobei wir  # 0 und y # 0 voraussetzen. Mit den Bezeichnungen

in der Skizze gilt dann
€ Y
L(x,y) =4 (—,—) =a—[=¢p.
(1™ {1yl

Um ¢ selbst (im Bogenmaf}) auszudriicken, miifte man die Lange des Kreisbogens

zwischen ﬁ und HZ_H messen, also einer gekriimmten Linie. Dazu greifen wir auf

unsere Analysiskenntnisse zuriick.

Zur anschaulichen Herleitung des Winkels ¢ mit 0 < ¢ < 7, benétigen wir nur, dafl
die Funktion

cos: [0,m] = R : ¢ — cos(yp)

0.59

—14

injektiv ist. Also reicht es, cos(y) zu kennen, um den Winkel ¢ eindeutig beschrieben
zu haben. Unter Zuhilfenahme der obigen Skizze und des Additionstheorems fiir den
Cosinus erhalten wir

cos(p) = cos(a — ) = cos(a) cos(f) + sin(a) sin(3) = W
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Dies fiihrt zur Definition einer weiteren Abbildung
(Y REPXR? = R (n,y) = ((xl,xg)t, (yl,yg)t) = (x,y) = Ty + Taye,
welche wir Skalarprodukt nennen. Mit deren Hilfe erhalten wir

(z,9)

cos(p) = T
(- Iyl

oder alternativ

£(z,y) = ¢ = arccos ( (r,y) ) .

[l - Iyl
Wir sind also mittels recht einfacher Abbildungen in der Lage, Langen und Winkel
auszudriicken. Dieses Beispiel motiviert die folgenden Begriffsbildungen.

A) Skalarprodukte

Definition 15.1 (Skalarprodukt)
Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung

(,):VxV—K
heift ein Skalarprodukt auf V, falls fiir alle A\, p € K und x,y,z € V gilt:

(1) (@, Ay +pz) =X (z,y) + p- (x,2),

(2) (z,y) = (y, ),
(3) (x,xz) € Rund (x,z) > 0 fiir x # 0.

Ist IK = R, so nennen wir das Quadrupel (V,+, -, (-,-)) einen euklidischen Raum.
Ist IK = C, so nennen wir das Quadrupel (V,+,-, (-,+)) einen unitdren Raum.
Wir werden meist nur V' statt (V,+, -, (-, -)) schreiben.

Bemerkung 15.2 (Skalarprodukte als Bilinear- bzw. Sesquilinearformen)

Es sei V' ein K-Vektorraum.

a. Ist K =R, soist (-,-) genau dann ein Skalarprodukt, wenn (-, -) eine positiv-

definite, symmetrische Bilinearform auf V' ist (siche Anhang 18).
b. Ist K = C, so ist (-,-) genau dann ein Skalarprodukt, wenn (-,-) eine positiv-
definite, hermitesche Sesquilinearform auf V' ist (siche Anhang 18).

Beispiel 15.3 (Skalarprodukte)

a. Wir nennen
<'a'> ZIR,”XIR,”—>IR,: (x7y>l—)l‘toy:z$2yz
i=1

das  kanonische Skalarprodukt oder Standardskalarprodukt —auf R".
(R”, +, - (-, )) ist ein euklidischer Raum.
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b. Analog definieren wir das kanonische Skalarprodukt auf C™ durch
(,):C"xC"—C: (v,y) »Toy=a"oy=> Ty,
i=1
und (C”, +, - (-, )) ist ein unitdrer Raum.

c. Sei V.= C([0,1],R) der R-Vektorraum der auf dem Intervall [0,1] stetigen
Funktionen. Dann wird durch

1
()= [ f@)gl)iz € R
0
fir f,g € V ein Skalarprodukt definiert (siehe Aufgabe 15.34) und
(C([O, 1,R), 4+, (-, )) ist ein euklidischer Raum.

Definition 15.4 (Symmetrische und hermitesche Matrizen)
a. Eine Matrix A € Mat,(R) heiit symmetrisch, falls A = A’

b. Fiir eine Matrix A = (a;5);; € Mat,,(C) heiit die Matrix

—t

A=A = (a_ji)ij € Mat,,(C)
die adjungierte Matrixz zu A.

c. Eine Matrix A € Mat,,(C) heifit hermitesch oder selbstadjungiert, falls A = A*.

Beachte, eine reelle Matrix ist genau dann symmetrisch, wenn sie hermitesch ist.
Bemerkung 15.5
Ist A € Mat,,(K), so erfiillt die Abbildung

(oA KXK' — K: (z,y) = a*cAoy=T'0Aoy

die Bedingnung (1) eines Skalarproduktes, weil die Matrixmultiplikation linear ist.
Ist die Matrix A zudem hermitesch, so erfiillt (-,-)4 auch die Bedingung (2) eines
Skalarproduktes, weil

<x,y>A:Et0Aoy:(EtOAoy)tzgtOXtox:gtvox:<y,x>A.

Betrachten wir konkret IK = R und die symmetrische Matrix

11
A= (1 4) € Mat,(R),

dann gilt zudem fiir x = (21, 75)" € R? mit = # (0,0)
(w,2) 4 = 2% + 22129 + 425 = (21 + 12)* + 325 > 0

und damit Bedinung (3), so da8 (-,-) 4 in dem Fall ein Skalarprodukt auf R? ist.
Bemerkung 15.6

Wenn wir im Folgenden den Fall eines euklidischen und eines unitiren Raumes

parallel behandeln wollen, dann werden wir uns héufig zunutze machen, dafi fiir
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eine reelle Zahl A gilt A = A. Mithin sind auf einem reellen Vektorraum V die
Bedingungen

Az + py, z) = Mz, 2) + 1y, )
oder
Az + py, 2) = Nz, 2) + 1y, 2)

gleichwertig, und fiir eine reelle Matrix A € Mat(n, R) gilt genau dann A = A’
wenn A = A erfiillt ist. Dies erspart uns viele Fallunterscheidungen!

B) Die euklidische Norm zu einem Skalarprodukt

Definition 15.7 (Normierter Raum)
Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung

[ -]]:V = Rso,

heifit eine Norm auf V, falls fiir alle z,y € V und A € K

(1) |lz|]|=0 < x=0, (“Positive Definitheit”)
(2) [IAz|] = [A] - [[«[|, und (“Homogenitit”)
3) N +yll < =] + [yl (“Dreiecksungleichung”)
Das Quadrupel (V, +,4 1 - H) heifit dann ein normierter Raum.

Bemerkung 15.8 (Norm als Lingenmaf)

Wir erinnern uns, dafl eine Norm die Linge von Vektoren sowie Abstinde mes-
sen soll. Bedingung (1) kann dann so interpretiert werden, dafl jeder Vektor eine
nicht-negative Lénge hat und dafl nur der Nullvektor die Lange null hat. Bedingung
(2) bedeutet, dafi die Streckung eines Vektors um den Faktor A\ seine Lange um
|A| strecken moge. Und Bedingung (3) kann dahingehend interpretiert werden, dafl
der Weg vom Ursprung iiber den Punkt x hin zum Punkt x + y unter gar keinen
Umsténden kiirzer ist, als der direkte Weg vom Ursprung zum Punkt x + y.

y Tty

Diese Forderungen scheinen allesamt fiir eine Funktion, die die Lange von Vektoren

beziehungsweise Abstéinde von Punkten messen soll, nicht unbillig. Und in der Tat
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reichen diese Forderungen auch bereits aus, um einen verniinftigen Léngenbegriff zu
erhalten.

Satz 15.9 (Cauchy-Schwarzsche Ungleichung)
Ist V' ein euklidischer oder unitirer Raum, dann gilt fir alle v,y € V

(2, 9)] < VA, 2) -V {y,v), (51)

zudem gilt die Gleichheit genau dann, wenn x und y linear abhdngig sind.

Beweis: Fiir x = 0 oder y = 0 ist die Aussage offensichtlich richtig. Wir kénnen
also x,y # 0 annehmen. Dann gilt fiir A € K

0 < (z—Ay,z— Ay) = (z,2) — Na,y) — Mz, y) + ANy, ). (52)

Wiéhlen wir nun speziell A = % € KK, dann folgt

I~

0 < (@)= 55 (@o) - G- @u + G365 - )

_ ) Kz Kz
= (z,2) (y,) (y,9) + (y,y)
also
2
[z, 9)|” < (@, 2) - (y, ). (53)

Durch Ziehen der positiven Wurzel folgt die gesuchte Ungleichung (51).

Nun sind z und y genau dann linear abhéngig, wenn es ein A € K gibt, fiir das x = \y
gilt. Das wiederum ist wegen der positiven Definitheit von (-,-) gleichbedeutend
dazu, daB es ein A € K gibt, fiir das in (52) das Gleichheitszeichen gilt. Dieses A ist
eindeutig bestimmt, und erfiillt

VoL ) ) (o) ()

) v Gy )
Damit ist die Gleichheit in (52) gleichwertig zur Gleichheit in (53). O

Satz 15.10 (Die euklidische Norm zu einem Skalarprodukt)

Es ser V' ein euklidischer oder unitdrer Raum. Dann wird durch

l-]]: V= Rso:2—(x,2)

eine Norm auf V' definiert. Wir werden euklidische und unitire Riume im folgenden
stets mat dieser zugehdrigen euklidischen Norm als normierte Rdaume betrachten, so
dafS die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung die folgende Form hat:

[z, | < ] M1yl

Beweis: Seien z € V und A € K. Aus der positiven Definitheit von (-,-) folgt,
daB (x,z) > 0 und somit ||z|| definiert und stets nicht-negativ ist. Ferner folgt,
daB ||z|| = 0 genau dann gilt, wenn = der Nullvektor ist. Aus der Bilinearitiat bzw.

Sesquilinearitidt von (-, -) leiten wir her, dafl

Az, Az) = Mz, 2) = |M*(z, ),



§ 15. EUKLIDISCHE UND UNITARE RAUME 231
und somit |[Az|| = A - [|=]].

Allein, die Dreiecksungleichung ist etwas schwieriger zu zeigen. Wir verwenden
hierfiir die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung aus Satz 15.9. Beachten wir noch, dafl
fiir eine komplexe Zahl ¢ € C stets

Re(c) =1 (c+7)

gilt, so erhalten wir fiir z,y € V

|z +yll*? = (@+y,z+y) = (x,2)+ (2,9) + (2,9) + (¥, 9)
= [|#]* + 2 Re ({z, ) + [y
< el +2- [z, )| + lyl)?
< Al + 2 ]| - [yl + yl?
= (llll + llll)"

Hieraus folgt dann die Dreiecksungleichung. O]

Bemerkung 15.11 (Winkel in euklidischen Rédumen)

Die Cauchy-Schwarzsche Ungleichung erlaubt es uns nun, in einem beliebigen eu-
klidischen Raum V Winkel zwischen zwei Vektoren zu definieren. Denn aus der
Ungleichung (51) folgt fiir 0 # 2,y € V

1< _{ry) <1. (54)

[l - [l
Vom Cosinus ist bekannt, daf§ es zu jeder reellen Zahl —1 < r < 1 genau einen
Winkel a € [0, 7] gibt mit r = cos(«), ndmlich o = arccos(r). Man definiert deshalb

£(z,y) = arccos (“”—y)) e [0,7]

[l[] - {lyl]

als den Winkel zwischen z und y.

Ist (z,y) > 0, also L(z,y) € [0, 5 [, so spricht man von einem spitzen Winkel.
Ist (z,y) <0, also L(z,y) € ]%, ﬂ, so spricht man von einem stumpfen Winkel.
Ist (x,y) = 0, also £(x,y) = 7, so spricht man von einem rechten Winkel.

o «
x x x
“spitzer Winkel” “rechter Winkel” “stumpfer Winkel”




232 I1I. SPEKTRALSATZE

C) Orthonormalbasen und Parsevalsche Gleichung

Definition 15.12 (Orthogonal)

Sei V' ein euklidischer oder unitarer Raum, z,y €¢ V, M,N CV und U < V.
a. x heiit orthogonal zu y, falls (x,y) = 0. Wir schreiben dann z L y.

b. M heifit orthogonal zu N, falls m 1 n fiir alle m € M und n € N.
Wir schreiben dann M 1 N.

c. Wir nennen Ut := {2z € V | 2 L U} das orthogonale Komplement von U.

Lemma 15.13 (Orthogonales Komplement)
Ist V ein euklidischer oder unitirer Raum und U <V, dann ist U+ < V.

Beweis: Wegen 0 € U+ ist U+ # (). Sind z,y € U+ und A\, u € K, so gilt fiir z € U
Az + py, z) = Ma, 2) + 1y, 2) = 0,
Also Az + puy € U+, Damit ist U+ ein Unterraum von V. O]

Definition 15.14 (Orthonormalbasis)
Sei V' ein euklidischer oder unitédrer Raum und B = (z; | i € I) eine Familie in V.

a. B heifit orthogonal, falls x; L x; fiir alle ¢, 7 € I mit ¢ # j gilt.
b. B heifit orthonormal, falls B orthogonal ist und ||z;|| = 1 fir alle ¢ € I gilt.

c. Ist B eine Basis und orthonormal, so heifit B eine Orthonormalbasis, kurz
ONB.

Beispiel 15.15 (ONB)

Betrachten wir K™ mit dem kanonischen Skalarprodukt, dann ist die kanonische
Basis E = (ey, ..., e,) offenbar eine Orthonormalbasis von K", da (e;, e;) = 0;; fur
i,j€{1,...,n}.

Lemma 15.16 (Orthogonal impliziert linear unabhéngig.)

Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum und B = (z; | i € I) eine orthogonale
Familie in V' \ {0}. Dann ist B linear unabhdngig.

Beweis: Aus > o, Az; = 0 folgt fir jedes j € 1

endlich
0= (2;,0) = > Nlxj,z:) = A\j{wj, z)).
enidelilch
Da (z;,z;) # 0, muB also \; = 0 gelten. O

Proposition 15.17 (Parsevalsche Gleichung)
Sei V' ein euklidischer oder unitirer Raum, B = (x; | i € I) eine ONB und x € V,
dann gilt

T = Z (i, x) - ;. (55)

iel
endlich
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Insbesondere sind nur endlich viele (z;,x), 1 € I, ungleich null.

Beweis: Da die Darstellung z = > el M;x; von z als endliche Linearkombination
von B eindeutig ist, folgt die Behau(i)tucng aus

(), z) = <%‘:Z ier Aixz‘> = ) Nilwg,m) = Nlag,ap) = Ay

endlich
el
endlich

Bemerkung 15.18

Ist B eine ONB von V| so erlaubt es die Gleichung (55), einen Vektor aus V' als
Linearkombination von B darzustellen, ohne hierzu eigens ein LGS 16sen zu miissen,
durch simples Einsetzen der Vektoren in das Skalarprodukt. Dieses Verfahren ist sehr
effizient und von hoher praktischer Bedeutung. Die Tatsache, daf sich die Koordi-
naten eines Vektors beziiglich einer ONB mit Hilfe des Skalarproduktes so einfach
ausdriicken lassen, spielt aber auch in vielen Beweisen eine Rolle, und ist somit

ebenfalls fiir die Theorie von Bedeutung.

D) Das Orthonormalisierungsverfahren von Gram-Schmidt

Wir beweisen jetzt, dafl jeder endlich-dimensionale euklidische bzw. unitdre Raum
eine ONB besitzt. Etwas allgemeiner gilt der folgende Satz.

Satz 15.19 (Gram-Schmidt)
Sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitirer Raum und B eine ortho-
normale Familie in V', dann lifit sich B zu einer ONB von V' ergdinzen.

Beweis: Ist B schon eine Basis von V, so sind wir fertig. Wir diirfen also annehmen,
daBl B keine Basis und wegen Lemma 15.16 dann auch kein Erzeugendensystem von
V ist. Wir zeigen nun konstruktiv, wie wir die orthonormale Familie B = (z, ..., 2,)
zu einer orthonormalen Familie (21, ..., 2.,1) erginzen kénnen. Wenden wir dieses

Verfahren dann dimg (V') — r mal an, so haben wir die Aussage bewiesen.

Dazu wéhlen wir zunéchst einen Vektor x,., 1, der linear unabhéngig von B ist. Dann

setzen wir

T

Yrg1 = Tpy1 — Z(Zz‘, Tri1) - % (56)

i=1

Da x,4; linear unabhéngig von B ist, ist y,41 # 0, und wir kénnen deshalb

*Yr4+1 (57)

1
Zry1 = T
r+1 llyr+all
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setzen. Dann ist ||z,.41|| = 1 und auBerdem gilt firi=1,...,r
1
(ziy2r41) = 7 - <Ziay7"+1>
[yl
L () = e - (205
= : Ziy Lr41) — Zjy Trt1) " \Ris Zj
||y7’+1H " j=1 ’ " ’
1
= m : (<2i7$r+1> - <2i7$r+1>) = 0.
Dann ist aber (z1, ..., z.41) orthonormal und wir sind fertig. O

Korollar 15.20 (Existenz einer ONB)
Jeder endlich-dimensionale euklidische bzw. unitire Raum besitzt eine ONB.

Beweis: Wende Satz 15.19 mit B = () an. O

Der Beweis von Satz 15.19 ist konstruktiv und wird auch das Gram-Schmidtsche
Orthonormalisierungsverfahren genannt. Es erlaubt, aus einem gegebenen Erzeu-
gendensystem eine ONB zu konsturieren.

Algorithmus 15.21 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)
INPUT: M C K" und ein Skalarprodukt (-, -) auf K"

OuTPUT: ONB B von Lin(M)

1. Schritt: Bestimme eine Basis B = (z1,...,2,) von Lin(M), z. B. mittels
Algorithmus 7.20.
2. Schritt: Fiir ¢ = 1,...,r fiihre man folgende Schritte aus:
Schritt a.: berechne die Summe y; = x; — Z;;ll(zj, Ti) - 25
Schritt b.: berechne z; = m “Yis
3. Schritt: Gib die verdnderte Basis (2, ..., 2,) zuriick.

Bemerkung 15.22
a. Will man in der Praxis ein Skalarprodukt iibergeben, so wird man im reellen
Fall eine symmetrische Matrix iibergeben und im komplexen Fall eine hermi-
tesche. Das Skalarprodukt wird dann gemé&fl Beispiel 18.2 bzw. Beispiel 18.32
gebildet.

b. Um zu normieren, ist in Algorithmus 15.21 das Ziehen von Wurzeln notwendig.
Verzichtet man jedoch auf die Normierung der Vektoren, so kommt man ohne
Wurzelziehen aus. Laf3t man im obigen Algorithmus Schritt 2.b. weg und ersetzt
dafiir in Schritt 2.a. die rechte Seite der Gleichung durch

i—1
yizivi—Z%'yyy

j=1
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dann liefert Algorithmus 15.21 eine orthogonale Basis (y1, . .., y,) von Lin(M).
Das hat den Vorteil, dal man exakt rechnen kann - etwa in SINGULAR, wenn
die Eingabedaten rationale Zahlen waren.

Beispiel 15.23 (Gram-Schmidtsches Orthonormalisierungsverfahren)

Es sei B = (z1, 22, 23) = {(1,0,1)",(1,1,1),(0,0,4)"} C R?, wobei wir R* mit dem

kanonischen Skalarprodukt versehen betrachten. Man sieht leicht, da3 B bereits eine

Basis von R? ist. Wir wollen hier B in eine ONB von R? iiberfiihren.

Wir setzen nun y; := (1,0, 1), dann ist (y1,y1) = 2 und somit ersetzen wir z; in B

durch

Im néchsten Schritt setzen wir
Yo = 19 — (21, 29) - 21 = (1,1,1)" — \% : (\/LE,O, \/Li)t = (0,1,0)".
Dann ist <y2, y2> = 1 und somit ersetzen wir x5, in B durch z, = ys.
Schlieflich bilden wir
Yz = a3 — (21,23) - 21 — (22,73) - 22

=(0,0,4)" — & (%,0, %)t ~0-(0,1,0)"

= (-2,0,2)",
und erhalten (y3,y3) = 8. Somit miissen wir x3 durch den Vektor

t
1 1 2 2 t 1 1
3= Hy3” ‘y3 - \/g ' ( ’O, ) - ( \/5707 \/§>

ersetzen. Damit ergibt sich aus dem Gram-Schmidtschen Orthonormalisierungsver-

fahren die ONB
¢ t
1 1 t 1 1
((75,0, 7§> ,(0,1,0) ,(— 7570,75) > -

E) Orthogonale und unitidre Matrizen

Definition 15.24 (Orthogonale / unitére Matrizen)
a. Eine Matrix A € Mat,,(R) heifit orthogonal, wenn A'o A = 1,, gilt. Wir nennen

O(n) := {A € Mat,(R) |A ist orthogonal} orthogonale Gruppe vom Grad n.

b. Eine Matrix A € Mat,,(C) heifit unitir, wenn A*o A = 1,, gilt, und wir nennen
U(n) := {A € Mat,(C) | A ist unitér} die unitire Gruppe vom Grad n.

Proposition 15.25 (Die Determinante orthogonaler / unitérer Matrizen)
Ist A € Mat,,(K) orthogonal oder unitdir, so gilt |det(A)| = 1.
Beweis: Wegen A*o A =1, gilt
1 =det(1,) = det(A* o A) = det(A") - det(A)
= det(A?) - det(A) = det(A) - det(A) = | det(A)|*.
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Daraus folgt | det(A)| = 1. O

Proposition 15.26 (Orthogonale / unitidre Matrizen)
Fiir eine quadratische Matriz A € Mat,,(K) sind dquivalent:
a. A ist orthogonal bzw. unitdr.
b. A ist invertierbar mit A* = A™1,
c. Die Spalten von A sind eine ONB von K™ mit kanonischem Skalarprodukt.

d. Die Zeilen von A sind eine ONB von IK™ mit kanonischem Skalarprodukt.

Beweis: Die Aquivalenz von a. und b. folgt unmittelbar aus der Definition, denn
A* o A =1, heifit, daB3 A* die Inverse von A ist.

Ist a’ der i-te Spaltenvektor von A, so ist @@ der i-te Zeilenvektor von A* und deshalb
ist

(a',a’) = @ od
der Eintrag an der Stelle (7, j) von A*o A. Deshalb sind die Spalten von A genau dann

eine ONB von K", wenn A* = A~! die Inverse von A ist. Dies zeigt die Aquivalenz
von b. und c..

Ist a; der i-te Zeilenvektor von A, so ist @;' der i-te Spaltenvektor von A*. Also ist

(aj, af) = a; 0 @'

der Eintrag von A o A* an der Stelle (7, 7). Dies zeigt schlielich, dafl b. und d.

aquivalent sind. O

Beispiel 15.27 (Orthogonale Matrix)

Die Matrix
1 9 L
V2 V2
0 1 0 € Mats(R)
1 0 4L
V2 V2

ist orthogonal, da ihre Spalten nach Beispiel 15.23 eine ONB von R? beziiglich des

kanonischen Skalarproduktes sind.

Korollar 15.28 (Die orthogonale und die unitére Gruppe)
(O(n), o) und (U(n),o) sind Gruppen.

Beweis: Es reicht, zu zeigen, daf sie Untergruppen von Gl,(C) sind. Offenbar sind
O(n) und U(n) nicht-leere Teilmengen von Gl,(C). Sind nun A und B in O(n) bzw.
in U(n), so gilt

(AoB)*=B*0A*=B oA '=(AoB)™,

und

(A7) =A" =A= (47"
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Mithin liegen auch Ao B und A~ in O(n) bzw. in U(n). Damit ist gezeigt, dafl O(n)
und U(n) Untergruppen von Gl,(C) sind. O

Bemerkung 15.29 (Die orthogonale Gruppe O(2))
Die Determinante
det : O(2) — {1,—-1}
ist wegen des Determinantenmultiplikationssatzes ein Gruppenepimorphismus. Der
Kern von det ist der Normalteiler

SO(2) := {A € O(2) | det(A) = 1}

von O(2) und wird die spezielle orthogonale Gruppe vom Grad 2 genannt. Wir werden
unten zeigen, dafl

SO2) ={T(a) | « € [0,27)}
und

0(2)\50(2) = {5(e) | a € [0, 27m)},

T(a) = < cos(a) —sin(a) )

wobei

sin(a)  cos(a)
eine Drehung um den Winkel « ist und

Sa) = ( cos(a)  sin(a) )

sin(a) — cos(a)

el

2
n = 2 also jede orthogonale Matrix eine Drehung oder eine Spieglung.

eine Spiegelung an der Geraden Lin <( coS (%),sin ( ))t> Insbesondere ist im Fall

) ’fS(a) (p) = fre(q)

1
I fe)
’l

o)

ABBILDUNG 1. Die Spielung S(a) = T'(«) 0 S(0)

Man beachte auch dafi S(a) = T'(«) o S(0) d. h. die von S(«) induzierte Spiege-
lung ist Komposition der Spiegelung an der xz-Achse gefolgt von einer Drehung um
den Winkel «. Damit gilt zugleich, dafl jede Drehung im R? Komposition von zwei
Spiegelungen ist.
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Beweis: Die Matrix

A:(Z ;) € Maty(R)

ist genau dann orthogonal, wenn die beiden Spaltenvektoren x = (a,b)" und y =
(¢,d)" eine Orthonormalbasis von R? beziiglich des Standardskalarproduktes sind.
Insbesondere mufl y also senkrecht auf x stehen. In der Ebene ist ein Vektor, der
senkrecht steht auf x aber bis auf einen Skalarfaktor eindeutig bestimmt und (—b, a)*

ist ein solcher Vektor. Es muf} also
Yy = A <_b7 a>t

gelten. Aus
L= {lyll = [Al- V(=0)* + a® = [A] - [|z]| = |A|

folgt dann A = 1 oder A = —1. Also ist die Matrix A von der Form
A= ¢ - oder A=|" b ,
b a b —a
wobei die Zahlen a,b € R nur die Bedingung

@+ 8 = [Jalf* =1

erfiillen miissen. Aus dem Satz von Pythagoras wissen wir aber, dafl es dann genau
einen Winkel o € [0, 27) gibt mit

a=cos(a) und b= sin(«a),

und somit
A=T(a) oder A=S5(a).

Beachten wir nun noch, dafl

det(T(a)) = cos(a)? +sin(a)* =1

und
det(S(a)) = — cos(a)? — sin(a)? = —1
ist, so ist
SO(2) = {T(a) | a € [0,27)}
und

0(2) \ SO(2) = {5() | € [0, 2m)},

gezeigt. O
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F) Orthogonale Summe und orthogonale Projektion
Definition 15.30 (Orthogonale Summe)
Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum. Wir nennen V' die orthogonale Summe

der Unterrdume Uy, ..., U, falls V =U,®...® U, und U; L Uj fiir i # j. In diesem
Fall schreiben wir V =U; L ... L U,.

Proposition 15.31 (Orthogonales Komplement)
Ist V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum und U <V, so gilt

V=U.1lU"

Insbesondere, UL ist ein Komplement von U.

Beweis: Da nach Voraussetzung U | U+ gilt, bleibt UNU+ = {0} und V = U+ U+
zu zeigen, wobei fiir letzteres auch V C U + U~ reicht.

Ist v € UNUL, so gilt (z,2) = 0 und damit z = 0, da das Skalarprodukt positiv
definit ist. Also ist U N U+ = {0}.

Zudem konnen wir wegen Satz 15.19 eine ONB (x4, ..., z,) von U wihlen und diese

zu einer ONB (z4,...,2,) von V ergénzen. Dann gilt aber
V =Lin(zy,...,2,) + Lin (2,4, ..., 2,) CU 4+ UL,

da nach Wahl z,4,...,2, € U*. Hierbei beachte man, daf ein Vektor, der or-

thogonal zu einer Basis von U ist, automatisch orthogonal zu jedem Vektor in U
ist. [

Bemerkung 15.32

Es sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum und U < V. Da
sich jeder Vektor x € V in eindeutiger Weise darstellen 148t als x = u+u' mit uw € U
und v’ € U+, kénnen wir die orthogonale Projektion von V auf U

V=V
definieren durch 7T(u + u') =y firue U und v/ € UL,

U+ T

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
Py

WU(Z')

In Aufgabe 15.35 wird gezeigt, dal 7y in der Tat eine Projektion ist, d.h. my ist
linear mit 7% = 7. AuBerdem ist Im(my) = U das Bild von 7y und Ker(ny) = U+

der Kern.
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Bemerkung 15.33 (Determinante als Volumenform)
In Bemerkung 10.12 haben wir das Parallelotop

P(:z:,y,z) = {)\x+uy+uz€R3]O§)\,u,y§1}

betrachtet, das von den Vektoren 0 # x,y,2 € R3 aufgespannt wird (siche Abbil-

[

ABBILDUNG 2. Das Parallelotop P(z,y,2) im R3

Wir wollen zeigen, dafl das Volumen
Volumen (P(z,y, z)) = |det(z y 2)|
die Determinante der Matrix ist, deren Spalten die Vektoren z, y und z sind.

Elementargeometrisch berechnet sich das Volumen von P(z,y, z) als Grundfliche
mal Hohe, d.h. als Fliche A des von z und y aufgespannten Parallelogramms multi-
pliziert mit der Hohe h des Parallelogramms. Dabei berechnet sich A als Lange von
x mal der Hohe h’' des Parallelogramms.

Wenden wir uns zunéchst letzterer Berechnung zu. Es sei U = Lin (z) und 7y sei
die orthogonale Projektion auf U. Dann ist die Hohe A’ des Parallelogramms genau
die Lénge des Vektors y — my(y) (siehe Abbildung 3).

y
CY = 7TU(?J)

ABBILDUNG 3. Die Hohe im Parallelogramm zu x und y.

Fiir die Flache A des Parallelogramms gilt deshalb
A=zl ly = 7o ()]l

Auf dhnliche Weise kann man die Hohe h des Parallelotops P(z,y, z) bestimmen.
Hierzu betrachten wir den Unterraum W = Lin (z, y) und die orthogonale Projektion
mw auf W. Dann ist h die Lénge des Vektors z — my/(2) (siche Abbildung 4).
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ABBILDUNG 4. Die Hohe in P(x,y, 2)

Fiir das Volumen von P(z,y, z) erhalten wir deshalb

Volumen (P(z,y,2)) = A+ h = [a]| - ly = 7o()]| - ||z — 7w (=)

Wegen 71y (y) € U = Lin (x) und mw(z) € W = Lin (z,y), gibt es A\, p, v € R mit
mv(y) =Ar und 7wy (2) = px + vy.
Dann gilt aber
det(z y z) =det(z y—Ix z—pxr —vy) =det(x y—my(y) z —mw(2)),

da sich die Determinante einer Matrix nicht &ndert, wenn wir Vielfache einer Spalte
zu einer anderen addieren. Nun beachten wir, dal nach Konstruktion die Spalten der
rechten Matrix orthogonal zueinander sind (siche Abbildung 3 und 4). Normieren
wir sie, so bilden sie eine ONB von R? und die Matrix wird orthogonal. Da die

Determinante einer orthogonalen Matrix Betrag 1 hat, erhalten wir also

det(e y 2)| = llell - lly — mo |- 12— mw ()] - et (27 ol z=mwd )

Il My=mo @Il [lz=mw ()l

= [lz[l - lly = 7o @W)I] - [z — 7w (2)]].

Dies beweist die Aussage und begriindet den Begriff Volumenform im Zusammen-
hang mit Determinanten. Man beachte auch, dafl die entsprechende Aussage fiir
Parallelogramme analog gezeigt werden kann.

Aufgaben

Aufgabe 15.34
Essei V =C([0,1],R) der Vektorraum der auf [0, 1] stetigen Funktionen. Zeige, daf3
durch

1
()= [ (@) gla) dz

0

ein Skalarprodukt auf V' definiert wird.

Aufgabe 15.35 (Orthogonale Projektion)
Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum und U < V.

a. Zeige, my € Endg (V) ist eine Projektion mit Ker(ry) = UL und Im(nmy) = U.
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b. Zeige, ist m € Endg (V) eine Projektion mit Ker(w) = U+ und Im(w) = U,
dann ist m = 7.
c. Ist (zq,...,2,) eine ONB von U und z € V, dann gilt

T

u(z) = Z(x“x) - T

i=1
Aufgabe 15.36

Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum und U < V.
Dann gilt (U+)+ =U.

Aufgabe 15.37

Zeige, durch <(x1, T, x3)", (Y1, Yo, yg)t> = T1Y1 + T1Y2 + Toy1 + 2ToYs + Toys + Tays +
2x3ys fiir (z1, 29, 23)", (Y1, Y2, y3)' € R3 wird ein Skalarprodukt auf R? definiert und
bestimme eine Orthonormalbasis des R? beziiglich dieses Skalarproduktes.

Aufgabe 15.38
Bestimme eine Orthonormalbasis des R-Vektorraums U = {(v,w, z,y,2)" € R® | v+
w+ x +y + 2z = 0} beziiglich des Standardskalarproduktes auf R?.

Aufgabe 15.39 (Legendre-Polynome)
Betrachte den Vektorraum U = {f:[0,1] = R: z — az*+bzr+c| a,b,c € R} und
bestimme eine ONB beziiglich des Skalarproduktes aus Aufgabe 15.34.

Aufgabe 15.40 (Tschebyscheff-Polynome)
a. Zeige, dal auf V = C([—l, 1], ]R) durch

VXV —R:(f.9) = (f.9) :z/lf(x)-g@)-ﬁdfv

ein Skalarprodukt definiert wird.

b. Berechne fiir den Unterraum U{ f : [-1,1] = R : z — az®+bz+c| a,b,c € R}
von V' eine Orthonormalbasis beziiglich des Skalarproduktes aus Teil a..

Hinweis, in Teil a. substitutiere man x = cos(t), um die Konvergenz des uneigentlichen Integrals zu zeigen.

Aufgabe 15.41

Fiir V = Mat, (R) definieren wir (-,-) : V. x V — R : (A, B) = Spur (A’ o B).
a. Zeige, (-,-) ist ein Skalarprodukt auf V.
b. Zeige, fir U={A eV | A=A} git Ut ={AcV | A =-A}.

Aufgabe 15.42
Sei V' ein euklidischer oder unitdrer Raum und || - || : V — R : z — /(x,z) die
durch das Skalarprodukt definierte Norm. Zeige, fiir x,y € V gelten:

a. Die Parallelogrammgleichung: ||z +y[|* + ||z — y[|> = 2 (||=]* + [|y]*).
b. Der Satz des Pythagoras = Ly = ||z||> +|lyl|* = ||z + y||*.
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Aufgabe 15.43
Zeige, fiir a,b € R gibt es genau dann zwei normierte Vektoren z = (u,v,a)" €
R? und y = (r,s,0)" € R? die beziiglich des Standardskalarproduktes orthogonal
zueinander sind, wenn a? + b? < 1.
Aufgabe 15.44 (Der p-adische Betrag)
Sei p eine Primzahl. Fiir 0 # a € Z bezeichne v,(a) die hichste Potenz von p, die a

teilt, und fiir 0 # ¢ = 2 € Q setzen wir v,(¢) = 1,(b) — v,(c). Zeige, die Abbildung
(@) wenn 0,
|-|p:Q—>]R:q»—>{p 7

0, wenn q = 0.

ist positiv definit, multiplikativ und geniigt der Dreiecksungleichung.
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§ 16 Spektralsatz und Hauptachsentransformation

In diesem Abschnitt sei V' ein euklidischer oder unitarer Raum der Dimen-
sion 1 <n < oo mit Skalarprodukt (-, -) und euklidischer Norm || - ||.

A) Die adjungierte Abbildung

Satz 16.1 (Die adjungierte Abbildung)
Zu jedem Endomorphismus f € Endk (V) g¢ibt es genau ein f* € Endg(V), so dafs

(f(@),y) = (=, [*(v)) (58)

fiir alle z,y € V gilt. Ist B = (x4, ...,x,) eine ONB von V', so gilt firy €V

n

F) = (flaa)y) - i (59)

=1

Die Abbildung f* heift die adjungierte Abbildung zu f.

Beweis: Wir wollen zunéchst zeigen, daf§ es einen Endomorphismus f* € Endg (V)
mit der Eigenschaft (58) gibt. Dazu wihlen wir eine ONB B = (z4,...,2,) von V

und definieren
V= Vg Y (fl@)y) -,
i=1

d.h. wir definieren f*(y) durch die Formel in (59). Da das Skalarprodukt in der
zweiten Komponente linear ist, ist f* in der Tat eine lineare Abbildung, also ein
Endomorphismus von V.

Seien nun z,y € V gegeben. Unter Anwendung der Parsevalschen Gleichung 15.17
gilt dann

(f(z),9) "= <f <Z($l’>w> ,y> = <Z<%$>-f(%),y>

= Z (zi, ) - (f(2:),y) = Z(I,xi) (f(x),y)

=1

= Z<$’ (f(zi),y) - wi) = <$>Z<f(xi>,y>-xi> = (z, f"(y))-

=1

Damit ist gezeigt, daf der durch (59) definierte Endomorphismus die Gleichung (58)
erfiillt.

Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu h € Endk (V') mit

(f(x),y) = (x, h(y)) (60)
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fiir alle z,y € V. Wegen der Parsevalschen Gleichung 15.17 gilt fiir y € V' dann

15.17 (60) u (59)
h(y) "= e h(y)) - x = D (f(x:),9) 2 = F(y).
i=1 i=1
Mithin stimmen f* und h iiberein, so daf§ f* eindeutig bestimmt ist. O]

Korollar 16.2 (f* = f)
Ist f € EHd]K(V)f SO gllt f** = f; d.h. (f*(x),y> = (x,f(y» fib'T’ T,y € V.

Beweis: Fiir x,y € V gilt

. T (8)
(@), y) =, [*(2)) = {fy),2) = (z, f(y))-
Damit erfiillt f die Bedingung, durch die die Abbildung f** eindeutig festgelegt ist.
Also muf} f = f** gelten. m

Korollar 16.3 (Matrixdarstellung der adjungierten Abbildung)
Sei B eine ONB von V und f € Endk(V), so gilt

Mg (f*) = Mg (f)",
d.h. die Matrizdarstellung der adjungierten Abbildung ist die Adjungierte der Ma-
trizdarstellung.

Beweis: Seien M (f) = (aij)i; und MEF(f*) = (bji);i- Unter Beriicksichtigung der
Parsevalschen Gleichung 15.17 gilt

15.17
D agmi=flry) BT w flxy) - w (61)
i=1
und .
. 15.17 ,
D by = fra) BT Y g f1(@) (62)
j=1 j=1
Da die Darstellung als Linearkombination einer Basis eindeutig ist, erhalten wir
(61) 62)

@ 2 T @) = (flag)a) Z (o @) 2 b
Daraus folgt
ME () = (i) = (@), = (@), = ME(f)".

J

]

Beispiel 16.4 (Adjungierte)
Wir betrachten V' = C? als unitiren Raum mit dem kanonischen Skalarprodukt
sowie die Abbildung

f:C? — C*: (z,y)' — (20 + 4y, 2y — 42)".

Beziiglich der kanonischen Basis F hat f die Matrixdarstellung

Mﬂn=<_jj)
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und somit gilt

t

E(py¢ _ 2 4\ 2 4 t_ 2 —4
ME<f>_<—4 2)‘(—4 2)‘(4 2)'

Da E eine ONB beziiglich des kanonischen Skalarproduktes ist, ist somit
friC*— C?: (z,y) = (20 — 4y, 2y + 42)’

nach Korollar 16.3 die Adjungierte von f.

B) Der Spektralsatz fiir normale Endomorphismen

Definition 16.5
Es sei f € Endg (V) und A € Mat,,(K).

a. f heiit normal, falls f*o f = fo f*.
b. A heifit normal, falls A* o A = Ao A*.

Bemerkung 16.6

a. Jede symmetrische Matrix A € Mat,(R) und jede hermitesche Matrix A €
Mat,,(C) ist normal, denn wegen A = A* gilt auch

AocA*=A0A=A"0 A

b. Jede orthogonale Matrix A € O(n) und jede unitire Matrix A € U(n) ist
normal, denn wegen A* = A~! gilt auch

AocA*=AoAt=1,=A"10A=A4%"0 A.

Lemma 16.7 (Matrixdarstellung normaler Endomorphismen)
Sei f € Endk (V) und B eine ONB von V.
Genau dann ist [ normal, wenn ME(f) normal ist.

Beweis: Ist f normal, so gilt
ME(f) o ME(f) "= ME(f*) o ME(f) = ME(f* o f)
=ME(f o ) = ME(f) o ME(f*) "= ME(f) o M (f)"
und somit ist MZ(f) normal. Ist umgekehrt MEF(f) normal, so gilt
ME(f* o ) = MF(f7) o ME() "= ME(f)" o ME(S)
= ME(f)o MF(f)" "= My(f)o MF(f*) = Mg(f o "),

Dann stimmen aber die Abbildungen f* o f und f o f* iiberein, und somit ist f

normal. u
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Beispiel 16.8 (Normale Abbildung)
In Beispiel 16.4 gilt

mgongy =( 23 )e (3 )

()= (2 )e (2 8) - gy eniE

Somit ist MEZ(f) normal und da E eine ONB ist, ist dann auch f normal.

Lemma 16.9 (Normale Abbildungen)
Sei f € Endk (V) normal. Genau dann gilt x € Eig(f, \), wenn = € Eig (f*,X).

Beweis: Fiir ein beliebiges x € V' gilt

(f"(@) = Ao, f*(2) = Ax) = (f*(2), f*(2)) = (f"(2), h) = Az, f*(2)) + (ha, A)
fofi(x), ) = Mf(w),2) = Ma, f*(2)) + Az, 2)
fro flz), ) = Mz, f(2)) = Mf(2),2) + Az, )
(x), f(z)) = (A, f(x)) = (f(z), Ar) + (Az, Az)
= (f(z) = Az, f(z) — Az).
Da das Skalarprodukt positiv definit ist, gilt somit

{
=
=
=(f

x € Eig(f,\) <= f(x) = Az =0 <= (f(z) — Az, f(x) = Az) =0
= (f*(z) = Az, f* () = dz) =0 <= f*(x)—Ax =0
<:>x€Eig(f*,X).

Satz 16.10 (Spektralsatz fiir normale Endomorphismen)
Fiir f € Endg (V') sind die folgenden beiden Aussagen gleichwertig:

a. [ st normal und x, zerfdllt iber K in Linearfaktoren.

b. V besitzt eine ONB aus Figenvektoren von f.

Insbesondere ist f dann beziiglich einer ONB diagonalisierbar.

Beweis:

b. = a.: Besitzt V' eine ONB B aus Eigenvektoren, so zerféllt x, nach Satz 13.20
iiber K in Linearfaktoren. Zudem ist dann MEZ(f) eine Diagonalmatrix, und wegen
Korollar 16.3 ist dann auch

— 1
Mg (f)" = ME(f)
eine Diagonalmatrix. Da zwei Diagonalmatrizen stets kommutieren, gilt also
Mg (f)" o Mg (f) = Mg (f) o Mg (f)",

d.h. ME(f) ist normal. Nach Lemma 16.7 ist dann aber auch f normal.
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a. = b.: Wir fiithren den Beweis mit Induktion nach n = dimg(V'), wobei fiir n = 1
der Endomorphismus f fiir jede ONB B = (x;) diagonalisierbar ist und zudem x;

ein Eigenvektor von f ist. Sei also n > 1.

Da x, iiber K in Linearfaktoren zerfillt, besitzt f einen Eigenwert A € K und
einen zugehorigen Eigenvektor 0 # x € V. Dann ist U := Lin (z) ein f-invarianter

Unterraum der Dimension 1 und es gilt
V=ULlU"=UaU"
nach Proposition 15.31.

Wir zeigen nun zunichst, dafl auch U+ ein f-invarianter Unterraum ist, der dann

die Dimension n — 1 hat. Sei dazu y € U+, dann gilt

(F@)x) = (. /(@) = (g 2) =X {y,2) =0,
da y L . Damit gilt dann aber auch f(y) L x, und somit f(y) € U*.

Als néchstes wollen wir zeigen, dafl f;;1 normal ist. Dazu beachten wir zunéchst,
da Ut auch f*-invariant ist, da fiir y € U+ wie oben

(f*(y),z) = (y, f(x)) = (y, Ax) = A~ ({y,z) =0

und somit f*(y) L z und f*(y) € U™ gilt. Aus der definierenden Eigenschaft der
adjungierten Abbildung folgt dann aber, dafl die adjungierte Abbildung (f;;1)* der
Einschrankung f;;1 genau die Einschrankung (f*);. der adjungierten Abbildung f*
auf U* ist. Die Normalitit von f iibertrigt sich also direkt auf f;. durch

foro(fur) = (fofur=(f"oflur = (fur) o fur.

Auflerdem gilt
Xf = XfU ‘XfUJ-7
da V die direkte Summe der beiden f-invarianten Unterriume U und U+ ist, und
deshalb zerfdllt x, . iiber K in Linearfaktoren. Nach Induktion besitzt U+ deshalb
U

eine ONB (o, ..., x,) aus Eigenvektoren von fi;1. Dann ist aber B = (21, s, ..., Z,)

mit x; = %= eine ONB aus Eigenvektoren von f. O]
[l[]

Korollar 16.11 (Spektralsatz fiir normale Matrizen)
Fiir eine Matriz A € Mat,(K) sind die folgenden beiden Aussagen gleichwertig:

a. A ist normal und x, zerfillt iber IX in Linearfaktoren.

b. Es gibt ein T in O(n) bzw. U(n), so daff T~' o Ao T eine Diagonalmatriz ist.

Beweis: Wenden wir den Spektralsatz 16.10 auf f4 und K" mit dem kanonischen
Skalarprodukt an, so enthilt die Basistransformationsmatrix T = TE genau die
Vektoren der ONB B als Spalten und ist nach Proposition 15.26 daher orthogonal
bzw. unitéar. O
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Der Beweis ist konstruktiv, sofern man die Eigenwerte von A exakt kennt. Man leitet
daraus folgenden prinzipiellen Algorithmus zur Bestimmung von T her.

Algorithmus 16.12
INPUT: A € Mat,,(K) normal mit x, zerfallt iber K.

OUTPUT: T in O(n) bzw. U(n), so daB T~! o A o T Diagonalgestalt hat.

1. Schritt: Bestimme die Eigenwerte von A.

2. Schritt: Bestimme fiir jeden Eigenwert von A eine Basis des zugehorigen Fi-
genraumes.

3. Schritt: Orthonormalisiere die Basen der Eigenrdume mit dem Orthonorma-
lisierungsverfahren von Gram-Schmidt und schreibe die Vektoren als Spalten
in eine Matrix 7'.

4. Schritt: Gib schliefSlich T" zuriick.

Beispiel 16.13 (Diagonalisierung einer normalen Abbildung)
Die Abbildung f in Beispiel 16.4 ist nach Beispiel 16.8 normal.

t—2 —4

X, =det (o= ME() = |- 7

= t2—4t4+20 = (t—(2+41))- (t—(2—41))

zerféllt iiber C in Linearfaktoren. Mithin gibt es wegen des Spektralsatzes eine ONB
aus Eigenvektoren von f, so daf3

2+ 4 0
ME(f) = .
() ( 0 2—4i )
Um B zu berechnen, berechnen wir zunéchst die beiden Eigenrdume Eig(f,2 + 41)

und Eig(f,2 — 4i) ausgehend von der Matrixdarstellung ME(f) in Beispiel 16.4.
Fiir Eig(f,2 + 4i) = Los (ME(f) — (2 + 44) - 1,,0) liefert unser Algorithmus

—43 4 \Ili—II+i-1 1 4 —T’en 1 )
. — — ,
—4 —43 I'_’}zl"l 0O 0 erginzen 0 —1

sodal xy = (i, —1)" eine Basis von Eig( f, 2+44) ist. Analog erhalten wir fiir Eig( f, 2—
4i) = Los (ME(f) — (2 — 44) - 1,,0)

49 4\ 11=I1-i1 1 — —1’en 1 —
) S 4 i s
—4 4 IH%. I 0 0 ergéinzen 0 —1
so dafl xy = (—i, —1)" eine Basis von Eig(f,2 — 4i) ist. Die Vektoren x; und x5 sind
bereits orthogonal zueinander, da

Mithin reicht es, sie zu normieren, und wir erhalten die gewiinschte ONB

t t
(e e Y= (i 2L) (==t
B‘(Hmm T zal] x2>_(<«/§«/§> (ﬂﬁ))
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Es ist iibrigens kein Zufall, daf die beiden Eigenvektoren im letzten Beispiel ortho-

gonal zueinander standen.

Lemma 16.14
Ist f € Endk (V) normal, x € Eig(f,\), y € Eig(f, 1) und A # p, dann gilt © 1 y.

Beweis: Nach Voraussetzung gilt

A(zy) = Qayy) 2 (fFa)y) = (n fy) = (o) = p- (2,y).

Fiir die Differenz der beiden Seiten erhalten wir dann (A — u) - (z,y) = 0, wobei
nach Voraussetzung A — u # 0 gilt. Also ist (z,y) = 0 und somit = L y. O

Satz 16.15 (Spektralzerlegung fiir normale Endomorphismen)
Sei f € Endk (V) normal mit zerfallendem charakteristischem Polynom und seien
Ay N € K die paarweise verschiedenen Eigenwerte von f. Ferner bezeichne

m VvV —V

die orthogonale Projektion von V' auf Eig(f, \;).

Dann st

die orthogonale Summe der Eigenrdume von f und es gilt
f:)\l'ﬂ'l—i-...—i-)\r"ﬂ'r.

Man nennt dies die Spektralzerlegung von f.

Beweis: Nach dem Spektralsatz fiir normale Abbildungen ist f diagonalisierbar.
Deshalb folgt aus Satz 13.20, da§ V' die direkte Summe der Eigenrdume von f ist.
Wegen Lemma 16.14 ist diese Summe dann eine orthogonale Summe.

Ist nun z = 21 + ... + 2, € V mit z; € Eig(f, \;) gegeben, so gilt
(@) = 0 - i,
da z; € Eig(f, \;) und z; L Eig(f, \;) fiir ¢ # j, und somit
mi(x) =7mj(x1) + ...+ 7(x,) = 5.
Damit erhalten wir dann

()\1'7T1+...—|—)\r'7ﬂn)(ilf) :)\1'7T1($)+...—|—)\T'7TT(IL')
:>\1~T1++>\rxr:f('rl)++f<xr):f(x)
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C) Orthogonale und unitire Abbildungen

Wir kommen jetzt zu den strukturerhaltenden Abbildungen, d. h. zu solchen, die
mit dem Skalarprodukt vertréglich sind. Diese haben einen speziellen Namen.

Definition 16.16 (Orthogonale / unitdre Abbildungen)
a. Ein Endomorphismus f € Endg(V') heifit orthogonal, falls f* o f =idy gilt.
O(V) :={f € Endg(V) | f ist orthogonal} heiit die orthogonale Gruppe von
V.

b. Ein Endomorphismus f € End¢(V) heifit unitdr, falls f* o f = idy gilt.
Wir nennen U(V') := {f € End¢(V) | f ist unitédr} die unitdre Gruppe von V.

Proposition 16.17 (Matrixdarstellung orthogonaler / unitéirer Abbildungen)
Es sei f € Endg (V) und B eine ONB von V.
Genau dann ist f orthogonal bzw. unitir, wenn ME(f) orthogonal bzw. unitir ist.

Beweis: Es gilt:
f ist orthogonal bzw. unitir <= f* o f =idy
= Mg(f)o M5 (f) = Mg(f o f)=1,
5 ME(f) 0 ME(f) = 1,

<= ME(f) ist orthogonal bzw. unitr.

Korollar 16.18 (Orthogonal / unitér = normal)

Orthogonale und unitdre Abbildungen sind normal.

Beweis: Ist f € Endgk(V) orthogonal oder unitir und B eine ONB von V, so ist
MZE(f) nach Proposition 16.17 orthogonal oder unitir. Nach Bemerkung 16.6 ist
dann ME(f) auch normal, und mit Lemma 16.7 ist f deshalb normal. O

Proposition 16.19 (Charakterisierung orthogonaler / unitdrer Endomorphismen)

FEin Endomorphismus f € Endgk (V') ist genau dann orthogonal bzw. unitir, wenn

(f(x), [(y)) = (2,9)
fir alle x,y € V gilt.

Beweis: Ist f orthogonal bzw. unitiar und sind z,y € V, so gilt
(z,y) = (z.idv(y)) = (&, [ o f(y)) = (f(2), f(y)).
Ist umgekehrt f mit dem Skalarprodukt vertriglich, so gilt
(,y) = (f(2), f(y)) = ((f" o [)(x),y)

und somit

((f" o f)(w) —idv(x),y) = ((f* o )(2),y) — (z,y) = 0
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fir alle x,y € V. Fiir x € V beliebig setzen wir y = (f*o f)(x) —idy (z) und erhalten

((f" o f)(x) —idy (2), (f* o f)(x) —idyv(z)) = 0,

was (f*o f)(z) —idy(z) = 0 und (f* o f)(x) = idy(x) zur Folge hat. Mithin ist
f*of=idy und f ist orthogonal bzw. unitér. [

Proposition 16.20 (Eigenschaften orthogonaler / unitédrer Abbildungen)
FEs seien f,g € Endk (V) orthogonal bzw. unitir und z,y € V

a @) = .

b. x Ly genau dann, wenn f(x) L f(y).

c. Jeder Figenwert von f hat Betrag 1.

d. f st bijektiv.

e. f~Yund fog sind orthogonal bzw. unitir, d.h. O(V) und U(V') sind Gruppen.

Insbesondere, orthogonale und unitire Abbildungen erhalten Ldangen und Abstinde.

Beweis:

a. [[f(@)|]P = (f(2), f(x)) = (z,2) = |]«]]*.
b zly <= (f@),f)=(y)=0 < flz)L [y
c. Ist 0 # x € V ein Eigenvektor zum Eigenwert A € IK, so gilt nach a.
2|l = [1f @) = [[Az]] = |A] - [[],
also |\| =1, da = # 0.

d. Ist x € Ker(f), so gilt nach a. 0 = ||f(x)|| = ||z||, und somit x = 0. Also ist f
injektiv, und da V' endlich-dimensional ist, ist f somit auch bijektiv.

e. f~'und f o g sind orthogonal bzw. unitéir, da fiir z,y € V gelten

4@, £ w) = (P @), 1)) = ()

und

(fog)(x),(fog)y)) = <f(9(95)), f(g(y))> = (9(x),9(y)) = (2,y).

Bemerkung 16.21 (Orthogonale Abbildungen sind winkeltreu.)
Orthogonale Abbildungen erhalten Winkel, d.h. ist f € O(V) und sind 0 # x,y € V,
so gilt

£(f(z), f(y) = £L(2,y),
da f das Skalarprodukt und die euklidische Norm erhélt. Es gilt ndmlich

£(f(z), f(y)) = arccos (%) = arccos (%) = A(x,y).
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Satz 16.22 (Spektralsatz fiir unitdre Abbildungen)
Fin Endomorphismus f € Endg(V) ist genau dann unitdr, wenn V' eine ONB aus

Figenvektoren von f besitzt und alle Eigenwerte von f Betrag 1 haben.

Beweis: Ist f unitér, so ist f nach Korollar 16.18 normal und y, zerfillt nach dem
Fundamentalsatz der Algebra {iber C in Linearfaktoren. Aufgrund des Spektralsatzes
fiir normale Abbildungen 16.10 besitzt V' dann eine ONB aus Eigenvektoren von f.
Zudem haben die Eigenwerte nach Proposition 16.20 alle Betrag 1.

Besitzt umgekehrt V' eine ONB B = (z1,...,z,) aus Eigenvektoren von f zu Ei-
genwerten Aq,...,\, € C vom Betrag 1, so gilt

)\71 0 0 )\1 0 O
ME(f) o ME(f)=| = ol |

: Lo 0 : 0

0 0 0 0 A

MAa 0 0 A2 0 0

_ 0 P : _ 0 D : —1,.

T 0 o 0

0 ... 0 Andn 0 ... 0 |a

Mithin ist ME(f) unitéir, und damit ist auch f unitér nach Proposition 16.17. [

Korollar 16.23 (Spektralsatz fiir unitare Matrizen)
Ist A € U(n), dann gibt es ein T € U(n) mit

A0 ..o 0
0 )
T l'oAoT =T*0AoT =
; . -0
0O ... ... 0 X\,
wobei \; € C mit |N;| =1, i=1,...,n, die Eigenwerte von A sind. Insbesondere ist

jede unitire Matriz diagonalisierbar.

Beweis: Ist A unitédr, dann ist f4 unitdr und wir finden eine ONB von C" aus
Eigenvektoren von f4, also von A, und alle Eigenwerte haben Betrag 1. Schreiben wir
die Eigenvektoren als Spalten in eine Matrix T, so ist T € U(n) und T transformiert

A in eine Diagonalmatrix. O

Beispiel 16.24 (Unitdre Matrix)
Betrachten wir C? mit dem kanonischen Skalarprodukt sowie die Matrix

1 1 8 —4
8 1 4
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Man rechnet sofort nach, dal A* o A = 13, dafl A also orthogonal bzw. unitér ist,
mit charakteristischem Polynom

Xy, =ttt —1=(t—1)-(t—1i)-(t+1).

Es gibt also eine unitére Matrix T € U(3) mit

o

0
0

—1

T 0c0AoT =

o O
O .

Um T zu bestimmen, berechnen wir zunéchst den Eigenraum Eig(A, 1) und finden

(%, %, %)t als ONB. Durch Einsetzen in das Gleichungssystem {iberzeugt man sich,
daB (4, —1+3i, —1—3i)" eine Losung von (A —il3)z = 0 ist, und durch Normierung

erhalten wir dann (2, =143 =1=30)" 3]s ONB von Eig(A, i). Da A eine reelle Matrix

ist, mufl somit —i gerade den konjugiert komplexen Vektor als Eigenvektor haben,

d. h. (%, %, #)t ist eine ONB von Eig(A, —i).

Wir erhalten also

2 2

3 3

—143i —1-3i

; 5 e U(3)
~1-3i —1+3i

6 6

T —

COIND Lo N Lol

als Transformationsmatrix mit

[}

0
0

—1

Tl oAoT =T 0AoT =

o O
O .

Bemerkung 16.25 (Spektralsatz fiir orthogonale Abbildungen)

Mit dem gleichen Beweis wie in Satz 16.22 kann man zeigen, dafl eine orthogonale
Abbildung f € O(V), deren charakteristisches Polynom iiber R in Linearfaktoren
zerféllt, ebenfalls beziiglich einer ONB diagonalisierbar ist.

Orthogonale Abbildungen lassen sich im allgemeinen aber nicht diagonalisieren, ins-
besondere nicht durch eine ONB. Wir haben in Beispiel 12.15 gesehen, daf} die

Matrix
T(a) = ( cos(a) —sin(«) ) ’

sin(a)  cos(a)

die eine Drehung um den Ursprung um den Winkel o beschreibt, i.a. nicht diagona-
lisierbar ist. Man kann zeigen, daf3 dieses Beispiel im wesentlichen auch das einzige
ist. Es gilt ndmlich:

Ist f € Endg(V) orthogonal, dann gibt es eindeutig bestimmte Zahlen r;s,t € IN
sowie Winkel ay, ..., € (0,27) \ {7} und eine ONB B von V, so daf§

ME(f)=1,0 -1, 0T() & ... 0 T().
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D) Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen

Definition 16.26 (Selbstadjungierter Endomorphismus)
f € Endk (V) heiBt selbstadjungiert oder hermitesch, wenn f = f* gilt.

Proposition 16.27 (Matrixdarstellung selbstadjungierter Endomorphismen)
Es sei f € Endg (V) und B eine ONB von V.
Genau dann ist [ selbstadjungiert, wenn ME(f) symmetrisch bzw. hermitesch ist.

Beweis: Aus Korollar 16.3 wissen wir, dafl M5 (f*) = ME(f)* gilt. Deshalb gilt

f selbstadjungiert <= f = f* <= MEF(f) = ME(f*) = M5 (f)*

<= MFE(f) symmetrisch bzw. hermitesch.

Korollar 16.28 (Selbstadjungiert impliziert normal.)
Ist f € Endk (V) selbstadjungiert, so ist f normal.

Beweis: Ist f selbstadjungiert, so gilt fo f* = fof = f*o f, alsoist f normal. [J

Lemma 16.29 (Selbstadjungierte Endomorphismen haben nur reelle Eigenwerte.)
Ist f € Endk (V) selbstadjungiert, dann ist x, € R[t] und x, zerfillt iiber R.
Insbesondere gilt, ist A € o(f) ein Eigenwert von f, dann ist A € R.

Beweis: Ist B eine ONB, dann ist A = ME(f) symmetrisch bzw. hermitesch und
es reicht zu zeigen, dafl y, in R[¢] liegt und tiber R zerféllt.

Hierfiir machen wir uns zunutze, daf§ wir A auf alle Fille als eine Matrix in Mat,,(C)
auffassen kénnen und dal A = A* gilt. Uber C zerfillt das charakteristische Polynom
von A, d. h. es gibt A\y,..., A\, € C mit

Xa = (E=A) (=),

Es reicht, zu zeigen, dafl A\{,..., A\, € R gilt. Nun gibt es zu jedem \; aber einen
Vektor 0 # z; € C" mit Ax; = \;jx;. Wegen A = A* = A gilt fiir diesen Vektor

)\i.(I—itogji) = x_itOO‘ixi):I_itO(A%):Jr_itvoxi
= x_itoztofﬂi:A_%tOwi:mtO%:)\_i'(f/U_ito:Ui).
Aus Tt o x; # 0 folgt dann \; = \;, d. h. \; € R. u

Satz 16.30 (Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen)
FEin Endomorphismus f € Endk (V) ist genau dann selbstadjungiert, wenn V' eine

ONB aus FEigenvektoren von f besitzt und alle Eigenwerte von f reell sind.

Beweis: Ist f selbstadjungiert, so ist f nach Korollar 16.28 normal und nach Lem-

ma 16.29 zerfillt x, iiber R in Linearfaktoren. Aus dem Spektralsatz fiir normale
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Abbildungen folgt dann, dafl V' eine ONB aus Eigenvektoren von V' besitzt und die
Eigenwerte sind alle reell.

Besitzt umgekehrt V' eine ONB B = (z1,...,x,) aus Eigenvektoren von V' mit

reellen Eigenwerten Aq,..., A\, € R, so gilt
MO .00 M 0 ...0
o . . 0o . . .
Mg(H)=1| _ . | =1 . .. = Mg (f)"
N () A §
0 ... 0 X\, 0 ... 0 X\,

Mithin ist M5 (f) symmetrisch bzw. hermitesch, und somit ist f selbstadjungiert.
[

Korollar 16.31 (Spektralsatz fiir symmetrische und hermitesche Matrizen)
Zu jeder symmetrischen bzw. hermiteschen Matriz A € Mat,, (IK) gibt es eine Matrix
T € O(n) bzw. T € U(n) mit

A0 ..o 0
0 )
Tl oAoT =T"0Ao0T =
: . .0
0O ... ... 0 X\,
und A\, ..., A\p, € R. Insbesondere ist jede symmetrische bzw. hermitesche Matriz

diagonalisierbar und hat nur reelle Figenwerte.

Beweis: Die Aussage folgt aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomor-
phismen iiber K" mit kanonischem Skalarprodukt angewendet auf f,, wenn wir
T = T§ fiir die dortige ONB B wiihlen. O]

Dies ist eine wichtige Ergdnzung des Satzes iiber die Jordansche Normalform.

Beispiel 16.32
Wir betrachten C" mit dem kanonischen Skalarprodukt sowie die Matrix

0 —1 i
A=| =1 0 —i | € Mats(C).
—i i 0

Da A = A* gilt, ist A hermitesch, und wir wollen mit Hilfe des Algorithmus 16.12 eine
unitdre Transformationsmatrix berechnen, die A auf Diagonalgestalt transformiert.

Dazu bestimmen wir zunéichst das charakteristische Polynom von A als

X,=|1 t i|=t-3t-2=@1-2)-(t+1)>
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Da A diagonalisierbar ist, wissen wir nun schon, dafl
dimg Eig(A4,2) = mult(x,,2) =1
und
dimg Eig(A, —1) = mult(x,,—1) =2

gilt. Mit Hilfe des Gauf-Algorithmus kénnen wir dann Basen der Eigenrdume von

A zu den Eigenwerten 2 und —1 berechnen. Die Rechnung wollen wir hier nicht
vorfithren, sondern nur das Ergebnis angeben:

B = ((—i,i,-1)")
ist eine Basis von Eig(A,2) und
B" = ((1,1,0)",(0,4,1)")
ist eine Basis von Eig(A, —1).

Dann miissen wir B’ und B” mittels des Gram-Schmidtschen-Orthonormali-
sierungsverfahrens in Orthonormalbasen der jeweiligen Eigenrdume iiberfithren. Bei
B’ ist das sehr einfach, da wir den einzigen Vektor in B’ nur normieren miissen. Wir
erhalten als einzigen Vektor in der ONB von Eig(A, 2) deshalb

oo (=i
1 V3 V3' V3 .
Fiir B” = (29, x3) ist es etwas mehr Aufwand. Wir setzen zunéchst

1

t
— = LL’())'
2 )] (%

Als néachstes setzen wir

Y3 = 13 — (22, 3) - 20 = (0,4,1)" — \/Li . (
und normieren diesen Vektor anschliefend zu
1

-1 4 2 !
= g o= (%0 %)

1 o)t: (2, 4,1)"
27 /27 29

S

z3

Die Vektoren z; und z3 bilden eine ONB von Eig(A, —1), und B = (21, 29, 23) ist
somit eine ONB von C2. Schreiben wir die Vektoren als Spalten in die Matrix 7', so
erhalten wir die gesuchte Transformationsmatrix

- 1 =i
V3 V2 V6
— S U
T=\| % 5 7 | €00
-1 g =2
V3 V6
Man rechnet folgendes leicht nach:
) —1 —1 . —1 1 —1
. VB B 0 -1 B Vi 2 0 0
— 1 1 . 7 1 @ —
TvoT_ﬁﬁ(Q)o—l‘O'—zo@ﬁ?—O—lO
% % s —1 ) 0 7 0 7% 0 0 -1
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E) Positiv definite symmetrische und hermitesche Matrizen

Eine symmetrische Bilinearform auf R™ bzw. eine hermitesche Sesquilinearform auf
C" ist genau dann ein Skalarprodukt, wenn sie positiv definit ist (siehe auch Ab-
schnitt 18). Kriterien fiir die positive Definitheit sind daher aufierordentlich niitzlich.
Definition 16.33 (Definite Matrizen)

a. Eine symmetrische oder hermitesche Matrix A € Mat,,(R) heifit positiv definit
bzw. negativ definit, wenn fiir alle 0 # x € K™ der Wert x* o A o x stets positiv
bzw. stets negativ ist.

Sie heiit indefinit, wenn es Vektoren z,y € K" gibt mit

t¥oAox>0>y"oAoy

b. Sei A € Mat,,(K) und entsteht die k x k-Untermatrix A(k) von A durch Strei-
chen der letzten n — k Zeilen und Spalten, so nennen wir A(k) die k-te Haupt-
matriz von A und det (A(k)) den k-ten Hauptminor von A.

Bemerkung 16.34 (Negativ definite Matrizen)

Man beachte, dafl eine symmetrische bzw. hermitesche Matrix A genau dann positiv
definit ist, wenn die zugehorige Bilinearform bzw. die zugehorige Sesquilinearform
positiv definit ist (siehe auch Abschnitt 18). Die analoge Aussage fiir negative Defi-
nitheit und Indefinitheit gilt auch.

Zudem folgt aus der Definition unmittelbar dafi A genau dann negativ definit ist,
wenn — A positiv definit ist. Es reicht deshalb, ein Kriterium fiir positive Definitheit
zu finden, um zugleich ein Kriterium fiir negative Definitheit zu erhalten, indem
man A durch —A ersetzt.

Lemma 16.35 (Positiv definite Matrizen)
Sei A € Mat,,(IK) symmetrisch bzw. hermitesch und T' € Gl,(K) invertierbar.
Genau dann ist A positiv definit, wenn T* o Ao T positiv definit ist.

Beweis: Wir beachten, dafl
K"\ {0} ={Toz|0+#zeK"} (63)

gilt, da T invertierbar ist, und daf§ die Matrix T* o AoT' symmetrisch bzw. hermitesch
ist, wegen

(T* o AoT) =T "0 A"oT*™ =T"0AoT.
Wir erhalten deshalb

A ist positiv definit <= 7' o Aoz >0 V0#ux¢c K"
<(6——3)>ToxtoAO(Tox)>O V0#xeK"
=7 oT*0AocTor >0 V0#zcK"
<= T" o Ao T ist positiv definit
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Satz 16.36 (Hurwitz-Kriterium fiir positive Definitheit)
Fiir eine symmetrische bzw. hermitesche Matriz A € Mat,,(K) sind die folgenden

Aussagen gleichwertig:

a. A ist positiv definit.

b. Alle Figenwerte von A sind positiv.

c. Alle Hauptminoren von A sind positiv.
Beweis:

a. <= b.: Wegen des Spektralsatzes fiir symmetrische und hermitesche Matrizen
16.31 gibt es eine orthogonale bzw. unitire Matrix 7' € Mat,, (), so dafl

M0 ... 0
T*oAoT=T'oAoT = oo (64)
R |
0 ... 0 X\
gilt, wobei Aq,..., A\, € R genau die Eigenwerte von A sind.

Ist A positiv definit und ist z; die i-te Spalte von T', so folgt aus (64)
\i=7Z;0Aox; >0.

Seien nun umgekehrt alle Eigenwerte positiv und sei 0 # x € K" gegeben. Die
Spaltenvektoren xy,...,x, von T sind eine ONB B = (xy,...,x,) von K" da T
orthogonal bzw. unitér ist. Ist Mp(z) = (p1,. .., )" der Koordinatenvektor von x
beziiglich B, so gilt

ToMB(x):Zm-xi:z
i=1
und
ToAox = TOMB(J})tOAO(TOMB(J}))
= MB(Q:)to(T*voT)oMB(I)

) zn:m'ﬂi')\i :zn:|ﬂi|2')‘i >0,
i=1 i=1

da nicht alle ; null sind. Damit ist die Aquivalenz von a. und b. gezeigt.

a. —> c.: Da wir die Aquivalenz von a. und b. bereits gezeigt haben, kénnen wir
hier beide Bedingungen voraussetzen. Wegen des Spektralsatzes fiir symmetrische
und hermitesche Matrizen 16.31 gibt es eine Matrix T' € Gl,,(KK), so da3 (64) erfiillt
ist, und deshalb gilt

det(A) = det(T Lo AoT) = A1 ... A\, > 0.

Jede positiv definite symmetrische oder hermitesche Matrix hat also eine positive

Determinante.
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Fiir Vektoren 0 # y € K¥ ist z = (y1,..., 9k, 0,...,0) € K*\ {0} und es gilt
7 oAk)oy=T"0Aox >0,

so dafl auch A(k) positiv definit ist. Dann ist aber ihre Determinante, der k-te

Hauptminor von A, positiv.

c. = a.: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n unter Ausnutzung der
bereits gezeigten Aquivalenzen, wobei fiir n = 1 die Determinante det(A) > 0 der

einzige Figenwert ist.

Sei alson > 1. Wegen des Spektralsatzes fiir symmetrische und hermitesche Matrizen
16.31 existiert fiir die symmetrische bzw. hermitesche Matrix A(n — 1) eine Matrix
S'in O(n — 1) bzw. U(n — 1), die A(n — 1) auf Diagonalgestalt transformiert:
n—1
SiloA(n—1)oS:S*oA(n—1)oS:@)\2-]11 =:D.
i=1
Da A(n — 1) die Induktionsvoraussetzung erfiillt, muf A(n — 1) dann positiv definit

sein und somit sind die Eigenwerte A, ..., A\,—1 von A(n — 1) positiv.

Wir setzen nun 7' = S @ 1; € Gl,(K). Dann gilt

aq
T*oAoT = D : =: B
ap—1
CL_l Ap—1 an
fir geeignete ay,...,a, € K. Setzen wir ferner ¢; = —%, 7J=1,...,n—1 und
J
(&1
C= Lo € Gl,,(K),
Cn—1
0 0] 1
dann folgt mit a = (ay,...,a,_1)" und ¢ = (c1,..., ¢, 1)

C* 0oBo(C — ]]-n—l 0 o D a o ]ln—l C
ct |1 a* | a, 0 1

]ln_loD—irOoa*‘]ln_loa—l—O'an ]ln_l‘c
ccoD+1-a* ‘ ctoa+1-a, ° 0 ‘1

_ D‘ a >O<]ln_1c> (65)
O‘c*oa+an 0 ‘1

B Dol, {4+ao0 ‘ Doc+a-1
Oo]ln_1+(c*oa+an)-0‘Ooc+(c*oa+an)-1

(D] 0
B O‘c*oa—l—an
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und damit
E = (ToC)*oAO(TOC):C*OT*voToC:C*OBOC’@)@)\i]ll,
i=1

fir A\, = ¢ oa+ a, € R geeignet ist. Man beachte, dal damit \;,..., \, die
Eigenwerte von E sind, und dafl

)\1'...-)\n:det((ToC)*vo(ToC)) =det(A) - |det(C o T)|* > 0,

da det(A) > 0 der n-te Hauptminor von A ist. Da aber Ay, ..., A\, 1 nach Vorausset-
zung positiv waren, ist dann auch A, positiv. £/ hat somit nur positive Eigenwerte
und ist deshalb positiv definit. Aber mit Lemma 16.35 ist dann auch A positiv
definit. O

Bemerkung 16.37 (Negativ definite und indefinite Matrizen)
Wie im Beweis von “a. <= b.” im Beweis von Satz 16.36 sieht man:

A ist negativ definit <= A hat nur negative Eigenwerte
und

A ist indefinit <= A hat einen positiven und einen negativen Eigenwert.

F) Hauptachsentransformationssatz fiir quadratische Formen

Definition 16.38 (Bilinearformen)
Es sei V' ein R-Vektorraum. Eine Abbildung

b:V xV =R,

die linear in beiden Argumenten ist, nennen wir bilinear oder eine Bilinearform,
d. h. fir z,y,2 € V und A\, u € R gilt (vgl. Definition 10.8):
b(Az + py, z) = Ab(z, 2) + pb(y, 2)
und
b(z, Az + py) = Ab(z, ) 4 pb(2, y).
Gilt zudem
b(z,y) = by, x)

fiir alle z,y € V, so heifit b eine symmetrische Bilinearform, und wir nennen die
Abbildung

@®:V —R:zw bz, )
die zu b gehorende quadratische Form.
Bemerkung 16.39 (Polarisierung einer Bilinearform)

Ist b: V xV — R eine symmetrische Bilinearform, dann gilt

b(z,y) = 3 (w(z +y) — o) — oY)
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fiir z,y € V, wie man durch Einsetzen der Definition leicht nachrechnet. Die Bili-
nearform ist durch die zugehorige quadratische Form also eindeutig bestimmt. Man

nennt die Gleichung die Polarisierung der Bilinearform.

Beispiel 16.40
Jedes Skalarprodukt auf einem R-Vektorraum ist eine symmetrische Bilinearform.
Zudem definiert jede symmetrische Matrix A € Mat,,(R) durch

ba:R"xR" — R: (v,y)—~2'oAdoy

eine symmetrische Bilinearform. Die zu b4 gehorende quadratische Form bezeichnen
wir mit
ga:R"— R:z—2'0Aoux.
Satz 16.41 (Hauptachsentransformationssatz fiir quadratische Formen)
Ist A € Mat,(R) eine symmetrische Matriz, so gibt es eine ONB B = (x1,...,x,)

von R™ zum kanonischen Skalarprodukt mit
Aox; =Ny
firi=1,...,n und
qa(z) = Z)‘i Az, )2
i=1
Die x; werden die Hauptachsen der quadratischen Form genannt.

Beweis: Aus dem Spektralsatz fiir selbstadjungierte Endomorphismen 16.30 wissen
wir, daf es eine ONB B = (1, ..., z,) von R" aus Eigenvektoren von f4 gibt. Diese
wahlen wir, so dafl

Aow; = fA(%) =\

fiir geeignete \; € R gilt. Sei x € V, so folgt aus der Parsevalschen Gleichung 15.17

n

= Z(xl,@ - T

i=1
Fiir die quadratische Form ¢4 ausgewertet in x ergibt sich dann

n n

qa(x) :xtvox:xtvoZ@i,@ xz:Z@Z,x) 2o Aoy
i=1 i=1
n n

:Z(SE@-,@ cxto N ay = Z(:c“@ Nz, x) = Z)‘i A, 25)?.

i=1 =1

Bemerkung 16.42 (Geometrische Interpretation der Hauptachsentransformation)
Ist A € Mat,(R) eine positiv definite symmetrische Matrix mit quadratischer Form
qa, SO interessieren wir uns fiir die Einheitssphére zu g4

Sea={y eR" | qaly) =y’ 0 Aoy =1}.
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Man beachte, dafl die Bilinearform b4 in diesem Fall ein Skalarprodukt ist und dafl
Sq, die Menge der Vektoren in R"™ ist, die beziiglich der zu diesem Skalarprodukt

gehorenden Norm die Lénge 1 haben.

0

oy

ABBILDUNG 5. Ellipse S;, mit Hauptachsen z1 = T'e; und x5 = T'ey

Der Spektralsatz fiir selbstadjungiert Endomorphismen liefert die Existenz einer
orthogonalen Matrix T" € O(n), so dafl

TtOAOT:Al']ll@...@)\n']ll

eine Diagonalmatrix ist, bei der die A\; > 0 die Eigenwerte von A sind. Die Spalten-
vektoren von 7' sind dann ein neues orthonormales Koordinatensystem, in dem die

quadratische Form die Gestalt
q:/\l-yf—l—...—l—)\n-yi
hat. Die Einheitssphére zu ¢ ist dann ein n-dimensionales Ellipsoid
Se={yeR"[qy) =M -vi+...+X-ys =1}

Man kann sich S;, deshalb als eine Einheitskugel vorstellen, die in Richtung x; = T'e;
um den Faktor \lﬁ gestreckt wurde. Die Koordinatenvektoren z; sind dann die
Hauptachsen des Ellipsoids (siehe Abbildung 5). Im Fall n = 2 besagt der Satz

der Hauptachsentransformation dann, dal wir allein durch Drehen und Spiegeln die

Ellipse S;, so bewegen konnen, dafl ihre Hauptachsen mit den Koordinatenachsen

zusammenfallen. Daher riihrt der Begriff der Hauptachsentransformation.

Aufgaben

Aufgabe 16.43
Zeige, wenn fiur f € Endg(V) stets ||f(z)|| = ||z|| gilt, so ist f orthogonal bzw.
unitar.
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Aufgabe 16.44 (Lineare Funktionale)
Es sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitédrer Raum.
Dann gibt es fiir jedes g € Homk(V, K) genau ein y € V', so daf fir alle x € V' gilt

g9(x) = {y, ).
Aufgabe 16.45 (Die adjungierte Abbildung)

Seien V und W zwei endlich-dimensionale euklidische oder unitdre Réume mit
Skalarprodukten (-,-)y und (-,-)y. Dann gibt es zu jeder linearen Abbildung
f 'V — W genau eine lineare Abbildung f*: W — V|, so daf§

(f@),y)w = (z, [ (Y)v (66)
fiir alle x € V und y € W. Die Abbildung f* heifit die adjungierte Abbildung zu f.

Aufgabe 16.46 (Matrixdarstellung der adjungierten Abbildung)
Seien V und W zwei endlich-dimensionale euklidische oder unitire Raume mit Or-
thonormalbasen B bzw. D. Dann gilt fiir jede KK-lineare Abbildung f:V — W

Mg (f*) = (MB(f)",
d.h. die Matrixdarstellung der adjungierten Abbildung ist die Adjungierte der Ma-

trixdarstellung.

Aufgabe 16.47
Sei V ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitarer Raum.
Zeige, ist f € Endk (V) normal, so gelten

Ker(f) = Ker(f™)
und
V = Ker(f) L Im(f).
Aufgabe 16.48

Sei V' ein endlich-dimensionaler unitdarer Raum und f € End¢ (V') normal.
Zeige, es gibt ein Polynom p € C[t] mit f* = p(f).

Aufgabe 16.49
Es sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitdrer Raum und f €
Endk (V) bijektiv. Zeige, die folgenden Aussagen sind dquivalent:

a. Firz,yeVmitx Lygilt f(x) L f(y).

b. Fir z,y €V mit |lz|[ = [ly[| gilt [[f(z)[] = [If()]]-

c. Esgibt ein A € Rog und ein g € O(V) bzw. g € U(V) mit f = Ag.

Aufgabe 16.50
Es sei V' # 0 ein endlich-dimensionaler unitdrer Raum und f € Endg (V). Zeige, die
folgenden Aussagen sind gleichwertig:

a. f*=—f.
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b. Fiir alle x € V gilt: (f(z),z) € iR.

c. Es gibt eine Orthonormalbasis von V' aus Eigenvektoren von f und der Realteil
aller Eigenwerte ist Null.

Aufgabe 16.51
Uberpriife, ob die folgende symmetrische Matrix A € Mats(R) positiv definit ist:

9 1 2
A=1]111 0
2 01
Aufgabe 16.52
Bestimme eine orthogonale Matrix 7" € O(3), die die folgende symmetrische Matrix
A diagonalisiert:

5 2 2
A=12 2 —4
2 -4 2

Ist die Matrix A positiv definit?
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§ 17 Lineare Algebra mit Singular

Im vorliegenden Abschnitt wollen wir zeigen, wie ein Computeralgebrasystem ein-
gesetzt werden kann, um Rechnungen in der linearen Algebra durchzufithren. Wir
verwenden hierzu das am Fachbereich entwickelte System SINGULAR. Es ist frei
erhéltlich fiir die Betriebssysteme Linux, Windows und MacOS von der Webseite:

http://www.singular.uni-kl.de

Auf den Linuxrechnern des Fachbereichs startet man SINGULAR einfach durch den
Befehl Singular von einer einfachen Textkonsole aus. Man erhilt dann zunéchst

einige Informationen zum Programm sowie einen Eingabeprompt >:

SINGULAR /
A Computer Algebra System for Polynomial Computations /  version 3-1-1
0<
by: G.-M. Greuel, G. Pfister, H. Schoenemann \ Feb 2010

FB Mathematik der Universitaet, D-67653 Kaiserslautern \
>

Der Eingabeprompt > fordert zur Eingabe von SINGULAR-Befehlen auf. Wir wollen
hier nur einige kurze Anmerkungen zur allgemeinen Syntax machen und hoffen, daf3
sich alles weitere aus den im folgenden besprochenen Beispielen erschliefit. Unsere
Konvention dabei ist, dal SINGULAR-Ein- und Ausgaben im Gegensatz zu beglei-
tenden Erlduterungen stets im Typewriter-Stil geschrieben werden.

a. Jede SINGULAR-Sitzung sollte mit dem Befehl
ring r=0,t,1lp;
beginnen. Dadurch wird der Polynomring Q[¢] als Grundring festgelegt und
erhélt den Namen r. Selbst, wenn man nicht vor hat, Polynome zu verwenden,
ist dies notig, um mit den rationalen Zahlen rechnen zu koénnen. Ersetzt man
die Zahl 0 in der Definition von r durch eine Primzahl p, so verwendet man
statt der rationalen Zahlen den Korper Z/pZ; ersetzt man sie durch real oder
complex, so rechnet man mit reellen oder komplexen Dezimalzahlen, was aber

tunlichst vermieden werden sollte, da dann Rundungsfehler auftreten konnen.

b. Man kann Ergebnisse von Rechnungen sowie Eingaben auch in Variablen spei-
chern. Ein Beispiel dafiir ist die Variable r in Teil a., in der der Polynomring
Qlt] abgespeichert wurde. Jede Variable in SINGULAR hat einen Namen und
einen festgelegten Typen, der sagt, ob es sich um einen Ring (ring), ein Poly-
nom (poly), ein Kérperelement (number), eine ganze Zahl (int), eine Matrix
(matrix) oder eine Liste (1ist) von Objekten handelt.

c. Nicht alle in SINGULAR im Prinzip verfiigbaren Befehle sind schon unmittelbar
mit dem Programmstart geladen, viele liegen in sogenannten Bibliotheken vor.
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Sie sind erst verfiighbar, wenn man die entsprechende Bibliothek mit dem Befehl
LIB eingebunden hat. Wie dies geschieht, werden wir in Beispielen sehen.

d. Jede SINGULAR-Eingabe schlieft mit einem Semikolon ; und dem anschlie-
Benden Driicken der Return-Taste ab. Das Semikolon fordert den SINGULAR-
Interpreter dazu auf, die Eingabe zu iibersetzen und auszufithren. Will man
eine Eingabe iiber mehrere Zeilen strecken, so 1at man das Semikolon am
Zeilenende weg und driickt die Return-Taste. Man erhélt statt des iiblichen
Promptzeichens > dann einen Punkt . als Prompt. Dieser zeigt an, daf§ die

Eingabe noch nicht beendet ist und sich {iber mehrere Zeilen erstreckt.

e. In den folgenden Beispielen ist alles, was auf einen Prompt > oder . am Zeilen-
anfang folgt, eine Eingabe, und jede Zeile, die ohne eines dieser Zeichen beginnt,
enthélt SINGULAR-Ausgaben. Text, der auf // folgt, enthilt Kommentare, die
beim Ausfithren des Kommandos nicht beachtet werden. Will man das Beispiel
selbst in SINGULAR nachpriifen, kann man sie getrost weglassen. Sie dienen
nur der Erlauterung fiir den Leser. Ausgaben, die beim Laden von Bibliothe-

ken auftreten, werden wir in den Beispielen weglassen.

f. Man beendet SINGULAR mit dem Befehlt exit. Hilfe zur Syntax von SINGULAR
findet man im Manual auf der SINGULAR-Webseite oder durch den Befehl help.

Beispiel 17.1 (Reduzierte Zeilen-Stufen-Form und Rang einer Matrix)
Wir wollen eine reduzierte Zeilen-Stufenform und damit den Rang der folgenden

Matrix berechnen:

121 31
24730
A= € Mat(4 x 5,Q)
4 8 99 2
36 021

Dazu benutzen wir die SINGULAR-Befehle rowred.

> LIB "matrix.lib";

> ring r=0,t,dp;

> matrix A[4][5]=1,2,1,3,1,2,4,7,3,0,4,8,9,9,2,3,6,0,2,1;
> print(rowred(A)); // zeigt die rZSF von A
1,2,0,0,1/11,

0,0,1,0,-2/11,

0,0,0,1,4/11,

0,0,0,0,0

Beispiel 17.2 (Kern einer Matrix)

Mit dem Befehl syz konnen wir eine Basis des Kerns der Matrix in Beispiel 17.1
berechnen. Man bezeichnet die Relationen zwischen den Spalten der Matrix, die
durch die Vektoren im Kern beschrieben werden, auch als Syzygien, und syz ist die

Abkiirzung dieses Begriffs.
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LIB "matrix.lib";

ring r=0,t,dp;

matrix A[4][5]=1,2,1,3,1,2,4,7,3,0,4,8,9,9,2,3,6,0,2,1;
matrix B=syz(A);

V V V V V

print(B);
-2,0,

1, -1,
0, 4,
0, -8,
0, 22

Der Kern von A hat also die Basisvektoren (—2,1,0,0,0)" und (0, —1, 4, —8,22)".

Beispiel 17.3 (Losung eines linearen Gleichungssystems)
Wir setzen nun b = (2,2,6,4)" und wollen das lineare Gleichungssystem Az = b
16sen. Der Befehl concat hingt zwei Matrizen hintereinander.

> matrix b[4][1]=2,2,6,4;

> matrix Ab=concat(A,b); // Bilde die erweiterte Koeffizientenmatrix.
> print (Ab);

1,2,1,3,1,2,

2,4,7,3,0,2,

4,8,9,9,2,6,

3,6,0,2,1,4

> print(syz(Ab)); // Berechne eine Basis des Kerns von Ab.
-2,0, 0,

1, -1,0,

0, 4, -2,

0, -8,4,

0, 22,-12,

0, 0, 1

Wir haben nun eine Basis des Kerns der erweiterten Koeffizientenmatrix berechnet.
Der Algorithmus stellt sicher, dafl es genau dann einen Vektor mit letzter Kompo-
nente ungleich null gibt, wenn das Gleichungssystem l6sbar ist. Es gibt dann auch
nur einen solchen Vektor und das ist der letzte Basisvektor. Dividiert man die ersten
fiinf Eintrage des Vektors durch das Negative des letzten Eintrags, so erhélt man
eine spezielle Losung, hier
c=(0,0,2,—4,12)".
Vergifit man bei den {ibrigen Vektoren in der berechneten Basis die letzte Kompo-

nente, so erhilt man eine Basis des homogenen Losungsraums, hier
Los(4,0) = Lin ((—2,1,0,0,0)", (0, 1,4, —8,22)")

wie wir schon aus Beispiel 17.2 wissen.
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Beispiel 17.4 (Eigenwerte einer Matrix)
Wir wollen die Eigenwerte der folgenden Matrix bestimmen

011
A= -1 21 S Matg(Q)
-1 1 2

Dazu verwenden wir unter anderem die SINGULAR-Befehle det zum Berechnen der
Determinante, unitmat fiir die Einheitsmatrix und factorize zum Berechnen der

Primfaktorzerlegung eines Polynoms.

> LIB "matrix.lib";

> ring r=0,t,dp;

> matrix A[3][3]=0,1,1,-1,2,1,-1,1,2;
> poly p=det(t*unitmat(3)-A);

> p;

t3-4t2+5t-2

> short=0;

> P

t73-4%t"2+5xt-2
> factorize(p);
[1]:
_[1]=1
_[2]=t-1
_[31=t-2
[2]:
1,2,1

Das charakteristische Polynom von A ist also
X, =t =4t +5t—2=(t—1)*-(t —2),

so daf} die Eigenwerte A\ = 1 mit algebraischer Vielfachheit 2 sowie A = 2 mit
algebraischer Vielfachheit 1 sind.

Beispiel 17.5 (Minimalpolynom einer Matrix)

Als néchstes wollen wir das Minimalpolynom der Matrix A in Beispiel 17.4 berech-
nen. Dazu verwenden wir den Algorithmus 13.15 sowie einige SINGULAR-Befehle.
transpose transponiert eine Matrix, flatten schreibt die Eintrége einer Matrix in

einen Zeilenvektor und power potenziert eine Matrix.

> matrix C=transpose(flatten(power(A,0)));
> for (int i=1;i<=3;i++)
A
C=concat (C,transpose(flatten(power(A,i))));
.}
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> matrix D=syz(C);
> print(D);
2, 0,
-3,2,
1, -3,
0, 1
> poly mu;
> for (i=1;i<=4;i++){mu=mu+D[1] [i]*t~(i-1);}
> mu;
t72-3*%t+2
> factorize(mu);
[1]:
_[1]1=1
_[2]=t-1
_[3]=t-2
[2]:
1,1,1

Das Minimalpolynom von A ist also
pa=t"—=3t+2=(t—1)-(t—2),

und die Matrix A ist somit diagonalisierbar, da das Minimalpolynom in paarweise

verschiedene Linearfaktoren zerfallt.

Die obige Befehlssequenz ist recht lang. Falls man bereits weif}; dafl das Minimal-
polynom iiber dem Grundkorper in Linearfaktoren zerféllt, so kann man auch den
SINGULAR-Befehl minipoly aus der Bibliothek linalg.lib verwenden, aber nur
dann! Um sicherzustellen, dafi das Minimalpolynom zerfallt, kann man zunéchst
das charakteristische Polynom berechnen und faktorisieren, denn nur wenn dieses
zerfillt, zerfallt auch das Minimalpolynom. Fiir die Matrix A aus unserem Beispiel
wissen wir bereits, dafl es zerfallt. Wir konnen also den Befehl minipoly anwenden.

> LIB "linalg.lib";
> minipoly(A);

[1]: // das Minimalpolynom hat die zwei Nullstellen 1 und 2
_[11=1
_[2]=2

[2]: // beide kommen mit Vielfachheit 1 vor
1,1

Beispiel 17.6 (Diagonalisierung einer Matrix)
Wir haben in Beispiel 17.5 gesehen, dafi die Matrix A aus Beispiel 17.4 diagonalisier-
bar ist. Nun wollen wir die zugehorige Transformationsmatrix 7" bestimmen. Dazu
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erinnern wir uns, da A genau die Eigenwerte 1 und 2 besitzt. Zu diesen miissen wir

Basen der Eigenrdume bestimmen.

> matrix Tl=syz(A-unitmat(3));
> print(T1);

1,0,

1,-1,

0,1

> matrix T2=syz(A-2*unitmat(3));
> print(T2);

1,

1,

1

> matrix T=concat(T1,T2);

> print(T);

1,0, 1,

1,-1,1,

0,1, 1

> print(inverse(T)*AxT) ;
1,0,0,

0,1,0,

0,0,2

Beispiel 17.7 (Jordansche Normalform)
In diesem Beispiel wollen wir die Jordansche Normalform und die Transformations-
matrix 7' fiir die Matrix

21 5 1 21 5
23 4 8 =31 1
A=| —2 -1 =2 -1 -1 | e Mat;(Q)
—17 —4 -1 —17 —4
22 —2 —8 30 1

berechnen. Dazu bestimmen wir zunéchst das charakteristische Polynom und das
Minimalpolynom von A und faktorisieren diese.

LIB "matrix.lib";

LIB "linalg.lib";

ring R=0,t,dp;

matrix A[5][5]=21, 5, 1, 21, 5,
. -23,4, 8, -31,1,

. -2, -1,-2,-1, -1,

. -17,-4,-1,-17,-4,

. 22, -2,-8,30, 1;

V V V V
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> print (4);

21, 5, 1, 21, 5,
-23,4, 8, -31,1,
-2, -1,-2,-1, -1,
-17,-4,-1,-17,-4,
22, -2,-8,30, 1

> short=0;
> poly chi=det (t*unitmat(5)-A);
> chi;

t75-T*t74+10%t " 3+18*t"2-27*t-27
> factorize(chi);
[1]:
_[1]1=1
_[2]=t-3
_[3]=t+1
[2]:
1,3,2
> minipoly(A);
[1]:
_[1]=-1
_[2]1=3
[2]:
2,2

Wir sehen also, dafl

Xa = (t=3)° - (t+1)°
und

pa=(t—3)2% (t+1)>2
Damit ist die Jordansche Normalform von A festgelegt. Sie mufl zu den beiden
Eigenwerten 3 und —1 je mindestens einen Jordanblock der Grofle 2 enthalten, weil
sie im Minimalpolynom beide mit Vielfachheit zwei vorkommen. Zudem muf sie

den Eigenwert 3 noch ein drittes Mal auf der Diagonalen haben, so daf§ ein weiterer
Jordanblock der Grofle eins zum Eigenwert 3 notig ist. Also gilt

3110 0 0
0 3/0 0 O
Ja=1|10 03] 0 O
00 0-1 1

000} 0 -1

Da die Jordansche Normalform drei Jordanblocke besitzt, miissen wir letztlich drei
Basisvektoren finden, die die zyklischen A-invarianten Unterrdume definieren, zu

denen die Blocke gehoren. Dabei wenden wir den Algorithmus 14.15 an.
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> matrix B=syz(A-3*unitmat(5)); // Basis von Ker(A-3x*id)
> print(B);
-5,0,

> matrix C=syz(power (A-3*unitmat(5),2)); // Basis von Ker((A-3xid)"2)
> print(C);

0,-5,0,

1,0, O,

0,1, O,

0,4, O,

0,0, 1

Ein kurzer Blick geniigt, um zu sehen, dafl der erste und der dritte Basisvektor von
Ker ((A—3-15)?) nicht im Ker(A — 3 15) liegt. Wir kénnen also jeden der beiden
wéhlen, um den zyklischen Unterraum der Grofle zwei zum Eigenwert 3 zu bilden.
Wihlen wir

x; = (0,1,0,0,0)".

> // berechne (A-3*unitmat(5)) * erste Spalte von C
. matrix X1[5][1]=C[1..5,1];
> print ((A-3*unitmat(5))*X1);

Damit hat der zyklische Unterraum der Gréfle zwei zum Eigenwert 3 die Basisvek-

toren
(A—=3-15)z; = (5,1,-1,-4,-2)" und ;= (0,1,0,0,0)",
und diese sind die ersten beiden Spalten der Matrix 7.

Nun miissen wir noch den Vektor (A — 3 - 1)z zu einer Basis von Ker(A — 3 - 15)
ergidnzen. Ein Blick auf die Basis von Ker(A — 3 - 15) zeigt, da jeder der beiden

Vektoren es tut.
> matrix X2[5][1]=B[1..5,2]; // waehle X2

Wir wahlen deshalb
To = <O7 _17 07 07 1)t7
und dieser ist die dritte Spalte von T'.
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> print(syz(A+unitmat(5))); // Basis von Ker(A+id)

> matrix D=syz(power (A+unitmat(5),2)); // Basis von Ker((A+id)"2)
> print(D);

-1,0,

0, -2,

1, 1,

1, 0,

0, 2

> matrix X3[5][1]=D[1..5,2];

> print ((A+unitmat(5))*X3); // (A+unitmat(5)) * 2. Spalte von D

Daraus folgt, dal der Vektor
x5 = (0,-2,1,0,2)" € Ker (A +12) \ Ker(A + 15)
liegt, und dafl die letzten beiden Spalten von T die Vektoren
(A+15)x3 = (1,0,—1,1—,0)" und x3=(0,-2,1,0,2)"
sind.

> // bestuecke die Matrix T

. matrix T=(A-3*unitmat(5))*X1;
T=concat(T,X1);

T=concat (T,X2);
T=concat (T, (A+unitmat (5))*X3);
T=concat(T,X3);

print(T);

5, 0,0, 1, 0,

1, 1,-1,0, -2,

-1,0,0, -1,1,

-4,0,0, -1,0,

-2,0,1, 0, 2

> // invertiere die Matrix T

V V V V V

. matrix S=inverse(T);
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> print(S);
1, 0,0, 1, O,
i, 1,0, 1, 1,
8, 0,-2,10,1,
-4,0,0, -5,0,
-3,0,1, -4,0
> print(inverse(T)*A*T) ;
3,1,0,0, O,
0,3,0,0, O,
0,0,3,0, O,
0,0,0,-1,1,
0,0,0,0, -1

Wir erhalten also

50 0 1 0 10 0 10
11 -1 0 -2 11 0 11
T=| -1 0 o -1 1 wmd T~ 1= 0 —2 10 1
4 0 0 -1 0 40 0 -5 0
2 0 0o 2 30 1 -4 0
sowie

3 1]lo o o

0 3/o0 0 o0

Ji=T 1 toAoT=|0 03] 0 o

00 0|-1 1

000 0 -1

Es gibt in SINGULAR auch einen schnelleren Weg zur Jordanschen Normalform und
der Transformationsmatrix, wenn man den Befehl jordanbasis verwendet, was in
den SINGULAR-Ubungsaufgaben aber nicht gemacht werden soll!

> matrix E=jordanbasis(A) [1];
> matrix Z[5] [5];

> for (int j=1;j<=5;j++) { Z[1..5,j1=E[1..5,6-3]; }
> print(Z);

-5,5, 0,1, 0,

1, 1, 1,0, -2,

1, -1,0,-1,1,

4, -4,0,-1,0,

0, -2,0,0, 2

> print(inverse(Z)*A%Z);
3,0,0,0, 0,

0,3,1,0, O,

0,0,3,0, O,

0,0,0,-1,1,

0,0,0,0, -1
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Die for-Schleife oben kehrt die Reihenfolge der Spalten in der Matrix £ um. Die
neue Matrix Z ist dann eine zuldssige Transformationsmatrix 7', wobei die Reihen-
folge der Jordanblocke sich geédndert hat. Die Vertauschung der Spalten ist nétig,
da die Konvention der Jordanschen Normalform in SINGULAR nicht mit unserer
Konvention {ibereinstimmt. Darauf mochte ich hier aber nicht nédher eingehen.

Beispiel 17.8 (Ndherungsweise Bestimmung von Eigenwerten)

Eine zufillig ausgewihlte Matrix in Mat,, (Q) wird keine rationalen Eigenwerte ha-
ben. Betrachen wir sie aber als Matrix in Mat,(C), so zerfillt sie in Linearfaktoren
und mit Wahrscheinlichkeit 1 sind diese paarweise verschieden. Exakt berechnen
kénnen wir sie aber nicht, da die Zerlegung eines Polynoms in C[t] in seine Prim-
faktoren im allgemeinen nicht moglich ist. Wir konnen die Eigenwerte aber néhe-
rungsweise berechnen, und dies reicht héufit aus, um zu sehen, dafl sie paarweise

verschieden sind.

LIB "matrix.lib";
ring S=complex,t,lp;
matrix M[3][3];
int 1,];
for (i=1;i<=3;i++){for (j=1;j<=3;j++){M[i,jl=random(-9,9);3}}
> print (M) ;
8, 5, 0,
-6,-2,3,
9, -9,7
> poly f=det(t*unitmat(3)-M);
> short=0;
> f;
t73-13%t"2+83*t-449
> LIB "solve.lib";
> solve(f);
[1]:
9.27119961
[2]:
(1.86440019-1%6.70474155)
[3]:
(1.86440019+1%6.70474155)

V V V V V

Das charakteristische Polynom der 3 x 3-Matrix ist ein Polynom vom Grad drei mit
reellen Koeffizienten. Wegen des Zwischenwertsatzes mufl es eine reelle Nullstelle
haben. Wenn es keine weitere reelle Nullstelle besitzt, so miissen die iibrigen beiden
Nullstellen komplex konjugiert zueinander sein. Unsere Rechnung oben approximiert
die Nullstellen mit dem Befehl solve aus der Bibliothek solve.lib, und wir sehen

an den approximierten Nullstellen das geschilderte Phanomen.
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Aufgaben

Aufgabe 17.9
Bestimme mit Hilfe von SINGULAR eine Basis B von Q°, beziiglich derer die Ma-
trixdarstellung der Abbildung f : Q% — Q° Jordansche Normalform hat, wo:

t
f(&?l, To,T3,T4, Z‘5) = (Z‘l—xz, $1+2$2—I3, —$1+3I3, —I1—2$2—2I3+2$4—I‘5, $1—$3+2$5) .
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KAPITEL IV

Multilineare Algebra

Im folgenden sei K stets ein beliebiger Korper.

In diesem werden noch einmal lineare, bilineare und, allgemeiner, multilineare Ab-
bildungen behandelt. Etwas schematisch, aber doch zutreffend kann man sagen, dafl
es das Ziel ist, Eigenschaften von multilinearen Abbildungen zu verstehen, indem
man neue Vektorrdume konstruiert und auf diesen lineare Abbildungen studiert, de-
ren Theorie man schon kennt. Die multilineare Theorie wird also, mittels der Kon-
struktion komplizierterer Vektorrdume auf die lineare Theorie zuriickgefiithrt. Dies
erleichtert nicht nur das Versténdnis, sondern erlaubt es auch, konkrete Rechnungen

mit Matrizen durchzufiithren.

§ 18 Bilinearformen und Sesquilinearformen

A) Bilinearformen

In Definition 10.8 haben wir den Begriff einer multlinearen Abbildung auf Vek-
torrdumen eingefithrt. In diesem Abschnitt wollen wir einen besonders wichtigen

Spezialfall dieser Begriffsbildung untersuchen, die Bilinearformen.

Definition 18.1 (Bilinearformen)
Es sei V' ein K-Vektorraum. Eine Abbildung

b:VxV =K,

die linear in beiden Argumenten ist, nennen wir bilinear oder eine Bilinearform,
d. h. fiir z,y,2 € V und A\, p € K gilt (vgl. Definition 10.8):

b(Az + py, z) = Ab(x, 2) + pb(y, 2)
und

b(z, Az + py) = Ab(z, @) + pb(z, ).
Die Menge aller Bilinearformen auf V' bezeichnen wir mit

Bilg (V) ={b:V x V — K | b ist bilinear}.

Beispiel 18.2 (Bilinearformen)
a. Die Determinante definiert eine Bilinearform

det : K2 x K? — K : ((‘%1),(yl))r—>det($1 yl):xlyg—xgyl.
o Y2 T2 Y2

279
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b. Ist A € Mat,(K) eine quadratische Matrix, dann wird durch
ba: K" x K" — K : (2,y) = ba(z,y) = 2" 0 Aoy = 2" Ay
eine Bilinearform auf K™ definiert, wie unmittelbar aus der Distributivitéit des
Matrixproduktes folgt.
c. Wahlen wir in Teil b. die Matrix A = 1,,, so erhalten wir die Bilinearform
by : K" x K" — K : (l’,y) HZx,yz
i=1
d. Ist n =2 und ist

A= ( 0 ;) EMatQ(K),

so ist by = det.

Bemerkung 18.3

Die Menge Bilg (V) ist offenbar ein Unterraum des K-Vektorraums K(*V) aller
Abbildungen von V' x V nach K, d.h. die Summe zweier Bilinearformen sowie das
skalare Vielfache einer Bilinearform sind wieder bilinear.

Definition 18.4 (Matrixdarstellung von Bilinearformen)
Es sei V' ein K-Vektorraum mit Basis B = (xq,...,2,) und b : V x V — K eine
Bilinearform auf V. Wir nennen die Matrix

Mpg(b) = (b('ri’xj))lgi,jgn € Mat, (K)
die Matrizdarstellung von b beziiglich der Basis B.

Beispiel 18.5
Wir betrachten die Bilinearform b = by, auf R? sowie die Basis B = (z1,2) =
((1,1)%(1,2)"). Dann ist

b b 2
Mp(b) = (w1,21) b(x1,20) _ 3 ‘
b(l’g,l’l) b(l’Q,LCQ) 3 5
Bemerkung 18.6 (Matrixdarstellung von Vektoren)
Wir sollten darauf hinweisen, dal wir die Bezeichnung Mp bereits einmal verwendet

haben, ndmlich bei der Matrixdarstellung von Vektoren beziiglich einer Basis B =
(z1,...,2,). Ist & =30 | Ay, so bezeichnet

Mp(z) = (A1,..., )" € K"
die Matrixdarstellung des Vektors x € V beziiglich der Basis B. Wir werden diese

Bezeichnung auch im folgenden wieder benétigen, es wird aus dem Kontext aber

stets unmittelbar ersichtlich sein, in welcher Bedeutung Mp verwendet wird.

Proposition 18.7 (Matrixdarstellung von Bilinearformen)
Es sei V' ein K-Vektorraum mit Basis B = (x1,...,x,). Dann ist die Abbildung

Mg : Bilg(V) — Mat,(K) : b — Mg(b)
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ewn Isomorphismus von K-Vektorrdumen.

Insbesondere ist eine Bilinearform durch ihre Matrixdarstellung eindeutig bestimmit,
und fir x,y € 'V gilt

b(z,y) = Mp(x)' o Mp(b) o Mp(y).

Beweis: Sind b, € Bilg (V) und A\, X € K, so gilt
MpA-b4+X V) =((Xb+ Xb')(xi,xj))i’j = (N bz, 2y) + N - b'(xi,xj))m.
:)\ . (b(l‘l, mj))i,j —I— )\, . (b,($i7xj))i,j = )\ . MB(b) —I— )\, . MB(b,)
Also ist die Abbildung Mp linear.

Ferner gilt fiir z = > " | Nz und y = > 77| py;
b(z,y) = Z Aib(ws,y) = Z Z Nifb(wi, x5) = Mp(x)" - Mp(b) - Mp(y).
i=1 i=1 j=1
Die Matrixdarstellung legt die Bilinearform also eindeutig fest, und somit ist Mp in-

jektiv. Fiir die Surjektivitat von Mp sei eine A = (a;;) € Mat,,(K) beliebig gegeben.
Wir definieren nun eine Abbildung

b:VxV—K
durch
b(w,y) = Mp(x) 0 Ao Mp(y) => > N~ p; - ay,

i=1 j=1
wenn = » ;0 Aw; und y = 37 pyxy. Da die Matrixdarstellung Mp : V' — K"
linear ist und da die Matrixmultiplikation zudem distributiv ist, ist b € Bilx (V') eine
bilineare Abbildung, d.h. fiir A,y € K und z,y,z € V gilt

b(Az + py, z) =Mp(Ar + py)t o Ao Mp(z) = (AMp(x) + pMp(y)) o Ao Mp(z)
=AMp(x)' 0o Ao Mp(z) + uMp(y)' o Ao Mp(z) = \b(z, 2) + ub(y, 2)
und
b(z, Az + py) =Mp(z)" 0 Ao Mp(Ax + py) = Mp(z)' o Ao (AMp(x) + pMp(y))
=Mp(2)" 0 Ao AMp(z) + Mp(2)" 0 Ao uMp(y) = Ab(z, ) + pb(2,y).
AuBlerdem gilt
b(xi,zj) = Mp(z;)! 0 Ao Mp(x;) = €0 Aoe; = a;
fir 1 <i,j <n, so dal Mp(b) = A. Somit ist b auch surjektiv. O

Beispiel 18.8
Wir betrachten die Bilinearform aus Beispiel 18.5 sowie die Vektoren z = (0,1)" =
—x1 + 29 und y = (3,4)" = 221 + 5. Dann gilt

Mp(z) = (=1,1)" und Mp(y) = (2,1)



282 IV. MULTILINEARE ALGEBRA

sowie

4= b{r,y) = Mp(x)" o Mp(B) o Mp(y) = ( —1 1 >o<§ §>o<i>

Korollar 18.9 (Alle Bilinearformen auf K™ sind von der Form by4.)
Die Abbildung Mat,,(K) — Bilg (K™) : A by ist ein Isomorphismus.
Insbesondere ist jede Bilinearform auf K™ von der Gestalt by fiir eine eindeutig
bestimmte Matriz A € Mat,,(K).
Beweis: Die Abbildung A — b, ist die Umkehrabbildung der Matrixdarstellung
beziiglich der kanonischen Basis E = (ey,...,¢e,) von K" da
bA(Gi, 6]‘) = 65 oAo €; = Q4

und somit Mg(bs) = A. O
Bemerkung 18.10
Die Aussage in Korollar 18.9 bedeutet insbesondere, daf3

b= bME(b) und A= ME(bA)
fir b € Bilg(K™) und A € Mat,,(K), wenn E die kanonische Basis von K" ist.

Satz 18.11 (Basiswechsel bei Bilinearformen)
Sei V' ein K-Vektorraum mit Basen B = (z1,...,2,) und D = (y1,...,y,) und sei
b € Bilg(V), dann gilt

Mp(b) = (T5)" o Mp(b) o T5.
Beweis: Wir setzen Mp(b) = (a;;) und (Tg)toMD(b)ng = C = (¢;j) € Mat, (K).
Man beachte, daf§ fiir einen beliebigen Vektor z € V nach Proposition 6.4 die Glei-
chung
Mp(z) = Mp(idv(z)) = M5 (idy) o Mp(z) = T} o Mp(2) (67)
gilt. Damit erhalten wir fiir 1 <+¢,7 <n dann

CLij Déf' b(xi,a:j) 127 MD(;UZ')t e} MD(b> o} MD(.Tj>

67 (Tg o MB(J)Z-))t o Mp(b) o (Tg o MB(:(:j))
= Mp(;)' o (TF)" o Mp(b) o Tf o Mp(x) = el o Coe; = cij.
Also gilt Mp(b) = (ai;) = (cij) = (Tg)t o Mp(b) o TE, was zu zeigen war. O

Beispiel 18.12
Die Matrixdarstellung der Bilinearform b = by, aus Beispiel 18.5 beziiglich der
kanonischen Basis F ist die Einheitsmatrix 1. Zugleich ist

11
T8 =
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die Transformationsmatrix fiir die Basis B = ((1,1)", (1,2)"). Dann gilt aber

2 3 o s (11 11
(3 5):M3(b):(TE) OME(b)oTE—<1 2)0]]_20<1 2).

Bemerkung 18.13

Es bleibt festzuhalten, dafl sowohl Endomorphismen f : V' — V als auch Biline-
arformen b : V x V — K sich nach Wahl einer Basis B durch Matrizen MZE(f)
bzw. Mp(b) beschreiben lassen. Bei Basiswechsel, der durch die Matrix T = T5
beschrieben wird, haben Endomorphismen und Bilinearformen aber ein unterschied-
liches Transformationsverhalten. Es gilt:

MEB(fy=T"toME(f)oT und Mp(b) =T o Mp(b)oT.

B) Normalform symmetrischer Bilinearformen

Definition 18.14 (Symmetrische Bilinearformen)
Es sei V' ein K-Vektorraum.

a. Eine Bilinearform b € Bilg (V') heifit symmetrisch, falls fiir x,y € V stets gilt

b(x,y) = bly, ).
b. Eine Matrix A € Mat,,(K) heifit symmetrisch, falls A = A*.

Beispiel 18.15
a. Die Bilinearform det aus Beispiel 18.2 ist fiir K = R nicht symmetrisch, da

det(eq,e2) =1 # —1 = det(ea, e1).

1 2
A:<2 5>€Mat2(Q)

b. Die Matrix

ist symmetrisch.
Proposition 18.16 (Symmetrische Bilinearformen)
Sei V' ein K-Vektorraum mit Basis B = (x1,...,x,), b € Bilg(V) und A €
Mat,, (K).
a. Die Bilinearform b ist genau dann symmetrisch, wenn Mpg(b) symmetrisch ist.

b. Die Bilinearform by ist genau dann symmetrisch, wenn A symmetrisch ist.

Beweis: Es sei Mp(b) = A = (a;;) € Mat,,(K).
Ist A symmetrisch, so ist auch b symmetrisch, da fir z,y € V gilt
b(.y) =Mp()' 0 Ao My(y) = (Mp(x)' o Ao Mp(y))'
=Mp(y)' o A" o Mp(x) = Mp(y)' o Ao Mp(x) = b(y, x).
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Ist umgekehrt b symmetrisch, dann folgt fiir 1 <14,57 <n
aij = b(ZEZ’,Ij) = b([)?j,l‘i) = (lji,

so dafl auch A = A? symmetrisch ist. Damit ist a. gezeigt, und b. folgt aus a., da
A = Mg(by) fiir die kanonische Basis E von K™ gilt. O

Definition 18.17 (Quadratische Form)

Ist b € Bilg (V) eine symmetrische Bilinearform auf V', dann nennen wir
@V = K:z—b(z,x)

die quadratische Form zu b. Fiir A € Mat,,(K) schreiben wir auch g4 statt gp,.

Beispiel 18.18
Ist A = (a;;) € Mat,(K) symmetrisch, dann gilt fiir v = (¢,...,t,)" € K"

n
qA(CC) = l'tAZE = Z aijtitj = Z CL”t? + 2 Z aijtitj-
=1

i, = 1<i<j<n

Damit konnen wir g4 als ein homogenes quadratisches Polynom in den Unbestimm-

ten t,...,t, auffassen.
Z.B., ist
1 2
A= € Maty(R),
( 9 5 ) at2(R)
so gilt

qa(ty, ta) =t + 4dtity + 5t3.

Auf den ersten Blick scheint es, dafi die quadratische Form ¢, weit weniger Infor-
mation enthélt, als die symmetrische Bilinearform b. Erstaunlicherweise kann man

b jedoch aus ¢, zuriickgewinnen, wenn die Charakterstik des Korpers nicht 2 ist.

Definition 18.19 (Korper der Charakteristik 2)
Wir sagen, ein Korper hat Charakteristik 2, wenn 1 + 1 = 0 gilt.

Beispiel 18.20
Der Koper 5 hat Charakteristik 2, die Korper F3, Q, R und C nicht.

Lemma 18.21
a. Hat K Charakteristik 2, so gilt 2-a=a+a =0 fir alle a € K.

b. Hat K nicht Charakteristik 2, so gibt es fiir jedes a € K genau ein b € K mit

a=2-b. Wir schreiben auch b = %

Beweis:
a. Hat K Charakteristik 2 und ist a € K, so gilt

2-a=a+a=a-(1+1)=a-0=0.
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b. Habe nun K nicht Charakteristik 2 und sei a € K, dann hat das Lineare
Gleichungssystem
2-x=a

mit 2 = 1+ 1 € K genau eine Losung, weil die Determinante det(2) = 2 =
1+ 1 # 0 der Matrix (2) € Mat;(K) ungleich 0 ist.

]

Proposition 18.22 (Polarisierung einer Bilinearform)
Der Korper K habe nicht Charakteristik 2 und b € Bilg (V) sei eine symmetrische
Bilinearform. Dann gilt fir z,y € V

b(z,y) = 3 (w(z+y) — o(@) — ay)).

Beweis: Die Aussage folgt durch einfaches Einsetzen der Definition von ¢, in die
rechte Seite. O

Satz 18.23 (Existenz einer Orthogonalbasis)

Der Kérper K habe nicht Charakteristik 2 und V' sei ein K-Vektorraum mit 1 <
dimg (V) < oo. Ist b € Bilg(V) eine symmetrische Bilinearform, dann besitzt V
eine Basis B = (1,...,x,), so daff Mg(b) eine Diagonalmatriz ist, d.h.

Wir nennen eine solche Basis B eine Orthogonalbasis beziiglich der Bilinearform b.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion iiber n = dimg(V'), wobei im Fall

n = 1 nichts zu zeigen ist.

Sei also n > 1. Wir bezeichnen mit ¢, : V' — K : z — b(x, z) die zu b gehorende qua-
dratische Form. Ist ¢, identisch Null, so ist nach Proposition 18.22 auch b identisch
Null, und jede Basis ist eine Orthogonalbasis beziiglich b.

Wir kénnen also annehmen, daf es ein x € V gibt mit b(z,z) = q(x) # 0. Setze
U := Lin (x) und

Ut :={yeV|bx,y) =0}
Aus der Bilinearitit von b folgt, da U+ ein Unterraum von V ist. Wir wollen nun

zeigen, daf in der Tat V = U @ U+ gilt.

Sei dazu zunéchst y € V' beliebig. Dann setzen wir

und erhalten
b(y — m',a:) =b(y,x) — % b(z, ) =
Deshalb ist y — 2’ € U+ und
y=a'+(y—2)ecU+U",
womit V = U + U™ gezeigt ist.
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Sei nun y € U N U™, dann gibt es ein A € K mit y = Az und damit

Da aber ¢,(x) # 0 gilt, ist A = 0 und damit y = 0. Also gilt UNU+ = {0}. Insgesamt
haben wir damit V = U @ U~ gezeigt.

Schrinken wir nun b auf U+ ein, so erhalten wir per Induktion eine Orthogonalba-
sis (29, ...,2,) von UL beziiglich b und B = (z,2,...,2,) ist dann die gesuchte
Orthogonalbasis von V. O

Korollar 18.24 (Diagonalisierbarkeit symmetrischer Matrizen)
Der Kérper K habe nicht Charakteristik 2 und A € Mat,(K) sei eine symmetrische
Matriz. Dann gibt es eine Matriz T € Gl,(K) mit

A0 oo o0 0
0 :
T'oAoT = ,
: . -0
0 ... ... 0 X\,
wobei Ay,..., A\ € K\ {0}, \py1 = ... =X\, =0 und r = rang(A).

Beweis: Nach Satz 18.23 besitzt K" eine Orthogonalbasis B = (x1,...,x,)
beziiglich der Bilinearform b4. Dabei konnen wir durch Umnumerieren o. E. an-
nehmen, dafl ba(z;,z;) # 0 fir i = 1,...,7 und ba(x;, ;) =0fir i =r+1,...,n
fiir ein geeignetes r gilt. Wihle nun 7" als die Matrix, deren Spalten die Vektoren in
B sind, dann ist Mpg(bs) =T o Ao T und hat die gewiinschte Gestalt.

Es bleibt zu zeigen, dafl r = rang(A). Aber, da T" invertierbar ist, gilt

r=rang (T o Ao T) = rang(A).

Bemerkung 18.25
a. Inder Linearen Algebra 1 haben wir den Spetralsatz fiir symmetrische Matrizen
16.31 in Mat,(R) kennen gelernt, der uns eine &dhnliches Transformationsver-
halten geliefert hat. Wir haben gesehen, daf es zu jeder symmetrischen Matrix
A € Mat,(R) eine orthogonale Matrix 7" € O(n) gibt, so da8

T' oAoT =T'0Ao0T

eine Diagonalmatrix ist. In dem Satz wurde A aber als lineare Abbildung inter-
pretiert, nicht als bilineare Abbildung, und dafl das Transformationsverhalten
fiir beide Betrachtungen iibereinstimmt, liegt nur daran, daf fiir eine orthogo-
nale Matrix 7' die beiden Matrizen 7! und 7" iibereinstimmen. Das haben

wir im Hauptachsentransformationssatz 16.41 bereits ausgenutzt, um fiir die
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Aussage von Korollar 18.24 im Falle des Korpers der reellen Zahlen einen al-

ternativen Beweis zu geben.

Man beachte, dal die \; i. a. nicht nur von A abhidngen und auch nicht die
Eigenwerte von A sind (siehe Beispiel 18.27). Die Anzahl der Diagonalelemente
ungleich Null héngt jedoch stets nur von A ab.

Korollar 18.24 fiihrt zu folgender Uberlegung. Da T € Gl,(K) ist, ist T das
Produkt von Elementarmatrizen T"'= P o ... o P, und somit gilt

D:=T'oAoT=Po...oPfoAoPo...0P.

Das heifit, dafl die Diagonalmatrix D aus A durch gleichzeitiges Durchfiihren
von elementaren Zeilenoperationen und den zugehorigen Spaltenoperationen
entsteht. Dabei ist es wegen P'o (Ao P) = (Pt o A) o P egal, ob zuerst die
Zeilenoperation oder die Spaltenoperation durchgefiihrt wird.

Die Uberfithrung einer symmetrischen Matrix A in Diagonalgestalt mittels
gleichzeitiger Zeilen- und Spaltenoperationen nennt man das symmetrische
Gaufische Eliminationsverfahren oder den symmetrischen Gaufalgorithmus.
Es ist klar, dafl man diesen Algorithmus ebenso einfach implementieren kann,
wie den Gauflschen Algorithmus. Will man zusétzlich die Transformationsma-
trix T' bestimmen, so startet man wie bei der Invertierung einer Matrix mit
(A | 1,), fuhrt bei A die Zeilen- und Spaltenoperationen durch, bei 1, aber
nur die Spaltenoperationen. Ist dann A diagonalisiert, so ist 1,, in die Trans-

formationsmatrix tiberfiihrt.

Wir formulieren den Algorithmus nun in rekursiver Form. Die Eingabe muf3 dann

ein Schema der Form (A | 1,,) sein, damit die Ausgabe den gewiinschten Erfolg hat.

Algorithmus 18.26 (Symmetrischer Gaulalgorithmus, Charakteristik ungleich 2)
INPUT: A, T mit A € Mat,(K) symmetrisch und 7" € GL.(K), r > n.

OuTPUT: T € GlL.(K) so, daB T* o A o T eine Diagonalmatrix ist, wobei T

durch Streichen der ersten r —n Spalten und Zeilen aus T" entsteht.

1. Schritt: Setze m =r —n.
2. Schritt: Man suche in der ersten Spalte von A den ersten Eintrag, der nicht

Null ist. Existiert ein solcher, merke man sich die Zeilennummer z, sonst gehe
man zu Schritt 5.

3. Schritt: Ist z # 1, so addiere die z-te Zeile von A zur ersten und die z-te

Spalte zur ersten. Addiere ferner die z + m-te Spalte von T" zur m + 1-ten.

4. Schritt: Fir £ = 2,...,n addiere man das —A[1, k]/A[1, 1]-fache der ersten
Zeile von A zur k-ten und das —A[1, k]/A[1, 1]-fache der ersten Spalte zur k-
ten. Sodann addiere man das —A[l, k|/A[1, 1]-fache der 1 + m-ten Spalte von
T zur k 4+ m-ten.
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5. Schritt: Falls n > 1, dann erzeuge man eine Matrix B, indem man aus A die
erste Zeile und die erste Spalte streicht. Sodann rufe man die Prozedur mit den
Parametern B und T auf und speichere das Ergebnis in T'.

6. Schritt: Man gebe T zuriick.

Beispiel 18.27
Wir betrachten die Matrix

A= (? 1 ) € Mat, (R).

Sodann bilden wir das Schema (A | 1) und wenden den symmetrischen GauBalgo-
rithmus an:

0 1/1 0\ 1=1+11 (3 2|1 0\ U=IE /(3
— —_— :
1100 1 2 11 1 0 —

FﬁrT:<1 B
1

Wl Wi

W= wWiN

) € Gly(R) gilt also

TtvoT:<3 0).
0 —1
3

Alternativ kénnen wir auch wie folgt vorgehen:
0 1110 [+11 1 1(0 1 [I=I1-1 1 0
— —
1 1{0 1 1 0{1 O 0 —1

Dann gilt fiir S = < 01 > € GI(R)

1 -1
StvoS:<1 0).
0 —1

Man beachte, dafl die beiden Diagonalmatrizen nicht die gleichen Diagonaleintrige

0 1
1 -1/

besitzen!

C) Der Sylvestersche Trigheitssatz

Uber dem Koérper K = R der reellen Zahlen kénnen wir noch eine etwas schonere
Normalform fiir Bilinearformen herleiten, bei der nicht nur die Zahl der Nicht-Null-
Eintrage auf der Diagonalen invariant ist.

Korollar 18.28 (Sylvesterscher Trigheitssatz fiir Bilinearformen iiber R)
Sei V' ein R-Vektorraum der Dimension n > 0 und b € Bilg(V') eine symmetrische
Bilinearform. Dann besitzt V' eine Orthogonalbasis B, so dafs

1] 0 |o
Mgb)=1] 0 [-1,]0
o] 0 |o
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Dabei hingen die Zahlen k und | nur von b ab, nicht von der Orthogonalbasis B.
Wir nennen k den Tragheitsindex, [ den Morseindex und k — [ die Signatur von b.

Beweis: Wir wihlen zunéchst eine Basis D = (y1,...,¥,) wie in Satz 18.23, d.h.
Mp(b) ist eine Diagonalmatrix mit Diagonaleintrégen Ay, ..., A, € R. Dabei kénnen
wir nach Umnumerieren der y; ohne Einschrankung annehmen, dal Ay,..., Ax > 0,

Metly s Aer < 0und Agygyq, ..., Ay = 0 fiir geeignete k, [ € IN gilt. Setzen wir nun

xi::{"')‘i Yoo 2=he B

Yi, t=k+I0l+1,...,n

und B = (z1,...,z,), dann hat Mp(b) die gewiinschte Gestalt, da nach wie vor
b(z;, ;) =0 fiir i # j und

1, i=1,....k
b(l‘z,l’z): —1, Z:k+1,,k+l,
0, i=k+I1+1,...,n.

Es bleibt, zu zeigen, dafl die Zahlen k£ und [ unabhéngig von der Wahl von B sind.
Dazu zeigen wir zunéchst, dafl

k = max {dimg (U) | U < V,qy(x) >0V 0 £z €U}, (68)

Ist 0 #£ o = Zle Aiz; € Lin (xq, ..., z), so gilt

k

@) =b(z,x) = > N+ A bl z;) = > A7 > 0. (69)

ij=1 i=1

Mithin ist Lin (xq,...,xx) einer der Unterrdume von V', die auf der rechten Seite
betrachtet werden, und mithin ist das Maximum mindestens k.

Sei nun U < V irgendein Unterraum von V' mit ¢,(z) > 0 fir alle 0 # x € U. Fiir
ein beliebiges x € W := Lin (241, ..., z,) zeigt man wie in (69), dafl ¢,(z) < 0 gilt.
Daraus folgt unmittelbar, dafl

Unw ={0}
gelten muf}; und dann folgt
dimg(U) = dimg (U + W) — dimg(W) + dimg(UNW) <n — (n — k) = k.
Damit ist (68) gezeigt und k£ héngt allein von b ab.
Zudem gilt fiir jede Basis C' von V
k +1=rang (Mp(b)) = rang ((Tg)t o Mcg(b) o Tg) = rang (Mc(b)),

so dal auch k£ + [ nicht von der Wahl der Orthogonalbasis B abhéngt, aber dann
trifft dies auch auf die Differenz | = (k +1) — k zu. O
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Korollar 18.29 (Sylvesterscher Trigheitssatz fiir symmetrische Matrizen {iber R)
Sei A € Mat,,(R) eine symmetrische Matriz. Dann ezistiert eine invertierbare Ma-
triz T € Gl,(R), so daff

1| 0 [0
T'oAoT = 0|-1;|0
0] 0 |0

Dabei hingen die Zahlen k und | nur von A ab und nicht von T.
Wir nennen k den Tragheitsindex, [ den Morseindex und k — [ die Signatur von A.

Beweis: Dies folgt, indem wir Korollar 18.28 auf b = b4 anwenden und T = TZ
setzen, wobei B die Orthogonalbasis aus Korollar 18.28 ist und E die kanonische
Basis von R". [

Beispiel 18.30
In Beispiel 18.27 haben wir die Matrix

A:(? 1>6Matn(R)

auf zwei mogliche Weisen als Bilinearform zu einer Diagonalmatrix transformiert.

Bei der ersten Moglichkeit haben wir die Matrix

1 —2
T = 2| € Gly(R)
L3
TtvoT:<3 ?)
0 —1
3

erhalten. Unser Beweis legt nahe, die erste Spalte von T durch v/3 zu dividieren und

verwendet und

die zweite mit \/3 zu multiplizieren. Wir erhalten dann
1 2
Vi V3

TtoAoT = 1 0 )
0 —1

A hat also den Tragheitsindex 1, den Morseindex 1 und die Signatur 0.

und

Die zweite Transformation von A mittels der Matrix

0 1
S:(l _1>EG12(]R)

StvoS:<1 0)
0 —1

gefithrt. Wir sehen, dafl die Transformationsmatrix nicht eindeutig bestimmt ist.

hat gleich zur Normalform
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D) Sesquilinearformen

Wenn der Grundkorper der Korper der komplexen Zahlen ist, dann kann man die
Bedingung der Linearitét einer Bilinearform in der ersten Komponente verdndern
und kommt zum Begriff der Sesquilinearform. Diese sind im Zusammenhang mit

geometrischen Begriffen wie Linge und Winkel wichtig.
Definition 18.31 (Sesquilinearformen)
Es sei V' ein C-Vektorraum und ~: C — C bezeichne die komplexe Konjugation.
a. Eine Abbildung
b:VxV —=C

heifit sesquilinear! oder eine Sesquilinearform, falls fiir .y, 2 € V und A\, u € C
b(Az + py, 2) = X-b(x,2) + 7 - b(y, 2)

gilt sowie
b(z, Az + py) = A - b(z,x) + p - b(z,y).

Sesq(V') bezeichnet den C-Vektorraum aller Sesquilinearformen auf V.

b. Ist B = (z1,...,x,) eine Basis und b eine Sesquilinearform von V', so heif3t
MB(b) = (b(IZ, xj))lgi,jgn € Matn(C)
die Matrizdarstellung von b beziiglich der Basis B.
c. Fiir eine Matrix A = (a;5);; € Mat,,(C) heifit die Matrix
A=A = (a@5), , € Mat,(C)
die adjungierte Matriz zu A.

Beispiel 18.32 (Sesquilinearformen)
Ist A € Mat,,(C), so wird durch

b :C"xC" — C: (z,y) =T oAoy=a"0Aoy
eine Sesquilinearform auf C" definiert.

Proposition 18.33 (Matrixdarstellung einer Sesquilinearform)
Es sei V' ein C-Vektorraum mit Basen B = (x1,...,x,) und D = (y1,...,Yn).

a. Zu jedem A € Mat,,(C) gibt es genau ein b € Sesq(V') mit Mp(b) = A.
b. Ist b eine Sesquilinearform auf V und sind z,y € V', so gilt
b(x,y) = Mp(x)" o Mp(b) o Mp(y).
c. Ist b eine Sequilinearform auf V', so gilt
Mp(b) = (TF) o Mp(b) o TH.

1Sesquilinear bedeutet ein-einhalb-fach linear. Dies bezieht sich darauf, da die Abbildung in
der ersten Komponente nur die eine Hilfte der Linearitédtsbedingung erfiillt.
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Beweis: Der Beweis geht analog zu den entsprechenden Beweisen fiir Bilinearfor-
men, siche Proposition 18.7 und Satz 18.11. ]

Definition 18.34 (Hermitesche Sesquilinearformen)
a. Eine Sesquilinearform b auf einem C-Vektorraum V' heifit hermitesch, falls

b(x,y) = bly, x)
fiir alle z,y € V gilt.
b. Eine Matrix A € Mat,,(C) heifit hermitesch oder selbstadjungiert, falls A = A*.

Beispiel 18.35

Die Matrix
1

—1

73\ (1 =i\
—1 1 0

Proposition 18.36 (Hermitesche Sesquilinearformen)
Sei V' ein C-Vektorraum mit Basis B = (z1,...,x,), b € Sesq(V') und A € Mat,,(C).

S
I
/

é)eMaﬂ@

ist hermitesch, da

ol

a. b ist genau dann hermitesch, wenn Mpg(b) hermitesch ist.

b. Die Sesquilinearform b3 ist genau dann hermitesch, wenn A hermitesch ist.
Beweis: Der Beweis geht analog zur entsprechenden Aussage fiir Bilinearformen,
siehe Proposition 18.16. ]

Bemerkung 18.37
a. Ist A € Mat,(R) C Mat,(C), dann gilt

A=A = A
Insbesondere, A ist genau dann hermitesch, wenn A symmetrisch ist.
b. Ist b eine hermitesche Sesquilinearform auf dem C-Vektorraum V', so gilt
b(x,z) = b(z,)
fiir alle x € V. Das geht aber nur, wenn
b(z,x) € R
stets eine reelle Zahl ist! Man bezeichnet die Abbildung
@V —=>R:x— bz, x)

dann als die zu b gehorende quadratische Form, und man priift leicht nach, daf3
fiir z,y € V stets

b(z,y) = 1 (@(z +y) — al@ —y) +ig(z +iy) —ig(z — iy))

gilt, so daf die quadratische Form die Sesquilinearform b eindeutig bestimmt.
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E) Definite Bilinearformen und Sesquilinearformen

Im folgenden beschrinken wir uns auf R- und C-Vektorrdaume, da wir fiir die Werte

b(x,x) einer Bilinearform bzw. einer Sesquilinearform entscheiden miissen, ob sie

positiv oder negativ sind.

Definition 18.38 (Definitheit)

a.

Eine symmetrische Bilinearform b € Bilg (V') heifit positiv definit, falls
b(z,z) >0
fiir alle 0 # x € V gilt. Sie heifit negativ definit, falls stattdessen
b(x,z) <0
fiir alle 0 # « € V gilt. Und sie heif3t schliellich indefinit, falls es x,y € V gibt

mit
b(xz,x) > 0> by,y).
Eine hermitesche Sesquilinearform b € Sesq(V') heifit positiv definit, falls
b(z,z) >0
fiir alle 0 # x € V gilt. Sie heifit negativ definit, falls stattdessen
b(z,xz) <0
fiir alle 0 # x € V gilt. Und sie heif3t schliellich indefinit, falls es z,y € V gibt

mit

b(x,z) > 0> b(y,y).

Beispiel 18.39

a.

Die hermitesche Sesquilinearform

bin:C"X@"—HD”:(x,y)t—)ftoyzzx_i'yi
i=1

ist positiv definit, da

by, (z,2) = Zx_le = Z [2:* > 0
i=1 i=1
fir alle 0 # x = (zy,...,2,) € C™.
Fiir

a- (1)) e

ist die Bilinearform by auf R? symmetrisch. Da fiir * = (z1,7)" € R? mit
x # (0,0) ferner gilt

ba(z,z) = 2] + 23129 + 425 = (11 + 22)* + 325 > 0

ist by zudem positiv definit.
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Bemerkung 18.40

Auf den ersten Blick ist die Bedingung der positiven Definitheit durchaus nicht
einfach nachzupriifen, da man meist nicht alle Vektoren 0 # x € V iiberpriifen
kann. Man beachte auch, dafi es nicht reicht, etwa fiir eine Basis B = (z1,...,z,)

von V' nachzupriifen, dafl b(x;, z;) > 0 fir allei = 1,... n gilt.
Betrachte dazu die folgende symmetrische Bilinearform auf R?
b: IR,Z X R2 —R: ((al, az)t, (bl, bg)t) — a161 — agbg

sowie die Basis (z1,z2) = ((1,0)", (2,1)"). Dann gilt b(z1,z1) = 1 > 0 und b(z, 25) =
3 > 0, aber b(es,e5) = —1 < 0.

Wir haben aber in Satz 16.36 Kriterien kennengelernt, die es uns erlauben, posi-
tive Definitheit im Falle eines endlich dimensionalen Vektorraums zu entscheiden.
Diese formuliert man dann fiir symmetrische und hermitesche Matrizen (siche auch
Definition 16.33).

Aufgaben

Aufgabe 18.41

Essei b: K? x K = K : ((z1,22)", (y1,42)") = 221 - y1 + &1 - yo + Y1 - T2 — Ta - Y.
Ferner bezeichne E = (e, e3) die kanonische Basis des K und B = (z1,r3) mit
1 = (1,1)" und x5 = (1, —1)" sei eine weitere Basis.

Zeige, daBl b eine symmetrische Bilinearform ist und berechne die Matrixdarstellun-
gen Mg(b) und Mp(b) sowie die Transformationsmatrix TF mit

Mp(b) = (T§)" - Mu(b) - T§.

Aufgabe 18.42

Bestimme fiir die folgende symmetrische Matrix A € Mat,(R) eine Transformati-
onsmatrix 7' € Gly(R), so dal 7" o Ao T eine Diagonalmatrix wie im Sylvesterschen
Tragheitssatz ist, und bestimme den Tragheitsindex, den Morseindex, die Signatur
und den Rang von A:

-3 2 00
2
e 5 2 95
0 2 4 2
05 2 4

Aufgabe 18.43

a. Zeige, es gibt eine symmetrische Bilinearform 4" € Bilg(V') und eine schiefsym-
metrische Bilinearform 4" € Bilg(V'), so dal b =¥ +1".

b. Zeige, die Bilinearformen &' und 0" in a. sind eindeutig bestimmt.

Anmerkung, b heifit schiefsymmetrisch, wenn b(x,y) = —b(y, =) fir alle z,y € V.
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Aufgabe 18.44

Bestimme fiir die folgende symmetrische Matrix A € Mats(R) mit Hilfe des symme-
trischen Gaulalgorithmus’ eine Transformationsmatrix 7' € Gls(R), so dafl T"o AoT
eine Diagonalmatrix wie im Sylvesterschen Tragheitssatz ist, und bestimme den
Tréagheitsindex, den Morseindex, die Signatur und den Rang:

1 0211
0 -1 001
A=12 05 2 2
1 0211
1 1210

Aufgabe 18.45

Bestimme fiir die folgende symmetrische Matrix A € Mats(R) eine Transformati-
onsmatrix 7' € Gl5(R), so dafl T* o Ao T eine Diagonalmatrix wie im Sylvesterschen
Tragheitssatz ist, und bestimme den Tragheitsindex, den Morseindex, die Signatur
und den Rang von A:

12300
2 47 1 2
A= 3 7 8 11
01135
0215 8

Aufgabe 18.46

Wir betrachten die Bilinearform

by K? x K* — K,

(1)

gegeben ist. Beweise oder widerlege, daf} es zwei lineare Abbildungen f,g: K? — K
gibt, so daB fiir alle z,y € K? die Gleichung gilt:

ba(w,y) = f(z)- g(y).

die durch die Matrix

Aufgabe 18.47
Zeige, sind A, B € Mat,,(R) zwei symmetrische Matrizen mit 2 Az < z'Bux fiir alle
x € R™, dann ist der Tragheitsindex von A kleiner oder gleich dem Tragheitsindex

von B.

Fiir die folgende Aufgabe erweitern wir den Begriff der Bilinearform auf den einer
bilinearen Abbildung, indem wir in Definition 18.1 als Zielbereich statt des Korpers

K einen beliebigen K-Vektorraum zulassen.

Aufgabe 18.48 (Das Tensorprodukt K™ @ K™)
Wir bezeichnen mit e; den ¢-ten Einheitsvektor im K™, ¢ =1,...,m und mit f; den



296 IV. MULTILINEARE ALGEBRA

j-ten Einheitsvektor im K™, j = 1,..., n. Ferner bezeichne E! € Mat(m x n, K) die
Matrix mit einer Eins an Position (7, j) als einzigem Nicht-Null-Eintrag.

a. Zeige, da} es genau eine bilineare Abbildung
p: K™ x K" — Mat(m x n, K)
gibt mit
ples fi) = Bl

firallei=1,...,m,7=1,...,n.

b. Sei W ein K-Vektorraum und sei
v: K" x K" — W
eine bilineare Abbildung. Zeige, dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f:Mat(m xn, K) — W,
so daf f oy = gilt.
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§ 19 Der Dualraum und die transponierte Abbildung
In diesem Abschnitt studieren wir lineare Abbildungen eines K-Vektorraumes V'
in den Korper K selbst. Diese Abbildungen bilden wieder einen Vektorraum, den
Dualraum V*, der in besonders enger Beziehung zu V' steht. Dualrdume spielen ins-

besondere bei unendlich-dimensionalen Funktionenrdumen eine wichtige Rolle. Hier

wird im Wesentlichen aber nur auf die endlich-dimensionale Theorie eingegangen.

A) Der Dualraum

Definition 19.1 (Dualraum und duale Paarung)
a. Der K-Vektorraum

V*:=VY:=Homg(V,K)={g:V — K | g ist K-linear}

heiit der Dualraum von V.

Die Elemente von V* werden Linearformen oder lineare Funktionale genannt.

b. Wir definieren eine kanonische duale Paarung auf V' durch
<'7'> VEXV — K (g,iC) = <g,l’> = g(l’)
Lemma 19.2 (Duale Paarung)
Die duale Paarung (-,-) : V* x V. — K st bilinear.
Beweis: Sei g € V*. Dann ist die Abbildung
per definitionem linear.
Ist nun z € V, dann gilt fir A,y € K und g, h € V*
(Ag + ph,x) = (Ag + ph)(x) = Ag(x) + ph(z) = Mg, ) + plh, ).
Also ist auch
(x): V' — K

linear, und mithin ist die duale Paarung bilinear. O]

Beispiel 19.3 (Dualraum)
a. Seib:V xV — K eine Bilinearform und x € V fest gegeben. Dann ist

b(x,):V— K :y—b(z,y)

linear und mithin b(z, -) € V*. Dann definiert die Bilinearform b aber auch eine
K-lineare Abbildung

op:V—V" 1z b(z,).

von V in seinen Dualraum. Man beachte, dafi diese von der Wahl von b abhéngt.
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b. Im Fall V = K™ konnen wir die Bilinearform
b: K" x K" — K : ((xl,...,xn)t,(yl,...,yn) X oy—leyz fut(y

wéhlen. Dann ist ¢, die Verkniipfung der beiden Isomorphismen
K" — Mat(1 x n, K) : x — 2,
und
Mat(1 x n, K) — Homg (K", K) = (K")" : A fa,

und ist somit ebenfalls ein Isomorphismus. Insbesondere kénnen wir den Dual-
raum des K" auf einfache Art wahlweise mit dem K-Vektorraum der 1 x n-
Matrizen oder via Transposition mit K™ selbst identifizieren, und das werden

wir im weiteren Verlauf in aller Regel tun.

Beispiel 19.4 (Diracsche Deltafunktion)
Wir wollen nun ein Beispiel fiir einen unendlich-dimensionalen R-Vektorraum be-
trachten, bei dem es physikalisch relevante Elemente in V* gibt, die nicht von V'

herkommen.

Sei V = C°([0,1], R) der R-Vektorraum der auf dem Intervall [0,1] stetigen Funk-
tionen. Wir betrachten auf V' die Bilinearform

b:VxV—)]R:(f,g)»—)/olf(t)g(t)dt.

Dann erhalten wir fiir f € V' die Linearform auf V'

/f—b V—D~R: g»—)/f (t)dt

und damit die Abbildung

/01:¢6:V—>V*:f+—>/01f.

Behauptung: fol = ¢y ist kein Isomorphismus.

Wir wollen zunéchst einmal bemerken, daf3 fol ein Monomorphismus ist, da b ein
Skalarprodukt - also positiv definit - ist, so dal bestenfalls die Surjektivitat schief
gehen kann.

Wir betrachten zunéchst fiir ein festes p €]0, 1[ das lineare Funktional
S V—R: fr— f(p)
und behaupten 6, ¢ Im ( fol )

Dazu nehmen wir an, es gibe ein 6 € V' mit 9§, = fol 0, d. h., fiir alle f € V gilt
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Wir nehmen ferner an, dafl es ein ¢y # p gibt mit 6(¢y) # 0, o. E. d(¢9) > 0 und
to € 10, 1[. Da ¢ stetig ist, gibt es dann aber ein 0 < ¢ < min {|t0—p|, [to—0], \to—l\},
so daf3

§5(t) >0 Vite]ty—e,to+el (70)

Wir wahlen nun eine stetige Funktion f € V mit

) >0, Vte]ty—e,ty+e]
:07 Vtg]to_gatﬂ—i_g[a

z. B. die Funktion mit folgendem Graphen

tg — € to tot+e p 1

Dann fiihrt
1 to+e
0= 1) = [ swswar= [ soswa>0
0 to—e
zu einem Widerspruch. Also mufl 6(¢) = 0 fir alle ¢ # p gelten, dann aber auch
d(p) =0, da ¢ stetig ist.

Aber damit folgt dann J, = f015 = 0, und mithin gilt fiir alle auf [0, 1] stetigen
Funktionen f € V', da8 f(p) = 0 ist, was offensichtlich nicht der Fall ist.

Folglich ist ¢, ¢ Im ( fol >, und mithin ist f01 auch kein Isomorphismus.

Die Physiker hétten nun aber gerne, dafl auch 9, das Integral einer stetigen Funktion
wére, und sie behelfen sich dadurch, daf sie eine Funktion ¢ : [0,1] — R U {oco}
einfithren mit §(¢) = 0 fiir t # p und d(p) = oo, wobei das Unendlich auch noch so
beschaffen ist, dafi fiir jede Zahl z € R das Integral iiber z-§ auf dem Einheitsintervall
gerade x ergibt, und leiten daraus (70) her. — Mit anderen Worten, sie fassen schlicht
alle linearen Funktionale auf V' als Funktionen auf [0, 1] auf.

Man beachte hierbei auch, daf§ die Injektivitéit von fol es erlaubt, jede stetige Funk-
tion g mit dem linearen Funktional fol g zu identifizieren, wihrend halt nicht jedes

lineare Funktional auf diese Weise gewonnen werden kann.

0, heifit die Diracsche Deltafunktion, die jedoch nicht eine Funktion im herkémmli-
chen Sinne ist, sondern ein lineares Funktional auf C°([0,1]).
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B) Duale Basis

Satz 19.5 (Existenz der dualen Basis)
Sei B = (x; | i € I) eine Basis des K-Vektorraums V. Dann gelten:

a. Fiir jedes 1 € I gibt es eine eindeutig bestimmte Linearform xf € V* mit
<xf,xj> =0, fir alle j € 1.
b. B*= (x}|i€I) ist linear unabhdingig.

c. Ist B = (x1,...,x,) endlich, dann ist B* = (:c*l‘, . ,x;) eine Basis von V*,

die sogenannte zu B duale Basis. Insbesondere gilt dann V = V*.

Beweis:

a. Wegen des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes fiir lineare Abbildungen 4.14
konnen lineare Abbildungen auf einer Basis frei vorgegeben werden und sind
dann eindeutig bestimmt.

b. Seien \; € K, i € I, mit Y ;; MNxf = 0. Dann folgt fiir j € [

endlich
0= <: E Aixi,xj>>—— E Ai<$i,$j>-—»Aj.
i€l i€l
endlich endlich

c. Wegen b. reicht es zu zeigen, dafl V* = <x“{, e ,xz>.
Sei dazu g € V*. Wir setzen

n

h = Z(g,xﬁ cxf € (af,...,ah).

i=1
Dann folgt fiir j € {1,...,n}

n

h(zj) =Y (g.ai) - (2], 2;) = (g.2;) = g(x;),

=1

und mithin ist g = h € <x*{, o ;1:*>

r'n

Korollar 19.6
Ist V ein K-Vektorraum mit dimg (V) < oo, dann gilt dimy (V*) = dimg (V).

Korollar 19.7
Ist B = (z; | i € I) eine Basis von V, dann gibt es genau eine K-lineare Abbildung
¢U31 V —V*
mit
¢p(7;) = o}
fir alle i € I und diese ein Monomorphismus. Ist B endlich, dann ist ¢ sogar ein

[somorphismus.
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Beispiel 19.8 (Duale Basen im K™)
Sei V= K" und E = (ey,...,e,) die kanonische Basis von K", dann ist

ef K" — K:y=(y,,...,yn) = eioy=uy;

die Projektion auf die i-te Komponente, denn

e (y) =¢ (Z% '€j> = yieeile) =D i 0y =y
j=1 j=1 j=1

Der Isomorphismus
n
¢ K" — (K")* :a:HZ:vie;k:xtO-
i=1

stimmt dann mit dem Isomorphismus ¢, aus Beispiel 19.3 b. iiberein.

Bemerkung 19.9 (Duale Basen im K™)
Wir kénnen uns die Identifikation von Mat(1 x n, K) und (K™)* aus Beispiel 19.8
auch zunutze machen, um fiir eine beliebige Basis B = (z1,...,z,) vom K" die

duale Basis zu berechnen.

Sei dazu x; = (a1j,...,a,;)" € K™ fiir j = 1,...,n gegeben. Dann ist fiir 27 =
(bit, .-, bin) € (K”)*, i =1,...,n, die Familie (z7,...,2}) genau dann die zu B
duale Basis, wenn fiir alle ¢, = 1,...,n gilt
ay;
<bi1 bm>o : = (@, 25) = 0yj.
U

Aber das ist gleichwertig dazu, daf3

b11 Ce bln ay; ... QAip

bnl bnn Ap1 ... Qpp
D. h., schreibt man die Vektoren der Basis als Spalten einer Matrix, so erhéilt man
die duale Basis als die Zeilen der Inversen.

Algorithmus 19.10 (Duale Basis)
INpUT: A € Mat,(K), so daf die Spalten eine Basis des K™ sind.

OutpuT: B € Mat, (K), deren Spalten die zu den Spalten von A duale Basis sind.

1. Schritt: Berechne die Inverse C = A~! von A.
2. Schritt: Gib B = C"* zuriick.

Beispiel 19.11
Es ist B = (z1,22,23) = ((0,—1,-1)",(-1,0,1,)",(1,—1,0)") eine Basis des Q.
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Bestimmen wir mit Singular die Inverse der Matrix

0 -1 1
A=| -1 0 -1 | eqnQ),
-1 1 0

die die Vektoren von B als Spalten enthélt, so ergibt sich

. -1 -1 -1
A—lzé- -1 -1 1
1 -1 1

Mithin ist die duale Basis

B* = (af,235,23) = (5 - (—=1,-1,-1),5 - (—=1,-1,1),5 - (1,—1,1)).

Bemerkung 19.12 (Duale Basis)
a. Man beachte, zu einer endlichen Basis B hat man die duale Basis B*. Zu einem
Vektor = gibt es jedoch keinen kanonischen dualen Vektor x*! Bezeichnet man
¢p(x) mit z*, so hingt z* nicht nur von z ab, sondern auch von der gewéhlten

Basis B.
b. Ist V ein K-Vektorraum mit Basis B = (z; | i € I), so gilt stets V = @, ; K,
und V* = [[..; Kz7 - vgl. Definition 3.2. Man kann zeigen, da8l €, ; Kx; und

[Lc; Ko} genau dann isomorph sind, wenn I endlich ist. Insbesondere gilt also,
ist dimg (V) = o0, so ist V' 22 V*.

Im Fall von endlich-dimensionalen Vektorrdumen konnen wir mit Hilfe der dualen
Paarung Vektoren und Linearformen leicht beziiglich einer Basis bzw. ihrer dualen

Basis ausdriicken. Man vergleiche hierzu auch die Gleichung (55) in Lemma 15.16.

Lemma 19.13 (Parsevalsche Gleichung mittels dualer Basen)
Es sei B = (x1,...,x,) eine Basis des K-Vektorraumes V und B* die dazu duale

Basis von V*. Ferner seien x € V und g € V*. Dann gelten:

n

xzz<xf,x>xz (71)

=1

und
n

9="> (g.x:)- ;. (72)

i=1
Beweis: Sei x = Y7 \wy. Dann gilt (27,2) = Y% (27, 2;) = A, und (71)
folgt. (72) wurde bereits im Beweis von Satz 19.5 gezeigt. O

C) Die transponierte Abbildung

So wie auf einfache Weise jedem Vektorraum seinen Dualraum zugeordnen werden
kann, induziert auch jede lineare Abbildung eine duale Abbildung zwischen den zu-

gehorigen Dualrdumen, die gemeinhin als transponierte Abbildung bezeichnet wird.
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Definition 19.14 (Transponierte Abbildung)
Zu f € Homg (V, W) definieren wir die duale oder transponierte Abbildung durch

frows— Ve ige fig)=gof.
Statt f! schreibt man auch f* oder fY - vgl. Satz 19.29.

Bemerkung 19.15 (Transponierte Abbildung)
Die Definition von f* wird durch das folgende kommutative Diagramm verdeutlicht:

V—>W

fi(9)= gk /

Wir wollen nun einige einfache Eigenschaften der transponierten Abbildung zeigen,
die im wesentlichen sagen, da} das Dualisieren ein kontravarianter Funktor ist.

Proposition 19.16 (Dualisieren als Funktor)
Seien U,V und W K-Vektorrdaume, A € K, f,f € Homg(V,W) und f' €
Homg (W, U). Dann gelten:

a. f'ist K-linear.

b. (idy)" = idy-.

c. (flof) =/fioft

d. Ist f ein Isomorphismus, so ist ft ein Isomorphismus.

e. (F+F) =f+f und (M) =\-fh.

Insbesondere haben wir eine K -lineare Abbildung

t : Homg (V,W) — Homg (W*,V*) : f— f*.

Beweis:
a. Fir \,pe K und g,h € V* gilt
ffAg +ph) = (Ag+ph)o f=X-(gof)+pu-(hof)=A"(g)+ puf'(h).
b. Sei g € V*, dann ist id},(g) = g oidy = g = idy~(g).
c. Sei g € U*. Dann gilt
(fof)g)=gofof=r(gof)=r1(f"9)=(ff") 9
d. Aus Teil b. und c. folgt:
(F Y oft=(forf V) =idy =idy-
und
fro(f Y = tof) =id, =idy-.

Mithin ist f* ein Isomorphismus mit (f _1)t als Inverser.
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e. Die beiden Eigenschaften folgen unmittelbar aus der Definition der dualen Ab-
bildung.

]

Aus der Parsevalschen Gleichung fiir duale Basen leiten wir unmittelbar ab, wie
sich die Matrixdarstellung einer linearen Abbildung beziiglich gegebener Basen zur
Matrixdarstellung der dualen Abbildung beziiglich der dualen Basen verhéilt. Dies
erlautert dann den Namen transponierte Abbildung.

Proposition 19.17 (Matrixdarstellung der transponierten Abbidlung)
Es seien V. und W K-Vektorraume mit Basen B = (x1,...,%,) und D =
(Y1y -3 Ym), und f € Homg(V,W). Dann gilt

ME. () = (MB(£)"
Insbesondere gilt fir f € Homg (K”, Km) und A € Mat(m x n, K)

Ap = (Ap)" und  (fa)' = far.

Beweis: Aus Lemma 19.13 folgt fiir j € {1,...,n}
Flag) =)yl ) - v
i=1

und fiir i € {1,...,m}

Aber dann gilt

j=1,..., n
und
Mg () = ((ree))
g;I .......... m
Es bleibt also fiir e =1,...,mund j = 1,...,n zu zeigen

(yi's f(xy)) = <ft(y?)axj>-

Aber per definitionem gilt

<ft(y?)7:rj> = (y; o f)(zy) = yi (f(x;)) = (i, flxy)).
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Bemerkung 19.18
Die Aussage in Proposition 19.17 148t sich auch durch folgendes kommutatives Dia-

gramm ausdriicken:

[ f!
f Homg (V,W) —————— Homg (W*, V) It

]

ME(f) Mat(m x n, K) ———— Mat(n x m, K)  Mg- (f')
Al > Al

Insbesondere folgt fiir dimg (V'), dimg (W) < oo
t : Homg (V, W) — Homg (W*,V*) : f s f*.

Im unendlich-dimensionalen Fall gilt das nicht mehr.

D) Der Annulator

Wir wollen jetzt die Beziehung zwischen f und f* weiter untersuchen. Dazu fiihren

wir Orthogonalrdume ein.

Definition 19.19 (Orthogonalraum oder Annulator)
Es sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum von V. Wir nennen

UO:{gGV*

(g,2) =0V z €U}

den Orthogonalraum oder auch Annulator von U. Aus der Linearitédt der dualen
Paarung in der ersten Komponente folgt, dafl U° ein Unterraum von V ist.

Proposition 19.20 (Dimension des Annulators)

Sei V' endlich-dimensional mit Basis B = (x1,...,x,), so daff (z1,...,xx) eine Basis
des Unterraums U ist, dann ist (z;,,,...,x,) eine Basis von U°. Insbesondere gilt
dann

dimy (U°) = dimg (V) — dimg (U).

Beweis: Da die Familie (z},4,...,2},) Teil der dualen Basis B* ist, ist sie linear
unabhéngig. Es bleibt also

U° = Lin(x},4,..., ;)

zu zeigen. Sei dazu zunéchst g € U° gegeben. Wir kénnen g mit Hilfe der dualen
Basis B* als Linearkombination

922”:/\1"%:
=1
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schreiben. Da ¢ in U® liegt, mufl zudem fiir j =1,...,k
0=g(x;) =D Ni-aj(x;) =\
i=1

gelten. Also ist g eine Linearkombination von zj_,,..., ). Ist umgekehrt g =
S e i xy, so gilt fiir j=1,... k&

glz)) = D> pi-wi(w) =Y pi-0=0.

i=k+1 i=k+1

Ist die Lineare Abbildung g aber identisch null auf einer Basis von U, so ist sie null
auf ganz U, d.h. g € U°. n

Bemerkung 19.21 (Berechnung des Annulators)

Aus Proposition 19.20 kénnen wir ein Verfahren ableiten, um den Annulator eines
Unterraums U zu berechnen. Man ergénze eine Basis von U zu einer Basis von
V', bestimme die duale Basis und nehme die zu den Ergidnzungsvektoren dualen

Basisvektoren.

Ist V = K" und ist U = Los(A,0) als Losungsmenge eines linearen Gleichungssy-
stems gegeben, so folgt damit aber auch, dafl die Zeilen von A ein Erzeugendensy-
stem von U° sind, wobei wir V* wieder mit Mat(1 x n, K) identifizieren. Denn per
Definition stehen sie in der dualen Paarung senkrecht auf U und liegen somit in U°,

und sie erzeugen einen Unterraum von V* der Dimension
rang(A) = n — dimg L6s(4, 0) = dimg (V) — dimg (U) = dimg (U°).

Ist U nicht als Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems gegeben, so kann man
zuvor eine Matrix A berechnen, so daf§ U = Lin(A, 0) gilt (sieche Algorithmus 8.22.

Beispiel 19.22 (Annulator)
Wir betrachten den Unterraum

U={(z,y,2) e R® |2 +y+2=0}

im R3. Dann (1,1,1) € (R?®)* ein Erzeugendensystem des Annulators U°.

Proposition 19.23 (Annulator und Transponieren)
Es sei f:V — W K-linear. Dann gilt:

a. Ker (f*) = (Im(f))".
b. Im (f!) = (Ker(f))".

Beweis:
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a. Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

geKer(ff) <= 0=f(g)=gof
= 0=(gofzx)=g(f(z)) VeV
< 0=g(y) =(9,y) Yy € Im(f)
g€ (Im(f))"

b. Sei g € Im (f*). Dann gibt es ein h € W* mit g = f'(h) = ho f. Ist nun
z € Ker(f), dann gilt

(g,7) = h(f(x)) = h(0) = 0.

Mithin ist g € (Ker(f))o.

Sei nun umgekehrt g € (Ker( f ))O Es ist unser Ziel, ein h € W* zu finden, so
daBl g = f'(h) gilt. Wir fiihren den Beweis in zwei Schritten.

Schritt a.: Wir wahlen eine Basis B’ = (y; | ¢ € I) von Im(f) und ergénzen
diese zu einer Basis B = (y;,2; | i € 1,j € J) von W. Sodann wihlen wir
zu jedem y;, i € I, ein z; € f~'(y;), und definieren eine K-lineare Abbildung
h € Homg (W, K) = W* durch

yi—g(x) e K, 1€l

h:W — K: ,
ij—>O€K, jEJ

Schritt b.: Wir zeigen nun, daf f*(h) = g.
Sei dazu x € V. Dann gibt es \; € K, i € I, mit f(z) = > s Ajy;. Dann

. .. ’ endlich
gilt aber fiir 2/ := > cr Nz,

endlich
F@) =0 XNif(w) = > i = f(x),
enidelilch enidelgch

und damit f(z —2') = f(z) — f(2/) =0, d. h. z — 2’ € Ker(f). Also gilt:

0= (g, —a")=g(x)—g(a'),

und damit
9(z) :9(55/) = Z Aig(z;) = Z Aih(y;) = Z Aih<f($i))
—h f( Z m) :h<f(x’)) = h(f(x)) = f(h)(x).

Also ist f'(h) = g.
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Bemerkung 19.24

Ist f = fa fir A € Mat(m x n, K) dann ist die Aussage in Proposition 19.23
a. eine Reformulierung des Algorithmus’ zur Berechnung der Gleichungen eines Un-
terraums. Denn in diesem Fall ist das Bild Im(f4) durch die Spalten von A erzeugt,
und wir erhalten laut Bemerkung 19.21 den Annulator von Im(f4), indem wir die
Gleichungen zum Spaltenraum von A gerechnen, was nach Algorithmus 8.22 da-
durch geschieht, dafl wir den Kern der Transponierten von A berechnen, also den
Kern von f%. Ebenso folgt dann Teil b. unmittelbar aus Bemerkung 19.21, weil dann
der Annulator vom Kern von f4 durch die Spalten von A? erzeugt wird.

Als Korollar erhalten wir einen eleganten Beweis, dafl Zeilenrang und Spaltenrang

einer Matrix iibereinstimmen (siehe Korollar 6.35).

Korollar 19.25 (Zeilenrang = Spaltenrang)
a. Sei f € Homg(V, W) mit dimg(V),dimg (W) < oo, dann gilt

rang(f) = rang (f*).
b. Sei A € Mat(n x m, K), dann gilt rang(A) = rang(A?").

Beweis:
a. Mit Hilfe von Aufgabe 19.32 erhalten wir folgende Gleichung
rang (f*) = dimg Im (f*) = dimg Ker(f)° = dimg (V) — dimg Ker(f) = rang(f).
b. Aus Teil a. folgt dann unter Beriicksichtigung von Proposition 19.17

rang(A) = rang(fa) = rang (f4) = rang(far) = rang (A4").

E) Der Bidualraum

Man kann zu einem Dualraum V* von V' wieder den Dualraum (V*)* bilden. Es ist
bemerkenswert, dafl es eine kanonische Abbildung V' — (V*)* gibt, obwohl keine
kanonische Abbildung von V' — V* existiert.

Definition 19.26 (Bidualraum)
Der K-Vektorraum V** = (V*)* heifit der Bidualraum von V.
Die K-lineare Abbildung

sk V — V™ iz 2™ = ()

héngt nur von V' und von keiner speziellen Wahl (etwa einer Basis wie in Korol-
lar 19.7 oder einer Bilearform wie in Beispiel 19.3) ab. Wir sagen deshalb, daf #x
eine kanonische Abbildung ist. Die K-Linearitdt von sx folgt unmittelbar aus der

Bilinearitdt der dualen Paarung.

Proposition 19.27 (Bidualraum)
Ist V' ein K-Vektorraum, dann gelten:
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a. xx ist ein Monomorphismus.

b. Ist dimg (V) < oo, dann ist xx ein Isomorphismus.

Beweis:

a. Angenommen, es gibe ein 0 # z € Ker(xx). Wir ergénzen die Familie (z) zu

einer Basis B von V, und setzen g := ¢p(z) € V*. Dann gilt

0=2"(g) = (g,2) = (¢p(x),2) = 1,
was ein Widerspruch ist.

b. Aus Korollar 19.6 folgt dimg (V') = dimg (V*) = dimg (V**), und mithin ist

wegen a. xx ein [somorphismus.
O

Bemerkung 19.28 (Doppeltes Dualisieren)

Identifizieren wir einen endlich-dimensionalen K-Vektorraum V mittels des Isomor-
phismus *x aus Proposition 19.27 mit seinem Bidualraum V**, dann wird ein Un-
terraum U mit dem Annulator (U°)° des Annulators identifiziert und eine lineare
Abbildung f € Homg (V, W) mit ihrem doppelt Transponierten (f*)*.

F) Dualraum eines endlich-dimensionalen euklidischen Raums

Begriffe wie der Orthogonalraum und Eigenschaften wie die der transponierten Ab-
bildung erinnern an Begriffe und Aussagen, die wir im Kontext euklidischer Raume
kennengelernt haben. Das ist kein Zufall, wie der folgende Satz zeigt.

Satz 19.29 (Transponierte und adjungierte Abbildung)
Es sei V' ein endlich-dimensionaler euklidischer Raum mit Skalarprodukt (-,-) und
f € Endgr (V) ein Endomorphismus.

a. Die Abbildung ¢ : V — V*: x> (x,-) ist ein Isomorphismus.

b. Ist f* € Endgr (V) die zu f adjungierte Abbildung und f' € Endg(V*) die zu f
transponierte Abbildung, so ist das folgende Diagramm kommutativ:

f*

V—V
J s
% 7> %
Insbesondere gilt f* = ¢ o flo@.
c. Ist U ein Unterraum von V', so ist
¢ : Ut — U°

ein Isomorphismus.
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Beweis:

a. Da das Skalarprodukt bilinear ist, ist ¢(z) eine Linearform und ¢ ist K-linear.

Gilt ¢(x) = ¢(2'), so gilt
0= (d(x) — () (x—2)=(x,x—2') — (2,2 —2') = (x — 2,0 — 1),

woraus wegen der Definitheit des Skalarproduktes x = z’ folgt. Somit ¢ injektiv,
und da V und V* dieselbe endliche Dimension haben, ist ¢ dann auch schon

ein Isomorphismus.

b. Fiir zwei Vektoren z,y € V gilt

(f" 0 d)(@)(y) =(b(x) o F)(y) = (. f(y))
=(["(@),y) = o(/*(2))(y) = (Do [*)()(y).
Mithin gilt
(f'od)(z) = (¢0 f)(z)
fiir alle x € V, was der Kommutativitiat des Diagramms entspricht.

c. Ist z € U+, dann gilt fiir jedes u € U

0= (z,u) = ¢(z)(u)

und somit ¢(z) € U°. Die Einschriinkung von ¢ auf U+ nimmt also nur Werte
in U° an. Aus Teil a. wissen wir, dafl ¢ injektiv ist, und da zudem

dlmR(UL) = dlm]R(V) - dlmR(U) = dimR(UO)

gilt, ist die Abbildung dann ein Isomorphismus.

G) Der duale Modul

In Kapitel I haben wir uns am Ende von jedem Abschnitt die Frage gestellt, welche
Aussagen fiir Matrizen und Moduln iiber kommutativen Ringen mit Eins sowie die
zugehorigen linearen Abbildungen erhalten bleiben. Dies wollen wir nun wieder auf-
greifen, da wir bei der multilinearen Algebra wieder vermehrt grundlegende Begriffe

und Konstruktionen betrachten.

Bemerkung 19.30 (Der duale Modul)

Fiir einen Modul M iiber einem kommutativen Ring R mit Eins kénnen wir den
dualen Modul M* = Hompg(M, R) genauso definieren wie fiir Vektorrdume. Alle
Aussagen, die ohne Division auskommen, bleiben erhalten. Sofern in den Aussagen
oder Beweisen Basen benotigt werden, gelten sie nur fiir Moduln, die eine Basis
besitzen (siehe Definition 26.1. Insbesondere gibt es die duale Paarung, den Bi-
dualmodul, die transponierte Abbildung mit ihren funktoriellen Eigenschaften und

den Annulator mit den angegebenen Eigenschaften.
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Aufgaben

Aufgabe 19.31
Es seien V und W zwei endlich-dimensionale K-Vektorrdume und f € Homg (V, W).
Zeige:

a. f!ist genau dann ein Monomorphismus, wenn f ein Epimorphismus ist.
b. f'ist genau dann ein Epimorphismus, wenn f ein Monomorphismus ist.

c. f'ist genau dann ein Isomorphismus, wenn f ein Isomorphismus ist.

Aufgabe 19.32
Sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und U C V ein Unterraum von V.
Zeige, die Restriktion

ro Vi —U":f— flu
ist ein Epimorphismus mit Ker(r) = U°.
Insbesondere gilt also dimg (U°) = dimg (V) — dimg (U).

Aufgabe 19.33
Sei V' ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum. Wir definieren eine Abbildung

i (VU — Vg (V—K:ve glv+U)).

Zeige, i ist ein Monomorphismus mit Im(i) = U°.

Definition 19.34
Es sei V ein K-Vektorraum und W C V* ein Unterraum von V*. Wir wollen den
Vektorraum

We={zeV|(ga)=0VgeW}
ebenfalls einen Orthogonalraum oder Annulator von W nennen.

Aufgabe 19.35 (Dualitét)
Sind (M, <) und (N, <) zwei teilgeordnete Mengen, dann heifit eine Bijektion « :
M — N eine Dualitit, falls fiir m,m’ € M gilt: m < m’ < a(m’) < a(m).

Es sei nun V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum. Mit L(V) bzw. L(V*) be-
zeichnen wir die Mengen der Unterrdume von V' bzw. V* - diese sind beziiglich der

Inklusion “C” teilgeordnet. Zeige:

a. Fir U e L(V) und W € L(V*) gilt (U°)® = U und (W®)° = W.
b. Die Abbildungen
0:L(V) — L(V*): U~ U°
und
©: L(V*) — L(V) : W — W°

sind zueinander inverse Dualitaten.
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Aufgabe 19.36
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und L(V') sei die Menge der Un-
terrdume von V', teilgeordnet durch die Inklusion. Zeige, dal die Abbildung

L L(V) — L(V): U~ U*
eine selbstinverse Dualitat auf L(V) ist.

Aufgabe 19.37
Es sei V ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und Uy, U; C V seien zwei Un-
terrdume von V. Zeige:

a. (U1+U2)°:U1°HU§,
b. (UlﬁUg)osz—i—UQO.
Aufgabe 19.38

Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und Wi, Wy C V* seien zwei

Unterrdaume von V*. Zeige:
a. (W4 Wa)® =W nNWwy.
b, (WiNWy)® =We + Wy.

Aufgabe 19.39
Seien V und W seien zwei K-Vektorraume und

t : Homg (V,W) — Homg (W*, V*): f— f'.
Zeige:
a. t ist ein Monomorphismus von K-Vektorraumen.

b. Ist ¢ in a. auch stets ein Epimorphismus?

Aufgabe 19.40
Zeige, dafl die folgende Familie eine Basis des R? ist und bestimme die duale Basis
B* als Vektoren in Mat(1 x 4, R):

B =((1,0,0,2)",(0,1,1,0)",(2,0,1,4)",(1,2,2,3)").

Aufgabe 19.41
Sei V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und seien ¢q,...,g, € V*.

Zeige, genau dann ist die Familie (g1,...,¢,) linear unabhéngig in V*, wenn es
keinen Vektor 0 # x € V gibt, so das ¢g;(x) =0 fur allei =1,...,n.
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§ 20 Multilineare Abbildungen und das Tensorprodukt

In diesem Abschnitt werden multilineare Abbildungen systematisch untersucht. Wir
haben bereits die Determinante als Beispiel einer Multilinearform kennengelernt,
die, aufgefalt als Abbildung von den quadratischen Matrizen in den Grundring,
multilinear in ihren Zeilen und Spalten war (siehe Definition 10.8).

Das Tensorprodukt dient unter anderem dazu, solche multilinearen Abbildungen
in lineare Abbildungen zu iiberfithren, wobei, notgedrungen, der zugrundeliegende
Vektorraum komplizierter wird. Damit steht dann die ganze lineare Algebra insbe-
sondere der Matrixkalkiil auch fiir multilineare Abbildungen zur Verfiigung.

A) Definition und Eindeutigkeit des Tensorproduktes

Wir wollen zunéchst den Begriff der multilinearen Abbildung, den wir in Definition

10.8 eingefiihrt haben, etwas verallgemeinern.

Definition 20.1 (Multilineare Abbildung)
Es seien V, Vi, ...V, K-Vektorrdume. Eine Abbildung

p:Vix...xV, —V

heilt multilinear, falls ¢ in jedem Argument linear ist, d. h. falls fiir x;,y; € V;,
t=1,...,nund \,u € K gilt:

(X1, o AT+ 1Yy e ) = AQ(X1, o Ty T) (T Yy e X))
Ist n = 2, so nennt man ¢ auch bilinear.
Die Menge der multilinearen Abbildungen von V; x ... x V,, nach V' bezeichnen wir
mit
Multg (Vi x ... x V,, V) ={p: Vi x ... x V, — V| ¢ multilinear}.

Beispiel 20.2 (Multilineare Abbildungen)
a. Sei Vi = ... =V, = K" und V = K, und fiir Vektoren z,...,x, € K"
bezeichne A(zq,...,x,) € Mat,(K) die Matrix, deren Spalten die Vektoren
Z1,...,x, bilden, dann ist die Abbildung

det : K"x .7 X K™ — K : (21,...,3,) > det (A(z1,...,3,))

multilinear nach Satz 10.11.

b. Jede Bilinearform auf einem Vektorraum V ist eine bilineare Abbildung. Ins-
besondere gilt also, ist (-, ) ein Skalarprodukt auf R™, so ist

() :R"xR" — R

bilinear.
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c. Sei K[t] der Polynomring in einer Verénderlichen ¢, dann ist K[t] unendlich-
dimensional mit Basis (to, 3. ) Analog wissen wir aus Aufgabe 11.29,
daB der Polynomring K[z1,2,] die Basis (272}’ | v1,v2 € IN) besitzt. Die
Abbildung

K[t] x K[t] — Klz1,22] : (f,9) = f(x1) - g(z2)

ist bilinear, wie aus der Distributivitat sowie der Assoziativitiat und der Kom-

mutativitidt der Multiplikation in K[x1, 25| folgt.

d. Fir eine natiirliche Zahl n € IN bezeichne
K[t]<n ={g € K[t]| deg(f) <n}

den Unterraum von K[t] der Polynome vom Grad héchstens n. Fiir d € N ist
dann die Multiplikationsbbildung

K[t]<gx K[t]<a — K|t]<oa: (f,9) = f-g

ebenfalls eine eine bilineare Abbildung.

Bemerkung 20.3 (Multilineare Abbildungen)
Betrachten wir den K-Vektorraum W := VV1>*->V 3ller Abbildungen von V; x ... x
V,, nach V aus Beispiel 3.2 g., so ist Multg (V} x ... x V,, V) ein Unterraum von W.

Denn, da die Nullabbildung in Multx(Vy x...xV,, V) ist, ist Multg (V; x...xV,, V)
nicht-leer, und da ferner die Summe zweier multilinearer Abbildungen sowie das
skalare Vielfache einer multilinearen Abbildung offenbar wieder multilinear sind, ist
Multg (V4 x ... x V,, V) zudem gegen Addition und Skalarmultiplikation abgeschlos-
sen.

Definition 20.4 (Tensorprodukt)

Es seien Vi, ..., V, K-Vektorrdume. Ein Paar (V,¢) mit V' ein K-Vektorraum und
¢ Vi x...xV, — V eine multilineare Abbildung heifit Tensorprodukt von
Vi,..., Vi, wenn (V) der folgenden universellen Figenschaft gentigt:

Fiir jedes weitere Paar (VV, w) mit W ein K-Vektorraum und ¢ :
Vi x ... xV, — W eine multilineare Abbildung gilt, es existiert
genau eine lineare Abbildung fy, : V. — W mit fyop = 1, d. h. so,
dafl das folgende Diagramm kommutiert:

V1><...><Vn<p—>V.

Ve
/
x =

w

Wir nennen die Elemente des Tensorproduktes auch Tensoren und die Elemente in
Im(p) reine Tensoren.
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Beispiel 20.5 (Matrizen als Tensorprodukt)
Wir haben in Aufgabe 18.48 gesehen, daf§ die Abbildung

0: K™® K" — Mat(m x n,K) : (x,y) = x oy’

bilinear ist und dafl das Tupel (Mat(m x n, K), ¢) die universelle Eigenschaft eines
Tensorproduktes von K™ un K™ erfiillt. Wir werden in Satz 20.19 einen alternativen

Beweis fiir diese Tatsache geben.

Es ist - wie stets bei Objekten, die durch universelle Figenschaften definiert werden
(vgl. etwa Aufgabe 11.30) - kein Problem, die Findeutigkeit festzustellen, vorausge-
setzt sie existieren. Hierbei soll eindeutig bedeuten, dafl jedes weitere Objekt, das
dieser universellen Eigenschaft geniigt, isomorph zu dem gegebenen ist, und daf
mehr noch, der Isomorphismus ebenfalls eindeutig bestimmt ist.

Satz 20.6 (Eindeutigkeit des Tensorproduktes)
FEs seien Vi, ...V, K-Vektorriaume und (V,y) und (VV, ¢) seien zwer Tensorpro-
dukte von Vi,...,V,. Dann gibt es genau einen Isomorphismus fy : V. — W mit

Jpop=1.

Beweis: Aus der universellen Eigenschaft, der sowohl (V,¢) als auch (W,)
gentigen, folgt, daf es zwei eindeutig bestimmte Abbildungen f, : V. — W und
fo : W — V gibt, die das folgende Diagramm zum kommutieren bringen:

Vix o XV
V
e 1)
P //// Jify
v
w
Damit gilt aber auch
f@ofTﬁo@:f@ow:SO (73)
und
foofeoth=fyop=1. (74)

Und aus der Eindeutigkeit folgt unmittelbar, daf§ nur f,, als Kandidat fiir den Iso-

morphismus in Frage kommt!

Betrachten wir nun die bilineare Abbildung ¢ : Vi x ... x V,, — V selbst, so
sagt die universelle Eigenschaft von (V,¢), daB es genau eine lineare Abbildung
fo V. — V gibt mit f/ o p = . Offensichtlich ist idy eine lineare Abbildung,
die diese Eigenschaft besitzt, und mithin gilt f/ = idy. Andererseits gilt nach (73)
aber, dafl f, o fy ebenfalls diese Eigenschaft hat, also

foofo=f,=idy.

Analog folgt aus (74) und der universellen Eigenschaft von (I/V, w), dafl auch

foofo=f,=idw.
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Mithin ist fy ein Isomorphismus mit f, als Inverser. O]

Notation 20.7 (Tensorprodukt)

Da nach Satz 20.6 das Tensorprodukt, so es existiert, bis auf eindeutige Isomorphie
eindeutig bestimmt ist, schreibt man V} ®k ... ®x V,, statt V oder V} ® ... ® V,,,
wenn der Korper K unzweifelhaft ist. Ferner fithren wir fiir die reinen Tensoren die

Bezeichnung

TR ... Qxy = p(r1,...,T,)
ein und unterschlagen in der Folge die Abbildung ¢ einfach.
Beispiel 20.8 (Matrizen als Tensorprodukt)
Mit Notation 20.7 gilt in Beispiel 20.5

K™ @ K" = Mat(m x n, K)
und fiir die reinen Tensoren gilt

rRy=mxo0y

mit z € K™ und y € K™. Wenn wir das Tensorprodukt allgemein konstruiert haben,

werden wir diese Identifikation noch einmal beweisen, siehe Satz 20.19.

B) Existenz des Tensorproduktes

Wir werden die Existenz des Tensorproduktes nur fiir den Fall zweier Vektorrdume
explizit ausfithren, um die Notation tibersichtlich zu halten.

Im Beweis der Existenz den Tensorproduktes wollen wir eine Aussage nutzen, die
auch in anderen Kontexten niitzlich ist, die eindeutige Fortsetzbarkeit multilinearer
Abbildungen. Wir formulieren sie im folgenden Lemma nur fiir bilineare Abbildun-
gen und verallgemeinern damit auch eine Aussage in Aufgabe 18.48. Sie 148t sich
aber in offensichtlicher Weise auch fiir multilineare Abbildungen formulieren und

beweisen.

Lemma 20.9 (Eindeutige Fortsetzbarkeit bilinearer Abbildungen)
Seien V,W und U drei K-Vektorriume und B = (z; | i € I) sowie D = (y; | j € J)
Basen von V' bzw. W. Ferner sei (z; | ¢ € 1,5 € J) eine beliebige Familie in U.
Dann gibt es genau eine bilineare Abbildung ¢ : V x W — U mit

o((zi,y;)) = 25 VY (i,§) € I x J.
Sind x =" el h)\ixl- eVaundy =7y je; py; €W, so gilt
endlic endlich
p(z,y) = Z Z AifhjZig - (75)
iel jed
endlich endlich
Beweis: Wir definieren die Abbildung ¢ durch die Formel in (75). Wegen des verall-

gemeinerten Distributivgesetzes in Vektordumen ist sie dann linear in beiden Kom-

ponenten.
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Es bleibt also nur die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu Sei ¢ : V x W — U eine
weitere bilineare Abbildung mit ¢ (x;,y;) = 2; fir alle (¢, j) € I x J. Es ist zu zeigen,
daB p(z,y) = ¥ (z,y) gilt fir alle (z,y) € V x W.

Seien dazu x = ) zdelfh)\ x; € Vound y = Z et MY € W gegeben. Dann folgt
endalic.

aus der Bilinearitat von

¢@W)::¢«Z:£1Axw21@ w%)ZEsz W(%QZKJMWJ

endlich endlich endlich endlich
- Ai Ti = ; Nifizi; = p(x,y).
Zen%delfch Zenj it 1]C Hi dj( v y]) Zenldel{ch ZenjdelJch % SO( ’ y)
O

Nun sind wir in der Lage, die Existenz des Tensorproduktes V @& W zu zeigen.

Satz 20.10 (Existenz des Tensorproduktes)

Seien V und W zweir K-Vektorraume, dann gibt es einen Vektorraum V @ W und
eine bilineare Abbildung ¢ -V x W — V@ W, so daf§ das Tupel (V @ W, p) ein
Tensorprodukt von V' und W 1ist.

Beweis: Seien B = (z; | i € I) sowie D = (y; | j € J) Basen von V bzw. W.
Wir betrachten den Vektorraum
K™ ={g:IxJ— K| gist eine Abbildung}
aller Abbildungen vom kartesischen Produkt I x J in den Koérper K und definieren
VoW :={gec K™ |g(ij) #0 nur fiir endlich viele (i,5) € I x J}

als die Teilmenge der Abbildungen, die nur an endlich vielen Stellen einen Wert
ungleich null annehmen. Die Summe zweier solcher Abbildungen und das Skalare
Vielfache einer solchen sind wieder nur an endlich vielen Stellen ungleich null, so
daf3

V ® W S KIXJ
ein Unterraum von K7*7 ist. In Anlehnung an die Bezeichnung der Basisvektoren
in V und W definieren wir nun Abbildungen
$Z®yjIXJ—>K(k’,l)l—>(51k(5]llK

Die Abbildung z; ® y; ist also nur fiir (k,1) = (¢, 7) ungleich null und ist somit in
V @ W enthalten. Mehr noch, ist « € V ® W, dann gilt offenbar
o = Z a(Z,])$Z®yJ,
(i,5)€IxJ
endlich
wobei die Summe endlich ist, da nur endlich viele der «(4,7) nicht null sind. Die

Darstellung ist offensichtlich auch eindeutig, so daf3
B:=(z;®y;|(i,j) €l xJ}
eine Basis des K-Vektorraums V' @ W ist.
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Ferner impliziert Lemma 20.9 nun, dafl es genau eine bilineare Abbildung
e VW -—=VeW
gibt mit
o(xi,y;) = 2 Q@ yj
fir alle (4,5) € I x J.
Firz =5 i Nz; € Vund y =] ey 1y; € W folgt dann aus dem gleichen

endlich endlich
Lemma

rRy=p(ry =Y ZMJ:UZ@% (76)

iel j
endlich endhch

Wir haben den Vektorraum V ® W sowie die Bilinearform ¢ nun definiert, und es
bleibt zu zeigen, daf} sie der universellen Eigenschaft gentigen.

Sei dazu U ein beliebiger K-Vektorraum und ¢ : V x W — U eine bilineare
Abbildung. Dann setzen wir z; := ¢(x;,y;) fiir (¢,7) € I x J. Da B eine Basis von
V @ W ist, gibt es genau eine lineare Abbildung

foiVOW —U
mit
folzi @ y;) = 2
fir alle (4,5) € I x J.
Aber dann gilt fir z = > ey Nzz; €V undy=>) ser HiYs € W wegen (76)

endlich endlich
(fuop)(z,y) = fzp(x@y) => ﬁfchzerﬁJ Aibs [y (T ® yj)
= i >\z ) i )\z (3]
Zencﬁilch ZeanGIJ iz = Zenci{ch Zenjdfl]c M]w(a: yj)
= U(z,y).
Aber damit gilt f, 0o p = 1. O

Aus dem Beweis des Satzes folgt unter Beriicksichtigung der Eindeutigkeit des Ten-
sorproduktes unmittelbar das folgende Korollar.

Korollar 20.11 (Basis und Dimension des Tensorproduktes)
Sind (x; | © € I) sowie (y; | j € J) Basen vonV bzw. W, so besitzt das Tensorprodukt

o VXW —VaW

die Basis (z; @ y; = @(xi,y;) |i€ 1,5 € J).

Insbesondere, ist dimg (V) =m < oo und dimg (W) =n < oo, dann ist
dimg(V@ W) =m-n.

Aus diesem Korollar folgt wiederum unmittelbar, dass jeder Tensor eine Summe

reiner Tensoren ist.
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Korollar 20.12 (Tensoren als Summe reiner Tensoren)
Jeder Tensor in V QW besitzt eine (nicht eindeutige) Darstellung als endliche Sum-
me von reinen Tensoren, d. h. fir z € V@ W gibt es Elemente v; € V und w; € W,

1=1,...,7r, mit
'
z = E v; Q@ w;.
i=1

Beweis: Seien (z; | ¢ € I) sowie (y; | j € J) Basen von V bzw. W. Dann besitzt
z € V@ W eine Darstellung der Form

2= > MNjlwoy) = > Mur)@yi= Y 2 ® Agy)
(3,4)€IxJ (4,4)eIxJ (3,5)eIxJ
endlich endlich endlich

Damit ist die Aussage gezeigt, und es ist zugleich auch klar, dafi die Darstellung
nicht eindeutig sein kann. O]

Beispiel 20.13 (Polynome als Tensoren)
In Beispiel 20.2 haben wir gezeigt, dafl die Abbildung

K[t] x K[t] — K[z1,22] : (f,9) = f(21) - g(x2)
bilinear ist. Folglich existiert nach der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes
genau eine lineare Abbildung
K[t] ok K[t] — Klzi,20] : f @ g = f(21) - g(2).
Diese Abbildung ist in der Tat ein Isomorphismus!

Um das zu sehen, reicht es, zu sehen, dafl eine Basis auf eine Basis abgebildet wird.
Aber (t' ® ¢/ | i, € IN) ist eine Basis von K[¢]® K[t] und das Bild unter obiger
Abbildung (7} | 7,7 € IN) ist nach Aufgabe 11.29 eine Basis von K[z, z2].

Die reinen Tensoren in K[z, 25| sind dabei die Polynome, die sich als Produkt eines
Poylnoms in z; mit einem in x5 schreiben lassen, und da jedes Polynom in K[z, x5
eine Linearkombination der Monome z{" - z5? ist, sehen wir auch noch mal, daf jedes

Polynom Summe reiner Tensoren ist.

Der Polynomring in zwei Verdnderlichen ist ein gutes Beispiel, um sich das Ten-

sorprodukt allgemein zu veranschaulichen!

Eine offensichtliche Verallgemeinerung von Lemma 20.9 und des Beweises von Satz
20.10 beweist die Existenz des Tensorproduktes V; ® ... ® V,,. Wir iiberlassen die
Details dem Leser.

Satz 20.14 (Existenz des Tensorproduktes)
Seien Vi, ..., V, K-Vektorrdume, so gibt es ein Tensorprodukt

p:Vix.. xV, —Vi®...0V,
von Vi, ..., V,. Ist dabei (x;; | j € J;) eine Basis von V; firi=1,...,n, dann ist

($1j1®...®$njn ’ (jl,...7jn>€J1X...XJn).
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ewne Basis von Vi ® ... ® V,, wobei
Ty @ .o @ Ty, = P(T1jyy- - -y Tnj,)-
Insbesondere gilt, sind die V; alle endlich-dimensional, dann ist
dimg (Vi ® ... @ V,) =dimg (Vi) - - dimg (V).
Zudem qilt, dass jeder Tensor als endliche Summe reiner Tensoren darstellbar ist.

Nachdem wir nun wissen, dafl Tensorprodukte von Vektorraumen stets exitieren und
eindeutig sind, wollen wir die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes nutzen,
um den Vektorraum multilinearer Abbildungen von V; x ... x V,, nach V' mit dem

Vektorraum linearer Abbildungen von V; ® ... ® V,, nach V' zu identifizieren.

Korollar 20.15 (Multg (V) x ... x V,, V) ZHomg (V1 ® ... V,,V))
Seien Vi,...,V, und V' K-Vektorrdume, dann ist die Abbildung

fiMultg (Vi x ... xV,,V) — Homg (Vi ®...0 V,,V) 1 ¢ — fy
ein Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
Beweis: Es bezeichne ¢ : V) x ... xV, — V] ® ... ® V,, die bilineare Abbildung

des Tensorproduktes. Sind ¥ und 7 zwei multilineare Abbildungen von V; x ... xV,
nach V und sind A\, up € K zwei Skalare, dann gilt

A foF+u-fr)opo=Xfpop+p-frop=X-tp+p-m.

Die lineare Abbildung A - f,, + p - f, erfiillt also die Eigenschaft von fy.4,.» und
muf} deshalb mit dieser {ibereinstimmen, d.h.

FG 1) = frgppn = A S+ p fr= A f() + - f(m).
Die Abbildung

fiMultg(Vi x ... x V,, V) — Homg (Vi @ ... @ V,, V) : ¢ — f,
ist also linear.

Aufgrund der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes ist sie aber zudem bi-
jektiv, wie wir nun zeigen wollen. Fiir die Surjektivitit geben wir uns zunéchst
eine lineare Abbildung ¢ € Homg(V; ® ... ® V,, V) vor und setzen ¢ := go ¢ €
Multg (V4 X ... x V,, V). Dann gilt

gop=1= fyo0q,

und aus der Eindeutigkeit der linearen Abbildung f, in der Definition des Tensor-
produktes folgt somit

g=fo= 1)
und damit die Surjektivitit von f. Fiir die Injektivitéit schauen wir uns zwei Abbil-
dungen ¢, € Multg (V] x ... x V,, V) an, fiir die

fo=f)=f(r)=fx
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gilt. Fiir diese gilt dann auch

Y=fpop=frop=m.

Also ist f auch injektiv. Insgesamt erhalten wir damit, dass f ein Isomorphismus
ist. O

Bevor wir uns Rechenregeln fiir allgemeine Tensorprodukte néher anschauen, wollen

wir die Tensoren in K™ ® K™ als Matrizen noch einmal genauer betrachten.

C) Tensoren als Matrizen und der Rang eines Tensors

Jeder Tensor 148t sich als Summe von reinen Tensoren schreiben. Aber wie viele reine

Tensoren braucht man? Diese Frage fithrt zum Begriff des Rangs eines Tensors.

Definition 20.16 (Rang eines Tensors)

Es seien V und W zwei K-Vektorrdume und 0 # 2z € V@ W. Ist » € IN minimal,
so dafl es Vektoren z; € V und y; € W, i =1,...,7, gibt mit z = >, 2; ® y;, so
nennt man rang(z) = r den Rang des Tensors z.

Wir kénnen Tensoren in K™ ® K™ als Matrizen interpretieren. Wir wollen nun zeigen,
daBl der Rang als Tensor mit dem als Matrix iibereinstimmt, und erhalten damit

einen neuen Blick auf den Rang einer Matrix. Dazu bendtigen wir zwei Hilfsaussagen,

die wir hier zunichst zeigen.

Lemma 20.17 (Matrizen vom Rang 1)
Fine Matriz A € Mat(m x n, K) hat genau dann Rang 1, wenn es zwei Vektoren
0#xz€ K™ und 0 #ye K" gibt, so dafl

A=zoy.
Beweis: Gilt A = r oy, so erzeugen die Vektoren y; -, ..., y, - v das Bild von f4.

Da x und y beide nicht null sind, mufl mindestens einer dieser Vektoren ungleich
null sein und es folgt

rang(A) = dimg (Im(f4)) = dimg Lin(y; - 2, ..., yp - x) = 1.

Ist umgekehrt A eine Matrix vom Rang 1, dann gibt es eine Spalte a’ von A, die
nicht der Nullvektor ist, und jede andere Spalte o’ ist ein Vielfaches a/ = \; - a’ von
dieser. Setzen wir nun \; = 1 und y = (A\1,...,\,)" € K™\ {0}, so folgt

A=(a'...a") =\ -d"...\,-d")=da" oy

Lemma 20.18 (Rang der Summe von Matrizen)
Sind Ay, ..., Ay € Mat(m x n, K) Matrizen, dann gilt

rang(A; + ... + Ag) <rang(A;) + ...+ rang(Ay).
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Beweis: Wir zeigen die Aussage zunéchst fiir zwei Matrizen A, B € Mat(m xn, K).

Sind a’, i = 1,...,n, die Spalten von A und ¥, i = 1,...,n, die Spalten von B,
dann sind die Vektoren

a' +b" € Lin(a',...,a™ b', ..., b") = SR(A) + SR(B)
im der Summe der Spaltenrdume von A und B enthalten, und mithin gilt
SR(A + B) C SR(A) + SR(B).
Damit erhalten wir dann aber
rang(A + B) =dimg SR(A + B) < dimg(SR(A) + SR(B))
=dimg SR(A) + dimg SR(B) — dimg (SR(A) N SR(B))
<dimg SR(A) + dimg SR(B) = rang(A) + rang(B).
Damit ist die Aussage fiir zwei Matrizen gezeigt. Die allgemeine Aussage folgt dann

mit Induktion nach k. O

Damit sind wir nun in der Lage, den Matrix- und den Tensorrang zu vergleichen
und erhalten zudem einen formalen Beweis fiir die Aussagen in Beispiel 20.5 und
Beispiel 20.8.

Satz 20.19 (Tensorrang gleich Matrixrang)
Es gibt genau einen Isomorphismus

a: K™ ® K" —s Mat(m x n, K)
maut
a(r®y)=zoy,
und fir jede Matriz A € Mat(m x n, K) gilt dabei
rang(A) = rang (a~'(A)),
d.h. der Rang von A als Matriz und als Tensor stimmen tiberein.

Insbesondere sind die Bilder der reinen Tensoren genau die Matrizen vom Rang 1.

Beweis: Die Abbildung
0: K™ x K" — Mat(m x n, K) : (z,y) = zoy'
ist bilinear und somit gibt es genau eine lineare Abbildung
a: K™m® K" — Mat(m x n, K)
mit
a(z,y) =z oy

Sind E = (ey,...,ey,) und F = (f1,..., f,) die beiden kanonischen Basen von K™
bwz. K", dann gilt

ale; ® f;) =e;0 f; = E;; € Mat(m x n, K)
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fire=1,...,mund 5 =1,...,n. Damit bildet « eine Basis von K™ ® K" auf eine
Basis von Mat(m x n, K') ab und ist somit eine Isomorphismus.

Aus Lemma 20.17 wissen wir nun, dafl die Matrizen vom Rang 1 genau die Bilder

der reinen Tensoren sind.

Sei nun A € Mat(m x n, K) eine Matrix vom Rang r und sei k& der Rang des Tensors
a~!(A). Dann 148t sich
Oéil(A) :T1++Tk
als Summe von k reinen Tensoren schreiben und es folgt, dafl
A=ao(Ti+...+Tp) =a(Th) + ... + a(T})
Summe von k& Matrizen vom Rang 1 ist. Aus Lemma 20.18 folgt dann
r =rang(A) <rang(Ty) + ...+ rang(Ty) = k.
Aus Korollar 6.32 wissen wir, daf§ es invertierbare Matrizen S € Gl,,,(K) und T €
Gl,.(K) gibt, so da8

1,10

SoAoT =
010

>:E11—|—...+Eﬂ«

die Normalform von A beziiglich Aquivalenz ist. Wir erhalten damit
A=StoE 0T ' +.. . +SoE, oT!

als Summe von r Matrizen vom Rang 1. Dann ist aber a™! (S_1 o EioT™1) als

Urbild einer Matrix vom Rang 1 ein reiner Tensor und somit a8t sich
o A) =a (ST o By oT ) 4... ta (S o By o TY)
als Summe von r reinen Tensoren schreiben, woraus
r>rang (o' (A)) =k
folgt. Damit ist die Gleichheit der beiden Rénge gezeigt. O]

Wir erhalten damit die folgende neue Interpretation des Ranges einer Matrix.

Korollar 20.20 (Rang einer Matrix)
Jede Matriz A € Mat(m x n, K) vom Rang r lafit sich als Summe von r Matrizen
vom Rang 1 schretben, aber nicht als Summe von weniger.

Aus Satz 20.19 kénnen wir leicht einen Algorithmus zur Berechnung des Tensorrangs
eines Tensors in K™ ® K™ ableiten, und aus seinem Beweis einen Algorithmus zur
Berechnung einer Darstellung eines Tensors als Summe von reinen Tensoren mit

minimaler Anzahl an Summanden.

Algorithmus 20.21 (Tensorrang)
INPUT: T=21Q0yy+...+2,Qyr € KM ® K".

OutpuT: rang(7T).
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1. Schritt: Berechne die Matrix A =z 0yl + ... + 24 oy} € Mat(m x n, K).
2. Schritt: Berechne r = rang(A) mit Algorithmus 7.12.
3. Schritt: Gib r zuriick.

Beispiel 20.22 (Tensorrang)
Wollen wir den Rang des Tensors

T=(11,10)®(1,23)"+ (212 ®(1,1,1) +(3,2,3) ®(2,3,4)

berechnen. Dazu bilden wir zunachst die Matrix

A=(1,1,1)"0(1,2,3) + (2,1,2) o (1,1,1) + (3,2,3) 0 (2,3, 4)
123 2 2 2 6 9 12 9 13 17

=123 |+]111]|+|46 8 |=]6 9 12
123 2 2 2 6 9 12 9 13 17

Man sieht unmittelbar, daf§ die ersten beiden Zeilen der Matrix linear unabhéngig

sind, die dritte aber identisch mit der ersten ist. Mithin erhalten wir
rang(7) = rang(A) = 2.

Algorithmus 20.23 (Minimale Tensorzerlegung)
INPUT: T=21y+ ...+, Ry € K™ K"
Output: ((ug,v1)..., (U, v.)) € (K™ x K™)" mit r = rang(T) und 7' = ZT: u; @ ;.
i=1
1. Schritt: Berechne die Matrix A = z; 0yl + ... + 24 o yi € Mat(m x n, K).
2. Schritt: Berechne mit Algorithmus 7.18 Matrizen S € Gl,(K) und T €
Gl,(K), so dafl S o Ao T in Normalform ist, und bestimme damit zugleich
den Rang r = rang(A) = rang(So Ao T).
3. Schritt: Berechne die Inversen S~! und 7! mittels Algorithmus 7.15
4. Schritt: Berechne u; = S~'oe; fiir und v; = (T71)'o f; fiir i = 1,...,r, wobei
e; € K™ und f; € K" jeweils der i-te kanonische Basisvektor ist.
5. Schritt: Gib ((uy,v1). .., (us,v,)) zuriick.

Beweis: Aus dem Beweis von Satz 20.19 wissen wir, dafl wir daB e; o ff = E;; gilt

und somit
StoFE;oT =81 0¢ 0 ff oT 1.

Wenn So AoT die Normalform von A beziiglich Aquivalenz ist, folgt die Korrektheit
des Algorithmus’. m

Wir kénnen den Algorithmus auch verwenden, um eine Matrix als minimale Summe

von Matrizen vom Rang 1 zu schreiben.
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Beispiel 20.24 (Matrix als Summe von Rang-1-Matrizen schreiben)
Wir betrachten die Matrix

2
5 | € Mat(3 x 4,R)
9

und iiberfithren sie mit Hilfe des Algorithmus’ 7.18 in Normalform (siche Abbil-
dung 1).

1 A 14
1 00[1 2 0 21 0 0 0
10(3 7 1 5/0 1 0 0 ZIT v ZI1 =3 Z1
0 01/4 7 =1 9]0 0 1 0 ZIIT v ZIIT —4-Z1
00 0 1
1 00[/1 2 0 21 0 0 o0
-3 10/0 1 1 —1(0 1 0 0
—4 0 1/0 -1 =1 1/0 0 1 0 ZIIT v ZIIT + ZI1
00 0 1
1 00[/1 2 0 21 0 0 0
-3 10/0 1 1 —1(0 1 0 0 SIT s ST —2-SI
—7 1110 0 0 0/0 0 1 0
00 0 1 SIV + SIV —2.SI
1 00(/1 0 0 01 -2 0 -2
-3 10/0 1 1 —1(0 1 0 0
—7 1110 0 0 0/0 0 1 0 SIII — SIII — SII
00 0 1 SIV — SIV + SII
1 00[1 0 0 01 —2 2 —4
-3 10/0 1 0 00 1 -1 1
~711/0 0 0 00 0 1 0
00 0 1
S NF(A) T

ABBILDUNG 1. Berechnung einer Normalform

Die Inversen der Matrizen S und T zu berechnen, iiberlassen wir dem Leser; wir

geben lediglich das Ergebnis an:
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und
1 2 0 2
71— 01 1 -1
001 0
0 00 1

Damit kénnen wir zwei Rang-1-Matrizen A; und Ay berechnen, deren Summe A =
A1 + A2 ist:

1 20 2
Ay=8"oE oT ' =136 06 [=(1,34)"0(1,20,2)
48 0 8
und
0 0 0 0
Ay =S"1oEpoTt=]10 1 1 -1 |=(0,1,-1)0(0,1,1,-1).
0 -1 -1 1
Die Probe ergibt
12 0 2 1 20 2 0 0 0 0
A=137 1 5|=3606|+]0 1 1 -1 |=A+A,.
47 -1 9 48 0 8 0 -1 -1 1

D) Rechenregeln fiir Tensoren und Tensorprodukte

Wir wollen nun einige Rechenregeln fiir das Rechnen mit Tensoren herleiten.

Lemma 20.25 (Regeln fiir das Rechnen mit Tensoren)
Sind V,W zwei K-Vektorraume, dann gelten fir x,2’ € V und y,y € W und A € K
die folgenden Rechenregeln:

a. 2@ (y+y)=z@y+2@y und (z+2)Ry=20y+2' Qy.
b. Mz®y)=\)®@y=1 (\y).
c. O®y=2x0=0.

Die Aussagen verallgemeinern sich in der offensichtlichen Weise fiir beliebige Ten-
sorprodukte.

Beweis: Beachten wir, daB fiir x € V und y € W gilt z ® y = ¢(z,y), dann folgen
die Behauptungen a. und b. aus der Bilinearitéit von ¢. Zudem folgt c¢. unmittelbar
aus b. mit A = 0. O

Bemerkung 20.26 (Reine Tensoren)
a. Man beachte, dafl jedes Element des Tensorproduktes eine endliche Summe von
reinen Tensoren ist, dafl aber i. a. nicht jedes Element selbst ein reiner Tensor
ist - vgl. Beispiel 20.27 c.!
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b. Die wichtigste Feststellung ist aber die, dafl wir eine lineare Abbildung auf dem
Tensorprodukt V @ W dadurch in eindeutiger Weise festlegen konnen, dafl wir
die Bilder der reinen Tensoren z ® y, x € V, y € W, beliebig so vorgeben, daf3
die Vorgabe linear im ersten und linear im zweiten Argument ist - formaler
gesagt, indem wir eine bilineare Abbildung auf V' x W vorgeben. Das ist genau
die Aussage der universellen Eigenschaft!

Kommen wir nun aber zu Beispielen, die verdeutlichen, dafl das Tensorprodukt eine

sehr hilfreiche Konstruktion ist.

Beispiel 20.27 (Tensorprodukte)

a. Essei V ein K-Vektorraum. Dann gibt es genau einen Isomorphismus
fiVeK =V
mit
fle@A) =Xz
fiir alle x € V und A € K und die Umkehrabbildung ist

1.V —2VeK:z—az®l.

Insbesondere gilt in diesem Fall, daf jeder Tensor ein reiner Tensor ist.
Um die obige Aussage zu verifizieren, betrachtet man die bilineare Abbildung

YV VXK-—V:(z,\)—= A\ x,

die mittels der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes dann die eindeu-
tige lineare Abbildung f = f, liefert. Die Surjektivitdt von f ist offensichtlich,
da x € V das Bild von x ® 1 unter f ist.

Wir wollen nun noch zeigen, daf§ f auch injektiv ist. Dazu reicht es zu zeigen,
dafl jeder Tensor in V ® K ein reiner Tensor der Form x ® 1 ist, da dann 0 =
f(z®1) = z impliziert, daB :®1 = 0®1 = 0. Seidazu z = Y, _, v;Q\; € VK
gegeben. Dann gilt

T T

2= (0i®N) =) (A;®1)= (Z Am> ®1.

i=1 =1

Die Aussage ist also gezeigt, und zugleich sehen wir, daf die obige Beschreibung
der Inversen korrekt ist.

b.  Wir zeigen nun, daf§ i. a. nicht jedes Element ein reiner Tensor ist.
Angenommen, e; @ es + 3 ® e; € K2 @ K? wire ein reiner Tensor. Dann gibt
es Vektoren © = Aje; + Aoeo, y = Ney + Nyeo € K2 mit
e1®ert+ea®e =rQyY

:)\1)\/161 ® e+ >\1)\/261 & eq + )\2)\/162 ® e+ /\2)\/262 X esq.
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Da (e; ®e; | i,j € {1,2}) eine Basis von K? ® K? ist, folgt durch Koeffizien-

tenvergleich
)\1)\/1 = )\2)\/2 =0 und )\1)\,2 = )\2)\,1 = 1,

was aber nicht sein kann. — Wenn wir die Elemente des Tensorproduktes als
Matrizen auffassen, dann folgt die Aussage einfach daraus, dass e; ®es+ €5 R €4

einer Matrix vom Rang 2 entspricht und somit kein reiner Tensor sein kann.

Lemma 20.28 (Rechenregeln fiir Tensorprodukte)

Fiir K-Vektorrdaume U,V und W existieren eindeutig bestimmte Isomorphismen:

a. VaW —WwWaeV mit Tty — yRx;

b. (VW)U 5 Vo(WelU) —VeWeU mit (z0y) @z — 2@ (yRz) —
TRYRZ;

. VameU - VeU)ed(WeU) mit(z,y)@z— (z®z2y® 2);
d KV =V mit \@x— .

Beweis: Daf§ die Abbildungen existieren, eindeutig bestimmt sind und Isomorphis-
men sind, kann man leicht nachpriifen, indem man Basen der Vektorrdume betrach-
tet.

Alternativ kann man jedoch auch ohne Basen nur mit der universellen Eigenschaft
des Tensorproduktes arbeiten, was den Vorteil hat, daf3 die Beweise in der allgemei-
neren Situation von Modul iiber einem kommutativen Ring ebenfalls giiltig bleiben.
Wir wollen dies beispielhaft im Fall a. vorfithren und {iberlassen die iibrigen Félle

dem Leser als Ubungsaufgabe.

Da die Abbildung ¢ : V. x W — WV : (z,y) — y ® z bilinear ist, gibt es genau
eine lineare Abbildung

fo: VoW —WeV
mit

folz®y) =y

Die Vertauschung der Rollen von V und W liefert eine lineare Abbildung

fo  WRV — VW
mit

foly®z) =1®y = ¢(z,y)
fiir
e VXW—VW:(r,y) »zruy.

Wir wollen nun zeigen, daf8 f, o fy = idygw. Aber, wie wir im Beweis der Eindeu-
tigkeit des Tensorproduktes bereits explizit vorgefithrt haben, reicht es dazu, dafl

fo o fy auf den reinen Tensoren die Identitét ist, und das ist der Fall. Analog gilt
fuvo fo =idwgv, so daB f, ein Isomorphismus mit Inverser f, ist. m
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Bemerkung 20.29 (Das Tensorprodukt als ein Produkt)
Wir bezeichnen mit L die Menge der K-Vektorrdume.

a.

Durch V. ~ W, falls V 2 W fiir V,W € L, wird auf L eine Aquivalenzrelation
definiert. Wir setzen nun £ = L/ ~ und definieren fiir V,W € £

VoW =VoeW undVeW:=VaW.

Dann folgt aus Lemma 20.28, dafl (£, @) und (£, ®) kommutative Halbgruppen
sind, mit neutralen Elementen {0} respektive K.

Analog wird durch
(V. V)~ (WW) = VeW=zwaeV,

fiir (V, V! ), (W, w’ ) € L x L, eine Aquivalenzrelation auf L x L definiert, und
wir kénnen die Menge R = L x L/ ~ betrachten.
Definieren wir nun fir (V, V'), (W,W’) € R

VIV e WW)=({VaeW.V oW,

und

V. VYo (WW)=(VeW)e (VeW),VeW)s (V' eW)),

dann folgt aus Lemma 20.28 — im Wesentlichen —, dal (R, ®, ®) ein kommu-
tativer Ring mit Eins 1g = (K, 0) ist.
Die Abbildung

L—TR:V(V,0)
ist dabei ein Homomorphismus von Halbgruppen beziiglich der beiden Opera-
tionen @ und ®.
Man beachte, daf die Konstruktion von R der Konstruktion des Ringes (Z, +, -)
aus der Halbgruppe (IN, +) nachempfunden ist.

E) Das Tensorprodukt von linearen Abbildungen und Matrizen

Zum Tensorprodukt von Vektorrdumen gehort auch das Tensorprodukt von linearen
Abbildungen.

Proposition 20.30 (Tensorprodukt linearer Abbildungen)
Es seien V,V' V" W, W' W" K-Vektorrdiume und f € Homg (V, V’), foe
Hom g (V’, V”), g € Homg (VV, W’) und g € Hompg (W’,W”).

a.

b.

Es gibt genau eine K -lineare Abbildung f@¢g:V W — V' @ W' mit
(f@g)z®y) = flz)®g(y)

fir allex € V und y € W.

Esgilt (f'of)® (g og)=(f®g)o(f®g) € Homg (VOW, V'@ W").

Beweis:
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a. Da die Abbildung ¢ : V x W — V'@ W' : (z,y) — f(z) ® g(y) bilinear ist,
induziert sie eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

fRg: VW —V oW
mit
(fog)zey) = flr)@g(y).
b. Die beiden linearen Abbildungen (f' o f) ® (¢’ o g) und (f' ® ¢') o (f ® g)

stimmen auf den reinen Tensoren iiberein. Da aber jedes Element in V @ W
eine Summe reiner Tensoren ist, sind die beiden Abbildungen gleich.

[
Beispiel 20.31 (Komplexifizierung)

Es sei V ein R Vektorraum. Da C ebenfalls ein R-Vektorraum ist, kénnen wir das
Tensorprodukt
Ve=CxrV
bilden. Vi heifit Komplexifizierung von V und wird mittels der Skalarmultiplikation,
die durch
A (p@z) =)@
fiir A, u € C und =z € V definiert wird, zu einem C-Vektorraum.

Die Komplexifizierung kann man sich sehr schén mit Hilfe von Basen klar machen.
Ist etwa B = (x; | j € J) eine Basis von V als R-Vektorraum, dann ist Bg =
(l1®x; | j € J) eine Basis von Vg als C-Vektorraum, insbesondere 148t sich jedes
Element z € C ®g V eindeutig darstellen als

doNlox) =Y e,

endlich endlich
mit \; € C, j € J. Dies folgt unmittelbar daraus, daf8 (1 ® z;,i® x; | j € J) eine
Basis von C ®p V als R-Vektorraum ist.

Man beachte auch folgendes. Ist J = {1,...,n}, so liefert die Basis B zunichst
einen Isomorphismus ¢p : V. — R" von R-Vektorrdumen, und dieser induziert
nach Proposition 20.30 einen Isomorphismus

ideg®op: Ve =CprV — Cer R": /\®Ij l—>)\®€j.
Nach Aufgabe 20.38 gilt aber C ®g R™ = C" als R-Vektorrdume, so dal wir einen

[somorphismus

Ve —C": 1@z, ¢
erhalten. Aber, dieser Isomorphismus ist nach Proposition 20.30 a priori nur R-
linear, dafl er in der Tat auch C-linear ist, ist noch zu zeigen - allerdings bedarf es
dazu nicht mehr als des Einsatzes der Definition der Skalarmultiplikation auf V.

Wir wollen nun das Tensorprodukt von Abbildungen besser verstehen, indem wir

eine Matrixdarstellung ausrechnen.
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Beispiel 20.32 (Tensorprodukt von Matrizen)

Es seien A € Mat (n’ X n, K) und B € Mat (m’ X m,K) gegeben, und f = fy4 :
K" — K" sowie g = fg : K™ — K™ die assoziierten linearen Abbildungen.
Dadurch erhalten wir eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung

fRg:K"QK™ — K" @K™ :2Qy — Az ® By.

Wir identifizieren nun den n - m-dimensionalen K-Vektorraum K™ ® K™ mit dem
Vektorraum K™ durch

K'@ K™ —3 K" . €; @ € = €(i—1)ym+j

firi=1,...,nund j = 1,...,m. Die Identifikation entspricht der Wahl der entspre-
chenden Numerierung auf der Basis von B = (e;®e; [t =1,...,n,j =1,...,m) so-
wie der anschlieBenden Anwendung der Karte ¢g. Analog identifizieren wir K™ @K™
mit K" mittels der Wahl der analogen Numerierung auf B = (ei ® e; | 1=
L...,n,j=1,....m).

Wir wollen nun die Matrixdarstellung

ME(f®g)

untersuchen.

Dazu definieren wir fiir die Matrizen A und B das Tensorprodukt von A und B

durch
CLHB Ce CblnB

A® B = : : € Mat (n'm’ x nm, K),
anle .. an/nB
und wir behaupten es gilt

ME(f®g)=A®B.

Dazu betrachten wir f ® ¢g angewandt auf e; ® e; € B. Es gilt
(fogle®e) = Aey®Bej =Y aner ® Y0 bye
= Z akibljek ® €]

Pp
> i€ (k—1)m/ +1-
/

Beachtet man nun noch, da8 ¢(e; ® €;) = €—1)m4; ist, so folgt die Behauptung,
denn dann ist der Eintrag in M5 (f ® g) zu e; ® e; gerade der Spaltenvektor

t
(alz’blja alib2ja e 7a1ibm’ja a2ib1j7 e aa2ibm’j7 e aan’iblja e 7an’ibm’j) .

Man beachte, daf§ die Eintrdge von A ® B gerade alle Produkte ay;b;; mit k =
1,...,n,i=1,...,n,0=1,...,m',7=1,...,m in der richtigen Reihenfolge sind.
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Als konkretes Beispiel betrachten wir A ® B fiir

1 2 1 2
A= € Mat(2,K) und B= 5 € Mat(2 x 3, K).
01 01 2

Damit erhalten wir

12 3[2 46
1-B 2-B 012024

A®B= = € Mat(4 x 6, K).
0-B 1-B 000[1 23
000[012

Wir wollen das Tensorprodukt zweier Matrizen nun benutzen, um konkret ein Er-
zeugendensystem des Tensorproduktes zweier Unterriume von K™ bzw. K™ anzu-
geben, wenn diese selbst durch Erzeugendensysteme gegeben sind. Dazu nutzen wir
die Gleichheit in folgendem Lemma.

Lemma 20.33 (Bild des Tensorproduktes)
Seien f:V — V' und g : W — W’ zwei lineare Abbildungen, dann gilt

Im(f ® g) = Im(f) @ Im(g).

Beweis: Sind (z; | i € I) bzw. (y; | j € J) zwei Basen von V' bzw. W, dann sind
(f(z;) | i€I)baw. (g(y;) | j € J) Erzeugendensysteme von Im(f) bzw. Im(g), und
ferner ist B = (f(xl) ®gly;) |iel,je J) ein Erzeugendensystem von Im(f ® g).
Zugleich ist B aber auch ein Erzeugendensystem von Im(f) ® Im(g). Somit folgt die
Behauptung. O]

Beispiel 20.34 (Tensorprodukt von Unterrdumen)

Seien nun V. C K" und W C K™ zwei Unterrdume, die durch die Erzeugen-
densysteme (z1,...,2,) C K" bzw. (y1,...,ym) C K™ gegeben sind, und seien
A € Mat (n’ X 1, K) und B € Mat (m’ X m, K) die Matrizen, deren Spalten gerade
die Vektoren der beiden Erzeugendensysteme sind, dann ist

Im(fa) =SR(A) =V
und
Im(fp) = SR(B) = W.
Folglich ist
VoW =Im(fa) @ Im(fp) =Im(fa ® f5) = SR(A® B),
d. h. die Spalten der Matrix A ® B bilden ein Erzeugendensystem von V ® W in

K

In dem konkreten Beispiel in Beispiel 20.32 erzeugen sowohl die Spalten von A als
auch die von B ganz K?, und somit miissen die Spalten von A ® B ein Erzeugen-
densystem von K* liefern, wie man unmittelbar sieht, da A ® B bereits in ZSF

vorliegt.
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F) Tensorprodukt und Dualraum
Wir wollen nun einen wichtigen Zusammenhang zwischen dem Tensorprodukt und

dem Dualraum aufzeigen, der sich in der Form nicht auf Moduln verallgemeinern
148t, die keine Basis besitzen.

Proposition 20.35 (Tensorprodukt und Dualraum)

Es seien V. und W endlich-dimensionale K -Vektorriume.

a. FEs gibt eine eindeutig bestimmte K -lineare Abbildung
a: VW — (VeWw)
mit der Figenschaft, daff fir f e V*, ge W*, v €V undy e W gilt
a(f@g)(x®y) = f(x)-9ly) = (f,2) - {9,),
und diese ist ein Isomorphismus.
b. Es gibt eine eindeutig bestimmte K -lineare Abbildung
f:V*@W — Homg(V, W)
mit der Eigenschaft, dafs fir f e V*, z €V undy € W gilt
Blfey)(x) = f(x)-y=(f7) -y,
und diese ist ein Isomorphismus.
Beweis: Sind f € V* = Homg(V, K) und g € W* = Homg (W, K) gegeben, dann
ist die Abbildung
VX W — K:(2,y) =~ f(z)-9(y)
bilinear, und mithin gibt es eine eindeutig bestimmte lineare Abbildung
VoW —K
mit
r@y = f(r)-9(y),
die wir dann als a(f ® ¢g) € Homg(V @ W, K) = (V @ W)* definieren.

Durch Anwenden der Eindeutigkeit sieht man unmittelbar, dafl « linear ist. Es bleibt

also zu zeigen, dafl a bijektiv ist.

Seien dazu B = (z1,...,x,) sowie D = (y1,...,¥y,) Basen von V bzw. W. Dann
gibt es duale Basen B* = (x*{, o ,x;) und D* = (yf, o ,y;"n) von V* bzw. W*, und
damit ist B = (xf@y; li=1,...,n,j = 1,...,m) eine Basis von V* ® W* und es
reicht zu sehen, dafl deren Bild eine Basis von (V ® W)* ist.

Daaber D= (z; ®y; |i=1,...,n,j =1,...,m) eine Basis von V ® W ist, ist die
duale Basis D* = ((z; ®z;)* |i=1,...,n,j = 1...,m) dadurch festgelegt, daB fiir

2, ® 1y mit der dualen Paarung gilt

<<Iz X ZL’j)*, T & yz> = 5zk . 5jl-
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Nun gilt aber nach Definition fiir a(z] ® x;“) gerade

<a(a;;‘ ®x}), T @ yl> = a(z] @ 2}) (xp @ i) = xf(xx) - 23 (2) = 0y - 0.
Also bildet « die Basis B auf die Basis D* ab und « ist ein Isomorphismus.

Wie im Falle von « sieht man mittels der universellen Eigenschaft des Tensorpro-
duktes V*®@ W, dafl die Abbildung 3 definiert und linear ist. Es bleibt wiederum zu
zeigen, dafl [ bijektiv ist.

Wir behalten die Bezeichnungen von oben bei. Dann bilden die Abbildungen
€V —=W:izp—=dpy;, k=1,...,n,

eine Basis € = (¢;; | i = 1,...,n,5 = 1,...,m) von Homg(V,W).? Ferner wissen
wir, dafl C' = ($j®yj |i: 1,....,n,5 = 1,...,m) eine Basis von V* ®@ W ist. Nun
gilt aber furi € {1,...,n} und j € {1,...,m}

ﬁ(ﬁ ®yj)(f€k) = <I;k,£6k> "Yj = Oik " Yj

fiir alle £ = 1,...,n. Mithin ist ﬁ(a:;?‘ ® yj) = ¢;; und damit ist das Bild der Basis C

unter [ die Basis £, § also ein Isomorphismus. [l

Bemerkung 20.36

Die Abbildungen a und g in Proposition 20.35 existieren auch und sind eindeu-
tig, wenn V' und W nicht endlich dimensional sind. Siehe auch Aufgabe 20.52 und
Aufgabe 20.53.

G) Tensorprodukte von Moduln

Bemerkung 20.37 (Tensorprodukte von Moduln)

Man definiert das Tensorprodukt von Moduln {iber einem kommutativen Ring mit
Eins genauso wie fiir Vektorrdume mittels der angegebenen universellen Eigenschaft.
Die Eindeutigkeit des Tensorproduktes sowie alle Eigenschaften, die sich unmittelbar
aus der universellen Eigenschaft ableiten lassen, gelten dann ohne Anderung ebenso
fiir Tensorprodukte von Moduln. Der Beweis der Existenz wird i.a. etwas komplexer
(sieche Aufgabe 20.56), da Moduln keine Basen haben miissen. Fiir Moduln mit
Basen, sogenannte freie Moduln (siche Aufgabe 20.48 und Definition 26.1), kann man
jedoch denselben Beweis verwenden und erhélt dann fiir das Tensorprodukt wieder
eine Basis wie in Satz 20.11. Dass jeder Tensor eine endliche Summe reiner Tensoren
ist, gilt aber auch fiir Tensorprodukte beliebiger Moduln. Zu den Eigenschaften,
die sich aus der universellen Eigenschaft des Tensorproduktes unmittelbar ableiten
lassen, zéhlen der Isomorphismus

MultR(M1 X ... X Mn,M) = HOH]R(M1 X ... (}9]\47”]\4)7

2Wir wissen, daf die Karten ¢p und ¢p einen Isomorphismus zwischen Homg (V, W) und
Mat(n x m, K) induzieren und es gilt ¢p o €5 © qbgl = Ej;, wobei die E}; die kanonische Basis von
Mat(n x m, K) bilden. Mithin bilden die ¢;; eine Basis von Homg (V, W).
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die Rechenregeln fiir Tensoren und Tensorprodukte und die funktoriellen Eigenschaf-
ten des Tensorproduktes in Proposition 20.30.

Aufgaben

Aufgabe 20.38

Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gibt es genau einen Isomorphismus

mit
flz@ (A, )f) = iz, M),
Aufgabe 20.39
a. Die bilineare Abbildung
Vi K[tlcax K[t]ca—> K[t]<a: (fi9) > f-g
induziert eine lineare Abbildung
fo: K[t]<a® K[t ]cg — K[t ]<2a.
Bestimme die Dimension des Kerns von f.
b. Berechne im Fall d = 2 eine Basis von Ker(f,) in Teil b.
Aufgabe 20.40
Bestimme den Rang des Tensors
(1,1,0)' @ (1,2,1)" +(2,2,2)' ® (0,2,1)" 4+ (0,0,2)' ® (2,1,1)" € F3 ® IF3.

Aufgabe 20.41
Interpretiere den Vektorraum Mat(4 x 3, R) als Tensorprodukt R*®@ R? und schreibe
den Tensor

10 3
T 0 -1
2 0 6
01 -1

als minimale Summe reiner Tensoren.

Aufgabe 20.42
Es sei V' ein K-Vektorraum und z,y € V. Zeige, genau dann gilt t @y = y ® =,

wenn x und y linear abhéngig sind.

Aufgabe 20.43

Es seien Vi, ..., V,, K-Vektorrdume und z;,y; € V;, i =1,...,n, mit 0 £ 2, ®...®
Tn =11 ®...01y,. Dann gibt es Elemente Ay, ..., A\, € K mit \jz; =y, i =1,...,n,
und A\;--- A\, = 1.
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Aufgabe 20.44

Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, (z1,...,x,) C V linear unabhingig und
(Y15 yn) CW, (21,000, 2,) CWmit D 2, Qy; = Y i 2;Q2;. Dann gilt y; =
firallei=1,...,n.

Aufgabe 20.45

Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, F' = (z; |t € [) CV und G = (y; | j €
J) C W zwei Familien von Vektoren und H = (z; ® y; | i € 1,j € J). Zeige:

a. H ist linear unabhéngig in V®W genau dann, wenn F' und G linear unabhéngig
in V bzw. W sind.

b. H ist ein Erzeugendensystem von V ® W genau dann, wenn F' und G Erzeu-
gendensysteme von V' bzw. W sind.

c. H ist eine Basis von V ® W genau dann, wenn F' und G Basen von V' bzw. W
sind.
Aufgabe 20.46
Es seien V und W zwei K-Vektorrdume und 0 # z € V @ W. Ist » € IN minimal,
so dafl es Vektoren z; € V und y; € W, i =1,...,r, gibt mit z = >, 2; ® y;, so
nennt man rang(z) = r den Rang des Tensors z.

Zeige,ist 0 £ z =Y., 2;®y; € VW beliebig, dann sind die folgenden Aussagen
gleichwertig:

a. r=rang(z).
b. (z1,...,2,) und (yi,...,¥,) sind linear unabhéngig in V' bzw. W.
Aufgabe 20.47

Beweise die Aussagen in Lemma 20.28 mit Hilfe der universellen Eigenschaft des
Tensorproduktes.

Aufgabe 20.48 (Freier Modul)
Es sei R ein kommutativer Ring mit Eins, V' ein R-Modul und ¢ : I — V eine
Abbildung. Wir nennen (V, ¢) (oder auch nur V') frei vom Rang |I|, wenn fiir jedes
andere Tupel (I/V, ¢), mit W ein R-Modul und 1 : I — W eine Abbildung, genau
eine lineare Abbildung fy, : V — W existiert, so daf f, 0o =1, d. h. , so daf das
folgende Diagramm kommutiert:

[——V

/7
Ve
k 14/ F1fy

w

Zeige:

a. (V) ist genau dann frei, wenn die Familie (z; | i € I), mit x; = (i) fir i € I,

eine Basis von V ist.
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b. Jeder Vektorraum iiber einem Korper ist frei.

c. Gib ein Beispiel fiir einen Ring und einen Modul, der nicht frei ist.

Die obige universelle Eigenschaft beschreibt also genau das Faktum, daf eine lineare
Abbildung auf einer Basis eindeutig vorgeschrieben werden kann!

Aufgabe 20.49 (Universelle Eigenschaft des Faktorraums)
Es sei V' ein K-Vektorraum und U ein Unterraum. Man zeige, dal der Faktormo-
dul V/U zusammen mit der Restklassenabbildung v : V' — V/U der folgenden
universellen Eigenschaft geniigt:
Es sei W ein beliebiger K-Vektorraum und f € Homg (V, W) mit f/(U) = {0},
dann gibt es genau eine lineare Abbildung f € Homg (V/U, W) mit f' = fov,
d. h. so, daf das folgende Diagramm kommutiert:

VvV ————V/U

Aufgabe 20.50
Seien U, V, W drei endlich-dimensionale K-Vektorrdume. Dann gibt es genau einen
Isomorphismus
Homg (U, V) @ W — Homg (U, V @ W)
mit
foue (U—VeoW: um flu)@w)
fiir alle f € Homg (U, V') und alle w € W.

Aufgabe 20.51
Es sei Iy = {0,1} der Korper mit zwei Elementen. Wir identifizieren das Tensor-
produkt 2 ® F2 mit Mat(2 x 2, ;) wie in Satz 20.19.

a. Liste alle linearen Abbildungen in Homp, (Mat(2 x 2, IF5), Fy) explizit auf durch
Angabe der Abbildungsvorschrift

@ b
c d

b. Liste mit Hilfe von Teil a. alle multilinearen Abbildungen in Mult(IF5 x F3, I)
auf durch Angabe der Abbildungsvorschrift:

((x,y)t, (u, U)t) 777,
Aufgabe 20.52
Zeige, dafl die Abbildung § : V* @ W — Homg (V, W) in Proposition 20.35 kein
Isomorphismus ist, wenn V' und W nicht endlich-dimensional sind.
Aufgabe 20.53
Zeige, daBl die Abbildung 8 : V*@W — Homg (V, W) in Proposition 20.35 ist auch
dann noch ein Isomorphismus ist, wenn nur V' oder W endlich-dimensional ist.
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Aufgabe 20.54
Es seien f € Homg(V,W) und g € Homg(V',W’) zwei K-lineare Abbildungen.

Beweise die folgenden Aussagen oder gib ein Gegenbeispiel an:

a. f und g sind genau dann surjektiv, wenn f ® g surjektiv ist.
b. Wenn f und g injektiv sind, dann ist auch f ® g injektiv.
c. Wenn f ® g injektiv ist, dann sind auch f und g injektiv.

Aufgabe 20.55
Seien V und W zwei K-Vektorrdume der Dimensionen dimg(V) = m und
dimg (W) = n und seien f € Endg (V) und ¢ € Endg (W) zwei Endomorphismen

mit charakteristischen Polynomen

X, = =A) o (=)
und

Xy == pa) o (= ).
Bestimme das charakteristische Polynom von f ® g € Endg(V ®@x W).
Wir haben in Bemerkung 20.37 angemerkt, dafl man das Tensorprodukt von Mo-
duln {iber einem kommutativen Ring mit Eins mit derselben universellen Eigenschaft
definieren kann, wie das Tensorprodukt von Vektorrdumen, indem man einfach Vek-
torraum durch Modul ersetzt, und daf fiir Moduln mit Basen auch der Beweis der
Existenz ohne Anderung bestand hat. Fiir allgemeine Moduln, also auch solche ohne

Basis, zeigt man die Existenz wie in der néchsten Aufgabe, wobei wir wieder nur

den Fall von zwei Moduln behandeln.

Aufgabe 20.56 (Existenz des Tensorproduktes fiir Moduln)
Sei R ein kommutativer Ring mit Eins und seien M und N zwei R-Moduln. Wir

T= € R

(m,n)eMxN

definieren

als die direkte Summe von genau |M x N| Kopien von R und
tm,n = (5k,m '5l,n : 1R | (k,l) e M x N) cT

als den Vektor in 7', der genau an der Stelle (m,n) eine 1 als Eintrag hat und sonst

eine Og. Damit ist dann
(tmn | (myn) € M x N)
eine Basis von T als R-Modul. Ferner betrachten wir den Untermodul
U :<tm+m’,n - tm,n - tm’,'m tm,n—i—n’ - tm,n - tm,n’;
Exmn = A b tmn — A -t | mom’ € Myn,n' € N,X € R),

von 1" und setzen

men=ty, €T/U
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und
M &g N =T/U.
Zeige, daBl
o:MxN-—MQgpN:(m,n)—maen
eine bilineare Abbildung ist, und dal (M ®r N, ¢) der universellen Eigenschaft des

Tensorproduktes geniigt.?

Aufgabe 20.57
Zeige, daB Z./27 @y 7,/37. der Nullmodul ist.

3Fiir den Beweis sollte man die Eigenschaften freier Moduln in Bemerkung 26.4 verwenden.
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§ 21 Die Dehninvariante als Anwendung des Tensorprodukts

Bemerkung 21.1 (Hilberts 3. Problem)

Der Internationale Mathematikerkongress ist die groite Mathematiktagung und fin-
det heute alle vier Jahre statt. 1897 wurde sie zum ersten Mal ausgerichtet und auf
der zweiten Tagung im Jahre 1900 stellte David Hilbert eine viel beachtete Liste mit
23 ungelosten Problemen auf, deren Losung er fiir einen wichtigen Beitrag zur Ent-
wicklung der Mathematik hielt. Viele der Fragen haben in der Tat zur Entwicklung
neuer Ansétze und ganzer Theorien gefiihrt. Einige sind bis heute ungel6st. Das Pro-
blem mit der Nummer 3 wurde aber schon zwei Jahre spater von Max Dehn, einem
Schiiler Hilberts gelost, und wir wollen in diesem Abschnitt das Problem und seine
Losung vorstellen. Die fiir die Losung eingefithrte Dehn-Invariante ist ein Element
im Tensorprodukt R/ Ling(7) ®q R der beiden Q-Vektorrdume R/ Ling(7) und R.

Aber nun wollen wir zunéichst das 3. Hilbertsche Problem formulieren:
Gegeben seien zwei zwei Polytope P und Q) gleichen Volumens. Kann man

P in kleine Polytope zerschneiden und so wieder zusammensetzen, dafs
man Q erhalt?

Um die Frage anzugehen, miissen wir zunédchst kldren, was wir unter einem Polytop

verstehen und was es bedeutet, dafl man es zerschneidet.

Definition 21.2 (Polytope im R?)
a. Seien pi,...,p, € R3. Dann heiit die Menge

COHV(pl,...,pr):{)\1'p1—|—...+/\r’p7« /\1+—|—)\7«:1,)\120}

die konvexe Hiille der Punkte py,...,p,.
b. Eine Teilmenge P C R? heifit ein Polytop, wenn es endlich viele Punkte
p1s ..., pr € R? gibt, so dafl

P =conv(py,...,p,)

die konvexe Hiille der Punkte ist.

c. Wir nennen ein Polytop volldimensional, wenn das Polytop in keiner Ebene
enthalten ist.

Beispiel 21.3 (Konvexe Hiillen)
Die ersten drei der folgenden Polytope sind nicht volldimensional, das letzte schon.

a. Die konvexe Hiille eines Punktes p € R? ist der Punkt selbst, conv(p) = {p}.

b. Die konvexe Hiille zweier verschiedener Punkte p,q € R? ist die Strecke
conv(p,q) ={A-p+(1-XA)-q[0<A<1}=pg

von p nach q.
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c. Die konvexe Hiille dreier Punkte p, ¢, € R3, die nicht auf einer gemeinsamen
Geraden liegen, ist das Dreieck mit den Eckpunkten p, ¢ und r.

d. Die konvexe Hiille von vier Punkten, die nicht in einer Ebene liegen, ist das
Tetraeder, das diese vier Punkte als Ecken hat.

BILDER

Bemerkung 21.4 (Ecken, Kanten, Seiten eines Polytops)

Ein volldimensionales Polytop P = conv(py,...,p,) hat Ecken, Kanten und Sei-
ten, die den Rand des Polytops bilden. Die Ecken sind immer unter den Punkten
P1,-- -, P zu finden, aber nicht alle miissen Ecken sein. Die Kanten verbinden immer
zwei Ecken, aber nicht jede Verbindung zweier Ecken wird eine Kante des Polytops

sein.

An einer Kante K stossen stets zwei Seiten des Polytops zusammen und man nennt
diese die benachbarten Seiten der Kante. Diese schliefen im Inneren des Polytops
einen Winkel ¢x ein, der im Bogenmaf} einen Wert zwischen 0 und 7 hat.

Ein Polytop ist genau dann volldimensional, wenn sein dreidimensionales Volumen

nicht null ist.

Beispiel 21.5 (Wiirfel als Polytope)
Die konvexe Hiille W der Punkte

(0,0,0)", (a,0,0)", (0,a,0)", (a,a,0)",(0,0,a), (a,0,a), (0,a,a), (a,a,a)

mit a > 0 ist ein Wiirfel der Seitenldnge a und ist ein volldimensionales Polytop.
Die angegebenen Punkte sind in diesem Fall die Ecken des Polytops.

BILD

Wenn wir den Punkt 3 -(a, a, a)’ zu den Punkten hinzunehmen, erhalten wir dasselbe
Polytop als konvexe Hiille der Punkte. Der zusétzliche Punkt ist aber keine Ecke
des Polytops.

Bemerkung 21.6 (Zerschneiden von Polytopen und Dehns Strategie)

Wir erlauben nun ein volldimensionales Polytop P mittels einer Ebene im R3, die
nicht durch die Ecken des Polytops geht, in zwei kleinere Polytope zu zerschneiden.
Die Ebene wird Kanten des Polytops in Punkten schneiden, die wir jeweils mit den
Ecken des Polytops, die zu einer der beiden Seiten der Ebene liegen, als die Punkte
nehmen, deren konvexe Hiille je eines der beiden kleineren Polytope bilden.

Dehn hat nun folgende Strategie verwendet, um das Problem anzugehen:

a. Dehn ordnet jedem Polytop einen Tensor D(P) € R/ Ling(m) ®q R zu.

b. Er zeigt, wenn P in die kleineren Polytope P, und P, zerschnitten wird, dann
gilt
D(P) = D(P,) + D(P,).
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c. FEr findet zwei Polytope P und @) mit demselben Volumen, so daf3

D(P) # D(Q).
Damit ist dann gezeigt, dafi die Antwort auf Hilberts 3. Problem nein lautet.

Der Grundansatz ist fiir viele Fragen der Geometrie zielfithrend. Man mochte wissen,
ob zwei geometrische Objekte unter bestimmten Operationen in einander iiberfiihrt
werden konnen. Dazu ordnet man den geometrischen Objekten andere Objekte (Zah-
len, Gruppen, Tensoren, etc.) zu, die unverandert, d.h. invariant, bleiben, wenn die
auf die geometrischen Objekte die Operationen angewandt werden. Man nennt sie
deshalb Invarianten. Diese konnen ggf., wie im vorliegenden Beispiel, verwendet
werden, um zu zeigen, dafl die Objekte grundsétzlich verschieden sind, d.h. nicht
in einander iiberfithrt werden kénnen, indem man zeigt, dafl die ihnen zugehérigen
Invarianten verschieden sind. In der Topologie sind die Fundamentalgruppen oder
die Homologie- und Kohomologiegruppen wichtige Beispiele solcher Invarianten, in
der Singularitdtentheorie die Milnor- oder Tjurinazahlen.

Definition 21.7 (Dehn-Invariante)
Sei P ein volldimensionales Polytop im R? und sei K(P) die Menge der Kanten von
P, dann heifit
D(P)= Y  ?r®lx€R/Ling(r) ®q R

KeK(P)
die Dehn-Invariante von P, wobei @i der Winkel ist, den die der Kante K be-
nachbarten Seiten miteinander einschliefen, und [k die Linge der Kante K ist. Wir
betrachten hier ¥ als Element im Q-Vektorraum der als Faktorraum von R modulo
der Q-linearen Hiille der Kreiszahl 7 entsteht.

BILD

Beispiel 21.8 (Dehn-Invariante des Wiirfels)
Wir betrachten den Wiirfel W aus Beispiel 21.5. P hat 12 Kanten, die alle die Lénge
a haben, und die mit ihren benachbarten Seiten jeweils den Winkel 7 einschlieffen.
Wir erhalten deshalb als Dehn-Invariante

D(W)=12- (g®a> =6- (Q-g@)a) =6-(0®a) =0.
Satz 21.9 (Dehn-Invariante)
Die Dehn-Invariante ist zerschneidungsinvariant, d.h. wenn zwei Polytope Py und
Py aus dem volldimensionalen Polytop P im R?® durch Zerschneiden mit einer Ebene
wie 1 Bemerkung 21.6 hervorgeht, dann gilt

D(P) = D(P,) + D(P,).

Beweis: Um die Dehn-Invarianten von P; und P, zu verstehen, miissen wir uns
iiberlegen, wie Kanten in den Polytopen P, und P, entstehen.
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Eine Méoglichkeit ist, daf3 die Kante bereits eine Kante in P war, die unveréndert
geblieben ist, weil die Ebene die Kante nicht getroffen hat. Indem Fall wird sie nur
entweder zu D(Py) oder zu D(P,) einen Beitrag liefern und es wird genau derselbe

Beitrag sein, den sie zu D(P) geliefert hat.
BILD

Eine zweite Moglichkeit ist, dal eine Kante dadurch entsteht, dal die Ebene eine
Kante K von P in zwei Teile zerlegt, von denen ein Teil, sagen wir K7, eine Kante
in P ist und ein Teil, sagen wir K, eine Kante in P, ist. In letzterem Fall schlieen
beide Teilkanten mit ihren benachbarten Seiten immer noch denselben Winkel o
ein und fiir die Léngen der Kanten gilt offenbar

I = li, + i,

Damit folgt dann

SO_K®ZK:90_K®ZK1 +90_K®ZK2 :90_1(1®ZK1 +90_K2®ZK2

Der Beitrag der beiden neuen Kanten ist also identisch mit dem, der urspriinglichen
Kante.

BILD

Eine dritte Moglichkeit ist, dafl eine Kante entsteht, indem eine Seite von der Ebene
in zwei Teile zerlegt wird. Dann wird diese neue Kante K aber in den beiden Poly-
topen P, und P, vorkommen, und die Summe der Winkel ;, die sie mit den jeweils

benachbarten Seiten in P; einschlie3t, erfiillt

1+ p2 =T
Aber damit gilt fiir die neue Kante dann
Pk + 7 @lk=p1 T2 ®lg =0® 1k = 0.
Thr Beitrag bei der Berechnung von D(P;)+ D(P,) kann also vernachlissigt werden.

Weitere Moglichkeiten fiir das Entstehen von Kanten in P, und P, gibt es nicht,
da die Ebene keine Ecke von P enthélt und damit auch keine Kante von P ganz
enthalten kann.

Aus den obigen Uberlegungen folgt dann unmittelbar die Behauptung des Satzes.
O

Damit haben wir gezeigt, daf3 die Dehn-Invariante in der Tat eine Zerschneidungs-
invariante ist. Bisher kennen wir aber noch nicht viele Beispiele von Polytopen, bei
denen wir die Dehninvariante kennen. Um genau zu sein, wir kennen sie nur fiir
Wiirfel, und dort ist sie 0. Wir wollen als néchstes ein Beispiel fiir ein Polytop be-
trachten, bei dem die Dehn-Invariante nicht 0 ist, den Standard-Simplex im R3.

Dazu benotigen wir zunéchst eine Voriiberlegung.
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Lemma 21.10 (Beispiel einer irrationalen Zahl)
Fiirn € N mit n > 3 ungerade ist die Zahl

s () 0

wrrational und mithin gilt insbesondere
6 7é @ S R/ LinQ(ﬂ')
.. o 1
fiir o = arccos <7§>

Beweis: Wir wenden zunachst das Additionstheorem

cos(a) + cos(B8) = 2 - cos (#) o8 (06 . ﬁ)

auf a = (k+1) ¢, und 8 = (k—1) - ¢, mit

1
pp, = arccos (%)

an und erhalten
cos((k+1)-¢,) =2-cos(py) - cos(k - ¢,) —cos((k—1)-¢y,) (77)
fir alle £ > 1.

Wir wollen nun mit Induktion nach k zeigen, daf es fiir jedes £ > 0 eine ganze Zahl
Ay, € 7\ nZ gibt mit
Ay
T
N4
Fiir £ = 0 und fiir £ = 1 ist die Aussage mit A, = 1 korrekt. Wir kénnen also k£ > 2

annehmen. Wir definieren nun

cos(k - ¢,) = (78)

Ak+1 =2 Ak —n- Akfl.
Dann folgt aus (77)
cos ((k+1) - ¢n) @, cos(pn) - cos(k - @,) —cos (kK —1) - ¢,)
]giQL Ak _ Ak,1 _ Q'Ak—n'Ak,1 _ Ak+1
Vn \/ﬁ’f \/ﬁk—l \/ﬁk—&-l \/ﬁkﬂ'

Es bleibt noch zu zeigen, dafl n kein Teiler von Ay, ist. Nach Induktion wissen wir,

daf3 n kein Teiler von Ay ist, und da n ungerade ist, folgt dann
n f2- A
und mithin auch
n of2-Ag+n- A = Appa.
Damit ist (78) gezeigt.

Nehmen wir nun an, die Zahl
ﬁ c Q
s
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wire rational. Dann gibt es zwei ganze Zahlen [,k € Z mit k > 1, so daf

Pn l
P (79)

gilt. Weil der Arcuscosinus nur Werte im Intervall [0, 7] annimmt, folgt zudem
O<p,<m

und damit

[
0<—-<1
</{;<

Dies bedingt k£ > 2 und aus (79) folgt

k-o,=1-m.
Wenden wir nun den Cosinus auf beiden Seiten an und verwenden (77), so erhalten
wir

A
kk @ cos(k - p,) = cos(l-m) = £1

NG

fiir eine ganze Zahl Ay € Z \ nZ und daraus folgt

Ay =+vn"=4n-yn" >

fiir ein k£ > 2. Wére k eine gerade Zahl oder wire n eine Quadratzahl, so wére \/ﬁk_2
eine ganze Zahl im Widerspruch zu Ay € nZ. Andernfalls ist aber \/ﬁk*2 ¢ Q und
somit Ay ¢ 7Z im Widerspruch zu (77).

Damit haben wir gezeigt, dafl £ keine rationale Zahl sein kann. O]

Proposition 21.11 (Die Dehn-Invariante des Standardsimplex)
Sei A die konvexe Hiille

A = conv ((0,0,0)",(1,0,0)", (0,1,0)",(0,0,1)") ,

dann gilt
D(A) # 0.

A ist ein Tetraeder, das man auch den Standardsimplex nennt.

Beweis: Wir benennen die vier Ecken des Standardsimplex wie folgt (siche auch
Abbildung 2):

A=(0,0,0)",B=(1,0,0)",C =(0,1,0)*, D = (0,0,1)".

Die drei Kanten AB, AC und AD haben alle Linge 1 und sie schliefen mit den

benachbarten Seiten jeweils einen rechten Winkel 7 ein.

Die Lénge der iibrigen drei Kanten BC, C'D und DB berechnet sich jeweils mit Hilfe
des Satzes von Pythagoras als v/2 und sie schlieBen mit den benachbarten Seiten
jeweils denselben Winkel ¢ ein. Um den Winkel ¢ zu bestimmen, betrachten wir den
Mittelpunkt £ der Kante BC. Dieser bildet mit den Punkte A und D zusammen
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D

ABBILDUNG 2. Standardsimplex

das rechtwinklige Dreieck DAE und ¢ ist der Winkel mit Scheitelpunkt E in diesem
Dreieck. Mithin gilt
_ |AE]

cos(p) = DE|

Die Linge der Strecke DE berechnet sich mit Hilfe des Satzes von Pythagoras im
rechtwinkligen Dreieck BED als

IDE| = /|BDP — [BEP = | V2" - (?) = /2.

Analog berechnet man die Linge der Strecke AE mit Hilfe des rechtwinkligen Drei-
ecks AEB als

|AE| = \/|AB|> - |BE|? =

Damit erhalten wir dann

[AE|
@ = arccos m = arccos

Die Dehn-Invariante des Standardsimplex ist dann
™ 3 — 3
D(A) :3~g®1+3~¢®\/§:f®§+¢®3-\/§:O®§+¢®3-\/§:¢®3-\/§.

Die rechte Seite wire genau dann der Nulltensor, wenn ein @ = 0 € Ling(7) gelten

wiirde, was gleichwertig zu
f c Q
™
wére. Dies wire aber ein Widerspruch zu Lemma 21.10. Damit haben wir gezeigt,

daB die Dehn-Invariante des Standardsimplex nicht 0 ist. m

Als unmittelbares Korollar erhalten wir die Losung zu Hilberts 3. Problem.
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Korollar 21.12 (Hilberts 3. Problem)
Es gibt zwei volldimensionale Polytope P und () mit demselben Volumen, die nicht
durch Zerschneiden und neu Zusammenfiigen ineinander tberfiihrt werden konnen.

Die Antwort auf Hilberts 3. Problem ist mithin nein.

Beweis: Wir wihlen als P den Standardsimplex aus Proposition 21.11 und bezeich-
nen mit V' das Volumen von P. Dann wihlen wir als ) einen Wiirfel der Seitenléinge
a = v/V wie in Beispiel 21.8. Dann haben P und @ beide das Volumen V und fiir
die Dehn-Invarianten gilt nach Beispiel 21.8 und Proposition 21.11

D(P) #0 = D(Q).
Die Behauptung folgt dann aus der Zerschneidungsinvarianz der Dehn-Invariante in
Satz 21.9. n

Bemerkung 21.13 (Vollstédndige Invarianten)

Wir haben in Bemerkung 21.6 angemerkt, dafl Invarianten in vielen Situationen
verwendet werden, um festzustellen, dafl zwei geometrische Objekte wesentlich ver-
schieden sind, weil ihre Invarianten nicht {ibereinstimmen. In den meisten Féallen ist
es aber nicht richtig, dafl sie im wesentlichen gleich sind, wenn die Invarianten iiber-
einstimmen. Hat eine Invariante diese gute zusétzliche Eigenschaft, so nennt man sie
eine vollstdndige Invariante fiir das betrachtete Problem. Die Dehn-Invariante zu-
sammen mit dem Volumen ist eine solche vollstdndige Invariante, der Beweis hierfiir
ist aber erheblich schwieriger und wurde erst 1965 von dem Schweizer Mathematiker
Jean-Pierre Sydler gefiihrt.

Satz 21.14 (Sydler, 1965)
Sind P und Q) zwei Polytope mit gleichem Volumen und gleicher Dehn-Invariante,
dann kénnen P und () durch Zerschneiden und neu zusammensetzen ineinander

tberfiihrt werden.

Aufgaben

Aufgabe 21.15
Bestimme die Dehninvariante eines gleichseitigen Tetraeders und zeige, daf sie nicht
der Nulltensor ist.

Aufgabe 21.16

Gegeben sei ein Rechteck R mit Kantenldngen a und b. Wir zerlegen R nun rekursiv
in kleinere Rechtecke mit Kantenldngen a; und b; fiir ¢« = 1,...,n wie folgt: wir
zerlegen zunéchst R durch einen Schnitt parallel zu zwei seiner Seiten in zwei kleinere
Rechtecke und fahren dann mit einer Auswahl von diesen fort.

Zeige, wenn fiir jedes i = 1, ..., n eine der beiden Zahlen a; oder b; rational ist, dann
schon eine der Zahlen a oder b rational.

Hinweis, ordne dem Rechteck R ein Element in R ®q R zu und betrachte die komponentenweise Restklasse
R®qR — R/Q®qR/Q.
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§ 22 Das duflere Produkt

In Abschnitt 20 haben wir das Tensorprodukt von Vektorrdumen eingefiihrt, um
die Untersuchung multilinearer Abbildungen auf die linearer Abbildungen zuriick-
zufithren. In analoger Weise dient das d&uflere Produkt dazu, alternierende multilinea-
re Abbildungen durch lineare Abbildungen zu ersetzen. Zudem kénnen wir sémtliche
auleren Produkte eines Vektorraums zusammen fassen und erhalten dann eine neue,
interessante Struktur, die &uflere Algebra des Vektorraums. Die Konstruktionen las-
sen sich auch auf Moduln {iber kommutativen Ringen verallgemeinern, was wir in
der Vorlesung aber nicht tun werden.

A) Definition und Eindeutigkeit des r-fachen dufleren Produktes
Wir erinnern uns zunéchst an die Definition einer alternierenden multilinearen Ab-
bildung aus Definition 10.8.

Definition 22.1 (Alternierende multilineare Abbildung)
Seien V und W zwei K-Vektorraume und

f: VI =UVx. 1. xV—W
eine multilineare Abbildung. Wir nennen f alternierend, wenn
flzy,...,2,)=0

fir alle (zq,...,2,) € V" mit

fiir ein ¢ # j gilt. Die Menge der alternierenden multilineare Abbildungen von V"

nach W bezeichnen wir mit
Altg (V" W) ={f € Multg(V", W) | f ist alternierend} .
Man sieht leicht, dafi Altx(V", W) ein Unterraum von Multg (V" W) ist.

Beispiel 22.2 (Alternierende multilineare Abbildungen)
a. Sei V. = K" und W = K, und fiir Vektoren zy,...,z, € K" bezeichne
A(zy,...,z,) € Mat(n, K) die Matrix, deren Spalten die Vektoren x1,...,z,
bilden, dann ist die Abbildung

det : K"x .7 X K™ — K : (21,...,3,) > det (A(z1,...,3,))
multilinear und alternierend nach Satz 10.11.
b. Das Kreuzprodukt
v R*x R — R?: (2,y) = o xy
mit
T Xy = (Toys — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — Tay1)'

fir x = (21,22, 23)" und y = (y1,y2,y3)" ist eine alternierende multilineare

Abbildung, wie man leicht nachrechnet.
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Bemerkung 22.3 (Tensorprodukt und dufleres Produkt)
Wir haben das Tensorprodukt als multilineare Abbildung

p:Vix. .. xV, —=V®...eV,
eingefiihrt, die uns fiir jeden Vektorraum W einen natiirlichen Isomorphismus
feoMultg (Vi x ... x V,,W) — Homg (Vi ®@...@ V,,W) : ¢ = f,

liefert und uns damit erlaubt, statt multilineare Abbildungen lineare zu untersuchen.

Ebenso wollen wir nun ein dufleres Produkt
oV — N V=VA.T.AV
definieren, das uns in analoger Weise einen natiirlichen Isomorphismus
£ Altg(V", W) — Homg (/\TV, W) e fy

liefert und uns damit erlaubt, statt alternierender multilinearer Abbildungen wieder

lineare zu studieren.

Definition 22.4 (AuBeres Produkt)

Es sei V' ein K-Vektorraum und ~ > 1. Ein Paar (U, ) mit U ein K-Vektorraum
und ¢ : V" — U eine alternierende multilineare Abbildung heifit r-faches dufseres
Produkt von V| wenn (U, ) der folgenden universellen Eigenschaft geniigt:

Fiir jedes weitere Paar (VV, w) mit W ein K-Vektorraum und ¢ : V" — W
eine alternierende multilineare Abbildung gilt, es existiert genau eine lineare
Abbildung fy, : U — W mit fy, o ¢ = 9, d. h. so, daBl das folgende

Diagramm kommutiert:

vr— % U

7
/7
¢\4 =

w

Wir nennen die Elemente des dufleren Produktes auch Produkte und die Elementein

in Im(y) nennen wir reine Produkte oder zerlegbar..

Wir werden zunéchst wieder die Eindeutigkeit des duleren Produktes zeigen, und
seine Existenz dann aus der Existenz des Tensorproduktes herleiten. Da wir die
Existenz von Tensorprodukten nur fiir Vektorrdume gezeigt haben, werden wir uns
dabei auch wieder auf den Fall von Vektorrdumen beschrinken, obwohl die Kon-
struktion im Falle von Moduln exakt gleich bleibt.

Satz 22.5 (Eindeutigkeit des dufleren Produktes)
Seien V' ein K-Vektorraum, r > 1 und (U, ¢) und (I/V, @Z)) zwet r-fache dufere Pro-
dukte von V. Dann gibt es genau einen Isomorphismus fy, : U — W mit fyop = .
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Beweis: Aus der universellen Eigenschaft, der sowohl (U,¢) als auch (W, w)
geniigen, folgt, daf es zwei eindeutig bestimmte Abbildungen f; : U — W und
fo : W — U gibt, die das folgende Diagramm zum kommutieren bringen:

vr— % .U
A

, /
/
3lftp //

¥ N
v
w
Damit gilt aber auch
f@owa@:f¢o¢:¢ (80)
und

foofooh=fpop=1 (81)

Und aus der Eindeutigkeit folgt unmittelbar, daf§ nur f,, als Kandidat fiir den Iso-

morphismus in Frage kommt!

Betrachten wir nun die alternierende multilineare Abbildung ¢ : V" — U selbst,
so sagt die universelle Eigenschaft von (U, ), daf es genau eine lineare Abbildung
fo + U — U gibt mit f] o p = . Offensichtlich ist idy eine lineare Abbildung,
die diese Eigenschaft besitzt, und mithin gilt f/, = idy. Andererseits gilt nach (80)
aber, dafl f, o fy ebenfalls diese Eigenschaft hat, also

f(pof¢ :f;:ldU
Analog folgt aus (81) und der universellen Eigenschaft von (W, 1), daff auch
foofe=f,=idw.

Mithin ist fy ein Isomorphismus mit f, als Inverser. O]

Vergleicht man den Beweis mit dem Beweis der Eindeutigkeit des Tensorproduktes,
Satz 20.6, so stellt man fest, dafl beide Beweise fast wortlich identisch sind.
Notation 22.6 (AuBeres Produkt)

Da nach Satz 22.5 das r-fache duflere Produkt eine Vektorraums, so es existiert, bis
auf eindeutige Isomorphie eindeutig bestimmt ist, schreibt man A"V := VA .7. AV
statt U und unterschlégt - um Notation zu sparen - fiir gewohnlich die alternierende

multilineare Abbildung ¢ ganz, indem man
TN N = (x, . Ty)

fiir x1,...,x, € V schreibt.
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B) Existenz des r-fachen #ufleren Produktes
Kommen wir nun also zum Beweis der Existenz des dufleren Produktes. Dazu fithren

wir zunachst noch eine neue Notation ein.

Definition 22.7 (Das r-fache Tensorprodukt 77 (V))
Es sei V' ein K-Vektorraum und r € IN. Dann definieren wir das r-fache Tensorpro-

dukt von V rekursiv durch 7°(V) = K und
T"V)y=T"" V)o@V
fiir r > 1. Wegen der Assoziativitdt des Tensorprduktes gilt fiir » > 1 dann
V)=V .r. V.
Ferner setzen wir Vj = {0} C K und definieren fiir jedes r > 1 einen Unterraum
Vii=Lin(z1®...0z, € T"(V) |Ii#j o, =x;) CT(V).
Im Beweis der Existenz des r-fachen dufleren Produktes verwenden wir zudem die

universelle Eigenschaft des Faktorraums.

Lemma 22.8 (Universelle Eigenschaft des Faktorraums)

Es sei V' ein K-Vektorraum, U ein Unterraum von V.
v:V—V/U:2—T

die zugehorige Restklassenabbildung.

Dann gibt es fir jede lineare Abbildung f :'V — W mit U C Ker(f) genau eine
lineare Abbildung g : V/U — W mit f = gowv, d.h. so daf$ folgendes Diagramm
kommutiert:

vV —— VU

Ve
\ )
f % ’ 319

w

Beweis: Wir wollen die Abbildung g definieren durch
9(z) = f()

fir 7 € V/U und miissen fiir die Wohldefiniertheit zeigen, dafl dies nicht von der
Wahl des Vertreters der Restklasse abhéngt. Sei also ¥ = ¥, dann gibt es ein u € U
mit r = y + v und somit gilt
f@) = fly+u) = fly) + fu) = fly) + 0= f(y),
da nach Voraussetzung u € U C Ker(f) gilt. Dies zeigt, dal die Abbildung
g: VU —W T f(z)

wohldefiniert ist. Die Linearitéit von g folgt unmittelbar aus der Linearitdt von f,
und zudem gilt offenbar

gov=F[
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Es bleibt die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei nun dazu
h:V/U—W
eine zweite Abbildung mit f = h o v, dann folgt
h(Z) = hov(z) = f(z) = g(T)
fir alle 7 € V/U und somit h = g. O

Damit konnen wir die Existenz des r-fachen &ufleren Produktes dann aus der Exi-
stenz des r-fachen Tensorproduktes und der universellen Eigenschaft des Faktor-

raums ableiten.

Satz 22.9 (Existenz des r-fachen dufleren Produktes)
Es sei V' ein K-Vektorraum und r > 1. Setzen wir \"V :=T"(V)/V, und

@:VT—>/\TV:(xl,...,xr)»—>:c1A...AxT::x1®...®xr,

dann ist das Paar (/\T V, gp) ein r-faches duferes Produkt von V.

Beweis: Wir beachten zunéchst, dal die Abbildung ¢ = v o ¢ die Komposition
der zum Tensorprodukt gehérenden multilinearen Abbildung ¢ : V" — T7 (V) mit
der linearen Restklassenabbildung v : T"(V) — T7(V)/V, ist. Damit ist ¢ als
Verkniipfung einer linearen Abbildung mit einer multilinearen insbesondere multi-
linear. Sind nun zy,...,z, € V mit z; = z; fiir ein ¢ # j, dann gilt zudem, daf
1 ®...Qx, €V, und mithin, p(z1,...,2,) = 0. D. h. ¢ ist auch alternierend. Es
bleibt also, die universelle Eigenschaft zu iiberpriifen.

Sei dazu @ : V" — W eine alternierende multilineare Abbildung. Die universelle
Eigenschaft des Tensorproduktes liefert, dafl es genau eine lineare Abbildung f;, :
T7(V) — W gibt mit f; o ¢ =, d. h. so, da3 folgendes Diagramm kommutiert

/g — 77}

k T
w
Da ¢ alternierend ist, ist f;,(V;) = 0, und das bedeutet nach Lemma 22.8, daf} f;, in
eindeutiger Weise durch 77 (V') /V, faktorisiert, d. h. es gibt genau eine Abbildung
fyp 2 T7(V)/Ve — W, so daB8 f), = fy ov, d. h. so, dafl das folgende Diagramm

kommutiert:
(V) ———=——=T7(V)/V,.

e
re
, e
fw\// L7 e

w
Aber dann ist fy, : T"(V)/V, = \'V — W eine Abbildung mit

foow=fyovop=fiop=1.
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Es bleibt noch zu zeigen, dafl f, eindeutig ist mit dieser Eigenschaft. Sei also

T V)= NV -—W
eine zweite Abbildung mit g o ¢ = 1. Setzen wir h :== gov : T"(V) — W, dann
gilt

hop=govop=gop=1,
also folgt mit der oben angegebenen Eindeutigkeit von f; beim Tensorprodukt,

daBl h = fj. Aber dann gilt fj, = g o v und aus der ebenfalls oben angefithrten
Eindeutigkeit von f,;, beim Quotientenraum folgt, dal g = fy. O

Nachdem wir nun wissen, dafl Tensorprodukte von Vektorrdumen stets exitieren und
eindeutig sind, wollen wir die universelle Eigenschaft des Tensorproduktes nutzen,
um den Vektorraum alternierender multilinearer Abbildungen von V" nach W mit
dem Vektorraum linearer Abbildungen von A"V nach W zu identifizieren.

Korollar 22.10 (Altg(V", W) = Homg (A" V,W))
Seien V und W zwei K-Vektorrdume, dann ist die Abbildung

£ Altg(V", W) — Homg (/\T v, W) Y fy
ewn Isomorphismus von K-Vektorrdumen.
Beweis: Es bezeichne ¢ : V" — A"V die alternierende bilineare Abbildung des
r-fachen dufleren Produktes von V. Sind v und 7 zwei alternierende multilinea-

re Abbildungen von V" nach W und sind \,u € K zwei Skalare, dann gilt fiir
(x1,...,x,) € VT

e Fyt it )0 plwn, ) =A- fy 0 @(@r, o)+ i a0 plan, -1 2)
=Nz, .. x) F (T, .., x)
=AY +p-m)(ry,. .., z).

Die lineare Abbildung A - f,, + p - f, erfiillt also die Eigenschaft von fy.4,.~ und
muf} deshalb mit dieser {ibereinstimmen, d.h.

fOb+p-m) = frprpr =X Jp+u-fa=X Q) +p- fm)
Die Abbildung
£ Altg (V" W) — Homg (/\ v, W) e fy

ist also linear. Aufgrund der universellen Eigenschaft des dufleren Produktes ist sie
aber zudem bijektiv und damit ein Isomorphismus, weil es zu jeder alternierenden
multilinearen Abbildung ¢ eine eindeutige lineare Abbildung f, mit f(¢) = fy
gibt. [l
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C) Rechenregel fiir dulere Produkte

Lemma 22.11 (Rechenregeln fiir &ulere Produkte)
Es sei V' ein K-Vektorraum, dann gelten fir x,x',y,y',x1,...,2, € V und A € K
die folgenden Rechenregeln:

a. x/\(y—i—y'):x/\y—i—x/\y’und(m—i—x’)/\y:x/\y—i—x’/\y.
b. AM-(zAy)=N-z)ANy=a A\ y).

c. OANy=a2ANA0=0.

d zANy=—-yAuz.

e. Ty N NN NN NT = AN NN N AN X

Zudem ist jedes Produkt in \"V eine Summe von reinen Produkten.
Beweis: a. und b. folgen wieder daraus, dafl ¢ multilinear ist, und c. folgt aus b.
mit

ONz=0-2)Az=0-(zAz)=0=0-(xAz)=aA(0-2)=xAO0.

Seien x,y € V, dann gilt mit a., da ¢ alternierend ist
O=(@+y)AN(z+y)=xAx+zxzAy+yAz+yAy=zAy+yAz.

Aber daraus folgt d., und e. folgt analog. Dafl jedes Produkt eine Summe von reinen
Produkten ist, folgt aus der analogen Aussage fiir Tensorprodukte und der Kon-
struktion in Satz 22.9. O

Bemerkung 22.12 (Rechenregeln im r-fachen dufleren Produkt)
Die Rechenregeln in Lemma 22.11 a.-d. verallgemeinern sich in offensichtlicher Weise
auf r-fache duflere Produkte.

D) Basen auf r-fachen dufleren Produkten

Will man in einem Vektorraum rechnen, so ist es wichtig, eine Basis zu kennen. Wir
zeigen in folgender Proposition, wie man aus einer Basis des Vektorraums V' eine
Basis des r-fachen dufleren Produktes A"V erhilt.

Proposition 22.13 (Basis des r-fachen dufleren Produktes)

Sei (x1,...,x,) eine Basis des K-Vektorraumes V.. Dann gilt:

a. Fir aller >n gilt \"V = {0}.

b. Firl<r<mnist(zyA...Nz;, |1<i <...<i, <n) eine Basis von \" V.

dimye (/\'V) = (Z‘)

c. Fir0o<r<n gilt
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Beweis: Wir beweisen zunéchst die Aussage in b. und damit auch die in c.
Da (2, ®...®w;, |1 <i; <n,j=1,...,r) eine Basis von T7(V) ist, ist
B i=(xiy Ao Ny, |1<i;<n,j=1,...,r)

ein Erzeugendensystem von A" V. Bedenkt man nun noch, daf§ die Produkte, bei
denen ein Faktor mehrfach vorkommt, null sind, und dafl die Vertauschung der
Reihenfolge von Faktoren nur das Vorzeichen &ndert, dann haben wir in der Tat
bereits, dafl

B:=(xyN... Nz, |1<d3 <...<1i.<n)

ein Erzeugendensystem von A"V ist. Insbesondere gilt,
T n
di V) < )
iy (V) < (r)

Es bleibt zu zeigen, da3 B linear unabhéngig ist.
Sei dazu D = (e, | 1 < i3 < ... <1, <n) eine Basis von K. Wir wollen nun

wie folgt eine alternierende multilineare Abbildung

v — k()
konstruieren. Wir betrachten einen Vektor y = (aq,...,a,) € V" sowie die folgenden
Darstellungen der einzelnen a; beziiglich der Basis (1, ...,z,) von V:

n
aj:E ai;xr;, j=1,...,m.
i=1

Wir setzen dann A = (a;;) € Mat(n x r, K), d. h., wir schreiben die Koeffizienten
der Koordinatendarstellung der a; als Spalten in die Matrix A.

Fiir einen Multiindex (iq,...,7,) mit 1 <i; < ... <4, < n sei

A(’il, Ce ,ir) = det ((ailj>17j:1 77777 7‘)

der maximale Minor von A beziiglich der Zeilen iy, ..., %.. Von diesen Minoren gibt
es exakt (7;) Stiick, und wir definieren dann
V= KO (an e Y Al i) e
1<i1 <...<ir<n
Da die Determinante multilinear und alternierend beziiglich der Spalten einer Matrix
ist, ist ¢ eine alternierende multilineare Abbildung mit @/J(%‘l, e ,xiT,) = €y
Aus der universellen Eigenschaft des dufleren Produktes folgt somit die Existenz
einer linearen Abbildung
fo: NV — &G
mit der Eigenschaft
f¢($i1 AN xi,«) = eilmiT.
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n
T

Da D eine Basis von K () ist, ist diese Abbildung mithin surjektiv und somit folgt
r n
dimge (A'V) = ().
1M g /\ = (r>

Insgesamt erhalten wir dimg ( N V) = (:f), und insbesondere, dafl B eine Basis ist.
Damit sind die Teile b. und c. bewiesen.

Fiir r > nsind in 2, A... Azj,, 1 < j; <n, mindestens zwei Faktoren gleich, also
ist das Produkt null, und es folgt Teil a., da auch in diesem Fall B’ ein Erzeugen-
densystem von A"V ist. O

Korollar 22.14 (Charakterisierung der Dimension)
Ist V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dann gilt

dimg (V) = max {r >0| \'V# {0}} .

Korollar 22.15 (Kriterium fiir lineare Abhéngigkeit)
Seien V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und x+,...,x, € V. Genau dann
ist die Familie (1, ..., x,) linear abhingig, wenn

1 N... ANz, =0.
Beweis: Ist die Familie linear abhéngig, dann 148t sich einer der Vektoren als Li-
nearkombination der iibrigen darstellen. Es gelte deshalb ohne Einschrinkung
1'1:)\2'ZL‘2+...—|—)\T'[ET.

Dann folgt
=2 ;

Ist die Familie linear unabhéngig, so kénnen wir sie zu einer Basis (z1,...,z,) von
V ergédnzen und der Vektor x; A... Az, gehort nach Proposition 22.13 zu einer Basis
von A" V. Er kann mithin nicht der Nullvektor sein. ]

Beispiel 22.16
Betrachten wir den Vektorraum

V={(w,z,y,2) € R*|w+z+y+z=0}
so ist offenbar
((1,-1,1,0)*,(1,0,-1,0)",(1,0,0, —1)")
eine Basis von V. Entsprechend ist
((1,-1,1,0)" A(1,0,-1,0)",(1,-1,1,0)* A (1,0,0,-1)", (1,0, —=1,0)* A (1,0,0, —1))
eine Basis von A*V und
((1,-1,1,00" A (1,0,—1,0)" A (1,0,0,—1))

. : 3
eine Basis von A\ V.
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E) AufBlere Produkte von linearen Abbildungen

Wir wollen nun das r-fache duflere Produkt einer linearen Abbildung einfiihren.

Proposition 22.17 (r-faches dufleres Produkt von linearen Abbildungen)
Es seien U, V,W K-Vektorriume, f € Homg(V,W), g € Homg(W,U) und r > 1.

a. Fs gibt genau eine lineare Abbildung
/\7" ;- /\r Vo /\7" -
mit der Eigenschaft
N f@ A Ae) = fla) A A fla,)

fir alle z1,..., 2, € V.

b. Zudem gelten

Naeh=Nage N Nv—AU

N idy =idpry

und

Beweis:
a. Wir betrachten die Abbildung
VT — \ W (@, a) = f) A A fa).

Da f linear ist und das duflere Produkt multilinear und alternierend ist, ist
1 multilinear und alternierend. Aus der universellen Eigenschaft des dufleren
Produktes folgt dann, dass es genau eine lineare Abbildung

o NV—N\W

folwa NN Ty) = (a0 ) = fr) Ao A f(zy)

gibt. Diese nennen wir A" f.

b. Offenbar ist \"go A" f ein lineare Abbidldung von A"V nach A" U mit der
Eigenschaft

N g\ fan. Az =N\ g(f(@) A A f(z,))
=(go f(x)A...A(go f)(z:).
Aus der Eindeutigkeit einer solchen Abbildung geméaf Teil a. folgt dann
N@e =N\ go\ r

Analog sieht man, dass idp~v (21 A ... Ax,) = idy(z1) A ... Aldy(z,) gilt und

mit

aus der Eindeutigkeit geméaf a. folgt dann

A idy =idpry .
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]

Will man nun mit dem &ufleren Produkt einer linearen Abbildung rechnen, so
beno6tigt man ihre Matrixdarstellung, und diese erhélt man als Matrix von Minoren.
Wir schauen uns das zunéchst in einem einfachen Beispiel an, in der Hoffnung, dass

die Argumente im Beweis des allgemeinen Falls dann leichter zu verstehen sind.

Beispiel 22.18 (Matrixdarstellung von fy4)
Wir wollen den R? mit der kanonischen Basis E = (ey, e;) betrachten und die lineare
Abbildung

fa:R*—R?*:2— Aoz

fiir eine Matrix

A= < i ) € Maty(R).

a21 A2

Das 2-fache fufere Produkt A\*R? hat die Basis
El = (61 A 62),

und es gilt

/\2 faler Nea) =faler) A fales) = (a11 - €1+ a1 - €2) A (a12 - €1 + ag - €2)

(
(@21 - a12) - e2 A ey + (ag - a) - ea A ey
=(ay1 - ag) - €1 Aes+ (ag - agn) - ea Aeg
(@11 - ag2) - €1 A ey — (ag - arz) - €1 A ey
:(&11 * 9o — A21 * Cllg) - €1 AN €y — det(A) * €1 A €2,
wobei die Gleichung (*) aus

61/\61262/\62:0

folgt und (**) aus
€9 VAN €1 = —(61 N 62).

Mithin hat die Matrixdarstellung von /\2 fa beziiglich E’ die Gestalt
ME (f4) = (det(A)).

Nun wollen wir die Matrixdarstellung im allgemeinen Fall berechnen.
Proposition 22.19 (Matrixdarstellung von A" f)

Es seien B = (x1,...,x,) eine Basis von V und D = (y1,...,Yym) eine Basis von W.
Ferner sei f € Homg (V, W) eine lineare Abbildung mit Matrizdarstellung ME(f) =
(a;;) € Mat(m x n, K) und 1 <r <min{m,n}. Dann ist

MB// (/\T f> : (A<’Ll, Ce ,ir‘jl,. . 7j1”))1§i1<...<ir§m

1<ii<.<gr<n
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die Matrizdarstellung von \" f beziiglich der Basen

B’:(a:jl/\.../\a:jr|1§j1<...<jT§n)

und

D,:(yn/\/\yh | 1< <. .. <2r§m),
wenn A(iy, ... i:|j1,...,7) die Determinante der r x r-Teilmatriz von A ist, in der
alle Zeilen aufer die mit den Indizes i1, ...,1,. und alle Spalten aufer die mit den

Indizes ji, ..., j. gestrichen wurden. D.h. die Matrizdarstellung von \" f beziiglich
B" und D' enthilt alle r x r-Minoren von ME(f) in dibersichtlicher Anordnung.

Beweis: Wir erinnern uns, dafl B’ und D’ nach Proposition 22.13 Basen von A"V
bzw. A" W sind. Um die Matrixdarstellung auszurechnen, miissen wir /\" f auf einen

Basisvektor xj, A ... Az, in B’ anwenden:

/\r f(l’jl VANA Ijr) :f(le) VANPIRAN f(.%'jq)

m m
:Zaijl yl/\/\Zam *Yi
i=1 =1

m m
:E E ailjl-...-airjr-yil/\.../\yir
i1=1 ir=1
m
© A A
- ailjl Ceelt airjr ' y’il st yir
01yeeytp=1
{i1,..oir H=r

(%)
= Z Z SEN(0) * @iy gy e Qi Yin Ao A Y,

1<i1<..<ir<m o €S,

= ) Al ) Y A A
1<i1<...<ir<m
Fiir die Gleichung (%) beachten wir dabei, da8 das reine Produkte y;, A ... Ay;,
null ist, wenn zwei der Vektoren iibereinstimmen, so daf§ wir nur die Summanden
mit paarweise verschiedenen y; betrachten miissen. Und fiir die Gleichung (*x) be-
achten wir, dafl in der oberen Summe zu gegebenem Zahlentupel (iy,...,7,) mit
1 <14 <... <1 <m auch alle Permutationen des Tupels genau einmal auftau-
chen und daf sich das Vorzeichen des zugehorigen reinen Produktes um das Signum
der Permutation dndert, wenn wir die Indizes in aufsteigende Reihenfolge bringen.
Damit ist die Behauptung dann gezeigt. O]

Beispiel 22.20 (Matrixdarstellung von A" f)
Wir betrachten die lineare Abbildung

f:R>— R?: (z,y,2)" = (x —y,y +22)

mit den kanonischen Basen E = (€1, ¢, ¢3) von R® und F = (e, e3) von R? zu-

sammen mit den zugehorigen Basen E = (e1 N €y, €1 A €3, €3 A €e3) von /\2 R? und



360 IV. MULTILINEARE ALGEBRA

E' = (e1 A ey) von A\°R2. Dann ist

Mg(f)=<(1) N g)

und

1 -1
0 1

v (N'1)=(

0 2

F) AuBeres Produkt und die Determinante

Als einfache Anwendung von Propositon 22.19 und Verallgemeinerung von Bei-
spiel 22.18 erhalten wir das folgende Korollar und damit eine schéne Interpretation
der Determinante als spezielles dufleres Produkt.

Korollar 22.21 (Aufieres Produkt und Determinante)

Es seien E = (e; | i = 1,...,n) die kanonische Basis des K", ay,...,a, € K" und
A = (a;;) € Mat(n x r, K) die Matriz mit den Spalten ay, ..., a,. Ferner bezeichne
A(iy, ... 0p) fiirl <ip < ... <i, <ndenrxr-Minorvon A zu den Zeilen iy, .. ., i,.
Dann gilt

(11/\.../\6L7«: Z A(il,...,ir)-eil/\.../\eir.

1<i1 <. <ir<n

Insbesondere qilt fiir r =n und aq,...,a, € K"
ag A\ ... Na, =det(A)-eg A... Ne, =det(ay,...,an) €1 N... Ney.

Beweis: Fiir den Beweis bezeichne F = (€1,...,€,) die kanonische Basis des K.
Dann ist

ME(fa) = A
die Matrixdarstellung der linearen Abbildung
fa: KN — K":x+— Aox
und in der Notation von Proposition 22.19 gilt
Aiy, .o ooyip) = Alig, ..oy i1, 000r)
fir 1 <4; < ... <1, <n.Damit folgt dann aus Proposition 22.19

G ANy =fa@) A A fa@) = N\ fa@ A AE)
22;9 Z A(il,...,ir)'61‘1/\.../\6”.

1< <. < <n
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Beispiel 22.22 (Aufieres Produkt als Determinante)
Fiir die Vektoren a; = (1,0,1)",ay = (1,2,0)%, a3 = (0,3,1)" € R3 gilt

'61/\62/\63:5'61/\62/\63.

O N =
— w O

1
CL1/\CL2/\CL3: 0
1

Korollar 22.23 (Determinante eines Endomorphismus)
Sei f € Endg (V) ein Endomorphismus von V- und n = dimg (V). Dann gilt

/\nf : /\nV —)/\nV cx o det(f) - .
Insbesondere gilt det (A" f) = det(f).

Beweis: Wir wéhlen eine Basis B = (x1,...,2,) von V und betrachten die Basis
B' = (xy A... ANx,) von A" V. Dann gilt mit der Notation von Proposition 22.19

det(f) =det (M5 (f)) = A(1,...,n|1,...,n)

und mithin

Mgf(/\”f):(A(L...,nu,...,n)) (det(f)).

Daraus folgt die Behauptung. O]

Beispiel 22.24 (Das Kreuzprodukt von Vektoren im R?)
Wir greifen das Kreuzprodukt aus Beispiel 22.2 noch mal auf,

v RPx R — R®: (z,y) —» o xy
mit
& Xy = (Tays — TaYa, T3y — T1Y3, T1Y2 — Tayn)’

fiir v = (w1, w9, x3)" und y = (y1, y2,y3)", und wir wollen dieses mit Hilfe des dufieren

Produktes neu interpretieren.

Dazu beachten wir, dass die Matrixdarstellung
3
MB:/\ R® — R : v+~ Mg(v)

beziiglich der Basis B = (e; A es A e3) ein Isomorphismus ist, wobei E' = (e, eq, €3)
die kanonische Basis von R? ist. Ist v € A’ R?, dann gilt

v=A-eg ANegAes

fir ein eindeutig bestimmtes A € R und Mp(v) = \.

Damit gilt dann

Y(x,y) = (Mplx Ay Ael), Mg(z Ay Aey), Mp(x Ay Aes)).



362 IV. MULTILINEARE ALGEBRA

Um das zu sehen, beachten wir

3 3

a:/\y/\61:ZZx,;yj-ei/\ej/\el

i=1 j=1
:$2y3'62/\63/\€1+l’3y2'63/\62/\61
=(T2y3 — y213) - €1 A ez N es,

woraus die Behauptung fiir die erste Koordinatenfunktion folgt. Die beiden anderen
rechnet man in analoger Weise nach.

Nach Korollar 22.21 erhalten wir damit dann die folgende Formel fiir das Kreuzpro-
dukt

b(r,y) = (det y er), det(z y ), det(x y e3))"
da fiir ein reines Produkt stets Mp(z Ay A z) = det(x y z) gilt.

G) Der allgemeine Laplacesche Entwicklungssatz

Wir wollen abschlieSend mit Hilfe des duleren Produktes den Laplaceschen Ent-

wicklungssatz verallgemeinern.

Definition 22.25 (Vorzeichen)

Essei {1,...,n}={i,...,0}WU{j1,..., st mit iy <...<i,und j; < ... < js. Wir
definieren dann

1 ... 1 ...
ey, ..., i) = sgn( , T 7“—.1— n ) e {1,-1}.
1 ...

1y Vit e Js
Dies ist genau das Vorzeichen, das wir erhalten, wenn wir im reinen Produkt x; A

... Az, die Vektoren z;,, ..., x; nach vorne tauschen.

Lemma 22.26 (Vorzeichen)
Firl<in<...<i.<n gqlt

r+1

e(in, ... ip) = (1) 2k (2"),

Beweis: Ein Paar (k,[) kann nur dann ein Fehlstand der Permutation
I ... r r+1 ... n
0 = . . . .
7 ... 1p h oo Js

E<r<l

sein, wenn

gilt. Denn fir £ < [ < r gilt o(k) = i < 4 = o(l) und fir r < k& < [ gilt
o(k) = jx < ji=0o(l).

Sei nun ein Paar (k,[) mit £ <r <[, dann folgt

(o(k),o(1)) = (ix, 52)-
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Damit dies ein Fehlstand wird, muss j; bei fest vorgegebenem k eine der Zahlen
1,...,4; — 1 sein. Von diesen kommen aber genau die k — 1 Zahlen iy, ..., %;_1 nicht

in Frage. Also liefern bei festem k& genau
(g —1)—(k—=1)=1ir— k

mogliche Werte von [ einen Fehlstand (k,). Summieren wir diese Fehlstidnde auf, so

erhalten wir

T

4Fehlstinde = 3 (ix — k) = sz _ Zk _ sz _ <T ‘; 1).
k=1 k=1 k=1

k=1
[

Damit sind wir nun in der Lage, den allgemeinen Laplaceschen Entwicklungssatz zu

formulieren und zu beweisen.

Satz 22.27 (Allgemeiner Laplacescher Entwicklungssatz)
Sei A € Mat,,(K) eine quadratische Matriz und sei

{1,....n} = {ir, ... i, YW1, .., js}
mit iy < ...<i, und j; < ...<js. Dann gilt
det(A) =e(iy, ..., i)
S ek, k) Alkr, ki, i) - Al Ll ),

wobei die Summe tber alle Zerlegungen {1,...,n} = {ki,...,k.}U{ly,... I} mit
ki <...<k.undl; <...<ls gebildet wird.

(82)

Beweis: Es seien aq,...,a, € K" die Spalten der Matrix A. Dann gilt wegen Ko-
rollar 22.21

ap A\ ...Na, =det(A)-eg A... Aey. (83)
Wir wollen das Produkt auf der linken Seite nun noch auf eine andere Art und Weise
berechnen:
ar Ao ANap =¢€(in,..ydn) - (g Ao AN a) Aag, AN ay). (84)
Wenden wir nun Korollar 22.21 auf die zwei reinen Teilprodukte an, so erhalten wir
fiir diese
a, Ao Na = > Ak ki) e Al Nek, (85)
1<k1<..<kr<n
sowie
ap Ao Nag = Y Al L) e A A, (86)

1< <...<ls<n

Nun beachten wir noch, daf (ex, A...Aeg.) A (e, A...Ae,) nur dann ungleich null

ist, wenn die Vektoren paarweise verschieden sind, d.h. wenn

by, kYOl L) = {1, n)
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gilt, und daf in diesem Fall
(e, Ao Neg ) AN(ey Ao Ne) =elky, ... k) -er Ao Ney (87)

gilt. Setzen wir nun (85) und (86) in (84) ein, ziehen die Summen nach vorne, ent-
fernen alle Summanden, die null sind, und setzen schlielich (87) ein, dann erhalten
wir die rechte Seite in (82) als Faktor vor e; A ... A e,. Ein Koeffizientenvergleich
mit (83) liefert dann die Behauptung. O

Beispiel 22.28 (Laplace-Entwicklung nach der 1. Spalte)

Setzen wir im vorigen Satz r = 1 und ¢; = 1, dann erhalten wir die Formel

n

det(A) = 2:(—1)Z‘Jrl ~aiy - det(Aq),

i=1
wobei A;; die Matrix ist, die entsteht, in dem wir die i-te Zeile und erste Spalte in

A streichen.

Beispiel 22.29
Wir wollen fiir die Matrix

1 2 3 4
5 6 7 8

A= € Mat
9 10 11 12 ata(Q)
13 14 15 16

mit Hilfe von r = 2 und (i1,42) = (1,2) die Determinante durch simultane Entwick-
lung nach den ersten beiden Spalten berechnen:

det(A) 1 2 11 12 1 2 7 8
e —_ . J— .
5 6 15 16 9 10 15 16
N 1 2 7 8| |5 6 3 4
13 14 11 12 9 10 15 16
N 5 6 3 4 |9 10 3 4
13 14 11 12 13 14 7 8|

wobei die Summanden auf der rechten Seite zu den folgenden Tupeln gehoren

(k1. k2) € {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4), (3,4)}.

Wir iiberlassen es dem Leser, diese Zahl auszurechnen und mit anderen Methoden

zu iiberpriifen.

H) AuBere Produkte und der Dualraum

Proposition 22.30 (AuBiere Produkte und der Dualraum)

Ist V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum, dann gibt es genau eine lineaere
Abbildung

a: VAV — Altg (V2 K)
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mait

N ey —aet [ @ fW)
) dt(gm g<y>>

fiir alle f,g € V* und x,y € V, und diese Abbildung ist ein Isomorphismus.

Beweis: Wir iiberlassen den Beweis dem Leser als Ubungsaufgabe. [l

Bemerkung 22.31 (AuBere Produkte und der Dualraum)
Die Aussage in Proposition 22.30 verallgemeinert sich in offensichtlicher Weise von
2-fachen auf r-fache duflere Produkte.

Korollar 22.32
Wenn V' ein endlich-dimensionaler K - Vektorraum ist, dann gilt V¥ AV* =2 (VAV)*.

Beweis: Aus Proposition 22.30 und Korollar 22.10 erhalten wir

VAV 2 Altg (VA K) 2 Homp(VAV,K) = (VAV)*.

I) AuBere Produkte von Moduln

Bemerkung 22.33 (AuBere Produkte eines Moduls)

Wir koénnen die &ufleren Produkte eines Moduls iiber einem kommutativen Ring mit
Eins genauso definieren wie fiir Vektorrdume, mit Hilfe der angegebenen universellen
Eigenschaft. Alle Eigenschaften des &ufleren Produktes, die sich unmittelbar aus der
universellen Eigenschaft ableiten lassen, gelten dann genauso fiir &uflere Produkte
eines Moduls. Dies trifft u.a. auf die Eindeutigkeit des dufleren Produktes zu und

auf den Isomorphismus

Altg(M", N) = Homp, ( \ M, N).

Selbst der Beweis der Existenz funktioniert ohne Anderung, wenn wir die Existenz
des r-fachen Tensorproduktes des Moduls voraussetzen, da der Faktormodul dersel-
ben universellen Eigenschaft geniigt. Ebenso iibertragen sich die Rechenregeln fiir
aulere Produkte, und wenn der Modul eine endliche Basis besitzt, dann trifft das
auch auf die r-fachen &ufleren Produkte zu und Proposition 22.13 gilt dann ohne
Anderung. Auch die funktoriellen Eigenschaften des &uBeren Produktes in Propo-
sition 22.17 {ibertragen sich ohne Anderung, und wenn f eine lineare Abbildung
zwischen Moduln mit endlichen Basen ist (siehe Definition 26.1), dann bleibt die
Formel fiir die Matrixdarstellung von A" f erhalten, in der die r x r-Minoren der
Matrixdarstellung von f gesammelt sind. Damit bleibt dann auch der Satz iiber den
Zusammenhang des dufleren Produktes und der Determinante 22.21 erhalten und

ebenso der allgemeine Laplacesche Entwicklungssatz.
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Aufgaben

Aufgabe 22.34
Es sei V' ein K-Vektorraum und r > 1. Zeige:
Vi=(1®..0x, |, eVVi=1,...,r; 31 <i<r—1:x; =x;11).

Aufgabe 22.35

Es sei V ein K-Vektorraum und U C V ein Unterraum von V' mit Basis (z1,...,x,).
Zeige, es gilt

U={zeV]zAxzAN... Nz, =0}

Aufgabe 22.36

Es sei V' ein K-Vektorraum und U,W C V zwei Unterrdume von V mit Basen
(x1,...,2,) bzw. (y1,...,y.). Zeige, genau dann ist U = W, wenn (x; A ... Az,)g =
(A A YK

Aufgabe 22.37
Es sei V' ein K-Vektorraum mit dimg (V) = n < oo. Zeige, jedes Element von
A"V ist zerlegbar.

Aufgabe 22.38

Es seien V und W zwei K-Vektorrdume, A € K und f € Homg (V, W). Zeige:
a. /\r(ldv> = ld/\T V-
b AN(A) =N N F.

Aufgabe 22.39

Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

a. Ist V ein K-Vektorraum und sind x,y € V mit x Ay = y Az, dann gilt z = y.
b. In A*R?2 gilt die Gleichheit
(1,00 A (2,2)" +(0,2)" A (1,1)" = 0.

Aufgabe 22.40
Es sei F = (ey,...,e4) die Standardbasis des R* und es sei

x=(e1 —eq) N (e2+ €3).

a. Zeige, die folgende Abbildung ist linear:

3
f:]R4—>/\]R4:y>—>y/\x.
b. Bestimme die Matrixdarstellung ME(f) von f beziiglich der Basen E von R*
und B = (e Aea Aesg,e1 Aeg Aeg,ep Aes Aeyg,ea AesAey) von /\3]R4.

Aufgabe 22.41
Es sei 1 : R? x R* — R3 das Kreuzprodukt aus Beispiel 22.2 und es sei

for \ R — R
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die durch die universelle Eigenschaft des 2-fachen dufleren Produktes induzierte li-
neare Abbildung. Berechne die Matrixdarstellung MZ(f,) fiir die kanonische Basis
E = (ey, e9,e3) von R? und die Basis B = (e; A ea,¢1 A €3, 9 A €3) von /\2 R3.

Aufgabe 22.42
Es sei f : V — W eine K-lineare Abbildung und r > 1. Zeige oder widerlege die
folgenden Aussagen:
a. Wenn [ surjektiv ist, dann ist A" f surjektiv.
b. Wenn f injektiv und B = (z1,...,z,) eine Basis von V ist, dann ist die Familie
(flxi) Ao oA f(r) |1 <4y < ... <i, <n) eine Basis von Im (A" f).
c. Wenn f injektiv und dimg (V) < oo ist, dann ist A" f injektiv.
d. Wenn f injektiv ist, dann ist A" f injektiv.
Aufgabe 22.43
Ist V ein K-Vektorraum mit dimg (V) =n < oo und f € Endg (V). Zeige:

det(f) = Spur (/\n f) :
Aufgabe 22.44
Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und r > 1. Zeige, es gibt einen
kanonischen Isomorphismus A" (V*) — (A" V)"
Aufgabe 22.45
Berechne die Determinante der folgenden Matrix mittels Entwicklung nach den er-
sten beiden Spalten:

12101
12011
A=101 11 2 | eMats(Fs).
01200
12110
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§ 23 Die duflere Algebra
In Abschnitt 22 haben wir das r-fache duflere Produkt eines Vektorraums eingefiihrt.
Wir wollen diese Produkte nun zusammenfassen zu einer neuen, interessanten Struk-
tur, der &uleren Algebra des Vektorraums. Die Konstruktionen lassen sich auch auf

Moduln iiber kommutativen Ringen verallgemeinern, was wir in der Vorlesung aber

nicht tun werden.

A) Die duflere Algebra

Definition 23.1 (Aufiere Algebra)
Sei V' ein K-Vektorraum, dann nennen wir den K-Vektorraum

AV =DAV
r=0
mit /\0 V := K, die duflere Algebra von V.

Wir wollen auf A V nun ein Produkt definieren, das A V' zu eine K-Algebra macht.

Satz 23.2 (Das Dachprodukt)
Sei V' ein K-Vektorraum und seien r,s € IN\ {0}. Dann gibt es genau eine bilineare

Abbildung
t: NV NV — NV

Prs(TI A ANT I A AY) =X A AT AL A A Y.

mit

Beweis: Wir wihlen zunédchst einen Vektor (xi,...,z,) € V" und halten diesen
fest. Dann ist die Abbildung
r+s
Ve —s Vilyy, oo ys) = o A A Ayr A A ys

multilinear und alternierend. Wegen der universellen Eigenschaft von A”V gibt es

also genau eine lineare Abbildung

s r4s
wzl,...,xr : /\ V — /\ V
mit
PN NYp =TI NN TEAYL A N Y.

Variieren wir nun die x;, so erhalten wir eine alternierende multilineare Abbildung

w: V" — Homg (/\S v /\H_s V) (1 ) Y Py

Wegen der universellen Eigenschaft von A"V gibt es also genau eine lineare Abbil-

m: /\TV — Homyg </\8 V, /\Hs V>

m(T1 A AT) = Pay oy

dung

mit
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Wir definieren nun

T s r+s
s N VXNV —= N\ Vi(@y) = m@)(y).
Dann ist p, s bilinear und insbesondere gilt
Prs((TI A ATyt A AYs) =20 A AT AL A A Y.

Da die reinen Produkte in A"V bzw. in A*V den Vektorraum jeweils erzeugen, ist
eine bilineare Abbildung durch ihre Werte auf den Tupeln reiner Produkte zudem
eindeutig festgelegt. Dies trifft insbesondere auf p, s zu. O

Definition 23.3 (Das Dachprodukt)
Sei V' ein K-Vektorraum.

a. Fir r > 0 definieren wir

uO,T:/\OVx/\rV—>/\TV:(A,x)>—>)\-a:
und
MT’O:/\TVX/\OV—>/\TV:(x,/\)l—>/\-x.

Dann sind p, und g, bilinear.

b. Sind x = > x,und y = > y, zwei Vektoren in AV mit x;,y; € /\Z V.

r=0 s=0
endlich endlich

Dann definiert
ZL‘/\y: Z Z ﬂr,s(xrvys> e/\Vv
0 0

erf(ﬁich erf(ﬁich
eine Abbildung
/\:/\Vx/\V—)/\V:(x,y)Ha:/\y,

die wir das Dachprodukt auf /\ V' nennen und die offenbar bilinear ist.

Proposition 23.4 (Eigenschaften des Dachproduktes)
Ist V' ein K-Vektorraum, dann ist (\'V,+,-,\) eine K-Algebra.

Insbesondere gelten fir x,y,z € ANV und A € K:

a. (xAyY)ANz=xA(yAz).

b. (x4+y)Az=axAz+yAzundzA(x+y)=zAx+zAy.

c. Me(zhy)=ON-z)Ay=xA (X y).

d. lgAz=zAN1lg =u=z.

Beweis: Die Aussagen b. und c. folgen aus der Bilinearitéit des Dachproduktes. Die
Aussage a. ist offensichtlich fiir reine Produkte und folgt aus b. und c. fiir allgemeine

Produkte. Dal 1 € K = /\0 V' ein neutrales Element ist, folgt unmittelbar aus der
Definition des Dachproduktes. Damit ist dann A V' aber eine K-Algebra. ]
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B) Die duflere Algebra als graduierte Algebra

Definition 23.5 (Graduierte Algebra)
Eine K-Algebra A heifit graduiert, wenn A als K-Vektorraum eine Zerlegung als

A=A,

reZ

direkte Summe

von Unterrdumen A, besitzt, so daf§ fiir das Produkt
Ar : As - ArJrs

gilt. Ist das Produkt kommutativ, so nennt man die K-Algebra kommmutativ. Gilt
fir x € A, und y € A, stets

x.y:(—l)r.s.y-x’

so nennt man die K-Algebra antikommutativ.

Beispiel 23.6 (Der Polynomring als graduierte K-Algebra)
Der Polynomring K[t| besitzt die Zerlegung

K[t) = P K[,
n=0
als direkte Summe der Unterrdume
Klt], ={f € K[t] | f homogen vom Grad n} ={a-t"|a € K}

der homogenen Polynome vom Grad n. Mit dieser Zerlegung ist K[t] ein kommuta-
tive graduierte K-Algebra, weil das Produkt zweier homogener Polynome vom Grad

n und m ein homogenes Polynom vom Grad n + m ist.

Satz 23.7 (/\ V als antikommutative graduierte Algebra)
Ist V' ein K-Vektorraum, dann ist die K-Algebra (\V,+,-, A\) graduiert und anti-
kommutativ.

Beweis: Aus Proposition 23.4 wissen wir schon, da AV = @,., A"V eine K-
Algebra ist, und aufgrund der Definition des Dachproduktes wissen wir zudem, daf3

T s r+s
ANVANVEN TV
gilt. Mithin ist die Algebra auch graduiert. Es bleibt also nur die Antikommutativitét
zu zeigen, d.h. fir x € A"V und y € A’V muss

rAy=(—-1)""-yAuz,

gelten. Da jedes Produkt in A’V eine Summe von reinen Produkten in A*V ist

und das Produkt assoziativ und distributiv ist, reicht es, die Gleichung auf reinen
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Produkten nachzurechnen. Sei also x =21 A ... Az, und y = y; A ... Ay,, dann gilt
TANY =T N ... NZ ANYy1 N AN Ys
=(=1) (A AT a AL A AN Ys A Ty
=(=1)* - (z1 A AT o AP A AYs AT AT,

DSy A Ay AT AL ATy = (=) y Az

C) Die duflere Algebra eines Moduls

Bemerkung 23.8 (Die duflere Algebra eines Moduls)

Fiir eine Modul M iiber einem kommutativen Ring R mit Eins existieren alle -
fachen dufleren Produkte. Deshalb 148t sich auch die d&uflere Algebra von M wir im
Falle eines Vektorraums definieren und alle vorgestellten Eigenschaften bleiben ohne
Anderung erhalten.

Aufgaben

Aufgabe 23.9
Wir betrachten fiir die Algebra
1 2

/\IRZ:/O\IRQ@/\W@/\RQ%R@RQ@]R
die Basis B = (1, e, €9, €1 A e3) sowie den Vektorraumisomorphismus
Mp : /\ R? — RY,
der durch die Matrixdarstellung beziiglich B gegeben ist. Ferner bezeichne F' =
(f1, fa, f3, f1) die kanonische Basis des R*.

a. Stelle die Multiplikationstafel fiir die Basis B auf.

b. Wir kénnen Mp zu einem Algebrenisomorphismus machen, indem wir auf R*
eine Multiplikation durch

x-y = Mg(Mg'(z)  Mz'(y))

definieren. Berechne das Produkt z -y fiir 2,y € R* explizit.
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§ 24 Projektive Rdume und Grassmannsche Varietiten

In diesem Abschnitt wollen wir erste Schritte in der Richtung projektiver Geometrie
unternehmen mit dem Ziel die Grassmannschen Varietdten unter Anwendung dufle-
rer Produkte als Untervarietiten in einen projektiven Raum einzubetten und damit
als geometrische Objekte zu erhalten. Dies ist eine einfache Anwendung der Techni-
ken des letzten Abschnittes, die aber zeigen, wie der dort eingenommene abstrakte
Standpunkt in konkreten Situationen hilfreich sein kann.

A) Der projektive Raum
Wir wollen zunéchst fiir einen beliebigen Vektorraum V' den zugehorigen projektiven
Raum P(V') definieren.

Definition 24.1 (Der Projektive Raum P(V))
a. Fir einen K-Vektorraum V' heifit die Menge

P(V) = {L <V | dimg(L) = 1}
der 1-dimensionalen Unterrdume von V heiflt der projektive Raum zu V.
b. Der projektive Raum
P = P(K™) := {L < K™ | dimg(L) =1}
zum K™ heiit der n-dimensionale projektive Raum iiber K.

Bemerkung 24.2 (Der n-dimensionale projektive Raum)
Die Punkte im n-dimensionalen projektiven Raum P7% {iber K sind die Ursprungs-
geraden im K",

Z.B. ist der P, die Menge der Ursprungsgeraden in der euklidischen Ebene R?.

Wir wollen fiir den n-dimensionalen projektiven Raum nun eine alternative Be-
schreibung als Menge von Aquivalenzklassen geben, die es uns erlaubt, auf dem

projektiven Raum Koordinaten einzufiihren, dhnlich denen des affinen Raumes K™.

Proposition 24.3 (Homogene Koordinaten)
Definieren wir fiir zwei Vektoren x,y € K™\ {0}

xr~y <= INeK\{0} : y=X\-x,
dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.

Beweis: Seien z,y,z € K"\ {0}. Aus 1-2 = x folgt, die Reflexivitit der Relation.
Ist z ~ y, so gibt es ein A € K \ {0} mit y = A - x und somit gilt auch

und mithin y ~ z, d.h. die Relation ist symmetrisch. Gelten x ~ y und y ~ z, so
gibt es \,p € K\ {0} mit y = A2 und z = p -y, woraus

z=pry=p-(A-x)=0Ap) -
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mit A p € K\ {0} und damit die Transitivitdt der Relation folgt. O

Definition 24.4 (Homogene Koordinaten)
Fiir z = (29, ...,7,)" € K"\ {0} bezeichne

(o :...:2p) ;=7 € K"\ {0}/ ~

die Aquivalenzklasse von z beziiglich der Aquivalenzrelation ~, so nennen wir diese

auch homogene Koordinaten der zugehérigen Aquivalenzklasse.

Proposition 24.5 (Beschreibung des P’ mittels homogener Koordinaten)
Die Abbildung

a: Pl — K"\ {0}/ ~: L~ L\ {0}
1st eine Biyektion mit der Umkehrabbildung
ot K\ {0} ~— Pt (zo: ... xy) = Lin (2o, ..., 2,)").

Wir identifizieren den projektiven Raum deshalb mit der Menge der Aquivalenz-
klassen K™\ {0} und nutzen letztere als synonyme Beschreibung des projektiven
Raumes. Ferner nennen wir (zo : ... : x,) dann auch homogene Koordinaten des
zugehorigen Punktes in der projektiven Ebene.

Beweis: Die Definition von ~ liefert, daf§ « genau dann dquivalent zu y ist, wenn
beide auf einer gemeinsamen Ursprungsgerade liegen, so dal die Ursprungsgeraden
ohne den Ursprung genau die Aquivalenzklassen beziiglich ~ sind. Daraus folgt die
Behauptung. ]

Beispiel 24.6 (Homogene Koordinaten)
Die Ursprungsgerade mit Steigung 2 in der euklidischen Ebene R? hat die Geraden-
gleichung

y=2-x
und hat damit die homogenen Koordinaten (1 : 2) € PL. Die homogenen Koordina-
ten (2 : 4) liefern aber denselben Punkt in Py, weil der Punkt (2,4)" ebenfalls ein

Punkt dieser Geraden ist. Die homogenen Koordinaten eines Punktes im projektiven

Raum sind also immer nur bis auf ein skalares Vielfaches eindeutig bestimmt.

Bemerkung 24.7 (Homogene Koordinaten auf P(V))

Wenn B = (z, ..., x,) eine Basis von V ist, so kénnen wir auf P(V') auch homogene
Koordinaten beziiglich dieser Basis einfiihren, indem wir einem Vektor z = Y " j \;-
x; in V den Ausdruck (Ao : ... : \,) als zugehorige homogene Koordianten zuordnen.

B) Die Grassmannsche Varietiit

Wir wollen den Begriff des projektiven Raumes nun etwas verallgemeinern, indem

wir die Menge aller k-dimensionalen Unterrdume eines Vektorraums betrachten.
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Definition 24.8 (Grassmannsche Varietét)
Fiir natiirliche Zahlen 0 < k < n heifit die Menge

Gi(k,n) ={U < K" | dimg(U) = k}

eine Grassmannsche Varietit.

Beispiel 24.9 (Projektive Rdume als Grassmannsche)
Aufgrund der Definition gilt

?( = GK(l,n + 1).

Die projektiven Rédume sind also Spezialfille Grassmannscher Varietéiten, aber aus
geometrischer Sicht sind die projektiven Rdume weit natiirlicher. Der folgende Satz
sagt uns nun, wie wir mit Hilfe des d&ufleren Produktes die Grassmannschen Va-
rietdten als Untervarietdten von projektiven Réumen verstehen kénnen im Sinne

der Algebraischen Geometrie.

Satz 24.10 (Projektive Einbettung der Grassmannschen)
Fiir natirliche Zahlen 1 < k < n ist die Abbildung

k
¢ Gg(k,n) — P (/\ K”) : Lin(xy, ..., x,) — Lin(zy AL A ay)

eine wohldefinierte, injektive Abbildung. Zudem besteht das Bild der Abbildung genau
aus den 1-dimensionalen Unterrdumen, die von reinen Produkten erzeugt werden.

Um den Satz zu beweisen, beweisen wir zunéchst die folgende Hilfsaussage.

Lemma 24.11 (Kriterium fiir Zerlegbarkeit)
Es sei m < n =dimg(V) und fir 0 #a € \"V sei

m+1
(ba:VH/\ Viee—axzAa.
a. Ist (xq1,...,xx) eine Basis von Ker(¢,), dann gibt es ein B € /\m_k V', so daf
a=x1N\... Nz \ .
b. Ist o =x1 A... Az zerlegbar, so ist (z1,...,xy,) eine Basis von Ker(¢,).
c. Genau dann ist o ein reines Produkt, wenn dimy Ker(¢,) = m.
Beweis:

a. Wir ergénzen (xy,...,xx) zu einer Basis (z1,...,2,) von V und schreiben « als

Linearkombination in der zugehorigen Basis des m-fachen &ufleren Produktes:

o = Z Cii.vin, * Liy VANPIIAN L, - (88)

1<i1 <. <im<n
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Fir j € {1,...,k} gilt dann
0 =¢(xj) =2; N

= E Ciy.ign * Lj N T4y VANPIRAN T,

1<61 <. <im<n

= Z Ciq.. i -:cj/\xl-l /\.../\xim,
1<i1 <...<im<n
jg{ilr--vim}
wobei wir fiir das letzte Gleichheitszeichen ausnutzen, daf3 die duleren Produk-
ten null sind, wenn ein Vektor doppelt auftaucht. Die verbleibenden Vektoren

x; Nz A... Az, sind linear unabhingig, so dafl wir
Cit.oiin — 0 (89)

firalle 1 <i; < ... <y, <nmitj ¢ {i1,...,i,} erhalten. Da dies fiir alle
j=1,..., k gilt, erhalten wir (89) fir alle 1 <iy < ... <1y, <n mit

(1, kY Z iy i)

Also kommen die Indizes 1,...,k in jedem Summanden in (88) vor und wir
konnen x; A ... A x; deshalb aus jedem Summanden herausziehen. Damit ist
Teil a. gezeigt.

Wenn oo = z1A. . .Az,, # 0 ein reines Produkt ist, so ist die Familie (z1, ..., z,,)
wegen « # 0 nach Korollar 22.15 linear unabhéngig. Wir wollen nun noch
zeigen, dafl xy,...,z,, ein Erzeugendensystem von Ker(¢,) ist, dann ist die
Dimension auch m. Dazu ergénzen wir (x1,...,2,,) zu einer Basis (x1,...,z,)

von V und betrachten fiir + = 1,...,m dann
Ga(zi) =i N =a; ANy A ... ANy, = 0.
Daraus folgt schon mal
Lin(zy,...,z,) C Ker(¢,).

Sei nun z € Ker(¢,) beliebig gegeben. Wir schreiben x als Linearkombination

n
i=1

der Basisvektoren und erhalten dann

Oza:/\a:i)\i-xi/\a

1=1
n n
:Z)\i-xi/\a: Z)\i-xi/\xl/\.../\xm.
i=m-+1 i=m+1

Da die Vektoren x; Axy A ... Az, fiir © > m + 1 linear unabhéngig sind, folgt
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fir i =m+1,...,n und damit
Lin(zy,...,z,) 2 Ker(g,).

c. Sei zunéchst dimy Ker(¢,) = mund (x4, ..., z,,) eine Basis von Ker(¢,). Dann
gibt es nach Teil a. ein § € A\°V = K mit

a=(0B-x1)N...Nzp,

und somit ist « ein reines Produkt.
Ist umgekehrt o = x1... A ... Az, ein reines Produkt, so hat Ker(¢,) nach

Teil b. eine Basis mit m Elementen und hat deshalb Dimension m.

Damit konnen wir uns nun dem Beweis von Satz 24.10 zuwenden.

Beweis von Satz 24.10: Wir erinnern zunéchst daran, dafl nach Korollar 22.15
die Familie (z1,...,x)) genau dann linear unahéngig ist, wenn z7 A ... A z nicht
der Nullvektor ist. Das bedeutet, daf§ Lin(xy, ..., zx) genau dann k-dimensional ist,

wenn Lin(zy A ... A xy) 1-dimensional ist.
Fiir die Wohldefiniertheit der Abbildung
k
O Gg(k,n) — P (/\ K”) : Lin(xy, ..., x,) — Lin(zy AL A ay)

miissen wir zwei verschieden Basen B = (z1,...,2;) und D = (y1, ..., yx) desselben
k-dimensionalen K-Vektorraums U € Gk (k,n) betrachten. Dann gibt es genau einen
Endomorphismus

f:U—U
mit

f(@:) = i
fiir ¢ = 1,...,k und dieser ist bijektiv, weil er eine Basis auf eine Basis abbildet.
Nach Korollar 22.23 gilt dann

YA Ay =fz) AN fzg)
:/\kf(ajl/\.../\:ck) 22':23det(f)-:Ul/\.../\al:k,
wobei det(f) # 0, da f ein Automorphismus ist. Insbesondere gilt dann
Lin(y; A ... Ayg) = Lin(zy A ... A )

und & ist wohldefiniert.
Wir betrachten nun in P < /\k K ”) die Teilmenge

k
Z:{Lin(l‘l/\.../\l’k)|O7£I1/\.../\ZL'}€€/\ Kn}
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der Unterrdume, die von reinen k-fachen Produkten erzeugt werden. Offenbar liegt
das Bild von ® in Z, und wir sollen nun zeigen, daf die Abbildung

U:Z — Gg(k,n): Lin(x; A ... Axyg) — Ker(dunnay)s

in der Notation von Lemma 24.11, die Umkehrabbildung von & ist. Dazu beachten
wir zunéchst, dafl fir 0 # 1 A ... Az € /\k K™ nach Lemma 24.11 der Kern von
Guyn.nzy, €i0 k-dimensionaler Unterraum von V' ist, also ein Element von Gk (k,n)
ist. Zudem &andert sich der Kern von ¢z, A ag, hicht, wenn wir z; A ... A x, mit
einem Skalar ungleich null multiplizieren, d.h. der Kern héngt nicht vom Erzeuger
von Lin(zy A ... A xy) ab und somit ist die Abbildung ¥ wohldefiniert. Ferner folgt
aus Lemma 24.11 unmittelbar, dal ¥ die Umkehrabbildung von ® ist, denn

o(Y(Lin(zy A ... Axy))) =0 (Ker(dan.nu))
=¢(Lin(z1,...,24)) = Lin(zy A ... Azy),

weil nach Lemma 24.11 b.

Ker(¢$1A...Axk) - LiIl(:L‘l, e ,I’k)

gilt, und ebenso

Y(d(Lin(zy, ..., z3))) =¢(Lin(z A ... Azy))

=Ker(¢zn.pz,) = Lin(zq, ..., z).

Damit ist die Korrespondenz der reinen Produkte zu den Bildern von ¢ gezeigt und

zugleich auch die Injektivitat von ®. O]

Definition and Proposition 24.12 (Pliickerkoordinaten)

Es sei U = Lin(ay,...,a;) € Gg(k,n) ein k-dimensionaler Unterraum im K" und
es sei A = (a;;) € Mat(n x k, K) die Matrix mit den Spalten ay, ..., a,. Betrachten
wir nun die homogenen Koordinaten von ®(U) in P </\k K ”) beziiglich der zur
kanonischen Basis gehorenden Basis in /\k K", so ist die zum Basisvektor e;; A
... Ne;, gehorende Koordinate der k x k-Minor A(iy, ..., 1), d.h. die Determinante
der Matrix, die wir aus A erhalten durch Streichen aller Zeilen aufler iq,..., .

Wir nennen diese Koordinaten die Plickerkoordinaten der Grassmannschen Varietit

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus Korollar 22.21, wo der Vektor a; A ... A a; als

Linearkombination in den Basisvektoren ausgedriickt wird. O

Beispiel 24.13 (Pliickerkoordinaten)
Wir betrachten den 2-dimensionalen Unterraum

U =Lin((4,3,2,1)"(1,1,1,1)") <R*
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im R* und erhalten die Matrix

€ Mat(4 x 2, K).

_— NN W o
— = = =

Wenn wir die Basis von /\4 R wie folgt sortieren
(e1 Neg,er ANes,er ANeg,ea Nes,ex Aey, ez N ey),
dann erhalten wir ®(U) in Pliickerkoordinaten als

OU)=(1:2:3:1:2:1).

C) Der projektive Raum als Mannigfaltigkeit

Wir wollen uns nun einen kurzen Eindruck davon geben, weshalb projektive Rdume
Beispiele fiir Mannigfaltigkeiten und damit geometrische Objekte sind. Wir verzich-
ten darauf, den Begriff der Mannigfaltigkeit formal einzufiihren, und zeigen lediglich
Eigenschaften des projektiven Raumes, die ihn zu einer Mannigfaltigkeit machen.
Es wird Aufgabe von weitergehenden Vorlesungen der Analysis oder Geometrie sein,

dies genauer zu untersuchen.

Definition 24.14 (Affine Karten)

Fir 0 < ¢ < n nennen wir

Ui 3:{($02...2$n) E]P%‘J?Z#O}
die i-te affine Karte von P und wir definieren
x Ti1 X x
goi:Ui—>K":(x0:...:xn)r—>(—0,..., Ly Hl,...,—n).

Bemerkung 24.15 (Standardatlas von P%)

Man beachte, daf§ aus (zg:...:x,) = (Yo : ... : y,) mit z; # 0 auch y; # 0 folgt, da
die beiden Zahlen sich nur um einen Faktor A € K \ {0} unterscheiden. Zudem gilt
dann

(@ Yi-1 Yit1 y_n> _ </\-xo A Tist A Tig A-%)

e , e = e , e
Yi Yi Vi Yi AT Aoxp DNy -
[ %o Ti—1 Tit1 Tn
— _,'..’ 9 7..-’_ .

Es kommt also weder in der Definition der Karte U; noch in der der Kartenabbildung

p; darauf an, welche homogenen Koordinaten man fiir einen Punkt im Projektiven
Raum gewéhlt hat. Die Definitionen sind wohldefiniert.

Die Kartenabbildung ¢; ist zudem bijektiv mit der Umkehrabbildung

-1. gmn . . . -1 - . .
©; K —>Ui.($0,...,$i,1,$i+1,...,xn)'—>($0.....‘Ti,1.1.$i+1.....;€n).
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Man nennt die Menge
A= {(U;, ¢;) ’ i=0,...,n}

den Standardatlas des projektiven Raumes P7}.. Mit seiner Hilfe kann man im Falle
K = R zeigen, daf} der projektive Raum P}, eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit ist.
Unter einer n-dimensionalen Mannigfaltigkeit versteht man grob ein geometrisches
Objekt, das lokal wie der R™ aussieht, d.h., das durch offene Teilemengen iiber-
deckt werden kann, die mittels guter Kartenabbildungen auf offene Teilmengen des
R™ abgebildet werden konnen. Diese Begriffsbildung ist fiir die Verallgemeinerung
der Analysis vom R™ auf Objekte wie die Oberfliche der (idealisierten) Erdkugel

notwendig.

Bemerkung 24.16 (Zerlegung des projektiven Raumes P% = K" UP% 1)
Wir kénnen mittels der Karte U,, den projektiven Raum disjunkt zerlegen als

P = U, U(P% \ Uy).

Dabei kénnen wir U,, mittels der Kartenabbildung ¢,, mit K identifizieren und die
Abbildung

w:IP?(_l—)IP?{\Un:(xo:...:xn,l)r—>(x0:...::cn,1:0)

ist eine Bijektion, mittels derer wir das Komplement von U, mit dem n — 1-
dimensionalen projektiven Raum identifizieren konnen. Dies liefert und dann die
disjunkte Zerlegung

P = K"uPy!
des n-dimensionalen projektiven Raumes P’ in den n-dimensionalen affinen Raum

K" und zusétzliche, sogenannte unendlich ferne Punkte im IP’}(_l.

Beispiel 24.17 (Reelle projektive Gerade und Ebene)
In diesem Beispiel wollen wir die reellen projektiven Raume der Dimension 1 und 2
etwas genauer betrachten.

a. Denken wir uns die affine Gerade R in die Ebene eingebettet als die zur z-Achse
parallele Gerade durch den Punkt (0, 1), dann schneidet jede Ursprungsgerade
(xz : 1) in Uy diese in genau einem Punkt (z,1). Anschaulich liefert dies die
Bijektion von U; auf die affine Gerade. Die einzige Ursprungsgerade, die dabei
fehlt, ist die x-Achse selbst. Bezeichnet man diese mit dem Symbol oo, dann
erhalten wir

Py = RUPY = Ru{oo}.

Wir nennen P} auch die reelle projektive Gerade.
BILD

b. Analog zu Teil a. kann man sich die affine Ebene R? in den dreidimensionalen
Raum als die zur z-Achse parallele Ebene E durch den Punkt (0,0, 1) (siehe
Abbildung 3). Jede Ursprungsgerade Gp = (z : y : 1) in Uy schneidet diese
Ebene dann in genau einem Punkt P = (x,y,1) (siehe Abbildung 4). Dies
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ABBILDUNG 3. Die affine Ebene eingebettet im R? mit Koordinatenkreuz

ABBILDUNG 4. Punkte P und @) in E mit den Geraden Gp und Gg

liefert die Identifikation von U; mit der affinen Ebene. Es fehlen genau die
Ursprungsgeraden in P%, die in der zy-Ebene liegen und somit parallel zur
Ebene E sind (siche Abbildung 5). Diese bilden als Ursprungsgeraden einer

><

ABBILDUNG 5. Die Ebene E mit zwei parallelen Ursprungsgeraden
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Ebene einen 1-dimensionalen projektiven Raum, und wir haben die Zerlegung
P; = R*UPg

veranschaulicht. Wir nennen P% auch die reelle projektive Ebene, und der Anteil

P} wird dann die unendlich ferne Gerade genannt.

Definition 24.18 (Lineare Unterrdume)

Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge des projektiven Raumes P(V') heifit ein
linearer Unterraum von P(V'), wenn sie die Form P(U) fiir einen Untervektorraum U
von V' hat. Wir nennen dabei dimg (U) — 1 die Dimension des linearen Unterraums,
wenn dimg (U) < oo.

Beispiel 24.19 (Die unendlich ferne Gerade als lineaerer Unterraum)
Eine Ursprungsebene U im R3 ist ein 2-dimensionaler Untervektorraum des R? und
P(U) ist dann ein 1-dimensionaler linearer Unterraum der projektiven Ebene P%.

Insbesondere liefert die xy-Ebene einen 1-dimensionalen linearen Unterraum der

projektiven Ebene, den wir in Beispiel 24.17 mit P}, identifiziert haben.

Bleiben wir im Bild aus Beispiel 24.17, so schneidet jede Ursprungsebene Ep, die
nicht parallel zur xy-Ebene ist, die affine Ebene E in einer Geraden L, d.h. der
1-dimensionale lineare Unterraum P(F}) schneidet aus der affinen Ebene einen 1-
dimensionalen affinen Raum (siche Abbildung 6). Man nennt P(E}) auch die zur
affinen Geraden L gehorende projektive Gerade.

ABBILDUNG 6. Die Gerade L in E und die Ursprungsebene £},

Die Projektive Geometrie hat gegeniiber der Affinen Geometrie nun einen entschei-
denden Vorteil. Zwei Geraden in der affinen Ebene E miissen sich nicht schneiden,
die zugehorigen projektiven Geraden hingegen schneiden sich immer in einem Punkt.
Waren die affinen Geraden parallel, so liegt der Schnittpunkt auf der unendlich fer-
nen Geraden und er ist genau die Ursprungsgerade in der xy-Ebene, die dieselbe
Richtung hat, wie die beiden parallelen Geraden (siehe Abbildung 7).
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ABBILDUNG 7. Parallele affine Geraden mit ihrem unendlich fernen Schnittpunkt

D) Grassmannsche Varietiten als Teilmannigfaltigkeiten projektiver
Réaume

In Satz 24.10 haben wir die Pliicker-Einbettung der Grassmanschen Varietéten in
projektive Rdume kennen gelernt. Wir werden hier zeigen, wie diese Einbettung
mit dem Standard-Atlas vertriglich ist, woraus folgt, dafl die Grassmannschen Va-
rietdten mit ihrer Pliicker-Einbettung Teilmannigfaltigkeiten der zugehdérigen pro-
jektiven Réume sind. Wir verzichten wieder darauf, die Begriffe zu definieren und
priifen lediglich die Eigenschaften nach. Fiir eine weitergehende Betrachtung verwei-
sen wir den Leser auf weiterfithrende Vorlesungen zur Analysis oder zu Geometrie.

Definition 24.20 (Karten fiir die Grassmannsche)
Fir 1 < k <n bezeichne
Gk (k,n) = ®(Gk(k,n))
das Bild der Grassmannschen Varietdt unter ®, und fiir 1 < ¢ < ... < i < n
bezeichne Uj, . ;, die affine Karte im P (/\k K”) zum Basisvektor e;, A ... Ae;,.

Satz 24.21 (Die Grassmannsche Varietit als Teilmannigfaltigkeit)
Es qilt
Gi(kn)=  |J Ui NGr(k,n)

1<i1<...<ip<n

und es gibt eine kanonische Bijektion

Uil,---,ik N GK(k‘,n) — Mat((n - k’) X k, K) = K(n_k)k

Beweis: Da die Karten den projektiven Raum iiberdecken, gilt die erste Gleichung.
Es bleibt also nur, die Bijektion von U;, ;N Gg(k,n) nach Mat((n — k) x k, K)

zu konstruieren.

Dazu betrachten wir zunéchst einen Unterraum U = Lin(ay,...,ax) € Gg(k,n)
sowie die Matrix A mit ay,...,a; als Spalten. Wir konnen A mittels elementarer
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Spaltenoperationen in reduzierte Spalten-Stufen-Form iiberfithren, ohne den Spal-
tenraum zu #dndern, d.h. so da} die Spalten immer noch eine Basis von U sind.
Wenn die Pivot-Zeilen dabei die Indizes 7; < ... < 4; haben und wir das duflere
Produkt der Spaltenvektoren betrachten, dann wird der Basisvektor e;; A ... Ae;,
mit Koeffizient 1 vorkommen. D.h., ®(U) € U, .. ;,. Die Umkehrung gilt ebenso.

Im weiteren wollen wir o.E. (i1,...,4) = (1,...,k) annehmen. Nach unseren
Voriiberlegungen sind die Elemente in Uy, N Gg(k,n) alle von der Form ®(U)
fiir Unterrdume U, die von den Spalten einer Matrix der Form

()

mit B € Mat((n — k) x k, K) erzeugt werden. Andern wir B, so #ndern wir den
Unterraum U. Es gibt somit eine 1 : 1-Beziehung zwischen den Matrizen B und den
Elementen in Uy, N Gk (k,n). Dies ist die gesuchte Bijektion. O

Bemerkung 24.22 (Die Grassmannsche Varietét als Teilmannigfaltigkeit)

Satz 24.21 besagt im wesentlichen, dafi die Grassmannsche Varietdt mit ihre Ein-
bettung Gk (k,n) eine k - (n — k)-dimensionale Teilmannigfaltigkeit im (}) — 1-
dimensionalen projektiven Raum P ( N K ”) ist.

Aufgaben

Aufgabe 24.23
Sei £ = (ey,...,e4) die Standardbasis des R*.

a. Sei v = eg Neg+ep ANes+ea Neyg+e3 ANey € /\2 R* gegeben. Bestimme
den 2-dimensionalen Unterraum von R*, der unter der Pliickereinbettung auf

@€ P (A’ R*) abgebildet wird.

b. Ist es moglich einen Unterraum wie in a. fiir 8 =e; Aes +e3 Aey € /\2 R* zu

bestimmen?
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KAPITEL V

Moduln

Im folgenden sei R stets ein beliebiger kommutativer Ring mit Eins.

Wir haben in Kapitel I die Theorie der Vektorrdume und der linearen Abbildungen
zwischen Vektorrdumen entwickelt. Am Ende der jeweiligen Abschnitte haben wir
uns dann meist iiberlegt, welche Aussagen erhalten bleiben, wenn wir im zugrun-
deliegenden Zahlbereich auf die Inversen beziiglich der Multiplikation verzichten,
d.h. wir haben uns iiberlegt, welche der Aussagen fiir Moduln iiber Ringen und die
zugehorigen linearen Abbildungen gelten (siehe z.B. Abschnitt 3.E)). Wir wollen
in diesem Abschnitt die grundlegenden Begriffe und Aussagen der Ubersichtlichkeit
halber noch mal zusammenstellen.

§ 25 Moduln und lineare Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir grundlegende Begriffe zusammentragen, die analog
zur Theorie der Vektorrdume sind.

A) Moduln

Definition 25.1 (Moduln)
Ein R-Modul (oder Modul iiber R) besteht aus einer nicht-leeren Menge M sowie

einer zweistelligen Operation
+: MxM—M:(x,y)—z+y,
die Addition genannt wird, und einer zweistelligen Operation
tRXM—M:(\z)—=\x= Az,
die Skalarmultiplikation genannt wird, so dafl die folgenden Gesetze gelten:

a. (M,+) ist eine abelsche Gruppe,
b. fir \,p € Rund z,y € M gelten:

(i

) A+p)-z=A-x+u-z, (“verallgemeinertes Distributivgesetz”)
i) A-(x+y)=A-z+X-y,und (“verallgemeinertes Distributivgesetz”)
)

)

(ii)) (A-p)-x=A(u-x). (“verallgemeinertes Assoziativgesetz”)
(iv) 1-z=ux.

385



386 V. MODULN

Die Elemente aus R nennt man Skalare. Der Nullvektor, d. h. das neutrale Element
aus M beziiglich der Addition, wird mit 0 bzw. mit 0,; bezeichnet und das neutrale
Element von (R, +) ebenfalls mit 0 bzw. mit Og.

Beispiel 25.2 (Moduln)
a. Ist R ein Korper, dann sind die R-Moduln genau die R-Vektorrdume.

b. Fiir n > 1 ist R” mit der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplika-
tion eine R-Modul. Insbesondere ist R selbst ein R-Modul.

c. Allgemeiner ist die Menge Mat(m x n, R) der m x n-Matrizen iiber R Matrix-
addition und -skalarmultiplikation(siehe Definition 2.2) ein R-Modul.

d. Ist (M,+) eine beliebige abelsche Gruppe und definieren wir fiir z € M und

n>1
n
n-x:= Z x
i=1
sowie
n
(—n) -z :=— Za:
i=1
und

O'ZL'I:OM,

dann ist (M, +,-) ein Z-Modul. Da auch jeder Z-Modul eine abelsche Gruppe
ist, sind die Z-Moduln genau die abelschen Gruppen.

e. Es sei V ein K-Vektorraum und ¢ € Endg(V) ein Endomorphismus. Wir
definieren auf V' nun eine Multiplikation mit Polynomen durch
t-x:=p(r)

oder allgemeiner
p-x = Zai o' (x)
i=0

fir z € Vund p = > ja; - t* € K[t]. Wir iiberlassen es dem Leser, nachzu-
rechnen, dafl V' dadurch zu einem K[t]-Modul wird.

f. Ist ¢ : R — S ein Ringhomomorphismus, dann wird S durch die Skalarmul-
tiplikation
rex:=pr) x
fir r € R und « € S zu einem R-Modul, wobei die Multiplikation auf der
rechten Seite die Multiplikation in .S ist.

Bemerkung 25.3 (Einfache Rechenregeln in Moduln)
Die Rechenregeln aus Lemma 3.3 a. und c. gelten in Moduln genauso, aber die
Kiirzungsregel in b. ist i.a. falsch. Sei z.B. R = Z und M = Z,, dann gilt

2-1=0,
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obwohl 2 # 0 und 1 # 0. Man nennt Elemente wie 1 Torsionselemente und diese

werden im weiteren Verlauf eine wichtige Rolle spielen.

B) Untermoduln

Definition 25.4 (Untermoduln)
Es sei M ein Modul iiber R.

a.

Eine nicht-leere Teilmenge N C M von M heif3t Untermodul, wenn fiir alle
A€ Rund z,y € N gilt

Ax€e€N und zxz+yeN. (90)

Man sagt, N sei abgeschlossen beziiglich der Addition und der Skalarmultipli-
kation. Wir schreiben N < M, um auszudriicken, daf§i N ein Untermodul von
M ist.

Wir nennen x € M eine Linearkombination von xzq,...,x, € M, falls es
)\1,...,)\T S Rglbt mit
l':)\1$1+...—|—)\rl'r.

Ist eines der \; ungleich Null, so nennen wir die Linearkombination nicht-trivial.
Ist A C M, so nennen wir den Durchschnitt
(A)p:=Lin(A):= (] N
ACN<M

aller Untermoduln von M, die A enthalten, das Erzeugnis oder die lineare Hiille
von A.

Beispiel 25.5 (Untermoduln)

a.
b.

C.

Betrachten wir R als R-Modul, so sind die Untermoduln von R genau die Ideale.
Die Menge 2 - Z aller geraden Zahlen ist ein Untermodul von Z als Z-Modul.

Die Untergruppen einer abelschen Gruppe (G, 4) sind genau die Untermoduln
von G als Z-Modul, weil Untergruppen auch beziiglich Addition und Negativen
abgeschlossen sind.

Sei V' ein K-Vektorraum, ¢ € Endg (V) ein Endomorphismus und U < V' ein
p-invarianter Unterraum. In Beispiel 25.2 haben wir gelernt, daff V' durch

t-x:=p(r)
zu eine K[t]-Modul wird. Ist € U, dann gilt zudem
t-x=px)elU

und somit wird U zu einem K [t]-Untermodul von V. Umgekehrt ist jeder K[t]-
Untermodul auch ein ¢-invarianter Unterraum.
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Bemerkung 25.6 (Elementare Aussagen zu Untermoduln)

Wie bei Unterrdumen von Vektorrdumen gelten fiir Untermoduln die folgenden Aus-

sagen und die Beweise bleiben identisch:

a.

b.

Jeder Untermodul eines R-Moduls ist selbst ein R-Modul.
Der Durchschnitt beliebig vieler Untermoduln ist wieder ein Untermodul.

Das Erzeugnis einer Teilmenge eines R-Moduls ist ein Untermodul und es gilt
<A>R:{)\1'ZE1+...+)\T'JZT|TEIN,ZL'l,...,ITEA,)\l,...,ArER}.
Sind N; < M fiir ¢+ € I Untermoduln von M, dann ist

S () (o

el el

x; € N;, nur endlich viele z; # 0} )

Die Summe heif3t eine innere direkte Summe, wenn jedes Element auf eindeutige

Weise als Summe dargestellt werden kann. Wir schreiben dann
S =@,
iel icl
Genau dann gilt M = N @& N’, wenn M = N + N und N N N’ = {0}.

In dem Fall nennt man N’ ein direktes Komplement von N.

Ist N ein Untermodul von M, dann wird die Faktorgruppe (M /N, +) durch
NTi=A-x

zu einem R-Modul, dem Faktormodul von M modulo N.

Die Untermoduln von M/N sind genau die Moduln der Form L/N fiir einen
Untermodul L von M, der N enthalt.

Die im folgenden Beispiel betrachtete Situation ist bei Vektorrdumen nicht von In-

teresse, da Korper nur zwei Ideale haben, fiir Moduln iiber Ringen ist dies aber an

vielen Stellen hilfreich.

Beispiel 25.7 (R/I-Moduln)
Es sei I < R ein Ideal in R und M sei ein R-Modul.

a.

Wenn r -z = 0 fiir alle » € I und alle z € M gilt, dann wird die abelsche
Gruppe durch

r-r=r-x

fir 7 € R/I und x € M zu einem R/I-Modul.
Insbesondere, wenn [ ein maximales Ideal und R/I damit ein Korper ist, dann
ist M ein R/I-Vektorraum.

Die Menge
IM :={r-xz|rel,xe M}
ist ein Untermodul von M und M /IM erfiillt die Voraussetzung von Teil a.
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C) Lineare Abbildungen

Zu jeder Struktur gehoren die strukturerhaltenden Abbildungen.

Definition 25.8 (Lineare Abbildungen)
Es seien M und N zwei R-Moduln.

a.

Eine Abbildung f : M — N heifit R-lineare Abbildung oder Modulhomomor-
phismus, wenn fiir alle A € R und z,y € M gilt

flet+y) = fle)+ fly) wd  f(A-z) =X f(z).

Eine injektive (bzw. surjektive bzw. bijektive) R-lineare Abbildung heifit auch
Monomorphismus (bzw. Epimorphismus bzw. Isomorphismus). Gilt M = N,
so nennen wir eine R-lineare Abbildung auch einen Endomorphismus, und ist

sie zudem bijektiv, so sprechen wir von einem Automorphismus.

Existiert ein Isomorphismus von M nach N, so nennen wir M und N isomorph
und schreiben M = N.

Die Menge aller R-linearen Abbildungen von M nach N bezeichnen wir mit
Hompg(M, N) und die Menge aller Endomorphismen von M mit Endg(M).

Bemerkung 25.9 (Elementare Aussagen zu linearen Abbildungen)

Wie bei linearen Abbildungen von Vektorrdumen gelten fiir lineare Abbildungen von

Moduln die folgenden Aussagen und die Beweise bleiben identisch:

a.
b.

C.

Ist f: M — N bijektiv und R-linear, so ist f~! R-linear.
Die Komposition linearer Abbildungen ist linear.
Hompg(M, N) ist ein R-Modul.
Ist A € Mat(m x n, R), dann ist
fa:R"— R":zw— Aoz
eine R-lineare Abbildung.
Bilder und Urbilder von Untermoduln sind Untermoduln.
Eine lineare Abbildung f ist genau dann injektiv, wenn Ker(f) = {0}.
Ist f: M — N eine R-lineare Abbildung, so ist
[ M/ Ker(f) — Im(f) : T+ f()
ein Isomorphismus. Insbesondere gilt also M/ Ker(f) = Im(f).
Ebenso gelten die Isomorphiesétze
N/NOAON =N+ N/N :T=z+(NNN)—T=x+ N
fiir Untermoduln N, N' < M sowie im Falle N C N’ auch

M/N/N'/N = M/N'": (z+ N) + N'/N v z + N'.



390 V. MODULN

D) Direktes Produkt und duflere direkte Summe

Direkte Produkte und Summen sind Konstruktionsmethoden, um aus bekannten

Moduln neue zu gewinnen.

Definition 25.10 (Direktes Produkt und &uflere direkte Summe)
Es sei (M; | i € I) eine Familie von R-Moduln. Dann heifit

H M; = {(xi)iel

el

leleurZGI}

das direkte Produkt der M; und

P ;= {(xi)ief e [[ M

el el

x; # 0 fiir hochstens endlich viele ¢ € }

heifit die dufere direkte Summe der M;.
Bemerkung 25.11 (Direkte Produkte und duBere direkte Summen)

Wie bei direkten Produkten und Summen von Vektorrdumen gelten auch bei Moduln

die folgenden Aussagen mit denselben Beweisen:

a. Das direkte Proukt von Moduln ist mit den komponentenweisen Operationen
ein R-Modul.

b. Die auBlere direkte Summe von Moduln ist ein Untermodul des direkten Pro-
duktes.

c. Die Abbildung
5j:Mj—>@Mi::pr—>(m,-|xj:x,xi:OVz'7éj)
iel
ist ein Monomorphismus, und die dufere direkte Summe €, _, M; ist die innere
direkte Summe der 6;(M;).

iel

E) Invertierbare Matrizen

In Abschnitt 2 haben wir Matrizen iiber Korpern eingefiihrt und haben in Bemer-
kung 3.40 angemerkt, dafl alle Aussagen auch fiir Matrizen iiber kommutativen Rin-
gen mit Eins giiltig bleiben. In Abschnitt 10 haben wir dann die Determinante einer
quadratischen Matrix eingefiihrt, auch als ein Mittel um die Invertierbarkeit einer
Matrix zu testen, und haben in Bemerkung 10.37 festgehalten, welche Aussagen zu
Determinanten ohne Anderung des Beweises auch fiir Matrizen iiber kommutativen
Ringen mit Eins gelten. SchlieBlich haben wir in Abschnitt 7 Elementare Zeilen-
und Spaltenoperationen mittels Multiplikation mit Elementarmatrizen eingefiihrt.
Das geht natiirlich im wesentlichen ohne Anderung auch fiir Matrizen iiber kommu-

tativen Ringen mit Eins. Wir wollen hier die wesentlichen Ergebnisse festhalten.

Bemerkung 25.12 (Invertierbarkeit von Matrizen und die Determinante)
Es sei A € Mat,(R) eine quadratische Matrix.
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a. A heifit invertierbar, wenn es eine Matrix B € Mat,,(R) gibt mit
AoB=BoA=1,.

b. Gl,(R) := {A € Mat,(R) | A ist invertierbar} ist beziiglich der Matrixmulti-
plikation eine Gruppe.

c. Die Determinante von A ist definiert durch die Leibniz-Formel

det(A) := Z sgn(0) - A1) * - - - * Ono(n)-

O’GSn

d. Der Determinanten-Multiplikationssatz gilt, d.h. fiir A, B € Mat,,(R) gilt
det(Ao B) = det(A) - det(B).
e. Der Satz iiber die Adjunkte gilt,
A* o A= Ao A* = det(A) - 1,

wobei die Adjunkte wie in Definition 10.28 definiert ist.
f. A ist also genau dann invertierbar, wenn det(A) € R* eine Einheit ist.

g. Die Elementarmatrizen @Q/(\) und P/ sind stets invertierbar; die Elementar-

matrizen der Form S;()) sind nur dann invertierbar, wenn A € R* eine Einheit
ist (siehe Proposition 7.6).

h. Wenn es Elementarmatrizen 77, ..., Ty € Gl,(R) mit
Tpo...oTy0oA=1,,

dann ist A invertierbar und selbst ein Produkt von Elementarmatrizen.

Beispiel 25.13 (Inverse einer Matrix)
Wir konnen die Determinante der Matrix

€ Matg(Z)

s

I
—= O N
— = O
N~ W

mit der Sarrus-Regel ausrechnen, da dies die Leibniz-Formel ist, und erhalten
det(A) =44+04+0-3-2-0=-1€7Z".

Die Matrix ist also invertierbar iiber Z. Wir kénnen dann mittels Gauf3-Algorithmus

iiber @ die Inverse berechnen, erhalten aber wegen der Adjunktenformel eine Matrix
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iiber Z:
A 1,
2 0 3 1 0 0
o 1 1} 0 1 0
1 1 2 0 0 1 111 < 1
1 1 2 0 0 1
o 1 1 0 1 0
2 0 3] 1 0 0 Hi—Irr—-2-1
1 1 2 0 0 1
o 1 1 0 1 0
0 -2 —1 1 0 =2 I — I11+2-11
1 1 2 0 0 1 I—1-2-1I1
o 1 1 0 1 0 11— II—1I1
0O 0 1 1 2 =2
1 1 0]|-2 —4 5 I—1—1I
o 1 0|-1 -1 2
0 0 1 1 2 =2
1 0 0|-1 -3 3
o 1 O0}-1 -1 2
0O 0 1 1 2 =2
1, At
Wir erhalten also die Inverse
-1 -3 3
A= -1 -1 2 | € Mat3(Z)
1 2 2

von A als Matrix mit ganzzahligen Eintrdgen. In der Tat hétten wir auch die Ad-

junkte von A berechnen kénnen

1 3 -3
A" = 1 1 =2
-1 -2 -2

und hatten dann die Inverse erhalten als
1

- CAF = A
det(A)

Afl

Aufgaben

Aufgabe 25.14
Zeige, dafl die Aussagen in Beispiel 25.7 korrekt sind.

Aufgabe 25.15
Es sei M ein R-Modul und Ny, ..., N, < M seine Untermoduln, so daf3

M:Nl@n-@Nk
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die innere direkte Summe der N; ist. Zeige, ist n; € IN; fiir i = 1,..., k, dann ist
M/{ny,....,ng) = Ni/{n1)r® ... D Ni/{ng)r,
wobei auf der rechten Seite die &uflere direkte Summe gemeint ist.

Aufgabe 25.16
Zeige, fiir ganze Zahlen dy, ..., dy € Z ist

2" /{dy - ey, ... dy-ex) 2Z){d) & ... DL/ {dp) ®Z"F.
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§ 26 Freie Moduln, noethersche Modulen und Torsionsmoduln

Im letzten Abschnitt haben wir grundlegende Begriffe im Kontext von Moduln be-
trachten sowie Eigenschaften, die ohne Unterschied zur Theorie der Vektorrdume
galten. In diesem Abschnitt wollen uns mit ersten Unterschieden beschéftigen. Wir
unterscheiden dazu zwischen Moduln, die Basen besitzen und in denen die Theorie
der Vektorrdume ohne Unterschied viel weiter trégt, sowie Moduln, die reichhaltiger
sind, wie etwa solche, die Torsion besitzen.

A) Freie Moduln und Basen

Definition 26.1 (Freie Moduln)
Es sei M ein R-Modul und F' = (x;);c; eine Familie von Elementen von M.

a. F heifit ein Erzeugendensystem von M, wenn jedes Element von M eine Line-
arkombination von Elementen in M ist, d.h. wenn M = (F)p gilt.

b. F heifit linear unabhdingig, wenn nur die triviale Linearkombination von Ele-
menten aus F' null ergibt.

c. F heifit eine Basis von M, wenn jedes Element von M auf genau eine Weise
als Linearkombination von Elementen in F' darstellbar ist.

d. Der Modul M heifit ein frei, wenn M eine Basis besitzt.

e. Der Modul M heifit endlich erzeugt, wenn M ein endliches Erzeugendensystem
besitzt.

Beispiel 26.2 (Freie Moduln)

a. Der Modul R" ist endlich erzeugt und frei mit der kanonischen Basis £ =
(é1,...,€e,), wobei e; der i-te Einheitsvektor ist.

b. Allgemeiner ist fiir jede Menge I die duflere direkte Summe @, _; R ein freier

Modul mit Basis F = (e; | i € I), wobei

i€l

ei = (0ij)jer-

c. Die rationalen Zahlen Q sind ein Z-Modul, der nicht endlich erzeugt ist. Denn
wére (qq,...,qn) ein Erzeugendensystem von @ und ist p eine Primzahl, die
keinen der Nenner der g; teilt, dann ist % nicht als Z-Linearkombination der g;
darstellbar.

Beispiel 26.3 (Modul ohne Basis)
Wiéhrend Vektorrdume immer Basen haben, trifft dies auf Moduln nicht zu. Hétte
der Z-Modul Zy = {0,1} eine Basis, miifite diese notwendigerweise B = (1) sein.
Aber wegen

0=0-1=2-1

ist 0 nicht auf eindeutige Weise als Linearkombination von 1 darstellbar.
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Bemerkung 26.4 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir lineare Abbildungen)
Wie bei Vektorraumen bleiben die folgenden Aussagen auch fiir Moduln erhalten

mit denselben Beweisen:

a. FKine Basis ist ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem.

b. Ist (x;);er eine Basis von M und (y;);cs eine Familie von Elementen in N, dann
gibt es genau eine R-lineare Abbildung f : V — W mit

f(xi) = yi.

fiir alle ¢ € I. Insbesondere, zwei lineare Abbildung sind gleich, wenn sie auf

einer Basis iibereinstimmen.

c. Jede R-lineare Abbildung f : R® — R™ ist von der Form f = f4 fiir eine
eindeutig bestimmte Matrix A € Mat(m x n, R).

d. Eine lineare Abbildung zwischen zwei freien Moduln ist genau dann bijektiv,

wenn sie eine Basis auf eine Basis abbildet.

Korollar 26.5 (Freie Moduln)
FEin R-Modul M ist genau dann frei, wenn er isomorph zu einer duferen direkten
Summe der Form @,_; R ist. Ist B = (x; | 1 € I) eine Basis von M, dann ist

i€l
MB:M—>@R: Z)\i-wi>—>(>\z‘)z‘el
el diich

ein Isomorphismus.

Beweis: Ist M ein freier Modul mit Basis (z; | ¢ € I), dann gibt es genau eine
lineare Abbildung

f:M— PR
el
mit
f(ifz) = €;.

Diese ist bijektiv, weil sie eine Basis auf eine Basis abbildet, und es gilt f = Mp.

Ist umgekehrt
f:M— PR
icl
ein Isomorphismus und x; = f~*(e;), dann ist (z; | i € I) offenbar ein Erzeugenden-
system von M, da f~! surjektiv ist. Sei zudem

OZZ)\i'xi:Z)\i'f_l(ei):f_l Z)\i'ei )

icl icl icl
endlich endlich endlich

Z )\i~ei:0,

iel
endlich

dann ist
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da f~! injektiv ist. Da aber (e; | i € I) eine Basis ist, sind die \; dann alle null. Wir
haben also gezeigt, dafl (x; | ¢ € I) auch linear unabhéngig und damit eine Basis
von M ist. O

B) Der Rang eines freien Moduls

Endomorphismen eines endlich-dimensionalen Vektorraums sind genau dann injek-
tiv, wenn sie surjektiv sind. Dies beweist man mit Hilfe der Dimensionsformeln.
Den Begriff der Dimension haben wir bislang noch nicht mal fiir freie Moduln zur
Verfiigung. Aber auf unserem Weg dorthin werden wir sehen, daf§ die Aussage trotz-
dem in dieser Allgemeinheit nicht mehr richtig ist, wie das folgende einfache Beispiel
zeigt.

Beispiel 26.6 (Injektiv impliziert nicht surjektiv)
Die Abbildung
f 72 —7Z:x—2 x

ist eine injektive Z-lineare Abbildung, sie ist aber nicht surjektiv, da ihr Bild nur
gerade Zahlen enthélt.

Injektive Endomorphismen selbst des R™ miissen also keine Isomorphismen mehr

sein. Interessanterweise verhalten sich die Epimorphismen besser.

Proposition 26.7 (Surjektive Endomorphismen)
FEin Endomorphismus f : R* — R" ist genau dann surjektiv, wenn er bijektiv ist.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dafl aus der Surjektivitéit von f die Bijektivitat folgt.
Aus Bemerkung 26.4 wissen wir, daf§ es eine Matrix A € Mat,(R) gibt, so daf}

f=1ra
gilt. Wenn aq,...,a, € R™ die Spalten von A sind, dann ist das Bild

Im(f) =Im(fa) = (a1,...,an)p

von den Spalten von A erzeugt, weil z = (zy,...,x,)" € R" das Bild

f(x)zzl’i‘f(ei)zzﬂﬁi'ai

hat. Da die Abbildung surjektiv ist, sind die Standardbasisvektoren im Bild enhalten
und wir finden Skalare b;; € R mit

n
Gj = E bz‘j caj.
=1

Fiir die Matrix B = (bi;)i j=1,..n» € Mat,(R) gilt dann

-----

Ao B = <Xn:bi1ai Zn:blnaz> = (61...(3”) I]ln
i=1 i=1
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Aus dem Determinantenmultiplikationssatz erhalten wir dann
1 =det(1,) = det(A o B) = det(A) - det(B),
so daf
det(A) € R”

eine Einheit ist. Also ist A nach Bemerkung 25.12 invertierbar und f = f4 ist ein

[somorphismus mit der Inversen f4-1. O

Wir erhalten sofort die folgende Aussage, die uns sehr natiirlich erscheint.

Korollar 26.8 (Rang des Moduls R")
Wenn R"™ = R™ gilt, dann ist m = n.

Beweis: Es gelte ohne Einschrankung n > m und es sei
g: R" — R"
der Isomorphismus aus der Voraussetzung.

Nehmen wir nun n > m an und bezeichnen wir mit (ey, ..., e,) die kanonische Basis
des R™ und mit (e},..., el ) die kanonische Basis des R™, dann gibt es genau eine
lineare Abbildung

f:R"— R™
mit f(e;) = ¢, fir i = 1,...,m und f(e;) = 0 fiir ¢ > m. Da eine Basis auf ein
Erzeugendensystem abgebildet wird, ist f surjektiv und damit ist
gof:R"— R"

als Verkettung surjektiver linearer Abbildungen ein Epimorphismus und nach Pro-
position 26.7 sogar ein [somorphismus. Im Widerspruch dazu steht aber

(90 .f)(en) = g(f(en)) = g(0) = 0.
Also gilt m = n. -

Diese Aussage erlaubt es uns, den Begriff der Dimension eines Vektorraums auf
freie Moduln zu iibertragen, man spricht bei Moduln dann aber vom Rang. Uber
nicht-kommutativen Ringen gilt die folgende naheliegende Aussage iibrigens nicht.

Korollar 26.9 (Rang eines freien Moduls)

Je zwet endliche Basen eines freien Moduls haben dieselbe Mdchtigkeit.

Beweis: Sind B = (z1,...,2,) und D = (y1,...,Ym) zwei endliche Basen eines
freien Moduls M, dann gibt es nach Korollar 26.5 Isomorphismen

MBZM—)RTL

und
Mp: M — Rm,
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und Mpo My ist ein Isomorphismus von R™ nach R™. Aus Korollar 26.8 folgt dann

m = n. O

Definition 26.10 (Rang eines freien Moduls)
Es sei M ein freier R-Modul. Wir nennen dann

|B|, falls M eine endliche Basis B hat,
rang(M) :=
00, sonst,

den Rang des Moduls M.
Beispiel 26.11 (rang(R") = n)

Es jeden kommutativen Ring mit Eins gilt rang(R") = n.

C) Noethersche Moduln

Beispiel 26.12 (Untermoduln von endlich erzeugten Moduln)
Ein Untermodul eines endlich erzeugten Moduls mufl nicht mehr endlich erzeugt

sein.

Wir betrachten als Ring
R=Klz,| € N = | Klxo, ..., 2]
nelN
den Polynomring in abzéhlbar unendlich vielen Variablen mit Koeffizienteni in einem

Korper K. Man beachte, das jedes Polynom in R eine endliche Linearkombination

von Monomen ist und mithin nur endlich viele Variablen involviert.

R selbst ist als R-Modul endlich erzeugt, némlich R = (1) 5. Der Untermodul
N = (z,|neN)y,,

der von den abzéhlbar vielen Variablen erzeugt wird, ist jedoch nicht endlich erzeugt.
Denn fiir jede endliche Teilfamilie (fi,..., fx) in N haben die Polynome f; keinen
konstanten Anteil und involvieren nur endlich viele Variablen. Man wird also keine
Variable, die nicht in ihnen vorkommt, als R-Linearkombination der f; darstellen

konnen.

Definition 26.13 (Noethersche Moduln)
Ein R-Modul heifit noethersch, wenn jeder Untermodul endlich erzeugt ist.

Beispiel 26.14 (Noethersche Moduln)
a. Ist R ein Hauptidealring, dann ist R als R-Modul noethersch, da jeder Unter-
modul von einem Element erzeugt werden kann.

b. R = K[z,| € IN] ist als R-Modul nicht noethersch.

Proposition 26.15 (Turmgesetz fiir noethersche Moduln)
Es sei M ein R-Modul und N < M ein Untermodul. Genau dann ist M noethersch,
wenn N und M/N noethersch sind.
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Beweis: Wir setzen zunichst voraus, da N und M/N noethersch sind und wir
betrachten einen beliebigen Untermodul L < M. Es ist zu zeigen, daf3 L endlich

erzeugt ist.
Wir wissen, dal LN N < N als Untermodul von N endlich erzeugt ist, d.h. es gibt
r1,...,Tp € LN N mit

LNAN=(z1,...,21)p-
Zudem ist L + N/N ein Untermodul von M/N und ist mithin ebenfalls erzeugt,
d.h. es gibt y1,...,y; € L, so daf3

L+N/N=(i,....0)p-
Nutzen wir den ersten Isomorphiesatz L + N/N = L/L N N, so erhalten wir

L/ILAON = (@,....U)g,
und damit
L=(x1,....,%6,%, - U)p-
Denn, ist € L beliebig, dann gibt es Skalare A\{,..., \; € R, so daf§

l l
=1

i=1
und somit ist die Differenz der Vertreter
!

=1

so daf} es Skalare py, ..., ur € R mit

! k
Y =Y
i=1 j=1
gibt, also

! k
SC:Z&'ZJMLZ/M'SC]'-
i=1 j=1

Damit ist gezeigt, dafl auch M noethersch ist.

Sei nun umgekehrt M als noethersch vorausgesetzt und N ein Untermodul von M.
Dann ist jeder Untermodul von N auch ein Untermodul von M und somit endlich
erzeugt, woraus folgt, daBB N noethersch ist. Ferner ist jeder Untermodul von M /N
von der Form L/N fiir einen Untermodul L von M, der N enthilt. Aber da M
noethersch ist, ist L endlich erzeugt und damit auch L/N. ]

Korollar 26.16 (Endlich erzeugte Moduln iiber noetherschen Ringen)
FEs sei R ein Ring, der als R-Modul noethersch ist.

a. Fir jedesn > 1 ist R™ noethersch.
b. Jeder endlich erzeugte R-Modul ist noethersch.
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Beweis: a. Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n, wobei die Aussage
fiir n = 1 nach Voraussetzung gilt. Sei also nun n > 2. Der Untermodul

N ={(z1,...,2,)" € R" | z, = 0}

ist offenbar isomorph zu R"! und ist somit nach Induktionsvoraussetzung
noethersch. Der Faktormodul R/N ist isomorph zu R,

R—=3R/N:zw(0,...,0,2),
und ist somit auch noethersch. Aus Korollar 26.15 folgt dann, dafl auch R"
noethersch ist.
b. Ist M = (z1,...,2,), dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f:R"— M
mit f(e;) = x;. Da die Basis (ey, . .., e,) auf ein Erzeugendensystem abgebildet
wird, ist die Abbildung zudem surjektiv und aus dem Homomorphiesatz folgt
R"/Ker(f) = M.
Die rechte Seite ist noethersch wegen Teil a. und Proposition 26.15, enthélt
also nur endlich erzeugte Untermoduln, dann trifft das auch auf M zu.
O
Korollar 26.17 (Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen)
Jeder endlich erzeugte Modul tiber einem Hauptidealring ist noethersch.

Beispiel 26.18
Jeder Untermodul von Z" ist endlich erzeugt.

D) Endlich prisentierte Moduln

Definition 26.19 (Endlich prasentierte Moduln)
Ein R-Modul M heifit endlich prdsentiert, wenn es eine Matrix A € Mat(m x n, R)
gibt, so dafl

M=R"/(a1,...,an)p,
wobei die a; die Spalten von A sind. Man nennt A auch eine Prdsentationsmatrix
von M.

Beispiel 26.20 (Endliche Prasentation)
Wir betrachten die Z-lineare Abbildung

7 —7? x— Aoz

mit

A=(%?9) cnvar2x3,2).
6 6 7
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Dann ist Z2/Im(f) ein endlich prisentierter Modul, nédmlich
Z?Tm(f) =22/ ((6,6)",(9,6)",(6.7)"),,-

In der Tat ist auch das Bild von f selbst ein endlich préasentierter Z-Modul, namlich

((6,6)",(9,6)",(6,7)"), = Im(f) = Z*/ Kex(f) = Z°/ (-9, 2,6)") ,
Es ist leicht zu sehen, daf (—9,2,6)" im Kern von f liegt und iiber Q den Kern
von f4 dann aus Dimensionsgriinden auch erzeugt. Jeder ganzzahlige Vektor x im
Kern von f muB also ein rationales Vielfaches von (—9,2,6)" sein, und da der grofite
gemeinsame Teiler der Eintrédge 1 ist, mufl x dann schon ein ganzzahliges Vielfaches

des Vektors sein.

Beispiel 26.21 (Endlich erzeugt impliziert nicht endlich présentiert)
Betrachten wir wieder den Ring R = Klz,|n € IN] sowie den R-Modul

M =R/ {(x,|neN).
Dieser ist endlich erzeugt durch 1, er besitzt aber keine endliche Prisentation.

Proposition 26.22 (Endlich erzeugte noethersche Moduln)
Ist R noethersch und M ein endlich erzeugter R-Modul, so ist M endlich prdsentiert.
Beweis: Sei M = (z1,...,%n)p, dann gibt es genau eine lineare Abbildung
f:R"— M
mit f(e;) = z;. Aus dem Homomorphiesatz wissen wir dann
R"/Ker(f) = M.

Da R noethersch ist, ist auch R™ noethersch und der Untermodul Ker(f) ist endlich
erzeugt, d.h. es gibt a¢,...,a, € R™ mit

Ker(f) = (a1,...,an)p-

Dann ist A = (a; ...a,) € Mat(m x n, R) eine Prisentationsmatrix von M. O

E) Der Torsionsmodul

Der Begriff des Torsionsmoduls ist nur fiir Moduln iiber Integritdtsbereichen sinnvoll.

Definition 26.23 (Torsionsmodul)
Es sei R ein Integritétsbereich und M ein R-Modul.

a. FEin z € M heifit ein Torsionselement, wenn es ein 0 # r € R gibt mit -z = 0.
b. Die folgende Menge heifit der Torsionsmodul von M

T(M):={x € M |z ist ein Torsionselement }.
c. Ist T(M) =0, so heifit M torsionsfrei

Beispiel 26.24 (Torsionsmodul)
Fiir den Z-Modul Zy ist T'(Zs) = Zs.
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Proposition 26.25
Sei R ein Integritdtsbereich und M ein R-Modul.

a. Der Torsionsmodul T'(M) ist ein Untermodul von M.

b. Es gilt T(M/T(M)) =0, d.h. der Faktormodul M/T(M) ist torsionsfrei.

Beweis:

a. Sind z,y € T(M), dann gibt es Skalare 0 # r, s € R mit
r-r=s-y=0
und mithin gilt auch
r-s-(z+y)=s-r-x+r-s-y=s5-0+r-0=0
mit 7 - s # 0 und fir A € R gilt
r-(Az)=A-(r-z)=X-0=0.

Also sind x + y, A -z € T(M) und T'(M) ist ein Untermodul von M.

b. Ist T € M/T(M) ein Torsionselement, dann gibt es ein r # 0 mit

O=r-z=7-x.

Es folgt
r-xeT(M),
so dafl es ein 0 # s € R gibt mit

O=s-(r-z)=(s-r)-x.

Da R ein Integritiatsbereich ist, ist s -7 # 0 und mithin folgt x € T'(M) und
somit T = 0.

O

Proposition 26.26 (Frei impliziert torsionsfrei)
Freie Moduln tiber Integrititsbereichen sind auch torsionsfrei.

Beweis: Sei M ein freier Modul mit Basis B = (x; | i € I) und sei 0 # x € M.
Dann gibt es eindeutig bestimmte Skalare A\; € R mit

el
endlich

und es gibt ein A\; # 0. Ist nun r € R mit r - x = 0, dann gilt

O=r-z= Z AT

el
endlich

Da B eine Basis ist, folgt r - A\; = 0 fiir alle 2 € I, und da R ein Integritédtsbereich
ist, folgt aus r - A\; = 0 und A; # 0 dann r = 0. Mithin ist M auch torsionsfrei. [
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Beispiel 26.27 (Torsionsfreie Moduln)
7" ist ein torsionsfreier Z-Modul.

Aufgaben

Aufgabe 26.28
Zeige, ein Ideal I < R ist als R-Modul genau dann frei, wenn I ein Hauptideal ist.

Aufgabe 26.29
Sei K ein Korper und R = K|[z,y| der Polynomring in zwei Verdnderlichen. Zeige,
das Ideal (z,y) ist als R-Modul nicht frei, wohl aber torsionsfrei.

Aufgabe 26.30
Zeige oder widerlege, dafl die Familie (an | p ist eine Primzahl, n € ]N) ein Erzeu-
gendensystem von Q als Z-Modul ist.

Aufgabe 26.31 (Freie Moduln sind projektiv.)
Sei f € Hompg(M, F) ein Epimorphismus und F' sei frei. Dann besitzt der Kern
Ker(f) von f ein direktes Komplement N, das isomorph zu F ist, d.h.

M = N @ Ker(f)

und

Aufgabe 26.32
Zeige, fiir einen R-Modul M sind die folgenden Aussagen dquivalnt:

a. M ist noethersch.

b. Jede nicht-leere Menge von Untermoduln von M enthélt ein maximales Ele-

ment.

c. Jede aufsteigende Kette N; C Ny C ... von Untermoduln von M wird stati-
onér, d.h. es gibt ein n, so da} N, = N, fiir alle k& > n.

Aufgabe 26.33 (p-Torsionsmodul)
Sei R ein Integrititsbereich, M ein R-Modul und 0 # p € R. Zeige,

T,(M)={zeM|3InelN : p" =0}

ist ein Untermodul von M, der p-Torsionsmodul.
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§ 27 Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

In diesem Abschnitt wollen wir mit Hilfe der Smith-Normalform die endlich erzeug-

ten Moduln iiber Hauptidealringen klassifizieren.

A) Die Smith-Normalform

In Definition 6.21 haben wir die Aquivalenz von Matrizen iiber Korpern definiert
und haben dann in Korollar 6.32 gezeigt, dafl jede Matrix dquivalent zu einer Block-

(1)

ist, wobei r der Rang der Matrix ist. Der Rang ist also beziiglich Aquivalenz die

diagonalmatrix der Form

einzige Invariante. Wir wollen den Begriff der Aquivalenz nun fiir Matrizen iiber kom-
mutativen Ringen mit Eins verallgemeinern und wollen fiir Matrizen {iber Haupt-
idealringen die Normalform bestimmen. Wir werden dabei als Invarianten mehr als

nur den Rang erhalten. Dies fithrt zum Begriff der Elementarteiler der Matrix.

Definition 27.1 (Aquivalenz von Matrizen)
Eine Matrix B € Mat(m X n, R) heifit dquivalent zu A € Mat(m x n, R), falls es
invertierbare Matrizen S € Gl,,(R) und T € Gl,(R) gibt mit

B=SoAoT.

Satz 27.2 (Elementarteilersatz fiir Matrizen iiber Hauptidealringen)
FEs sei R ein Hauptidealring und A € Mat(m x n, R). Dann gibt es invertierbare
Matrizen S € Gl,,,(R) und T € Gl,(R), so daff

SoAoT = (#)
010

wobei

d, 0 0

0o . :

D= ) € Matk(R)

: 0

0 ... 0 dg
eine Diagonalmatriz mit k < min{m,n} ist. Zudem gilt firi=1,... k—1

di | disy #0.

Man nennt (dy, ..., dy) das Tupel der Elementarteiler der Matriz A und man nennt

die Matriz So AoT die Smith-Normalform von A. Die Elementarteiler sind bis auf
Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmd.

Beweis: Der Beweis der Existenz der Transformationsmatrizen ergibt sich aus Al-

gorithmus 27.8 zur Berechnung der Smith-Normalform von A. Den Beweis fiir die
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Eindeutigkeit der Elementarteiler stellen wir zunéchst zuriick und fithren ihn auf

Seite 419. n

Bemerkung 27.3 (Transformationsmatrizen der Smith-NormalformEindeutigkeit
der Elementarteiler)

Auch wenn die Smith-Normalform einer Matrix i.w. eindeutig bestimmt ist, die

Matrizen S und T, die eine Matrix in Smith-Normalform {iberfiihren, sind es nicht.

Fiir den Algorithmus zur Smith-Normalform miissen wir beachten, dafl ein Haupt-
idealring stets auch ein faktorieller Ring ist und dafl in Hauptidealringen die Bézout-
Identitat gilt.

Bemerkung 27.4 (Bézout-Identitat und Anzahl der Primfaktoren)
Es sei R ein Hauptidealring und es seien 0 # a,b € R.

a. Ist g € ggT(a,b) ein grofiter gemeinsamer Teiler, so existieren r, s € R mit
g=r-a+s-b.

b. Da R ein faktorieller Ring ist, kann a als Produkt von Primelementen geschrie-
ben werden und die Anzahl der Primelemente ist eindeutig bestimmt. Diese
bezeichnen wir mit

v(a) = Anzahl der Primelemente in einer Primfaktorzerlegung von a.

Lemma 27.5 (Ersetze Matrixeintrédge durch einen ggT)
Sei R ein Hauptidealring und seien 0 # a,b € R mit g=r-a+ s-b € ggT(a,b).

( Z _é > € Gly(R)

st invertierbar und es gilt
g 0 )
= ad—bc < MatQ(R>
) ( cr +ds o

b
(a b)o<7’ -4
c d s 2
g
1 1
< sb 1 sb ) EGIQ(R)
g g

b. Die Matrix
st invertierbar und es gilt

_b
<1Sb115b>o<a0>o<r g>:<g (l)GMatQ(R).
e 1Ty e S 0 %

Insbesondere kann man durch Multiplikation mit einer invertierbaren Matriz errei-

a. Die Matrix

Q

chen, dafi der Eintrag a durch einen gréfsten gemeinsamen Teiler g von a und b
ersetzt wird, und im Teil b. bleibt die Matriz eine Diagonalmatriz und der zweite
Diagonaleintrag wird von g geteilt.
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Beweis: Die Determinante der Matrix ist

9 g

ro—
det(
S

ASHISRGRISH

)_r-a+b-3_g_1€R*

so daf3 die Matrix invertierbar ist, und analog ist

11
det( 5 1 Sb):mR*,
]

so dafl auch diese Matrix invertierbar ist. Die angegebenen Produkte rechnet man

einfach nach. ]

Korollar 27.6 (Ersetze Matrixeintrédge durch einen ggT)
Sei R ein Hauptidealring und A € Mat(m x n, R) mit a1y # 0.

a.

Ist ay; # 0 fir ein j > 2, so gibt es ein T € Gl,,(R), so daf$ der Eintrag byy in
(bij) = Ao T ein grifiter gemeinsamer Teiler von ayy und ay; ist.

Ist a;1 # 0 fiir ein i > 2, so gibt es ein S € Gl,,,(R), so daf$ der Fintrag by in
(bij) = S o A ein grofiter gemeinsamer Teiler von ayy und a;; ist.

Gilt a;; = 0 fiir alle © # j und sind a; # 0 und a; 41,41 # 0, dann gibt es ein
S € Gl (R) und ein T € Gl,(R), so daf$ sich in (bjj) = S o AoT nur die
Fintrige an den Stellen (i,1) und (i + 1,7 + 1) verdndert haben und daf fiir

diese nun by € ggT (ay, air1i+1) gilt und by ein Teiler von by ;41 1St

Beweis:

a.

Ist j = 2, dann tut es die Matrix

T 0
T = ( A > € Gl(R) (91)

wobei die Matrix 7" wie in Lemma 27.5 gebildet wird. Ist j > 2, dann multipli-
ziere man die Matrix in (91) von links und rechts mit der Permutationsmatrix
PQj , um die j-te Spalte zunéchst mit der zweiten zu tauschen und den Tausch
anschlieflend riickgéngig zu machen.

Man kann die Aussage in Lemma 27.5 auch fiir Zeilen formulieren und dann
den Teil a. entsprechend anpassen.

Sind S, T" € Gly(R) wie in Lemma 27.5 c. fiir a = a;; und b = a;11;41 gewéihlt,
dann liefern

1,_:]0 0
S = 0o |95 0 € GlL,(R)
0 | 0| d—izq
und
1,.:10 0
T = 0 | T 0 € Gl,(R)
0 0 |1,—;—1
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das gewiinschte Ergebnis.

Beispiel 27.7 (Ersetze Matrixeintrage durch einen ggT)
Esgilt 2=4-14 —3-18 € ggT(14, 18) und fiir

14 1
A= 53 € Mat(2 x 2,7)
1 23

konnen wir durch Multiplikation mit

4 =80 4 -9 0
T=|-3 2 o0o]|=|-3 70]€ecGl2)
0 01 0 01

erreichen, daf} in

AoT — 2 0 3
-2 5 3

der Eintrag an Position (1,1) durch einen grofiten gemeinsamen Teiler von 14 und

18 ersetzt wurde.

Algorithmus 27.8 (Smith-Normalform)
INpUT: A € Mat(m x n, R), wobei R ein Hauptidealring ist.

OutpuT: Smith-Normalform SNF(A) von A.

1. Schritt: Falls A die Nullmatrix ist, gib A zuriick, sonst tausche Zeilen und
Spalten bis aq; # 0.

2. Schritt: Solange in der ersten Zeile oder Spalte ein Eintrag x existiert, der
nicht durch aq; teilbar ist, multipliziere mit einer invertierbaren Matrix, so daf}
ay; durch ein g € ggT(ayy, z) ersetzt wird.

3. Schritt: Fiir ¢« = 2,...,m addiere zur i-ten Zeile das —2&-fache der ersten

a1l
Zeile, und fiir j = 2,...,n addiere zur j-ten Spalte das —%-fache der ersten

Spalte, so dafl in der ersten Zeile unterhalb des Pivots und in der ersten Spalte
hinter dem Pivot nur noch 0 steht.

4. Schritt: Ist m = 1 oder n = 1, so gib die neue Matrix A zuriick, sonst bilde
die Untermatrix A’, die durch Streichen der ersten Zeile und Spalte entsteht,
wende den Algorithmus auf A" an und ersetze in A die Matrix A’ durch das
Ergebnis. Beachte, in A’ gilt die Teilbarkeitsrelation fiir die Diagoalelemente
schon!

5. Schritt: Firi=1,...,k— 1, wobei k die Anzahl der Nicht-Null-Eintrage auf
der Diagonalen ist, multipliziere die Matrix A von links und rechts mit invertier-
baren Matrizen, so dafl der Eintrag an Stelle (i,7) durch ein g € ggT(a;;, ai11i+1)
ersetzt wird und den Eintrag an Stelle (i + 1,7 + 1) teilt. Dieser Schritt muss
gef. mehrfach wiederholt werden.

6. Schritt: Gib A zuriick.
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Beweis: Wir wollen uns zunéchst der Frage der Durchfiithrbarkeit der einzelnen
Schritte und der Terminierung des Algorithmus’ zuwenden. Die Operationen im
2. Schritt sind mit Hilfe von Korollar 27.6 durchfithrbar. Man beachte auch, dafl
die Zahl der Primteiler v(g) dort echt kleiner ist als die Zahl der Primteiler v(aq;)
von aj;. Mithin mufl nach endlich vielen Schritten der Fall eintreten, daf§ das neue
a1 ein Teiler von allen Eintrdgen der ersten Zeile und der ersten Spalte ist. Dieser
Schritt terminiert also. Zudem sind damit die Operationen im 3. Schritt zuléssig
und wir kénnen A dort mittels Multiplikation mit Elementarmatrizen in eine Matrix
iiberfithren, in der in der ersten Zeile und Spalte nur noch das Pivot ungleich null
ist. Der vierte Schritt iiberfithrt A dann rekursiv in eine Matrix, in der auf der
Diagonalen die ersten k Eintrdage ungleich null und alle anderen Eintrége gleich null
sind. Schlieflich sind die Operationen im 5. Schritt wieder mit Hilfe von Korollar 27.6
moglich und dndern nur die Diagonaleintrige von A und zwar so, dal nun a;; ein
Teiler von a;11;41 ist fiir 2 = 1,..., k — 1; beachte hierbei, dass ein gg'T von a;; und
a9o alle anderen a;; teilt, weil die Diagonalelemente der Matrix A’ im 4. Schritt die
Teilbarkeitsrelation erfiillt haben. Der Algorithmus terminiert also und die Matrix
A ist dabei in Smith-Normalform iiberfithrt worden, d.h. er ist auch korrekt. O

Bemerkung 27.9 (Transformationsmatrizen fiir die Smith-Normalform)

Fiithren wir im Algorithmus fiir die Smith-Normalform zwei weitere Matrizen S und
T mit, wobei zu Beginn S = 1,,, und T" = 1,, ist, und fithren wir alle Zeilenopera-
tionen an S und alle Spaltenoperationen an 7" durch (auch die im rekursiven Teil),

dann erhalten wir die zugehorigen Transformationsmatrizen.

Beispiel 27.10 (Smith-Normalform)
Wir suchen die Smith-Normalform und zugehorige Transformationsmatrizen fiir die

Matrix
A= 696 € Mat(2 x 3,7)
6 6 7

und starten dazu mit dem Setup

1
1
1| A\ 0
1, |

wobei die linke Einheitsmatrix die Zeilenoperationen auffingt und die untere die

O O =[O D
S = OO ©
_— O O3 O

Spaltenoperationen.

Im Algorithmus kommen wir dann zu Schritt 2 und stellen fest, dal a5 = 9 nicht
durch ay; = 6 teilbar ist. Fiir den grofiten gemeinsamen Teiler erhalten wir die
Gleichung

3=(-1)-6+1-9
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und somit miissen wir die Spalten mit der folgenden Matrix transformieren

-1 -3 0
T, = 1 20
0 0 1
Wir erhalten dann das neue Schema
10 3 0 6
01 0 -6 7
-1 -3 0
1 20
0 0 1

Danach gehen wir zu Schritt 3 iiber und eliminieren a;3 = 6 mittels des Pivots
a1 = 3, indem wir das doppelte der ersten Spalte von A von der letzten abziehen:

10 3 0 0
01, 0 -6 7

-1 -3 2
1 2 =2
0 0 1

Nun konnen wir die erste Zeile von A und die erste Spalte ignorieren und fahren mit
der verbleibenden Teilmatrix ( —6 7 > fort. Wir kommen wieder zu Schritt 2 und

erhalten fiir den grofiten gemeinsamen Teiler die Gleichung
1=1-(-6)+1-7.

Wir miissen die Spalten also mit der folgenden Matrix multiplizieren

10 0
Io=10 1 -7
01 —6

und erhalten dann

10 3 0 0
0 1 O

-1 -1 9

1 0 =2

0 1 -6

Damit kommen wir zu Schritt 5, den wir nur fiir den Fall 7 = 1 durchfiihren miissen.

Fiir den grofiten gemeinsamen Teiler erhalten wir die Gleichung
1=0-3+1-1.

Daraus ergeben sich die Transformationsmatrizen

11
S:
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und
0 -1 0
Ts=11 3 0
0 01

1 0 1 0 0
~1 1] 0 3 0
(S SNF(A))

Das Elementarteilertupel von A ist also (1, 3).

Bemerkung 27.11 (Smith-Normalform)

Der Algorithmus fiir die Berechnung einer Smith-Normalform funktioniert nur, wenn
man stets in der Lage ist, die Bézout-Gleichung fiir den grofiten gemeinsamen Teiler
von zwel Ringelementen zu l6sen. In euklidischen Ringen kann man das mittels des
erweiterten euklidischen Algorithmus’ tun, sofern man in der Lage ist, die Division
mit Rest explizit durchzufiihren, wie z.B. in Z oder K[t]. In euklidischen Ringen
kann man den Algorithmus aber auch so formulieren, daf§ man rein mit elementaren
Zeilen- und Spaltenoperationen und Division mit Rest auskommt (siehe Algorith-
mus 27.12).

Algorithmus 27.12 (Smith-Normalform iiber euklidischen Ringen)
INpUT: A € Mat(m x n, R), wobei R ein euklidischer Ring ist.

OutpuT: Smith-Normalform SNF(A) von A.

1. Schritt: Falls A die Nullmatrix ist, gib A zuriick, sonst tausche Zeilen und
Spalten bis a;; minimalen Grad beziiglich der euklidischen Funktion hat.

2. Schritt: Fiir ¢ = 2,...,m berechne die Division mit Rest a;; = ¢- a1 +r und
subtrahiere von der i-ten Zeile ¢g-mal die erste.

3. Schritt: Fiir j = 2,...,n berechne die Division mit Rest a; = ¢- a1 +r und
subtrahiere von der j-ten Spalte ¢g-mal die erste.

4. Schritt: Wenn im 2. oder 3. Schritt ein Rest ungleich null war, gehe zuriick
zum 1. Schritt.

5. Schritt: Wenn einer der Eintrége a;; fiir 4,7 > 2 nicht durch a;; teilbar ist,
addiere die i-te Zeile zur ersten und gehe zum 3. Schritt.

6. Schritt: Ist m = 1 oder n = 1, so gib die neue Matrix A zuriick, sonst bilde
die Untermatrix A’, die durch Streichen der ersten Zeile und Spalte entsteht,
wende den Algorithmus auf A" an und ersetze in A die Matrix A’ durch das
Ergebnis.

7. Schritt: Gib A zuriick.
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Beweis: Wir wollen zunéchst begriinden, weshalb der Algorithmus terminiert. Falls
wir im 4. Schritt zum ersten zuriick geschickt werden, dann war einer der Reste nicht
null und hat mithin einen echt kleineren Grad als ay; beziiglich der euklidischen
Funktion. Dasselbe passiert, wenn wir im 5. Schritt ein a;; finden, das nicht durch
a1 teilbar ist und deshalb zum 3. Schritt zuriick geschickt werden. Da der Grad nur
endlich oft echt kleiner werden kann, kann die Schleife zuriick zum 1. Schritt oder
zum 3. Schritt nur endlich oft durchlaufen werden. Im 6. Schritt wenden wir den
Algorithmus rekursiv auf eine Teilmatrix an, aber diese hat echt weniger Zeilen und
Spalten, was auch nur endlich oft moglich ist. Alle anderen Schritte sind ohnehin

offenbar endlich. Der Algorithmus terminiert also.

Fiir die Korrektheit achten wir darauf, dafl wir im Schritt 2 unterhalb des Pivots
a1 und im Schritt 3 rechts davon Nullen erzeugt haben, wenn der Rest r stets null
war. Wir erhalten am Ende also eine Matrix, bei der bestenfalls auf der Diagonale
Eintrage ungleich null stehen. Wenn wir vom 5. Schritt zum 6. Schritt weitergehen,
haben wir zudem sichergestellt, daf alle Eintrage in A’ durch a;; teilbar sind, aber
dann gilt das auch fiir alle Eintrage, die wir im Rekursionsschritt in der Matrix neu
erzeugen. Also folgt insbesondere, dass a;; anschlieend ass teilt und rekursiv dann,

dass a;; ein Teiler von a; ;41 ist. O

B) Endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Wir wollen nun den Elementarteilersatz fiir Matrizen tiber Hauptidealringen nutzen,
um endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen zu klassifizieren. Dazu schauen
wir uns zunéchst ein einfaches Beispiel an.

Beispiel 27.13 (Motivation fiir den Elementarteilersatz)

Betrachten wir den Untermodul

N =((2,0,0)",(0,6,0)"), < Z?

des freien Moduls Z3, dann gilt fiir den endliche erzeugten Z-Modul M = Z3/N
offenbar

M =73/N 27/27 ® 7./67Z & 7.

Jeder endlich erzeugte R-Modul iiber einem Hauptidealring R ist isomorph zu einem
Modul der Form R™/(as,...,a,)p fir eine Matrix A = (a;...a,) € Mat(m x
n, R). Wenn wir auf Smith-Normalform bringen, dann wird dies uns erlauben, bis
auf Isomorphie eine Zerlegung wie in Beispiel 27.13 liefern. Das ist der Inhalt des
folgenden Elementarteilersatzes fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen.

Satz 27.14 (Elementarteilersatz fiir Moduln tiber Hauptidealringen)
Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul, dann ist

M=R/{(d)@®...®R/(d)®R
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fir ein eindeutig bestimmtes r und Elemente 0 # dy,...,d, € R\ R* mit d; | diq
firi=1,...,k—1. Dabei heifit r der Rang von M wund (di,...,dy) das Tupel der
Elementarteiler von M ; letzteres ist bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig

bestimmidt.

Beweis: Da R als Hauptidealring noethersch und M endlich erzeugt ist, ist M nach
Proposition 26.22 endlich prasentiert. Es gibt also eine Matrix A = (ay...a,) €
Mat(m x n, R) und einen Isomorphismus

f:R"/{a1,...,an)p — M.

Aus dem Elementarteilersatz fiir Matrizen {iber Hauptidealringen erhalten wir dann
invertierbare Matrizen S € Gl,,(R) und T' € Gl,,(R), so dafl

SoAoT = (#)
010

in Smith-Normalform ist mit

di 0 0
0o . :
D= ' € Matg(R).
: o0
0 0 d

Dabei ist (dy,...,d;) das Elementarteilertupel von A und erfillt d; | d;y, fir ¢ =
1. k—1.

Da T invertierbar ist, ist die Abbildung fr ein Isomorphismus des R™ und es gilt
(ar,...,an) g = fA(R") = fa(fr(R")) = faor(R").
Auflerdem induziert die invertierbare Matrix S einen Isomorphismus
fs: R™ — R™
mit
fs({ar, ... an)g) = fs(faor(R")) = fsonor(R") = (di-e1,...,dx - ex)g-

Der Isomorphismus fg induziert also einen Isomorphismus

fs: R/ {ay,...,an) s — R™/{dy-e1,...,dy ex)p: T+ Sou.
Dabei ist
R"™/{dy e1,....dy ex)p=R/{d)®...®R/(d)) ® R"*.

Die Komposition von f und fg liefert deshalb den gewiinschten Isomorphismus.
Wir kénnen dabei annehmen, dafl keines der d; eine Einheit ist, da R/ (d;) sonst der
Nullmodul ist und einfach weggelassen werden kann.

Den Beweis der Eindeutigkeit des Rangs und der Elementarteiler stellen wir zunéchst
zuriick und fithren ihn auf Seite 418. O
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Beispiel 27.15 (Zum Elementarteilersatz)
Wir betrachten die Matrix

1 1 1
-3 -1 -1
A= € Mat(4 x 3,7Z)
1 -1 5
1 1 =5

sowie den durch A présentierten Z-Modul
M=27/{(1,-3,1,1)" (1,-1,—-1,1)", (1,-1 = 5,-5)") .

Um die Zerlegung geméafl Elementarteilersatz zu bestimmen, miissen wir die Smith-
Normalform S o Ao T von A bestimmen, und wenn wir den Isomorphismus von M
auf die Zerlegung bestimmen wollen, dann benétigen wir zudem die Transformati-

onsmatrix S.

Wir setzen deshalb wie folgt an:

1000 1 1 1
01 00[-3 -1 -1
(1]4)=
0010 1 -1 5
0001 1 1 =5
Da a;; = 1 jeden Eintrag in der ersten Zeile und Spalte teilt, konnen wir ohne

weiteres durch elementare Zeilen- und Spaltenumformungen die anderen Eintrége in

der ersten Zeile und Spalte eliminieren. Zeilenelimination liefert zunéchst

1 00 0|1

3100(0 2 2
-1 01 0[{0 —2 4
-1 00 1]0 0 -6

und Spaltenelemination liefert dann

10001 0 O

3 1.00[0 2 2
-1 01 0|0 -2 4
-1 00 1|0 0 —6

Nun schranken wir uns in A auf die Teilmatrix

2 2
-2 4
0 —6

ein, die durch das Streichen der ersten Zeile und Spalte entsteht. Wir sind wieder

in der gliicklichen Lage, dafl der Eintrag an Position (1,1) alle anderen Eintrége in
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der ersten Zeile und Spalte teilt. Wir kénnen also sofort eliminieren und erhalten in
der groflen Matrix nach Zeilen- und Spaltenelimination:

100010 O
10 0(02 O
21 10]00 6
-1 00 1{0 0 —6

Wir schrinken uns dann auf die Teilmatrix von A ein, die entsteht, wenn wir die
ersten beiden Zeilen und Spalten streichen, und wieder teilt der Eintrag an Position
(1,1) alle anderen Eintréige in der ersten Spalte (in der ersten Zeile sind keine mehr).
Wir koénnen also wieder gleich eliminieren und erhalten:

100011 00

3100020_81)
2110006 | 0 )’
1 111/000

Das Tupel der Elementarteiler von A lautet also
(1,2,6)
und S liefert einen Isomorphismus
fs: M =7")Tm(fa) — Z*/ (1,2 €1,6 - €3), X Z/7. D L)27 S Z/6Z @ Z.
Der erste Eintrag ist eine Einheit und liefert die Komponente
7)1 = {0},

die wir ignorieren konnen. Das Elementarteilertupel fiir M lautet also nur noch (2, 6)
und der Rang ist 1. Wir erhalten deshalb die Zerlegung

M= 7/27.& 7./6Z & Z.

C) Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen

Korollar 27.16 (Struktursatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber HIR)
Ist R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter Modul, dann gibt es einen
freien Untermodul F von M, so daf

M=T(M)®F.

Der Rang von F st dabei eindeutig bestimmt.

Beweis: Wir betrachten den Isomorphismus
g:R/{(d)D...OR/{d) DR — M
aus Satz 27.14 sowie die Untermoduln

N=g(R/(d)®...®R/{d))
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und

F =g(R").
Dann ist F' frei und M = N @ F. Zudem gilt fiir 0 # s € R und x = y + 2z mit
y € N und z € F' stets

scx=5Y+s-2=0

genau dann, wenn

s-y=20
und

s-z=0.

Letzteres setzt z = 0 voraus, da F frei ist. Der Torsionsmodul von M ist also ein
Untermodul von N. Andererseits gilt

di-...-dg-y=0

mit dy - ... dg # 0 fiir alle y € N und es folgt.

N =T(M).
Wenn wir nun noch beachten, dafl

F—M/TM)=(FoT(M))/T(M):y—7
ein Isomorphismus ist, dann hingt
rang(F') = rang(M/T(M))

nur von M ab und ist somit eindeutig bestimmt. O]

Beispiel 27.17 (Struktursatz)
In Beispiel 27.15 ist der Torsionsmodul im Bild von fg offenbar der Modul

T(Z4/ <6172 : 6176 : €3>Z) == <e_17€_27€_3>z

und der freie Anteil ist

F' = (e1),.
Wir konnen also auch den Torsionsmodul und den freien Anteil von M mittels
Eil = fg—1 bestimmen, wobei
1 0 00
g-1_ -3 1 00
1 -1 10
1 0 -1 1

ist. Wir erhalten deshalb
T<M) = <(17 _37 17 1)t7 (07 ]-a _L O>ta (07 07 17 _1)t>Z + Im(fA)/Im(fA)
sowie den freien Untermodul

F=((0,0,0,1)"), +Im(fa)/((1,=3,1,1)", (1, =1, —1,1)", (1,=1 = 5,-5)") .
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Korollar 27.18 (Torsionsfrei impliziert frei iiber HIR)
Jeder endlich-erzeugte torsionsfreie Modul iiber einem Hauptidealring ist frei.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus dem Stuktursatz 27.16, da aus 7'(M) = 0 schon
M =T(M) @& F = F fiir einen freien Untermodul von M folgt. O

Korollar 27.19 (Untermoduln freier Moduln)

Untermoduln von endlich-erzeugten freien Moduln tiber Hauptidealringen sind fres.

Beweis: Da R als Hauptidealring noethersch ist, ist jeder Untermodul N von M
auch endlich erzeugt. Als Untermodul eines torsionsfreien Moduls ist N offenbar

auch torsionsfrei, also mit Korollar 27.18 auch frei. [l

Beispiel 27.20 (Untermoduln freier Moduln)

a. Der Polynomring R = K{z,y] iiber einem Koérper K ist kein Hauptidealring.
Als R-Modul ist M = R natiirlich frei. Das Ideal N = (z,y) ist aber kein
Hauptideal und damit auch nicht frei, wohl aber torsionsfrei, da R keine Null-
teiler enthalt. Dies zeigt, dafl in den beiden obigen Korollaren die Voraussetzung
Hauptidealring essentiell ist.

b. Das Ideal (12,20,28) in Z ist ein Untermodul des freien Z-Moduls Z und ist

mithin ebenfalls frei. Das heifit, es wird von einem Element erzeugt:

(12,20,28) = (ggt(12,20,28)) = (4) =4 - Z.

D) Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber HIR

Bemerkung 27.21 (Chinesischer Restsatz)

In der Vorlesung Algebraische Strukturen wird der Chinesische Restsatz fiir den Ring
der ganzen Zahlen behandelt. Er gilt aber mit demselben Beweis ganz allgemein fiir
Hauptidealringe und besagt folgendes:

Sei R ein Hauptidealring und seien aq, ..., a; € R paarweise teilerfremd, dann gilt
R/{ai-...-ax) — R/ (@) ®...® R/ {ax) : T+ (T,...,T)

ist ein Isomorphismus von Ringen und damit auch von R-Moduln.

Korollar 27.22 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber HIR)
Sei R ein Hauptidealring und M ein endlich erzeugter R-Modul. Dann gibt es Prim-
elemente py,...,pm € R und natirliche Zahlen nq,...,n, > 1 sowie einr € N, so

dafs
M=R oER/p").
i=1

Das Tupel (r;pﬁ“, ce ,pf,{") wird auch der Typ des Moduls genannt und die p;* sind
bis auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmit.
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Beweis: Wir betrachten die Zerlegung von M aus dem Elementarteilersatz und
schauen uns einen der Faktoren R/ (d) néher an. Ist

d=u-q" ... q”

eine Primfaktorzerlegung von d mit Primelementen ¢;, natiirlichen Zahlen n; > 1
und Einheit u. Dann erhalten wir aus dem chinesischen Restsatz 27.21

R/{d) = R/{q)") ® ... ® R/ {g5") .

Die Existenz einer solchen Zerlegung von M ist also gezeigt, d.h. es gibt einen

[somorphismus

f:M =R a@R/ (p").
i=1
Eingeschriankt auf den Torsionsmodul erhalten wir dabei

7O = B R/ ).

so daB r der Rang von M und nach dem Struktursatz 27.16 durch M eindeutig
bestimmt ist.

Fiir die Eindeutigkeit des Restes schauen wir uns zunéchst fiir ein Primelement
p € R die Menge
T,(M)={zeM|3In>0:p" z=0}

der p-Torsionselemente an und definieren fiir s € IN die Zahl

g 1= ‘{z e{l,....m}| (pi) = (p),n; > s}}
Nach Aufgabe 26.33 ist T,(M) ein Untermodul von M und schrénken wir den Iso-

morphismus f auf T,(M) ein, so erhalten wir
(M) = @ R/ ),
(p)=(ps)
dap®-7=0in R/ (p) fiir ein n € N und T # 0 nur bei (p) = (p;) mdglich ist.
Betrachten wir nun die Untermoduln

Ny:=p - T,(M)= €D pi-R/ (") = €D ®))/ ¥}
(p)=({pi

i) (0)=(p;)

s<Nn;
fiir s € IN sowie die Faktormoduln

pT,(M) /0" T, (M) = No/(p)N. = D (0°) / (")

(p)=(p;)
s<n;

wobei wir fiir den letzten Isomorphismus beachten, dafl aus den Isomorphiesidtzen
fiir Moduln

W5y /oy /(o™ /oy =2 (o) [ oty = (%) / (p° )
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folgt. Die Faktormoduln sind dann aber nicht nur R-Moduln, sondern auch Moduln
iiber dem Faktorring

K := R/{(p).
Da R ein Hauptidealring und p ein Primelement ist, ist K dann ein Korper und die

Faktormoduln sind mithin Vektorrdume der Dimension

dimp (Ny/(p)N,) = Y dimg ((°) / (p**')) = .
> Y

(p)=(p;
ps<npil =1

Da die Moduln Ny = p-T,(M) nur vom Modul M abhéngen, trifft dies auch auf die
Zahlen o zu. Dann ist aber auch die Zahl

a5 — sy 1 = Anzahl der Summanden mit (p;) = (p) und n; = s+ 1

durch den Modul M eindeutig bestimmt, und dies gilt fiir jedes Primelement p.
Damit ist die Eindeutigkeit der Zerlegung und des Tupels bis auf Reihenfolge und
Multiplikation mit Einheiten bewiesen. O]

Beispiel 27.23 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber HIR)
Wir greifen hier Beispiel 27.15 nochmals auf. Dort haben wir gezeigt

M= Z4/ <(17 _37 17 1)t7 (17 _17 _17 1)t7 (L —1- 57 _5)t>Z = Z? D ZG DL

gezeigt. Der zweite Elementarteiler 6 hat dabei die Primfaktorzerlegung 6 = 2 - 3,

woraus wir die Zerlegung
M=72,®7y®7Zs D7
geméfl Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen erhalten.

Wir sind nun in der Lage, die noch ausstehenden Eindeutigkeiten in den Elementar-

teilersatzen zu beweisen.

Beweis der Eindeutigkeit im Elementarteilersatz fiir Moduln 27.14: Wir
wollen hier zeigen, dafl fiir einen endlich erzeugten Modul iiber einem Hauptideal-
ring der Rang r und das Tupel der Elementarteiler (dy, ..., d) eindeutig bestimmt
sind. Daf} der Rang eindeutig bestimmt ist, wissen wir bereits. Fiir das Tupel der
Elementarteiler beweisen wir dies, indem wir zeigen, dafl sich aus dem Typ des
Moduls das Tupel der Elementarteiler eindeutig ergibt. Da der Typ des Moduls
eindeutig durch M bestimmt ist, sind wir dann fertig.

Gruppiert man im Hauptsatz 27.22 auf der rechten Seite Summanden, die Summan-

den derselben Primideale zusammen, so erhélt man

o @@ R/ ()

i=1 j=1
wobei (p;) # (p;) fir ¢ # j, k; # 0 und

I1<nin <np < ... < ng,.
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Wir setzen nun
k=max{k; |i=1,...,s}

und definieren das Tupel

o o 41 Nk,
O{i—(Oéil,...,Oéik)—(1,...,1,pil N 1)
N——
k—k;—mal
fir i = 1,...,s. Ferner definieren wir
dj:Oqj-...-OéSj € R.

Da in den Tupeln o; der Eintrag o;; ein Teiler des folgenden Eintrags o;;41 ist, folgt
unmittelbar

dj | djsa.

Zudem ist keines der d; eine Einheit, da mindestens eines der Tupel o; in der ersten
Komponente einen Eintrag hat, der keine Einheit ist. Auch gilt offenbar, dafl

k s s kg
d1 ca.. dk = HHaij = HHP?”,
j=1i=1 i=1 j=1
d.h. das Produkt der d; stimmt mit dem Produkt aller Primpotenzen 27.22 im Ty-
pen von M iiberein. Mehr noch, beim Ubergang von d; zu d;y, kommt fiir jedes %

hochstens eine der Potenzen p;'" aus der Zerlegung als Faktor dazu. Wenn wir uns
an den Beweis des Hauptsatzes erinnern, dann sehen wir, dass ein Modul mit dem
Elementarteilertupel (dy, ..., d) einen Torsionsanteil mit dem vorgegebenen Typen
liefert. AuBlerdem konnen wir offenbar aus dem Typen auf keine andere Weise ein
Elementarteilertupel bilden, das diesen Typen liefert, denn wenn ein (p') im Typen
auftaucht, muB das zugehorige p! beim Ubergang von einem d; zu einem d;, als Fak-
tor hinzugekommen sein und in jedem weiteren Schritt muss dann eine mindestens
so grofle Potenz von p hinzukommen. Die Eindeutigkeit des Elementarteilertupels

bis auf Multiplikation mit Einheiten folgt dann aus der des Typen. O]

Beweis der Eindeutigkeit im Elementarteilersatzes fiir Matrizen 27.2:
Ist A € Mat(n x m, R) eine Matrix iiber einem Hauptidealring mit Elementartei-
lertupel (di,...,d) und ist d; der erste Eintrag, der keine Einheit ist. Dann ist
A = (ay...a,) die Présentationsmatrix eines endliche erzeugten Moduls

M = R™/{ay,...,a,)

vom Rang r = m — k und mit Elementarteilertupel (d;, ..., dy), wie wir im Beweis
des Elementarteilersatzes 27.14, und die Elementarteiler sind bis auf Multiplikation
mit Einheiten eindeutig festgelegt. Die verbleibenden Eintrége (ds,...,d;_1) sind
Einheiten und sind damit auch bis auf Multiplikation mit Einheiten festgelegt. [
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E) Klassifikation endlich erzeugter abelscher Gruppen

Wenden wir den Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen auf
den Ring der ganzen Zahlen an, so liefert er uns die Klassifikation endlich erzeugter
abelscher Gruppen.

Bemerkung 27.24 (Torsionselemente haben endliche Ordnung)

Sei (G, +) eine abelsche Gruppe und damit ein Z-Modul. Ein Element g € G ist ge-
nau dann ein Torsionselement, wenn es n > 1 mit n-g = 0 gibt. Die kleinste positive
Zahl mit dieser Eigenschaft ist die Ordnung o(g) von g. Also ist der Torsionsmodul
von GG genau die Menge

T(G) ={g e Glolg) < oo}
der Elemente endlicher Ordnung in G.
Satz 27.25 (Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen)

Sei G eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Dann gibt es eindeutig bestimmte Prim-

zahlen py, ..., pm sowie natirliche Zahlen ny,...,n, > 1 und r >0, so dafs
GEZL' &Ly & ... 8 Ly
Das Tupel (r;pi*, ..., pm) heifst der Typ von G.
Auferdem ist G genau dann endlich, wenn
G=T(G) = Zyn @ ... D Ly (92)

ein Torsionsmodul und damit eine endliche direkte Summe endlicher zyklischer

Gruppen von Primzahlpotenzordnung ist.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus dem Hauptsatz fiir endlich erzeugte
Moduln iiber Hauptidealringe 27.22 mit R = Z, wenn man beachtet, dass fiir jedes

Primelement p das Ideal (p) einen eindeutigen positiven Erzeuger hat. O

Bemerkung 27.26 (p-Sylowgruppen)
Ist G eine endliche abelsche Gruppe und p ein Primzahl, dann nennt man den p-

Torsionsmodul

T,(G)={g9 € G|o(g) =p" fiireinn >0}
auch die p-Sylowgruppe von G, und wenn G eine Zerlegung wie in (92) hat, dann
gilt

T,(G) = P Z,.
pi=p
Daraus folgt dann unmittelbar, dafl

G = @h T,(G)

p teilt |G|

die direkte Summe seiner p-Sylowgruppen ist.
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Beispiel 27.27 (Endliche abelsche Gruppe)
Die multiplikative Gruppe Zj; des endlichen Korpers Z;3 ist abelsch und hat die
Ordnung

|Zis] =13 —1=12=2%.3.
Als Typ kommen a priori (2,2, 3) sowie (2%, 3) in Frage. Wegen

5 =2=-T#1=(-12=5

enthélt G ein Element der Ordnung 4, was in einer Gruppe vom Typ (2,2, 3) nicht
der Fall sein kann. Also ist Z3; vom Typ (22,3) und es folgt

L3 =1y D L = Zno,

wobei die letzte Isomorphie aus dem Chinesischen Restsatz folgt. Die multiplikative
Gruppe des Korpers Z3 ist also zyklisch. Das ist kein Zufall, denn man kann all-
gemein zeigen, dafl die multiplikative Gruppe eines endlichen Korpers stets zyklisch
ist.

F) Jordansche Normalform

Wenden wir den Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen auf
den Polynomring iiber einem Korper an, so erhalten wir den Satz iiber die Jordansche

Normalform als Spezialfall.

Bemerkung 27.28 (K[t]-Moduln)
Es sei V' ein endlich-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € Endg (V). Dann ist V'
ein K[t]-Modul mittels

t-x:=p(r)

fir x € V, und eine Teilmenge U C V ist genau dann ein K [t]-Untermodul von V/,

wenn U ein g-invarianter Unterraum von V ist (siehe Beispiel 25.5).

Da V als K-Vektorraum schon endlich erzeugt ist und die Multiplikation mit einem
konstanten Polynom mit der Skalarmultiplikation {ibereinstimmt, ist V' auch ein
endlich erzeugter K[t]-Modul. Mehr noch, jedes Element ist ein Torsionselement,
d.h.

V=TV),
da nach dem Satz von Cayley-Hamilton
X, (9) =0
gilt und damit fiir x € V' auch stets
X, =X, (#)(x) =0

gelten muf.
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Beispiel 27.29 (Matrixdarstellung der Multiplikation mit ¢)
Als Vorbereitung auf die Aussage in Teil b. des folgenden Satzes wollen wir den
K-Vektorraum

V= KI[t]/(p")
mit p = t* — 2t + 3 betrachten sowie die K-lineare Abbildung
o:V—V:T—t x.
Es ist leicht zu sehen, dafl die Familie
B=(t-p,bpt1)
eine Basis von V ist (siehe dazu auch die Argumente im Beweis von Satz 27.30).

Um die Matrixdarstellung von ¢ zu berechnen, wenden wir ¢ auf die Basisvektoren
an und erhalten

et p) =12 p=(p+2t+3)-p=p>+2-T-p+3-D

PG 2 T 43 p=2-Tp+3-,
v(p)=1-»,
o) =P =p+2AF3=p+2-1+3-T,
(1) =1

Schreiben wir die Koeffizienten als Spalten in eine Matrix, so erhalten wir die Ma-

trixdarstellung

1

0
ME(¢) = i
0

2
3
0
0

Fiir das charakteristische Polynom von ¢ gilt

t—2 —1| 0 o0 2
I f_o 1
= = = (t* =2t —3)* = p’.
Xe 0 0 |t—2 —1 _3 ¢ ( ) =p
0 0] -3 ¢

Satz 27.30 (Rationale und Jordansche Normalform)
Sei V' ein endlich-dimensionaler K -Vektorraum und ¢ € Endg (V).

a. FEs gqibt p-invariante Unterrdume Uy, ..., Uy, von V, so daf

und

Ui = K[t/ (p}")
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fir normierte, irreduzible Polynome p; € K|t]. Die Polynome p; und ihre Po-

tenzen n; sind dabei bis auf die Rethenfolge eindeutig bestimmt und das cha-
rakteristische Polynom von o ist

Xgo :p?l ’ annm
und das Minimalpolynom erfiillt

ty € kgV(pt, ... pom).

Ist U = K[t]/(p") mit
d—1
p= 4 — Z a; - t
=0
einer der p-invarianten Unterrdume in Teil a., dann gibt es eine Basis B von
U als K-Vektorraum, so dafs

PN 0 ... .. 0
0 P
. Lo e e e
Mg (ov)=| | SR € Mat,q(K)
N
0 0 P
mat
ag., 10 ... ... 0
p=| ° ) © | e Maty(K)
: L0
0 1
Qo 0
und
00 ...0
N=| "~ | e Maty(K)
00 ...0
10 ...0

Man nennt die Matriz ME(py) die rationale Normalform von oy .
Istp=1t— X\ in Teil b., dann st

M5 (pu) = Ju(N)
ein Jordan-Kdstchen der Gréfie n zum Figenwert .

Wenn das charakteristische Polynom von o tiber K in Linearfaktoren zerfdllt,

dann gibt es eine Basis B von V, so dafi ME(p) in Jordanscher Normalform
ist.
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Beweis:

a. Wenden wir den Hauptsatz fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealrin-
gen 27.22 mit R = K[t] auf V an und beachten wir dabei, da§ V' ein Torisons-
modul ist, dann finden wir irreduzible Polynome p; und natiirliche Zahlen n;,

so daf es einen Isomorphismus
[V = K|/ & ... e KH/ ()

von K [t]-Moduln und damit auch von Vektorraumen gibt. Da die p; bis auf Mul-
tiplikation mit Einheiten eindeutig sind, sind sie vollstandig festgelegt, wenn

wir sie normieren. Dabei ist dann
Ui =~ (K[t]/ (pi"))
als K[t]-Untermodul ein ¢-invarianter Unterraum und

als K-Vektorraum.
Fiir die Aussage zum charakteristischen Polynom verwenden wir Teil b. Da
MZE(py) in Teil b. eine Blockdiagonalmatrix ist, folgt

Xy = XP

und aus Aufgabe 27.42 wissen wir

Waéhlen wir fiir jeden der Unterrdume U; eine Basis B; wie in Teil b., so erhalten

m m
v = 1Ix, = 110
=1 =1

Fiir die Aussage zum Minimalpolynom beachten wir, da8 s, ein Polynom klein-

wir

sten Grades mit der Eigenschaft ist, dafl

pp() =0,
d.h.
0= pe(p)(x) = pp - @
fiir alle x € V', was gleichbedeutend mit
pp - KTt/ (pi") = 0
oder alternativ
fo € (P}")

fir alle s = 1,...,m ist. Also muf y1, von minimalem Grad mit

m
pe € )01
=1
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sein, aber dann ist p, ein Erzeuger dieses Ideals und damit ein kleinstes ge-
meinsames Vielfaches der p".

b. Wir setzen
Tidry =1 - p'
fire=0,...,n—=1und j =0,--- ,d—1. Dann ist ;.44 ; ein normiertes Polynom
vom Grad i - d + j, so daf

($i.d+j|7::0,...,Tl—1,j:0,"',d—l)

linear unabhéngig iiber K und ein Erzeugendensystem des K-Vektorraums der

Polynome vom Grad kleiner n - d ist. Daraus folgt dann unmittelbar, dafl
B = (Tiay; |i=0,...,n—1,j=0,--- ,d—1)
eine Basis von K[t]/(p") als K-Vektorraum ist, denn ist g € K[t] und
g=q-p"+r

mit deg(r) < deg(p™), dann ist ¢ der eindeutige Reprisentant von § = g vom
Grad kleiner deg(p™). Fiir das Produkt ¢ - Z; 4+, erhalten wir

tTiay, =9 pt = Tiayja,

falls j <d—1, und

: d—1 .
t- xi-d+j :td : pl = (p + Zk:O O - tk) . pz

d—1

) a1 . S
=pt + Zkzo ay - 5 - pt = T(i+1)-d + Z O * Ti-dtk)
k=0

falls j = d — 1. Setzen wir nun B = (y | k =1,...,n-d) mit
yr = (Tna—r),
dann folgt die Behauptung von Teil b.
c. Teil c. folgt unmittelbar aus Teil b.
d. Teil d. folgt unmittelbar aus den Teilen b. und c.

Bemerkung 27.31 (Berechnung der rationalen Normalform)
Die Konstruktion der Basis B in Teil b. von Satz 27.30 ist konstruktiv, wenn man

p™ sowie den Isomorphismus
fU — K[t)/(p")

kennt. Mit Hilfe des Smith-Normalform-Algorithmus’ kénnen wir beides im Prinzip
berechnen und somit auch die rationale Normalform, da wir mit Hilfe von Aufga-
be 27.43 eine Préasentationsmatrix fiir U bestimmen konnen. Insbesondere haben
wir damit einen alternativen Weg zur Berechnung der Jordanschen Normalform,

falls das charakteristische Polynom zerfallt.
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Umgekehrt kénnen wir natiirlich auch Theorie der Jordanschen Normalform verwen-
den, um den Typ und ggf. die Elementarteiler von V' als K [t]-Modul zu bestimmen.

Beispiel 27.32 (Jordansche Normalform und Elementarteiler)
Wir betrachten den Endomorphismus ¢ = f4 € Endg(Q?) fiir

1
A= 1 2 —1 | € Mat;3(Q).
-1 0 3
Eine leichte Rechnung zeigt
t—1 0 -1
X, =det(t-13—A)=| -1 t—2 1 |=({t-2)°
1 0 t-—3
sowie
1 0 -1
rang(2- 13— A)=rang | —1 0 1 =1.
1 0 —1

Mithin hat der Eigenraum zum Eigenwert 2 die Dimension 2 und des gibt zwei
Jordankéstchen zum Eigenwert 2, so daf§ die Jordansche Normalform die Gestalt

2 10
J,= 020
00 2

hat. Wir erhalten fiir V' als Kt]-Modul mithin den Typen
(03¢ —2,(t—2)?)
sowie das Tupel der Elementarteiler

(t—2,(t—2)%)

Aufgaben

Aufgabe 27.33
Berechne die Smith-Normalform der Matrix
5 -6 -2 3 —4
A=17 6 2 9 -2 | €Mat(3 x5,7).
T 4 07 —4

Bestimme zudem Basen fiir den Kern und das Bild von f4.

Die folgende Aufgabe liefert einen alternativen Beweis fiir die Eindeutigkeit der
Elementarteiler von Matrizen. Der Beweis verwendet die funktorielle Eingeschafte
des r-fachen dufleren Produktes linearer Abbildungen sowie die Matrixdarstellung
der linearen Abbildung A" f4 aus Proposititon 22.19.
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Aufgabe 27.34 (Elementarteiler einer Matrix und deren Minoren)
Sei R ein Hauptidealring und A € Mat(m x n, R) mit Elementarteilern (dy, ..., dg).
Zeige, fir r =1,...  k gilt dann

dy--d, € ggT (Alin, .. yirlgr,. -y dr) | 1< < ... <, <m,1<jy <...<j.<n),

wobei der r x r-Minor A(iy,...,4.|j1,...,j-) wie in Proposition 22.19 definiert ist.
D.h., dy - --d, ist ein grofiter gemeinsamer Teiler aller » x r-Minoren der Matrix A
und ist damit durch A bis auf Multiplikation mit einer Einheit eindeutig bestimmt.

Insbesondere,
di € ggT(a; |i=1,...,m,7=1,...,n)
ist ein grofter gemeinsamer Teiler aller Eintrdage in A.

Aufgabe 27.35
Berechne die Elementarteiler von

. 6 9 6
6 6 7

mit Hilfe der Formeln in Aufgabe 27.34

Aufgabe 27.36
Ist R ein Hauptidealring und A € Gl,,(R) eine invertierbare Matrix mit Elementar-
teilertupel (dy,...,dy), dann gibt es eine Einheit u € R*, so dafl

det(A)=wu-dy - ... dg.

Aufgabe 27.37

Sei A = (ay...a,) € Mat,(Z) eine Matrix mit det(4) # 0 und sei M =
7"/ {ay, ..., a,)z. Zeige, M| =|det(A)|.

Aufgabe 27.38

Sei R ein Hauptidealring, M ein freier R-Modul vom Rang n und N < M ein
Untermodul von M.

Dann gibt es eine Basis B = (1,...,2,) von M und dy,...,d; € R mit k < n, so
daf
D= (dy-x,...,dy - xy)
eine Basis von N ist und
di | dita
firi =1,... k. Das Tupel (di, ..., dy) ist dabei bis auf Multiplikation mit Einheiten
eindeutig bestimmt.

Aufgabe 27.39 (Hermite-Normalform)
Formuliere und beweise einen Algorithmus, der eine Matrix A € Mat(m xn, R) iiber
einem euklidischen Ring R mittels elementarer Zeilenoperationen in Zeilen-Stufen-

Form tiberfiihrt.
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Aufgabe 27.40
Zeige, ist R ein euklidischer Ring, dann sind fiir eine Matrix A € Mat, (R) die
folgenden Aussagen dquivalent:

a. A ist invertierbar.
b. Es gibt Elementarmatrizen Ty, ..., Ty € Gl,(R) mit
Tho...oTyoA=1,.
c. Es gibt Elementarmatrizen 77, ...,7T;, € Gl,(R) mit
A=T o.. 0Tl

Aufgabe 27.41
Bestimme das Tupel der Elementarteiler fiir den folgeden Z-Modul

M =73 ® 2z ® Zios © Lig1 © Zinas © Zno1 © Zioas.
Aufgabe 27.42

Zeige, xa =t — 32070 ay, - t* fiir
gy 1 0 ... ... 0
A=| E | e Maty(K).
: oo 0
: 0 1

Aufgabe 27.43 (Prasentationsmatrix fiir K™ als K[t]-Modul)
Es sei A € Mat,(K) und ¢ = fa € Endg(K"™) der zugehorige Endomorphismus.
Ferner sei K™ ein K[t]-Modul vermittels

t-x:=p(r)=Aox.
Zeige, daBl dann ¢ - 1,, — A eine Présentationsmatrix von K™ als K[t]-Modul ist.

Aufgabe 27.44
Berechne die Elementarteiler, das charakteristische Polynom, das Minimalpolynom
sowie die rationale Normalform fiir den Endomorphismus ¢ = f4 € Endg(R?) fiir

100 0
2 2 0 —1

A= € Maty(R).
001 0
11 70 -3



ANHANG A

Grundlegende Begriffe

§ A1 Etwas Logik

Wie alle Wissenschaftler versuchen auch die Mathematiker Aussagen iiber die Ob-
jekte ihrer Forschungsarbeit aufzustellen und als wahr nachzuweisen. Anders aber
als etwa in den Naturwissenschaften werden die zu untersuchenden Objekte nicht
von auflen an die Mathematiker herangetragen, vielmehr schaffen sie sie sich selbst
durch die Vorgabe sogenannter Aziome. Wie hat man dies zu verstehen? Was ist ein
Axiom? Was heifit es, eine Aussage als wahr nachzuweisen? Und was eigentlich ist
eine Aussage?

Nun, sobald wir uns auf eine Sprache geeinigt haben, in der wir uns verstandigen
wollen, sind wir in der Lage, Sdtze zu bilden, Sitze, wie etwa (in unserer Alltags-
sprache)

“Dieser Satz enthalt fiinf Worte.”
oder
“Lose die folgende Aufgabe.”

Ein solcher Satz stellt eine Aussage in unserem Sinne dar, wenn wir entscheiden
kénnen, ob er wahr oder falsch ist. Gemé&fl dieser Konvention ist der erste der obigen
Satze eine — wahre — Aussage, wihrend beim zweiten Satz, einer Aufforderung, die
Frage nach wahr oder falsch wenig Sinn ergibt. Er ist mithin keine Aussage. Wir
halten fest:

Aussagen erkennen wir daran, dafl ihnen ein Wahrheitswert zugeord-

net ist, w fiir wahr oder f fiir falsch.

Im folgenden werden wir als Platzhalter fiir Aussagen meist Grolbuchstaben ver-
wenden: A, B,C,.. ..

Eine Aussage als wahr nachzuweisen, soll bedeuten, dafl wir sie durch logische
Schliisse auf andere, uns als wahr bekannte Aussagen zuriickfithren. Nehmen wir
etwa den folgenden Satz:

A : Der Bundesprasident ist stets mindestens vierzig Jahre alt.

Wir stellen zunéchst einmal fest, daf es sich um eine Aussage handelt — und zwar
um eine wahre Aussage, wie wir aus Artikel 54 des Grundgesetzes ableiten. Dort
namlich finden wir zur Wahl des Bundesprésidenten folgende Aussage:
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B : Waihlbar ist jeder Deutsche, der das Wahlrecht zum Bundesta-
ge besitzt und das vierzigste Lebensjahr vollendet hat.

Weil nun das Grundgesetz giiltig ist, ist Aussage A wahr. Wir haben Aussage A also

auf eine uns bekannte wahre Aussage zuriickgefiihrt.

DaB die von uns aus dem Grundgesetz zitierte Aussage B ihrerseits wahr ist, 148t sich
nicht weiter auf andere Aussagen zuriickfithren. Vielmehr handelt es sich hierbei um
eine Festlegung des Gesetzgebers, der das Gesetz erlassen und damit diese Aussage

fiir wahr erklart hat.

Eine Aussage, der der Wahrheitswert w schlicht durch Festlegung zu-

gewiesen wurde, nennen wir ein Axiom.

Man kann in diesem Sinne das Grundgesetz als eine Sammlung von Axiomen, oder
ein Axiomensystem, auffassen — auch wenn der Vergleich in mancher Hinsicht hinken

mag.

Eingangs haben wir erklart, dafl die Mathematiker sich die Welt, die sie untersu-
chen, und ihre Objekte selbst erschaffen. Sie tun dies, indem sie sich einige wenige
Aussagen als Axiome vorgeben und sodann studieren, was sich aus diesen durch lo-
gisch korrekte Schliisse ableiten 148t. Freilich, so wie der Gesetzgeber seine Gesetze
nicht willkiirlich erlét, so wahlen auch die Mathematiker die Axiome, die sie sich
vorgeben, mit Bedacht, das heift, mit dem Ziel, interessante Strukturen zu gewin-
nen — und die vielfaltigen Anwendungen zeigen, dafl die Mathematiker bei diesem
Vorhaben nicht nur sehr kreativ, sondern auch sehr erfolgreich gewesen sind. Immer
wieder haben sie sich von Fragestellungen der Alltagswelt inspirieren lassen, haben
die Probleme auf wenige Kernpunkte reduziert und in ein (mathematisches) Modell
iibersetzt. Dabei bedeutet letzteres nichts anderes, als daff man die zu benutzen-
de Sprache und die geltenden Axiome festlegt und dal man die Fragen in dieser
neuen Sprache formuliert. Die Stirke dieser Modellbildung besteht nun darin, dafl
man innerhalb des Modells exakt und ohne Wenn und Aber feststellen kann, ob
eine Aussage wahr ist oder nicht. Wahr ist sie stets dann, wenn sie durch eine ganze
Reihe logisch korrekter Schliisse aus den vorgegebenen Axiomen hervorgeht. Wann
aber ist denn eine Aussage aus einer anderen durch einen logisch korrekten Schlufs

hervorgegangen?

Bevor wir uns dieser Frage erneut zuwenden, wollen wir kldren, wie man aus gegebe-
nen Aussagen iiberhaupt neue Aussagen gewinnen und so das Arsenal an Aussagen

erweitern kann.

Eine ganz natiirliche Moglichkeit ist die Verneinung oder Negation einer Aussage,

etwa

—A : Der Bundesprisident ist nicht stets vierzig Jahre alt.
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Wir wollen generell die Negation einer Aussage X mit dem Symbol =X bezeichnen,
und es sollte gelten, wenn X wahr ist, so ist =X falsch, und umgekehrt. Das heifit
insbesondere, der Wahrheitswert von =X hé&ngt nur vom Wahrheitswert von X ab.
Dies erlaubt es uns, den Wahrheitswert von =X in Abhéngigkeit des Wahrheitswer-
tes von X in einer Tabelle festzuhalten:

X | =X
w| f
f| w

Aus unserer Alltagssprache sind wir es gewohnt, mehrere Aussagen in auflistender
Weise durch das Wort “und” miteinander zu verbinden. Betrachten wir etwa die

folgenden Aussagen

C : Waihlbar sind nur Deutsche, die das Wahlrecht zum Bundestag
besitzen.

sowie

D : Wahlbar sind nur Deutsche, die das vierzigste Lebensjahr
vollendet haben.

Man erkennt unschwer, dafl die Verkniipfung der Aussagen C und D durch “und”
inhaltlich mit unserer obigen Aussage B iibereinstimmt, und man spricht von der
Konjunktion von C' und D. Auch hier wollen wir wieder eine symbolische Schreib-
weise einfithren. Sind X und Y zwei Aussagen, so schreiben wir fiir “X und Y” auch
X AY. Wenn nun X AY wieder eine Aussage ist, so muf} ihr auch ein Wahrheitswert
zugeordnet sein. Dabei sollte wohl X AY nur dann wahr sein, wenn sowohl X als auch
Y wahr sind. Wir kénnen den Wahrheitswert von X AY also wieder in Abhéngig-
keit von den Wahrheitswerten von X und Y in einer Tabelle, auch Wahrheitstafel

genannt, festhalten.

oSS

Y
w
f
w
f

o o S >

Ebenso ist uns aus unserem alltédglichen Gebrauch ein weiteres Bindewort bekannt,
“oder”, welches wir hier instrumentalisieren wollen. Sind X und Y wieder Aussagen,
so werden wir gewohnlich X VY statt “X oder Y” schreiben. Die so entstandene
neue Aussage nennt man die Disjunktion von X und Y, und damit sie wahr ist, soll

es uns reichen, daf eine der Aussagen X und Y wahr ist. Dies fithrt zur folgenden
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Wahrheitstafel:
XY IXVY
W | W w
w | f w
f|lw w
f|f f

Man beachte, dal oder hier nicht das ausschlieBende entweder oder ist!

Die Aussage etwa, dafl die Kinder unserer Bundestagsabgeordneten stets die deut-
sche oder eine andere Staatsangehorigkeit haben, ist wahr, weil sie nicht ausschlief3t,
daB sie die deutsche und eine andere Staatsangehorigkeit haben.

Im Absatz zur Konjunktion heifit es, dal die Aussage B mit der Konjunktion der
Aussagen C' und D inhaltlich iibereinstimme. Sprachlich sind beide Aussagen aber
deutlich verschieden. Anstatt sie gleich zu nennen, wollen wir deshalb nur davon
sprechen, dal B und C' A D gleichwertig oder dquivalent sind. Dies soll zum Aus-
druck bringen, daf sie den gleichen Wahrheitswert besitzen. Gehen wir einen Schritt
weiter, so konnen wir eine neue Verkniipfung zweier Aussagen X und Y einfiihren,
die Aquivalenz von X und Y, in Symbolen X < Y. Sie soll genau dann wahr
sein, wenn X und Y den gleichen Wahrheitswert besitzen. Dies fiihrt zu folgender
Wahrheitstafel:

XY X&Y
W | W w
w | f f
f |w f
f|f W

Ein kurzer Blick auf die bislang eingefithrten Operationen zur Gewinnung neuer
Aussagen aus gegebenen zeigt, dafl die Wahrheitswerte der neuen Aussagen stets
allein von den Wahrheitswerten der gegebenen Aussagen abhéngen, und nicht von

deren konkretem Inhalt.

Wir erlauben uns deshalb, eine letzte Verkniipfung von Aussagen, die Implikation,
dadurch einzufithren, dafl wir bei gegebenen Aussagen X und Y den Wahrheitswert
der Aussage “X impliziert Y” oder “wenn X, dann Y” | in Zeichen X = Y, festlegen:

XY | X=Y

W | W w

w | f f (93)
f |lw w

f|f w

Die Wortwahl legt nahe, dal die Aussage X = Y es erlaubt, aus der Wahrheit von
X Riickschliisse auf die Wahrheit von Y zu ziehen. Dies kommt auch in den ersten
beiden Zeilen der Wahrheitstafel zum Ausdruck, wird aber noch deutlicher, wenn
wir zeigen, dafl die Aussagen X = Y und =X VY zueinander dquivalent sind. Ist
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dann namlich X wahr, so ist =X falsch. Damit =X VY wahr sein kann, mufl mithin
Y wahr sein. Dies 148t sich so interpretieren, dafl sich bei wahrer Aussage X und
korrekter Implikation X = Y fiir Y nur die Moglichkeit ergibt, ebenfalls wahr zu

sein.

In dieser Weise werden wir die Implikation immer wieder anwenden. Wir werden
mit einer wahren Aussage starten und mittels einer logisch korrekten Argumentati-
onskette Y aus X ableiten — sprich wir werden X =- Y als wahr erweisen. Damit
haben wir dann zugleich die Wahrheit von Y bewiesen.

Die Giiltigkeit der behaupteten Aquivalenz leiten wir durch eine Betrachtung der
Wahrheitstafeln her. Es reicht, festzustellen, dafl die Werte in den Spalten von X =
Y und von =X VY iibereinstimmen:

XY - X|-XVY | X=Y
w | w| f W w
w|f| f f f
flw| w w w
f | f| w W w

Die bisherigen Betrachtungen erldutern die ersten beiden Zeilen der Wahrheitstafel
der Implikation. Mysteritser sind auf den ersten Blick zweifellos die beiden letzten,
erlauben sie es doch, aus einer falschen Aussage eine beliebige andere Aussage her-
zuleiten und den vorgenommenen Schlufl als korrekt anzusehen. Widerstrebt uns
das nicht zutiefst? Wir mochten an einem Beispiel, das auf ein wenig Schulwissen
in Mathematik zuriickgreift, verdeutlichen, dafl die obige Festlegung sehr wohl Sinn

macht. Will man etwa die Losungen der Gleichung
r? -2 =—1

finden, so wird man auf beiden Seiten der Gleichung zunéchst die Zahl 1 addieren,
um so auf der linken Seite den Ausdruck (z —1)? zu erhalten, ein Verfahren, welches
als quadratische Ergdnzung bekannt ist. Man leitet aus der Aussage 2% —2x = —1 die
Aussage 22 — 22 + 1 = 0 her. Dieser Schluf} 148t sich formulieren als die Implikation

(2 —22=-1) = (*-20+1=0).

Der Schluf}, da} die Addition einer Zahl auf beiden Seiten einer Gleichung, die
Gleichheit nicht zerstort, ist uns wohl vertraut und wir sehen ihn als korrekt an,
unabhéngig davon, was auf beiden Seiten der Gleichung steht. Wenden wir diesen
Schlufl nun auf eine andere Gleichung an, etwa auf die Gleichung 0 = 1, so erhalten
wir die Implikation

(0=1) = (0+1=1+1).

Die beiden Aussagen links und rechts des Implikationspfeiles sind offenbar falsch,
der Schluf} an sich ist jedoch nach dem eben Gesagten zuldssig. Mithin sollte die
Implikation den Wahrheitswert w tragen.
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Ein Beispiel dafiir, daf} sich aus einer falschen Aussage durch einen korrekten Schlufl
auch eine wahre Aussage herleiten 148t, erhalten wir in analoger Weise, wenn wir
uns vergegenwirtigen, dafl die Gleichheit auch durch Multiplikation mit einer Zahl
nicht zerstort wird. Dies fiihrt dann zu der wahren Implikation

(0=1) = (0-0=1-0),

bei der die Aussage auf der linken Seite des Implikationspfeiles falsch ist, wahrend

die auf der rechten Seite wahr ist.

Wir halten fest:

Der Wahrheitswert der Implikation X = Y bewertet nur die Korrekt-
heit des SchlieBens, nicht jedoch die Wahrheit der Aussagen X und
Y.

Es sei deshalb jedem ans Herz gelegt, die Voraussetzungen, auf die er seine Aussagen
griindet, genauestens auf ihren Wahrheitsgehalt zu priifen! Sonst niitzt auch noch

so sauberes Schlieflen gar nichts.

Wir wollen den eingefiihrten Begriffsapparat nun an zwei Beispielen testen, die uns

einige wichtige Erkenntnisse liefern werden.

Beispiel Al.1
Es seien X und Y zwei Aussagen.

a. Wir haben bereits bei der Definition der Aquivalenz davon gesprochen, daf
X < Y bedeuten solle, dal “X genau dann wahr ist, wenn Y wahr ist”. Dies
wollte verkiirzt ausdriicken, “wenn X, dann Y” und “wenn Y, dann X”. Wir
behaupten deshalb, daf§ die Aussagen “X < Y” und “(X = Y) A (Y = X)”
aquivalent sind, mit anderen Worten, die Aussagen X und Y sind genau dann
aquivalent, wenn Y aus X folgt und umgekehrt.

Diese Tatsache werden wir immer wieder verwenden, wenn wir die Aquivalenz
zweier Aussagen beweisen wollen. Thre Giiltigkeit leiten wir wieder durch eine
Betrachtung der Wahrheitstafeln her.

X=Y|V=X|(X=Y)

T
- € g

g =m = 2L

g -2 2|

g 2 - 2|
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b. Die Aussagen “X = Y” und “-Y = —X” sind ebenfalls dquivalent, wie die
folgende Tabelle zeigt:

X|Y " X|-Y I X=Y|-Y=-X
w| w| f f w W
w|f| f | w f f
flw| w f w w
fl f|l w | w w W

Man nennt diese Aquivalenz auch Kontraposition. Will man also zeigen, dafl
eine Aussage X eine Aussage Y impliziert, so kann man statt dessen beide

Aussagen verneinen und zeigen, dafl aus =Y die Aussage =X folgt.
O

Kehren wir nun zu der Frage zuriick, wann eine Aussage Y aus einer Aussage X
durch einen logisch korrekten Schluff hervorgegangen ist. Bedeutet dies nur, dafl
X = Y den Wahrheitswert w besitzt? Ja ... und nein! Ist X wahr und hat die
Implikation X = Y den Wahrheitswert w, so folgt unmittelbar, dafl Y wahr ist. In
diesem Sinne gilt die Antwort ja. Aber damit haben wir das Problem nur verlagert,
da die Frage bleibt, wie wir priifen, ob X = Y denn wahr ist, ohne den Wahrheits-
wert von Y zu kennen. Wir haben bereits weiter oben — sehr vage — angedeutet, dafl
wir hierzu meist eine Kette von logisch korrekten und in sich schliissigen Argumen-
ten verwenden, und viel deutlicher wollen wir hier auch nicht werden. Im Verlauf der
folgenden Kapitel werden wir viele Beispiele dafiir sehen, wie eine Implikation durch
eine Reihe von Argumenten bewiesen — oder besser untermauert — wird; und es wird
sicher immer wieder vorkommen, dafl Euch diese auf den ersten Blick nicht wirk-
lich schliissig vorkommen, daf3 es eines genaueren Hinsehens und vielleicht auch der
Ergénzung einiger Argumente bedarf, bis Thr der Kette das Priadikat logisch korrekt
und in sich schlissig verleihen wollt. Und das ist eine wichtige Erkenntnis, ob ein
Schluf3 als logisch korrekt erkannt wird, hangt vom Betrachter ab. Und deshalb ist
die Frage, ob ein Schluf} logisch korrekt ist, weit mehr als nur die Frage, ob X =Y
wahr ist.

Beispiel A1.2
Hier nun einige mathematische Aussagen.

A. Jede gerade Zahl ist Summe zweier ungerader Zahlen.

B. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

C. Jede gerade Zahl grofler zwei ist Summe zweier Primzahlen.
D

Zu jedem Kreis 148t sich, nur mit Zirkel und Lineal, ein Quadrat konstruieren,

das den gleichen Flédcheninhalt hat.

&

Die Gleichung 2" +y" = 2" besitzt fiir n > 2 keine Lésung mit positiven ganzen

Zahlen x, y, z.
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F. Gegeben sei eine Ansammlung nicht-leerer Mengen. Dann 148t sich aus jeder
der Mengen ein Element auswéhlen.

Die Aussage A ist offensichtlich wahr, und auch die Aussage B ist richtig, allerdings
ist dies keine triviale Aussage. Sie mufl bewiesen werden. Die Aussage C' ist die
bekannte Goldbachsche Vermutung aus dem Jahre 1742. Sie ist bis heute weder

bewiesen noch widerlegt.

Die Aussage D ist unter dem Begriff Quadratur des Kreises bekannt. Sie ist falsch,
was sich daraus ableiten 148t, dafl die Kreiszahl 7 transzendent ist (Lindemann 1882).
Umgangssprachlich sollte man also die Quadratur des Kreises nicht als Synonym fiir

etwas extrem Schwieriges verwenden, sondern fiir etwas Unmdgliches.

Die Aussage E hat jahrhundertelang als Fermatsche Vermutung die Mathematiker
beschéftigt. Sie wurde erst 1995 von dem englischen Mathematiker Andrew Wiles als
wahr nachgewiesen. Fiir den Beweis wurden modernste und tiefste mathematische
Methoden verwendet.

Die Aussage F', mochte man meinen, ist offensichtlich wahr, eher noch als Aussage
A. In gewissem Sinne ist diese Aussage jedoch weder beweisbar noch widerlegbar. Sie
ist im Axiomensystem der Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel unabhéngig von
den anderen Axiomen. In der Tat kann man die Aussage F', die als Auswahlaziom
bezeichnet wird, als Axiom der Mengenlehre zulassen (was wir, wie die iiberwiegende
Zahl der Mathematiker, tun wollen) oder auch nicht. Da das Auswahlaxiom, wenn
iiberhaupt, so nur fiir sogenannte iiberabzdahlbare Ansammlungen strittig ist, sind
Zustimmung oder Ablehnung in dieser Vorlesung kaum von praktischer Relevanz. O

Wir wollen nun der besseren Ubersichtlichkeit halber in einer Bemerkung zusam-
menfassen, was wir bisher gelernt haben.
Bemerkung A1.3

a. Eine Aussage ist eine AuBerung, der eindeutig ein Wahrheitswert wahr (w)

oder falsch (f) zugeordnet ist.

b. Aus Aussagen X und Y kénnen wir durch Anwenden logischer Operatoren neue

Aussagen bilden:

Symbol  Bedeutung Bezeichnung  Alternative Beschreibung
=X nicht X Negation

XVY XoderY Disjunktion

XANY XundY Konjunktion

X =Y aus X folgt VY Implikation (—-X)VvY

X &Y genaudann X, wenn Y Aquivalenz (X=Y)A (Y = X)

Neben Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen, sind Aussageformen oder Prddi-

kate wichtig.
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Eine Aussageform ist eine AuBerung, die eine oder mehrere Variablen
enthélt und zu einer Aussage (d.h. wahr oder falsch) wird, wenn man

zuléissige Werte fiir diese Variablen einsetzt.

So ist etwa
a>b

eine Aussageform, die von den Variablen a und b abhéngt, fiir die wir die ganzen
Zahlen als zulédssige Werte ansehen wollen. Setzen wir konkrete Werte ein, so entsteht
eine Aussage, die wahr sein kann (z.B. fiir a = 42 und b = 37) oder falsch (z.B. fur
a=2und b=4).

Aussageformen werden in der Praxis hdufig mit Quantoren gebraucht:

vV . “fiir alle”.

d :  “es existiert ein”.

dy :  “es existiert genau ein”.
A . “es existiert kein”.

Ist P eine Aussageform, die von einer Variablen x abhéngt, so bedeutet:
Vo : P(x) : “fr alle z gilt P(x)”,
Jx . P(x) : ‘“esgibt ein z, so daBl P(x) gilt”.
Mit Hilfe der Quantoren haben wir aus den Aussageformen neue Aussagen gebildet.

Beispiel Al1.4

Ve, VyVzVn :n>2=a"+y" #2".
Dies ist fiir positive natiirliche Zahlen z, y, z und n die in Beispiel A1.2 formulierte

Fermatsche Vermutung. a

Wichtig ist das richtige Verneinen einer Aussage.

—(Va : P(z)) & 3z : (-P(2)).
Die Verneinung der Aussage “fiir alle z gilt die Aussage P(z)” ist gleichbedeutend
mit “es gibt ein z, fiir das die Aussage P(x) nicht gilt”.

=(3z : Pz)) & Vaz : (-P()).
Die Verneinung der Aussage “es gibt ein z, fiir das die Aussage P(z) gilt” ist gleich-
bedeutend mit “fiir alle = gilt die Aussage P(z) nicht” bzw. mit “fir kein x gilt die
Aussage P(z)”.

(A= B) & (nB=-A).

Die Aussage “aus A folgt B” ist gleichbedeutend mit “aus nicht B folgt nicht A”.
Letzteres bezeichnet man auch als Kontraposition von ersterem.
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Proposition A1.5
Es seien X, Y und Z Aussagen.

a. Assoziativgesetze
e (XVY)VZ — XV (YVZ).
o (XANY)NZ <= XANYNANZ).

b. Kommutativgesetze
e XVY +— YVJX.
o XANY — Y AX.

c. Distributivgesetze
e XANYVZ) <= (XAY)V(XAZ).
e XV(YNZ) << (XVY)AN(XVZ).

Beweis: Den Nachweis der Aquivalenzen iiberlassen wir dem Leser als Ubungsauf-
gabe. O]

Bemerkung A1.6 (Griechisches Alphabet)

Es hat sich in der Mathematik eingebiirgert, neben den lateinischen auch griechi-
sche Buchstaben zu verwenden, um Objekte und Variablen zu bezeichnen, und das
werden wir immer wieder mal tun. Deshalb fiige ich hier das griechische Alphabet

an:

Aa | Bf '~ Ay | Feel| Z( H n O 09
Alpha | Beta | Gamma | Delta | Epsilon | Zeta Eta Theta
I K k A A M p Nv | 2¢ O o Il
Iota | Kappa | Lambda | My Ny Xi | Omikron Pi
Ppl| Yo T 7 Yv |[®¢p|X x v Q w
Rho | Sigma Tau | Ypsilon | Phi Chi Psi Omega

Aufgaben

Aufgabe A1.7
a. Negiere die folgenden Aussagen:

(i) Jedes Auto, das am Samstag um 9:00 auf dem Parkplatz parkte, war rot.
(ii)) Mindestens ein Auto, das am Samstag um 9:00 auf dem Parkplatz parkte,

war rot.
(i) Am Samstag um 9:00 parkten rote Autos auf dem Parkplatz.
(iv) Es gibt keine groite ganze Zahl.

(v) Keine Regel ohne Ausnahme.
Warum ist das Sprichwort , Keine Regel ohne Ausnahme“ in sich wider-

spriichlich?
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b. Beweise oder widerlege Aussage (iv).
Aufgabe A1.8

Es seien X und Y Aussagen. Zeige die folgenden Aquivalenzen:

a. De Morgansche Regeln
. —|(X\/Y) — X AY.
e (XAY)<—= -XVv-Y.
b. ("X = f) <= X.

Aufgabe A1.9
a. Driicke die folgenden Aussagen in Worten aus und, falls eine Aussage falsch

sein sollte, ersetze sie dabei durch ihre Negation.
(i) VmeN, I3nelN: m=n+n,

(i) 3melN, InelN: (m#n)A(m*=n").

b. Driicke die folgenden Aussagen in Symbolen aus:
(i) Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen gibt es eine weitere reelle

Zahl.
(ii) Es gibt keine grofite Primzahl in den natiirlichen Zahlen.

Aufgabe A1.10
Welche der folgenden Schlufifolgerungen ist korrekt?

a. Falls es anfangt zu regnen, wird die Strafle nafi. Aber, da die Strale nicht nafl

werden wird, wird es auch nicht regnen.

b. FEinige Politiker sind ehrlich. Einige Frauen sind Politiker. Also sind einige
weibliche Politiker ehrlich.

Aufgabe Al1.11
Driicke die folgende Aussage in Worten aus:

VmeN, VnelN : m>n = dlelN : m=n+L

Aufgabe A1.12 a. Negiere die folgenden Aussagen:
(i) Zu jedem Vorschlag gibt es jemanden, der den Vorschlag kritisiert.

(ii) In manchen Hausern haben nicht alle Wohnungen flieBendes Wasser.

b. Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

(i) Jede ganze Zahl ist ein Vielfaches von drei.

(ii) Die Summe von je zwei ungeraden Zahlen ist gerade.
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§ A2 Mengen

Definitionsversuch A2.1 (Georg Cantor)
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-
jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die in einer

Menge zusammengefafiten Objekte nennen wir die Elemente der Menge.

Notation A2.2
a. Mengen angeben durch Auflisten der Elemente:

z.B. {1,2,5,3,4,0}
b. Mengen angeben durch Vorschreiben einer Eigenschaft:

z.B. {x | = ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}

c. Sei M eine Menge.
o x & M heiit “x ist Element von M”
o & & M heiit “x ist nicht Element von M”

d. {} und 0 bezeichnen die leere Menge, d.h. die Menge, die kein Element enthélt.

Definition A2.3 (Inklusionsrelationen)
Fiir zwei Mengen M und N definieren wir:

1) MCN i« (reM =z€N) “M ist Teilmenge von N”
9) M=N = (MCN A NCM)
< (reM & z€N)
3) M#N <= —(M=N)
< ((BzxeM:z¢N)V BzrxeN:xgM))
4) MGN <= (MCNANM#N) “M ist echte Teilmenge von N”

Beispiel A2.4
a. {1,2,5,3,4,0} = {x | z ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}.

b. {1,3} G {1,2,3}.
{1,2,1} ={1,2} = {2,1}.
d. 1¢{2,3},2€{23)}.

Bemerkung A2.5 (Die Zahlbereiche)
Wir setzen die folgenden Mengen in unserer Vorlesung als bekannt voraus:

o

e N={0,1,2,3,4,...} die Menge der natirlichen Zahlen,

o Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} die Menge der ganzen Zahlen,
e )= {g ‘ p,q € ZL,qF ()} die Menge der rationalen Zahlen,

e R, die Menge der reellen Zahlen, d.h. der Dezimalbriiche.

Beachte:
N ; Z ; Q ; R.
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Im Verlauf der Vorlesung werden wir viele bekannte Eigenschaften dieser Mengen

nochmals ausfiihrlich thematisieren.

Definition A2.6 (Operationen von Mengen)
Es seien M, N, P sowie M; fiir ¢ € I Mengen.

a.
b.

C.

MNON:={x|xze MAzxe N} heiflt der Durchschnitt von M und N.
MUN :={z|x€ MVzxe N} heiBt die Vereinigung von M und N.

M\ N :={z|xze€ MANz & N} heiit die Differenzmenge von M und N. Wir
sagen auch M ohne N.

M x N = {(z,y) | © € M Ny € N} heiflt das kartesische Produkt von M
und N. Dabei ist (x,y) ein geordnetes Paar, und fiir zwei geordnete Paare
(x,y), (u,v) € M x N gilt

(5.9) = (o) = (w=u A y=0v).
M und N heiflen genau dann disjunkt, wenn M N N = (), d.h. wenn sie kein

Element gemeinsam besitzen.

P=MUN <= (P=MUN A MNN=0).
Wir sagen dann, P ist die disjunkte Vereinigung von M und N.

Q3 9T 00

MJUN

ABBILDUNG 1. Durchschnitt, Vereinigung, Differenzmenge, disjunkte Vereinigung

MNic; Mi == {x | x € M; Vi € I} heifit der Durchschnitt der M;.
Uies Mi :i={x | 3iel : v € M} heiBt die Vereinigung der M;.

Wir nennen die (M;);e; dann auch eine disjunkte Zerlegung von P, und wir
sagen, die M; sind paarweise disjunkt.

Beispiel A2.7
Ist M ={1,2} und N = {e, 7, i}, so ist

M x N ={(Le),(1,7), (1,9), (2,€), (2,7), (2,7)}.

Proposition A2.8 (Einfache Rechengesetze fiir Mengenoperationen )
Es seien M, N, P Mengen.

a.

Assoziativgesetze
e (MUN)UP=MU(NUP,).
e (MNN)NP=MnN(NNP).
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b. Kommutativgesetze
e MUN=NUM.
e MNN=NNM.

c. Distributivgesetze
e MN(NUP)=(MNN)U(MNP).
e MUNNP)=(MUN)N(MUP).

d. Identitatsgesetze
e MUD=M.
e MCN — MNN=M.

e. Komplementgesetze
e MCN = MU(N\M)
e MCN = MnN(N\M)

N.
0.

Beweis: a., d. und e. {iberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.
b. Es gilt:
MUN:{:U]xEM\/xEN}Aé5{x\wEN\/mGM}:NUM
und
]\/[ﬁN:{a:\xEM/\xGN}AéS{:C]xEN/\xEM}:NﬂM.
c. Es gilt:

reMN(NUP) <= zeM NxeNUP
< zxeMAN((@xeNVzeP)

g(mEM/\xEN) V (teM N x€P)

zrzcMNNVzeMNP
< zre(MNN)UMNP)

und

re MMUNNP) <=zeM Ve NNP
< zxeMV (xreN NzeP)

g(mEMVxEN) AN(zeMV xzeP)

<—reMUNANzxzeMUP
< zxe(MUN)N(MUP).

Bemerkung A2.9 (Paradoxon von Russel)
Man muf$ bei der Definition von Mengen mittels Figenschaften vorsichtig sein!
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Betrachte die “Menge”
M ={X | X ist Menge N X & X}
aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten!

Angenommen, M wire eine Menge. Dann sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Fall: M ¢ M: Dann ist M eine Menge, die sich nicht selbst als Element
enthélt. Mithin gilt M € M aufgrund der Definition von M. Dies ist ein Wi-
derspruch.

2. Fall: M € M: Dann ist M eine Menge, die sich selbst als Element enthélt.
Mithin gilt M ¢ M aufgrund der Definition von M. Dies ist ebenfalls ein
Widerspruch.

Also kann keiner der beiden Fille auftreten, und wir haben insgesamt einen Wider-
spruch hergeleitet.

Fazit: M ist keine Menge! Auch die Menge aller Mengen gibt es nicht!

Aufgaben

Aufgabe A2.10 (De Morgansche Regeln)
Es seien M und M;, © € I, Mengen. Zeige, die de Morganschen Regeln
M\ JM; =M\ M
iel el
und

M\ (\M; =M\ M,

el il
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§ A3 Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir den fiir die Mathematik zentralen Begriff der Abbil-

dung einfiihren.

Definition A3.1 (Abbildungen)
Es seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist
eine eindeutige Zuordnung, die jedem Element z € M genau ein Element f(z) € N

zuweist. Wir werden den Begriff Funktion nur dann verwenden, wenn N = R ist.
Wir nennen M den Definitionsbereich von f und N den Ziel- oder Wertebereich.

Notation:

f:M— N:xzw— f(z).
Beachte, aufgrund der Definition einer Abbildung, gilt fiir zwei Abbildungen f :
M— Nundg: X —Y:

f=9g <= (M=XAN=Y AVzeM : f(z)=g).

Beispiel A3.2
a. Die folgenden Bilder sollen den Begriff der Abbildung graphisch veranschauli-

] e ]

| — J—

chen:

Abbildung keine Abbildung keine Abbildung

b. f:IN—N:z~ 22und g:Z — IN : x — 22 Beachte: f # ¢, da ihre
Definitionsbereiche nicht iibereinstimmen.

c. Sei f: M — N eine Abbildung und A C M. Dann heifit die Abbildung
fiarA— N:xz— f(x)
die Finschrdinkung von f auf A.
d. Sei M eine Menge. Dann heifit die Abbildung
dy M — M :z—x
die Identitdt auf M.

Definition A3.3 (Bilder und Urbilder)
Es sei f: M — N eine Abbildung, A C M und B C N.

a. Graph(f):={(z,f(x)) |z € M} C M x N heifit der Graph von f.
b. f(A):={f(x) ]|z € A} C N heifit das Bild von A unter f.

c. Im(f):= f(M) C N heiit das Bild von f.

d. f7YB):={x € M| f(z) € B} C M heifit das Urbild von B unter f.
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Beispiel A3.4
a. Wir betrachten die Abbildung f : R — R : x> 22.

ABBILDUNG 2. Graph(f) fiir f: R — R : x> z?

e Der Graph von f ist in Abbildung 2 zu sehen.

o Fir A={-1,0,1,2}ist f(A) ={0,1,4}.

e Fir B={0,1}ist f4(B) ={0,1,—1}.

e Fir B'={-1}ist f[71(B)=10.

e Im(f)={zeR|z>0}.

b. Die Abbildung nf : N — IN : z — x + 1 nennen wir die Nachfolgerfunktion.
Es gelten
Im(nf) = N\ {0}
und
Vyem(f) « nf'({y}) = {y -1}

Bemerkung A3.5 (Abbildungen und ihre Graphen)
a. Fiir zwei Abbildungen f: M — N und g : P — N gilt:

f=g <= Graph(f)= Graph(g).
b. Ist ' C M x N so, dafl
VeeM3yeN : (z,y) €T,
dann gibt es eine Abbildung f : M — N mit I' = Graph(f).

Fazit: Man hétte Abbildungen von M nach N auch als Teilmengen von M x N
definieren konnen, die die Bedingung in b. erfiillen. So wiirde man vorgehen, wenn

man die Mathematik ausgehend vom Begriff der Menge sukzessive aufbauen mdochte.

Mit dieser Beschreibung sieht man iibrigens sehr schon, daf es fiir jede Menge M
genau eine Abbildung f : ) — M gibt, und daf es fiir eine nicht-leere Menge M
keine Abbildung f : M — () geben kann.
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Definition A3.6 (Injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sei f: M — N eine Abbildung.

a. [ heiit genau dann injektiv, wenn

Vo, e M : f(z)=f(2) = z=1".
b. f heifit genau dann surjektiv, wenn
Vye NJxzeM : f(z)=uy,
d.h. wenn Im(f) = N.

c. f heifit genau dann bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Bemerkung A3.7 (Injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sei f: M — N eine Abbildung.

a. Ist y € N und x € M mit f(x) =y, so nennen wir z ein Urbild von y unter f.

b. Es gelten:
e fist injektiv <= jedes y € N hat héchstens ein Urbild.
e fist surjektiv <= jedes y € N hat mindestens ein Urbild.
e fist bijektiv <= jedes y € N hat genau ein Urbild.

injektiv nicht injektiv
‘ |
surjektiv nicht surjektiv bijektiv

Beispiel A3.8

a. Die Nachfolgerfunktion nf : N — IN : x — x + 1 ist injektiv, aber nicht
surjektiv. Denn, z + 1 = nf(z) = nf(y) = y + 1 fir x,y € N impliziert z = y,
und 0 & Im(f).

b. ¢:7Z — IN : 2+ 22 ist nicht injektiv.
Denn, fir x =1# —1 =y gilt g(x) = g(1) =1 =g(-1) = g(y).

c. Die Abbildung id;; ist bijektiv fiir jede Menge M.
Denn, fiir y € M gilt idy/(y) = v, so daBl idy, surjektiv ist, und fir z, 2" € M
mit idys(z) = idy(2') gilt @ = 2/, so daB idy; injektiv ist.

d. Ist f: M — N injektiv, so ist die Abbildung M — Im(f) : z — f(z)
offenbar bijektiv.
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Definition A3.9 (Komposition von Abbildungen)
Seien f: M — N und g : N — P zwei Abbildungen. Die Abbildung
gof:M — P:xw g(f(x))
heifit die Komposition oder Verkettung von f und g.
Beispiel A3.10
Seien f :R— R:z~2?und g: R — R: 2+ x + 1. Dann gilt
(9o f)z) = g(f(x)) = g(a*) = 2* + 1

und

(fog)@)=flg() =flz+1)=(z+1)" =2+ 20+ 1L
Man beachte, daf§ die Abbildungen g o f und f o g nicht gleich sind, da (go f)(1) =
2#4=(fog)1)
Proposition A3.11 (Assoziativitit der Komposition)
Seien f: M — N, g: N — P und h : P — @Q Abbildungen. Dann gilt

(hog)of=ho(gof).
Wir schreiben deshalb auch kurz hogo f.

Beweis: Da die Definitions- und Zielbereiche der beiden Funktionen iibereinstim-
men, reicht es, die Abbildungsvorschrift zu iiberpriifen. Sei dazu = € M. Dann gilt

((hog)o f)(@) = (hog)(F®)) = h(g(F@)) = h((go F)lx)) = (ko (g0 1)) ().
Dies zeigt die Behauptung. O]

Satz A3.12 (Bijektivitdt = Existenz einer Umkehrabbildung)
FEs sei f: M — N eine Abbildung.

a. f st genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert, so dafs
go f=idy und fog=idy.

b.  Die Abbildung g in Teil a. ist dann eindeutig bestimmt und bijektiv. Wir nennen
sie die Inverse oder Umkehrabbildung von f und bezeichnen sie mit f=1.

Beweis:

a. ?«<=": Wir wollen zunéchst zeigen, dafl f surjektiv ist. Sei dazu y € N
gegeben. Setze z := g(y) € M. Dann gilt

f@)=f(9(y) = (fog)(y) =idn(y) = y.
Also ist f surjektiv.

Dann wollen wir zeigen, dafl f injektiv ist. Seien dazu z,x’ € M mit
f(z) = f(2') gegeben. Dann gilt

v =idy(z) = (g0 N)2) = g(f(2)) = g(J(@) = (g0 N(2) = idu(a) = "
Also ist f injektiv.
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”=": Da f bijektiv ist, gibt es fiir jedes y € N genau ein Urbild z, € M
von y unter f, d.h. f(x,) = y. Wir definieren nun eine Abbildung
g:N— M:y—z,.

Dann gilt zunéchst fiir y € N

(fog)y) = f(9(y) = f(z,) =y =idn(y).

Also ist fog=idy.
Zudem gilt fir x € M und y := f(z) € N

fxy) =y = f(x).

Da f injektiv ist, folgt daraus = x,, und wir erhalten

(9o f)(@) =g(f(x)) = g(y) = 2, = v = idy(2).
Damit ist auch g o f = id); gezeigt.
b. Sei h: N — M eine zweite Abbildung mit ho f =idy; und foh = idy. Dann
gilt firy € N

flg() = (fog)y) =idn(y) = (foh)(y) = f(h(y)).

Da f injektiv ist, folgt mithin g(y) = h(y), und somit g = h. Die Eindeutigkeit

von ¢ ist also gezeigt. Auflerdem ist g nach Teil a. auch bijektiv.

Beispiel A3.13
Die Abbildung f : R — R : x + 2241 ist bijektivmit f ' : R — R:y %-y—%.

Denn fiir y € R gilt

1 1

(o =2 (5u-3) +1=y=ida)

und fiir x € R gilt

(f o f)a) =5 (2r+1) — 5 =7 = ida(a)

Die Behauptung folgt also aus Satz A3.12.
Proposition A3.14 (Injektivitéit, Surjektivitéit, Bijektivitat unter Komposition)
Seien f: M — N und g : N — P zwei Abbildungen.

a. Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.

b. Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv.

c. Sind f und g bijektiv, so ist g o f bijektiv.
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Beweis: a. Seien x,2’ € M mit (go f)(z) = (go f)(2'). Dann gilt

9(f(@)) = (go f)(x) = (go f)(2') = g(f(z)).
Da g injektiv ist, ist f(z) = f(2'), und da f injektiv ist, ist auch z = 2’. Also
ist g o f injektiv.

b. Sei z € P. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € N mit g(y) = z, und da f surjektiv
ist, gibt es ein x € M mit f(x) = y. Die Surjektivitidt von go f folgt dann aus

(go f)(x) =g(f(x)) =g(y) = =
c. Wegen a. ist g o f injektiv und wegen b. ist g o f auch surjektiv, also bijektiv.
O

Aufgaben

Aufgabe A3.15
Ist f: M — N eine surjektive Abbildung und y € N, so ist
g: M\ ({yh) — N\ {y} a2 f(2)
eine surjektive Abbildung.
Aufgabe A3.16
Es sei f: M — N eine injektive Abbildung, ' € M und ¢ = f(2’) € N.
a. Dannist g: M\ {z'} — N\ {¢y'} :  — f(x) eine injektive Abbildung.
b. Ist f bijektiv, so ist g auch bijektiv.
Aufgabe A3.17
Fiir eine Abbildung f : M — N, M # (), beweise man die folgenden Aussagen:
a. f ist injektiv <= dg: N — M, so dass go f = idy,.
b. f ist surjektiv <= dg: N — M, so dass f o g =idy.
Aufgabe A3.18
Untersuche ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind:
a. fi:R— R: x+—32x+2
b. fo:Z —7: x+— 3x+2
c. fs:RxR—RxR: (z,y)+— (zy,xz+1)
d fi:RxR—RxR: (z,y) — (x — 2y,22 + y)

Aufgabe A3.19

Seien M, N zwei nicht-leere Mengen und f : M — N eine Abbildung. Formuliere
die folgende Aussage in Quantorenschreibweise und beweise sie:

f ist genau dann surjektiv, wenn fiir alle nicht-leeren Mengen X und fiir alle Abbil-
dungen g: N — X und h: N — X aus go f = h o f schon g = h folgt.
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Aufgabe A3.20
Seien L, M, N Mengen und f : L — M, g: M — N Abbildungen. Beweise oder
widerlege - durch Gegenbeispiel - die folgenden Aussagen:

a.
b.
c.

d.

Ist g o f injektiv, so ist g injektiv.
Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.
Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.

Ist g o f surjektiv, so ist f surjektiv.

Aufgabe A3.21
Seien M, N Mengen, Ay, Ao C M und B, By, B, C N Teilmengen und f : M — N
eine Abbildung. Beweise die folgenden Aussagen:

a.
b.
C.

d.

fH BN By) = f~H(B1) N f~1(Ba).
f(f~4(B)) C B.

(AU Ag) = (A1) U f(A2).
(AT Az) € (A1) N f(Az).

Gib aulerdem konkrete Beispiele dafiir an, dass in b. und d. keine Gleichheit gilt.
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§ A4 Vollstindige Induktion

Bemerkung A4.1 (Prinzip der vollstdndigen Induktion)
Die folgende Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist uns wohl vertraut:

Addiert man zur Zahl 0 sukzessive die Zahl 1, so erhélt man nach und
nach alle natiirlichen Zahlen.

Man nennt sie das Prinzip der vollstindigen Induktion.

Mit Hilfe der Nachfolgerfunktion nf : N — IN : n +— n + 1 kénnen wir die Eigen-
schaft auch wie folgt formulieren:

I[st M CINmit0 e M undVneM : n+1=nf(n) € M,soist M = N.

Daraus leitet sich das im folgenden Satz formulierte Beweisprinzip fiir Aussagen ab,

die von einer natiirlichen Zahl abhéangen.

Satz A4.2 (Prinzip der vollstéandigen Induktion)
Sei A(n) eine Aussageform mit zuldssigen Werten n € IN.
Falls A(0) wahr ist und A(n) = A(n-+1) wahr ist, so ist A(n) wahr fir allen € IN.

Beweis: Setze M := {n € IN | A(n) wahr}. Nach Voraussetzung gilt dann 0 € M
und fiir n € M folgt n +1 € M. Aus dem Prinzip der Vollsténdigen Induktion in
Bemerkung A4.1 folgt dann M = IN. Also ist A(n) wahr fiir alle n € IN. O

Bemerkung A4.3

Man beachte, um den Schlul A(n) = A(n + 1) als wahr zu erweisen, reicht es,
den Fall zu betrachten, dafl A(n) wahr ist, da andernfalls der Schlu} ohnehin den
Wahrheitswert wahr tréagt.

Wir nennen:
e “A(0) wahr” den Induktionsanfang,

o “A(n) wird als wahr vorausgesetzt” die Induktionsvoraussetzung und
e “A(n) = A(n+1)” den Induktionsschluf.

Beispiel A4.4
Die Zahl n® — n ist fiir jedes n € IN durch 6 teilbar.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion und formulieren dazu
zunéchst unsere Aussageform A(n):
A(n) : Es gibt ein k € N mit n®> —n =6 - k.

Induktionsanfang: n =0: 0> —0=0=6-0. Also ist .A(0) wahr.
Induktionsvoraussetzung: Wir setzen voraus, dafi A(n) wahr ist, d.h. es gibt
ein k € Nmit n® —n=6-k.



452

A. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE

Induktionsschritt: n — n + 1: Man beachte, dafl eine der beiden Zahlen n oder

n + 1 gerade sein muf, und dafl deshalb die Zahl n - (n + 1) gerade ist. Es gibt

also eine natiirliche Zahl I € N mit n- (n+ 1) = 2-[. Damit erhalten wir dann
n+1)P—m+1)=mn*-n)+3-n-(n+1)=6k+61l=06-(k+1).
Wir haben also gezeigt, dafl A(n + 1) wahr ist.

Also ist A(n) wahr fiir alle n € IN, und das heifit, dal n*> — n stets durch 6 teilbar

1st.

]

Bemerkung A4.5 (Varianten der vollsténdigen Induktion)

a.

Alternativer Induktionsanfang:

Statt n = 0 als Induktionsanfang zu wihlen, kann eine beliebige ganze Zahl
ng € Z als Induktionsanfang dienen. Man erhilt dann, dal A(n) wahr ist fiir
alle n > ng. Denn, man erhélt alle ganzen Zahlen n > ng, indem man zu ng

sukzessive 1 addiert.

Alternative Induktionsvoraussetzung:

Im Induktionsschritt schlieen wir von A(n) auf A(n + 1), d.h. wir setzen nur
A(n) als richtig voraus und schlieen daraus die Korrektheit von A(n + 1).
Stattdessen konnen wir auch A(k) fir k = ng,...,n als richtig voraussetzen
und auf A(n + 1) schlieBen (wobei A(ng) der Induktionsanfang sein soll). Das
ist manchmal hilfreich.

Aufgaben

Aufgabe A4.6
Zeige, dal 3! — 3 fiir jede natiirliche Zahl n € IN durch 6 teilbar ist.

Aufgabe A4.7

Es sei a € N eine natiirliche Zahl. Zeige, dafl dann a

2ntl g fiir jede natiirliche Zahl

n € N durch 6 teilbar ist.



§ A5. MACHTIGKEIT VON MENGEN 453

§ A5 Michtigkeit von Mengen

Definition A5.1 (Die Méchtigkeit von Mengen)

a.

Wir nennen eine Menge M endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt.
In diesem Fall bezeichnen wir mit #M = |M| die Anzahl an Elementen in
M und nennen die Zahl die Mdchtigkeit von M. Enthélt M unendlich viele
Elemente, so nennen wir M unendlich und setzen #M := | M| := co.

Zwei Mengen M und N heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f: M — N gibt.

Eine Menge heif3t abzdhlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu IN ist.

Eine Menge heif3t tiberabzihlbar, wenn sie weder endlich noch abzéahlbar unend-
lich ist.

Fiir zwei ganze Zahlen m,n € Z bezeichnen wir mit
{m,....;n}={ke€Z|m<k<n}

die Menge der ganzen Zahlen zwischen m und n. Man beachte, dafl

{m,...,n} =0, wenn m > n.

Bemerkung A5.2 (Einfache Eigenschaften der Méchtigkeit endlicher Mengen)

a.

b.

C.

Ist eine Menge endlich und enthélt genau n Elemente, so kénnen wir die Ele-

mente in M abzéhlen, etwa x1, z9, x3, ..., z, und wir erhalten so eine bijektive

Abbildung
fA{L...,n} — M:i— ;.
Umgekehrt erlaubt eine solche Abbildung, die Elemente von M abzuzéhlen und

wir erhalten |M| = n. Damit sehen wir, dafl eine Menge genau dann endlich

von Méchtigkeit n ist, wenn es eine Bijektion von {1,...,n} nach M gibt.
Ist M endlich und A C M, so ist auch A endlich und |A| < |M].
Ist M = AU B eine endliche Menge, so gilt [M| = |A| + |B.

Wir wollen den in Bemerkung A5.2 angedeuteten Zusammenhang zwischen der

Miéchtigkeit einer endlichen Menge und der Existenz von Abbildungen mit bestimm-

ten Eigenschaften im folgenden Satz vertiefen.

Satz A5.3
Es seien M und N zwei nicht-leere endliche Mengen.

a.

b.

Genau dann gilt |M| < |N|, wenn es eine injektive Abbildung f : M — N gibt.

Genau dann gilt |M| > |N|, wenn es eine surjektive Abbildung f : M — N
gibt.

Genau dann gilt |M| = |N|, wenn es eine bijektive Abbildung f : M — N gibt.
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Beweis: Es seien M = {z1,...,z,} und N = {y1,...,y,} mit paarweise verschie-
denen Elementen z; # x; fiir i # j und y; # y; fiir i # j. Es gilt [M| =m > 0 und
IN| =n > 0.

a. Ist m < n, so definiere f : M — N durch f(z;) = y; fiir « = 1,...,m. Dann
gilt fiir 4,5 € {1,...,m} mit ¢ # j

f(@i) = vi # y; = f(x).
Mithin ist f injektiv.
Ist umgekehrt f : M — N eine injektive Abbildung, so gilt f(M) =
{f(z1),..., f(xm)} C N eine Teilmenge von paarweise verschiedenen Elemen-
ten. Mithin enthédlt N mindestens m Elemente, und folglich gilt m < n.

b. Ist m > n, so definiere f : M — N durch f(z;) = y; fiir ¢ = 1,...,n und

f(z;) =y fiir i =n+1,...,m. Dann gilt offenbar f(M) = {y1,...,yn} =N
und f ist surjektiv.

Ist umgekehrt f : M — N eine surjektive Abbildung, so gilt
{1,y yn} = N = f(M) = {f(x1),..., f(x)}. Mithin enthélt die Menge
{f(z1),..., f(xm)} auch n verschiedene Elemente, und folglich ist m > n.

c. Die Aussage folgt unmittelbar aus den ersten beiden Teilen.

O

Aus diesem Satz leitet sich unmittelbar ab, da fiir Selbstabbildungen endlicher
Mengen die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv zusammen fallen.

Korollar A5.4 (Injektiv = surjektiv = bijektiv fiir gleichméchtige endliche Men-
gen)
Es seien M und N endliche Mengen mit |M| = |N|. Dann sind die folgenden Aus-
sagen fiir eine Abbildung f : M — N dquivalent:

a. [ ist injektiv.

b. f ist surjektiv.

c. [ ist bijektiv.

Beweis:

a. = b.: Angenommen, f wire nicht surjektiv, dann gibt es ein

y € N\ 1Im(f)
und mithin ist
Im(f) € N\ {y}.
Da f injektiv ist, ist g : M — Im(f) : © — f(x) nach Beispiel A3.8 bijektiv,
so dafl mit Satz Ab5.3

A5.3
[M["="|Tm(f)] < [N| =1 <|N|=[M]
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folgt, was ein offensichtlicher Widerspruch ist. Mithin muf8 f surjektiv sein.

b. = c.: Wir miissen zeigen, dal f injektiv ist. Dazu nehmen wir an, f sei
nicht injektiv. Dann gibt es z,2’ € M mit x # 2’ und y := f(x) = f(2'). Die
Abbildung

he M\ [~ ({y}h) — N\ {y}: 20 f(2)
ist nach Aufgabe A3.15 surjektiv. Mithin gilt nach Satz A5.3

Vor.

M= 12 N 1= N (]S S ()] < M a0 = M -2,

was offenbar ein Widerspruch ist. Mithin mufl f injektiv sein.
c. = a.: Jede bijektive Abbildung ist auch injektiv, also ist f injektiv.

Damit haben wir die Aussage durch einen Ringschluf} gezeigt. [

Nachdem wir uns bislang im wesentlichen mit endlichen Mengen beschéftigt ha-
ben, wollen wir uns nun unendlichen Mengen zuwenden und dabei zeigen, dafl es
unterschiedliche Qualitdten der Unendlichkeit gibt.

Proposition A5.5 (Cantorsches Diagonalverfahren)
Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzdahlbar unendlich.

Beweis: Wir zeigen, wie man mit Hilfe des Cantorschen Diagonalverfahrens eine
bijektive Abbildung von IN nach @ konstruiert.

Dazu listen wir die rationalen Zahlen zunéchst wie folgt auf

0—-1 $—3 I—1
A
0 -1 11 1

2 3 4 5
2/2f2‘/2 2
2 3 4 5
L
o 2 2 _2 _2
2 3 4 5

und laufen sie dann wie angedeutet entlang der Pfeile ab. Dabei sammeln wir jede
rationale Zahl, die mehrfach vorkommt, nur bei ihrem ersten Auftreten auf. Auf dem
Weg erhalten wir eine bijektive Abbildung von IN nach Q. m

Proposition A5.6 (R ist iiberabzihlbar.)
Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzdihlbar.

Beweis: Auch dies zeigen wir mit Hilfe einer Variante des Cantorschen Diagonal-

verfahrens.



456 A. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE

R ist sicherlich nicht endlich. Ware R abzédhlbar unendlich, so gébe es eine bijektive
Abbildung von ¢ : IN — R, und wir schreiben dann ¢(7), ¢ € IN, in Dezimaldarstel-

lung
80(0) = ag,—py Q0,—po+1 --- Qo0 Qo1 Qap2 Qp3
(1) = a1,—p; Al,—py4+1 --- A10, 411 A12 A13
(,0(2) = a27_p2 a27_p2+1 e CL2707 21 929 a23

Dann setzen wir a := agg, a11a22a33 - -+ € R, d. h. a ist diejenige Zahl, die in obiger
Aufzéhlung durch die unterstrichenen Diagonalelemente gegeben ist. Nun &ndern
wir jede der Ziffern von a ab (etwa b; = 2, falls a;; = 0 und b; = 0 sonst) und

erhalten eine Zahl
b = boo, b11b22b3z - - - € R,
mit a; # b;; fir alle ¢ € IN. Da ¢ bijektiv ist, gibt es ein ¢ € IN mit ¢(i) = b, also

a;; = by, im Widerspruch zur Konstruktion von b. (Wir miissen noch berticksichtigen,
daf3 0,9999--- = 1, was aber die einzige Zweideutigkeit der Dezimaldarstellung ist,
und dieser weichen wir durch unsere Wahl der b;; aus.) Also ist R tiberabzdhlbar. [

Bemerkung A5.7 (Kontinuumshypothese)

Da @ und R nicht gleichméchtig sind und @ eine Teilmenge von R ist, stellt sich
ganz natiirlich die Frage, ob es eine Menge M mit Q & M G R gibt, die weder
zu Q noch zu R gleichméchtig ist. Es hat lange gedauert, bis man feststellen muf3-
te, daf die Frage auf der Grundlage des allgemein anerkannten Axiomensystems
der Mengenlehre von Zermelo-Fréankel nicht entscheidbar ist. Man hat nun also die
Wahl, als neues Axiom hinzuzufiigen, dal es eine solche Menge gibt, oder auch,
dafl es keine solche Menge gibt. Die lange bestehende Vermutung, dafl man schon
mit den iibrigen Axiomen beweisen konnte, dafl es keine solche Menge gibt, ist als

Kontinuumshypothese bekannt.
Definition A5.8 (Potenzmenge)
Es sei M ein eine Menge. Wir nennen die Menge

P(M):={A| AC M}

aller Teilmengen von M die Potenzmenge von M.

Beispiel A5.9

PO) =10}, PH1}) ={0.{1}}, P12} ={0,{1},{2}, {1, 2}}.
Proposition A5.10 (Potenzmengen endlicher Mengen)

Sei M eine endliche Menge mit n = |M|, so ist |P(M)| = 2™.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 0: Dann ist M = () und P(M) = {0} hat genau 1 = 2°
Elemente.
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Induktionsschritt: n — n+ 1: Sei also |M| = n + 1. Wir wéhlen ein y € M
und setzen N = M \ {y}, so da} |N| = |M| — 1 = n. Die Potenzmenge P (M)

168t sich nun wie folgt disjunkt aufspalten:
P(M) = {ACM|ygA}u{ACM|ye A}
Dabei ist
[ACM|ygA} ={ACM|ACN}=P(N)
und
{ACM|yecAy={BU{y}CM|BCN}={BU{y} S M|BecP(N)}.

Beide Mengen sind offenbar gleichméchtig zu P(N), und nach Induktionsvor-
aussetzung gilt [P (V)| = 2". Insgesamt erhalten wir also

IP(M)| = 2" + 2" = 2+,

Damit folgt die Aussage mittels Induktion. n

Aufgaben

Aufgabe A5.11
Die Menge 7. der ganzen Zahlen ist abzahlbar unendlich.
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§ A6 Aquivalenzrelationen

Aquivalenzrelationen stellen ein sehr wichtiges Ordnungs- und Konstruktionsprinzip
innerhalb der Mathematik dar, auf das wir im Verlauf der Vorlesung an einigen
zentralen Stellen zuriickkommen werden, etwa im Zusammenhang mit Faktorrdumen
(siche Bemerkung 3.29), der Aquivalenz von Matrizen (siche Bemerkung 6.22) oder
der Konjugation von Matrizen und der Jordanschen Normalform (siche Bemerkung
12.3).

Definition A6.1 (Relation)
Seien M und N zwei Mengen, so nennen wir jede Teilmenge R C M x N eine
Relation zwischen M und N.

Bemerkung A6.2

Ist R eine Relation zwischen M und N, x € M und y € N, so wollen wir sagen
x steht in Relation zu y beziglich R, wenn (x,y) € R. Die Menge R legt also fest,
wann zwei Elemente in Relation zueinander stehen. Wir schreiben auch xRy statt

(x,y) € R.

Beispiel A6.3 (Abbildungen als Relationen)
a. Der Graph einer Abbildung f : M — N ist ein Beispiel einer Relation, bei
der jedes z € M zu genau einem y € N in Relation steht.

b. Ist M die Menge der Horer der Vorlesung und N die Menge der in Kaiserslau-
tern studierbaren Fécher, so ist

R ={(z,y) € M x N | z studiert y}

eine Relation zwischen M und N, die ganz sicher nicht Graph einer Funktion
ist.
Bemerkung A6.4 (Motivation des Begriffs Aquivalenzrelation)
Der folgende Begriff der Aquivalenzrelation bereitet den Studenten oft extreme
Schwierigkeiten. Dabei liegt auch ihm ein ganz einfaches Prinzip zugrunde, das wir

zunéchst an einem Beispiel erldutern wollen.

Die Gesamtheit aller Schiiler einer Schule werden von der Schulleitung zwecks sinn-
voller Organisation des Unterrichts in Schulklassen eingeteilt. Dabei achtet die Schul-
leitung darauf, dafl jeder Schiiler zu einer Schulklasse gehort und auch nur zu dieser
einen. Etwas mathematischer ausgedriickt, die Schulleitung teilt die Menge S der
Schiiler in paarweise disjunkte Teilmengen K;, i =1,...,k, ein, so dafl wir anschlie-
Bend eine disjunkte Zerlequng

k
i=1

der Menge S in die Schulklassen K7, ..., K; haben. Dabei kann man fiir die Zu-
gehorigkeit der Schiiler Alfred, Ben und Christoph zu einer Schulklasse folgendes
feststellen:
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1) Alfred gehort zu einer Schulklasse.

2) Wenn Alfred in der gleichen Schulklasse ist wie Ben, dann ist Ben auch in der
gleichen Schulklasse wie Alfred.

3) Wenn Alfred in der gleichen Schulklasse ist wie Ben und wenn zugleich Ben in
der gleichen Schulklasse ist wie Christoph, dann ist auch Alfred in der gleichen
Schulklasse wie Christoph.

Diese Aussagen sind so offensichtlich, dafl man kaum glauben mag, dafl es einen
tieferen Sinn hat, sie zu erwdhnen. Aber nehmen wir fiir einen Augenblick an, die
Schulleitung hat ihre Einteilung der Schiiler vorgenommen und fiir jede Schulklasse
eine Liste mit den Namen der Schiiler erstellt, die zu dieser Schulklasse gehoren
sollen. Nehmen wir ferner an, die Schulleitung hat noch nicht iiberpriift, ob jeder
Schiiler in genau einer Schulklasse eingeteilt ist. Dann behaupte ich, wenn man in den
drei Aussagen 1)-3) die Schiiler Alfred, Ben und Christoph durch beliebige Schiiler
ersetzt und die Aussagen richtig sind fiir jede Kombination der Schiilernamen, dann
ist sichergestellt, dal auch jeder Schiiler in genau einer Schulklasse eingeteilt ist.

Als Mathematiker suchen wir nach moglichst einfachen Regeln, denen die Einteilung
der Schulklassen geniigen muf}, um sicherzustellen, daf3 sie wirklich eine disjunkte
Zerlegung von S ist, d.h. dafl wirklich jeder Schiiler in genau einer Schulklasse ist,
und die Regeln 1)-3) sind genau die Regeln, die wir dazu brauchen. Wenn wir nun
die Zugehorigkeit zweier Schiiler x und y zur gleichen Klasse verstehen als “z steht
in Relation zu y”, dann definieren uns die drei Regeln 1)-3) zudem eine Teilmenge

von S X S, ndmlich die Relation
R={(xz,y) € S x S| x ist in der gleichen Schulklasse wie y}.
Die Regeln 1)-3) lassen sich fiir Schiiler x,y, z € S dann wie folgt formulieren:

e (z,z) € R.
e Wenn (z,y) € R, dann ist auch (y,z) € R.
e Wenn (z,y) € R und (y,2) € R, dann ist auch (z,z) € R.

Eine solche Relation nennt man eine Aquivalenzrelation, man nennt Schiiler der
gleichen Schulklasse dquivalent und die Schulklassen nennt man dann auch A quiva-
lenzklassen.

Wir fithren den Begriff der Aquivalenzrelation nun fiir beliebige Mengen ein.

Definition A6.5 (Aquivalenzrelation)
Es sei M eine Menge. Eine A quivalenzrelation auf M ist eine Teilmenge R C M x M,
so daf fiir alle x,y, z € M gilt:

R1: (z,2) € R, (“Reflexivitét”)
R2: (z,y) € R = (y,z) € R, (“Symmetrie” )
R3: (z,y),(y,2) € R = (2,2) € R. (“Transitivitit”)
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Bei Aquivalenzrelationen hat sich eine alternative Schreibweise zu (x,y) € R durch-

gesetzt, die auch wir im folgenden verwenden wollen.

Notation A6.6 (Schreibweise ~ fiir Aquivalenzrelationen)

Sei M eine Menge und R eine Aquivalenzrelation auf M. Wir definieren fiir z,y € M
x~y <= (x,y) €R,

und wir sprechen dann meist von der Aquivalenzrelation “~” statt R, sofern keine

MiBverstandnisse zu befiirchten sind.

Mit dieser Schreibweise lassen sich die drei Axiome in Definition A6.5 wie folgt

formulieren. Fiir x,y, 2z € M soll gelten:

R1: z ~ z, (“Reflexivitét”)
R2:z~y = y~u, (“Symmetrie”)
R3: 2~yy~z = x~2z (“Transitivitat”)

Definition A6.7 (Aquivalenzklassen)
Es sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir x € M heifit die
Menge

T:={yeM|y~uz}
die Aquivalenzklasse von x. Jedes y € T heiBt ein Reprisentant der Klasse Z. Mit

M/ ~:={z|zeM}

bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen modulo der Aquivalenzrelation ~.
Beispiel A6.8 (Der Abstand vom Ursprung als Aquivalenzrelation)
Wir betrachten die Menge M = R? der Punkte in der reellen Zahlenebene und

wir bezeichnen mit |P| den Abstand von P zum Ursprung (0,0). Fiir zwei Punkte
P, Q) € M definieren wir

P ~@Q < [P=1Q]

d.h. wir nennen die Punkte dquivalent, falls ihr Abstand zum Ursprung gleich ist.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.

R1: Sei P € M, dann ist |P| = |P|, also P ~ P.

R2: Falls P,Q € M mit P ~ @, dann ist |P| = |Q| und somit auch |Q| = |P].
Damit gilt aber Q) ~ P.

R3: Falls P,Q, R € M mit P ~ Q und @ ~ R, dann gilt |P| = |Q| und |Q| = |R].
Aber damit gilt auch |P| = |R| und somit P ~ R.

Die Aquivalenzklasse
P={QeM||Q|=|Pl}

von P € M ist der Kreis um den Ursprung vom Radius |P)|.
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Wir haben anfangs behauptet, daf die drei Axiome einer Aquivalenzrelation si-
cherstellen, da8 die zugehérigen Aquivalenzklassen eine disjunkte Zerlegung von M
induzieren, und umgekehrt, daB jede disjunkte Zerlegung eine Aquivalenzrelation
mit sich bringt. Dies wollen wir im Folgenden beweisen. Dazu sollten wir zunéchst

den Begriff disjunkt kléren.

Proposition A6.9 (Die Aquivalenzrelation zu einer disjunkten Zerlegung)
Ist (M;)ier eine disjunkte Zerlegung von M und definieren wir eine Relation auf M
durch

r~y << diel . x,ye M,

dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis: Ist c € M = )

~ ist also reflexiv.

ie1 M, so gibt es ein i € I mit z € M; und somit gilt z ~ .
Sind x,y € M mit x ~ y, so gibt es ein ¢ € [ mit z,y € M;. Dann gilt aber auch
y ~ z. Die Relation ist also symmetrisch.

Sind z,y,z € M mit x ~ y und y ~ 2z, so gibt es i,j € I mit x,y € M; und
y,z € M;. Da die Zerlegung disjunkt ist und y € M; N M;, folgt M; = M;. Also gilt
x,z € M; und somit x ~ z. ~ ist also auch transitiv. [l

Proposition A6.10 (Die disjunkte Zerlegung zu einer Aquivalenzrelation)
Es sei M eine Menge. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann bilden die Aquiva-
lenzklassen eine disjunkte Zerlequng von M, d. h. jedes x € M liegt in genau einer

Aquivalenzklasse.

Insbesondere gilt fir Aquivalenzklassen T und G entweder T =7 oder TNT = 0.

Beweis: Sei 2 € M beliebig. Aus z ~ x folgt x € T C J;¢),,. ¥- Mithin gilt
M= ] 7
yeM/~
Es bleibt also zu zeigen, daf die Aquivalenzklassen paarweise disjunkt sind.
Seien T,y € M/ ~ mit TNy # (). Dann gibt es ein z € TN 7, und es gilt z ~ z und
z ~ 1. Wegen der Symmetrie gilt aber auch x ~ z und mittels der Transitivitit dann
x ~ y. Sei nun u € ¥ beliebig, dann gilt u ~ x und wieder wegen der Transitivitit

u ~ y. Also u € 7 und damit T C g. Vertauschung der Rollen von z und y in der
Argumentation liefert schliellich 7 = 7. O

Korollar A6.11 (Aquivalenzrelationen auf endlichen Mengen)
Sei M eine endliche Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf M und My, ..., M, seien
die paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen von ~. Dann gilt:

M| =M.
i=1
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Beweis: Mit M sind auch alle M; endlich und die Behauptung folgt aus Proposition
A6.10 und Bemerkung A5.2. ]

Ein Beispiel aus dem Alltag fiir eine Aquivalenzrelation haben wir oben bereits gese-
hen. Ein weiteres wichtiges und wohlbekanntes Beispiel sind die rationalen Zahlen!
Ein Bruch ist nichts weiter als die Aquivalenzklasse eines Tupels von ganzen Zahlen,
und das Kiirzen des Bruches, z.B. % = %, ist nur die Wahl eines moglichst einfachen
Représentanten.

Beispiel A6.12 (Die rationalen Zahlen)
Man kann die rationalen Zahlen wie folgt als Aquivalenzklassen von Paaren ganzer

Zahlen definieren. Fiir (p, q), (¢/,¢') € M :=Z x (Z\ {0}) definiere
(p,q) ~ (0'.¢) == pd =P

Wir wollen nun zeigen, da hierdurch wirklich eine Aquivalenzrelation auf M defi-
niert wird. Seien dazu x = (p,q),2’ = (p/,¢), 2" = (p",q") € M gegeben:!

R1: Fiir die Reflexivitdt miissen wir x ~ x zeigen. Nun gilt aber pq = pq, woraus

z = (p,q) ~ (p,q) = x folgt.
R2: Fiir die Symmetrie nehmen wir an, dafl  ~ 2/ gilt und miissen ' ~ x

folgern. Wegen = ~ 2’ gilt aber nach Definition p¢’ = p’q, und folglich auch
P'q = pq'. Letzteres bedeutet aber, dal 2’ = (p/,¢') ~ (p,q) = =.

R3: Fiir die Transitivitit nehmen wir schliellich an, dal © ~ 2/ und 2/ ~ z”
gilt, und miissen daraus schlieBen, daf§ = ~ z”. Wegen x ~ 2’ gilt nun aber
pq = p'q, und wegen 2’ ~ x” gilt p'q” = p”q¢’. Multiplizieren wir die erste der

Gleichungen mit ¢” und die zweite mit ¢, so erhalten wir
pq/q// :p/qq// :p/q//q :p//q/q.
Da nach Voraussetzung ¢’ # 0, konnen wir beide Seiten der Gleichung durch
¢ teilen und erhalten:
pq// — p//q.
Das wiederum bedeutet, dal = = (p,q) ~ (p”,q") = 2" gilt.
Die drei Axiome einer Aquivalenzrelation sind also erfiillt.

Wir setzen nun Q := M/ ~ und fir (p,q) € M setzen wir £ := (p,¢), d. h. die
rationale Zahl § ist die Aquivalenzklasse des Paares (p,q) unter der obigen Aqui-

valenzrelation. Dann bedeutet die Definition von ~ soviel wie, daf3 § und ];l: gleich

I'Man sollte sich nicht dadurch verwirren lassen, dafl die Elemente von M nun selbst schon

Zahlenpaare sind! Wollte man die Relation als Teilmenge von M x M schreiben, so miifite man

R={((p,q),(#'.d)) e M x M | pd =p'q}

betrachten. Das erldutert vielleicht auch, weshalb wir die alternative Schreibeweise bevorzugen —

solche Paare von Paaren werden doch leicht uniibersichtlich.



§ A6. AQUIVALENZRELATIONEN 463

sind, wenn die kreuzweisen Produkte von Zahler und Nenner, p¢’ und p'q, iiberein-
stimmen, oder in der vielleicht etwas bekannteren Formulierung, wenn die Briiche
p_pd e _ ¢

nach Erweitern mit ¢’ bzw. mit ¢ {ibereinstimmen: T T ae = g

Auch die Rechenregeln fiir rationale Zahlen lassen sich mit Hilfe der Aquivalenzklas-
sen definieren. Fir (p, q), (r,s) € M definiere:

(p’ q) + (T’ 3) = (pS + qr, qs),
(p,q) - (r,s) := (pr,qs).

In Anlehnung an unser erstes Beispiel, der Einteilung der Schiiler in Schulklassen,

kann man das obige Rechenprinzip als “Rechnen mit Klassen” bezeichnen. Will man
zwei Klassen addieren (bzw. multiplizieren), so nimmt man aus jeder der Klasse ein
Element, addiert (bzw. multipliziert) diese Elemente und schaut, in welche Klasse
das Resultat gehort. Diese Klasse ist dann die Summe (bzw. das Produkt) der beiden
Klassen.

Was man sich bei diesem Vorgehen allerdings klar machen mu$, ist, dafl das Ergebnis
nicht von der Wahl der Représentanten (d.h. der Elemente aus den Klassen) abhéangt.
Man spricht davon, dal die Operation wohldefiniert ist. Wir fithren das fiir die

Addition der rationalen Zahlen vor.

Sind (p/,q') € (p,q) und (1, s") € (r,s) andere Reprisentanten, dann gilt p'q = ¢'p
und r's = s'r. Es ist zu zeigen, dafl (p's’ + ¢'r',¢'s") € (ps + qr,qs) gilt. Ausmulti-
plizieren liefert

®'s" +q'7")(qs) = p'as's + d'ar's = ¢'ps's + ¢'qs'r = (ps + qr)(d's),

was zu zeigen war. O

Aufgaben

Aufgabe A6.13
Wir definieren fiir zwei Punkte (z,v), (2/,y) € R?

(,y) ~ (a"y) = l|zl+ |yl =12+ ]y].
Zeige, ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R?. Zeichne die Aquivalenzklassen zu (1,1)
und zu (—2,3) in die Zahlenebene R? ein.

Aufgabe A6.14 (Die ganzen Zahlen)
Es sei M =IN x N und m = (a,b) € M und m’' = (¢’,b') € M seien zwei Elemente
in M. Wir definieren

m~m << a+b =d+0b.
Zeige, dafl ~ eine Aquivalenzrelation ist und daB die folgende Abbildung bijektiv
ist:

(2,0), fallsz>0,
(0,—2), falls z <0.

@:Z—>M/N:zr—>{
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Aufgabe A6.15 (Die projektive Gerade)
Wir definieren fiir v = (v, v2), w = (wy,wy) € R?\ {(0,0)}
v~ew <= FAERN\{0} rv=Xw
wobei A - w := (A wy, A - wy).
a. Zeige, daB ~ eine Aquivalenzrelation auf M = R?\ {(0,0)} ist. Es ist iiblich
die Aquivalenzklasse (vy,vy) von (vy,vs) mit (v1 : v3) zu bezeichnen, und man

nennt die Menge M/ ~ der Aquivalenzklassen die projektive Gerade iiber R
und bezeichnet sie mit Pf.

b. Die Menge S' = {(z,y) € R? | 22+ y? = 1} ist Kreis vom Radius Eins um den
Mittelpunkt (0,0). Zeige, dafl die Abbilung
PS5 — Py (z,y) = (1,y)
surjektiv ist.

c. Wenn wir in der Definition von ~ alle Elemente v, w € R? zulassen, definiert
~ dann eine Aquivalenzrelation auf R2? Falls ja, was ist die Aquivalenzklasse
von (0,0)?

Aufgabe A6.16 (Kongruenz modulo n)
Ist n € Z~( eine positive ganze Zahl, so definieren wir fiir z,y € Z

r =y <= x —y ist ein Vielfaches von n.

Zeige, da = eine Aquivalenzrelation ist mit genau den n paarweise verschiedenen
Aquivalenzklassen 0,1,...,n — 1.

Man nennt zwei dquivalente Zahlen xz und y dann auch kongruent modulo n.



ANHANG B

Einige Erginzungen zur linearen Algebra

§ B1 Klassifikation der Kegelschnitte in der euklidischen Ebene

Man kann die Uberlegungen in 16.42 verallgemeinern, was wir hier im Fall n = 2

tun wollen. Dazu betrachten wir die Losungsmenge einer allgemeinen quadratischen

Gleichung in zwei Unbekannten. Dies fiihrt zur Klassifikation der Kegelschnitte in
der euklidischen Ebene.

Definition B1.1
Es sei (V, (-,)) ein euklidischer Raum.

a.

Eine Abbildung f : V' — V heif}t eine affine Abbildung auf V', fallses ein y € V
gibt und ein g € Endg (V) mit f(z) =y + g(z) fiir alle x € V.

Fiir y € V nennen wir die affine Abbildung
T,V =Viz=aoty

die Translation um den Vektor y.

Eine Abbildung f : V — V heiBt eine Ahnlichkeit, wenn es einen Vektor y € V
gibt und eine orthogonale Abbildung g € O(V) mit f = 7,09, d. h.

flx)=1,(9(x)) =y+g(x) VeV

Ist V'=R" und sei f = 7,09 mit g € Endg (V') eine bijektive affine Abbildung
auf V', dann nennen wir die induzierte Abbildung

Rit1, ... ta) = Rlt1, ..., 0] : 0= p(f(tr, ... t0))

auf der Menge der Polynome in den Veradnderlichen tq,...,t, einen affinen

Koordinatenwechsel von Rlty, ..., t,].

Bemerkung B1.2

a.

Jede affine Abbildung f : R™ — R" lat sich offenbar in eindeutiger Weise
schreiben, als f = 7,0 g mit y = f(0) € V und g € Endg(V).

Ist f=7,0g:R" — R" eine affine Abbildung mit y € R” und ¢g € Endg(R")
bijektiv, dann gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix 7' € GL,(R) mit g = fr.
Damit gilt fiir p € Rltq,...,¢,) und t = (t1,...,,)"

p(f(tr,...,tn) =p(Tt+y).
465
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Ist beispielsweise p = t2 + 3ty — 1 € Rty,ts], T = T(g) die Drehung um 90°
und y = (2, —2), dann ist fir f =7,0 fr

Definition B1.3

Es sei p € Rlty,...,t,] dann nennen wir die Menge
N(p)={x=(A1,... . \) € R [ p(A) = 0}

eine algebraische Hyperfliche von R™. Ist deg(p) = d, so nennen wir d auch den
Grad der Hyperfliche. Ist n = 2, so sprechen wir auch von algebraischen Kurven

statt von algebraischen Hyperfliachen.

Definition B1.4
Wir definieren auf Rlty,...,t,] eine Relation durch

p=q &= JceR\{0}:p=c-q

fir p,q € R[ty,...,t,]. Wir nennen p und ¢ mit p = g auch dquivalent.

Bemerkung B1.5
Man sieht sofort, dal = eine Aquivalenzrelation auf R[ty, ..., t,] definiert.

Ferner gilt offensichtlich, daf fiir zwei dquivalente Polynome p, ¢ € Rlty, ..., t,] auch
N(p) = N(q) gilt. Interessiert man sich also nur fiir das Nullstellengebilde von p, so
kann man p getrost durch ein dquivalentes Polynom ersetzen und somit erreichen,

daB der konstante Anteil von p entweder 0 oder —1 ist.

Im Folgenden interessieren wir uns nur noch fiir algebraische Kurven vom Grad zwei.

Bemerkung B1.6
Ist p € R[t1,t2] ein allgemeines Polynom zweiten Grades, dann gibt es reelle Zahlen
a1, Qg = a1, iz, a1, (g, @ € R so, dafl

p= allt% -+ 20(12t1t2 -+ Ckggtg + Oéltl + C(th + o = <t, St> + <a, t> + Q,

wobel t = (tl,tg)t, 0 # S = (Oéij)@je{l,g} S Mat2<R) und a = (Oél, Oég)t.

Beispiel B1.7
Fiir S = 15, a = (0,0)" und a = —1 erhalten wir p = 3 + 3 — 1, und die Nullstel-

lenmenge davon,
N+ -1)={A= (A, ) € R* | AT+ X5 =1},

ist offenbar der Einheitskreis.
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Ist S eine Diagonalmatrix mit positiven Diagonaleintrdgen, d. h. aqq, s > 0 und
app = ag; = 0, und ist ferner a = (0,0)" und @ = —1, dann erhalten wir als

Nullstellengebilde von p

N((vart)® + (Vazt)® - 1) = {(n ) € B | (vauh)* + (Vazh)' = 1}

eine Ellipse.

Satz B1.8

Es sei

p = (t,St) + (a,t) + a € R[t1, to] (94)
ein Polynom zweiten Grades mit symmetrischer Matriz 0 # S = (ay;) € Mato(R).
Dann gibt es eine affine Koordinatentransformation mittels einer Ahnlichkeit f =
7, 0 fr von R* mit T € SO(2), so daff q = p(f(tl,tg)) dquivalent zu einer der
folgenden Normalformen ist:

I det(S) > 0.
I.1: a#0 unday; > 0. Dann ist ¢ = (Mt1)? + (M\at2)? — 1 und N(q) ist eine
Ellipse.

[.2: a#0 und a;y <0. Dann ist ¢ = (Mt1)? + (Mat2)? + 1 und N(q) ist die

leere Menge.

[.3: a=0. Dann ist g = (Mt1)* + (Mot2)? und N(q) ist ein Punkt.

I det(S) < 0.
I1.1: a#0. Dann ist ¢ = (M\t1)? — (Mat2)? — 1 und N(q) ist eine Hyperbel.

[1.2: a=0. Dann ist g = (Mt1)? — (Aat2)? und N(q) besteht aus zwei verschie-

denen Geraden durch den Ursprung.



468 B. EINIGE ERGANZUNGEN ZUR LINEAREN ALGEBRA
I det(S) =0, a # (0,0)". Dann ist g = t3 — Aty und N(q) ist eine Parabel.
IV: det(S) =0, a =(0,0)".
IV.1: a#0 und S hat einen positiven Eigenwert. Dann ist ¢ = t2 — X\, A > 0,
und N(q) besteht aus zwei parallelen Geraden.

IV.2: a#0 und S hat einen negativen Eigenwert. Dann ist ¢ = t3 + X\, X > 0,
und N(q) ist die leere Menge.

IV.3: a=0. Dann ist ¢ = t3 und N(q) besteht aus einer Doppelgraden, d. h. ei-
ner Geraden, die man doppelt zdihlt.

Bemerkung B1.9
Dies ist die vollstandige Klassifikation der Kurven zweiten Grades. Sie heiflen auch
Kegelschnitte, da alle, bis auf die Falle [.2, IV.1 und IV.2 als Schnitt des Kreiskegels

N(ti+t3—t3) CR®

mit einer geeigneten Ebene im R? realisierbar sind (siche Abbildung 1).

[.1: Ellipse [.3: Punkt I1.1: Hyperbel

I1.2: Zwei Geraden mit Schnitt III: Parabel IV.3: Doppelgerade

ABBILDUNG 1. Kegelschnitte

[.1 besagt, dafl sich jede Ellipse durch Translation und Drehung so bewegen 14a83t,
dafl die Hauptachsen der Ellipse mit den Koordinatenachsen iibereinstimmen. Daher

kommt der Name Hauptachsentransformation.
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Beweis von Satz B1.8:
1. Fall: a = (0,0)*: Wir betrachten zunéchst den Fall a = (0, 0)".

Nach dem Satz iiber die Hauptachsentransformation 16.31 existiert ein 7' € SO(2),
so dafl

T'oSoT =T '0SoT = a0 .
0 po

Man beachte noch, dal nicht beide Eigenwerte p; und ps null sein konnen, da .S # 0.
Also kénnen wir o. E. annehmen, dafl 1 # 0 und daf§ uy > po gilt, falls ps # 0.

Die lineare Abbildung fr : R?> — R?: 2 +— Tx ist eine Drehung und es gilt
p(Tt) = (Tt,(SoT)t)+a
= (t,(T"oSoT)t)+a
= t] 4 pots + a.

Da wir p ohnehin nur bis auf Aquivalenz klassifizieren wollen, konnen wir o. E. an-
nehmen, dafl & = 0 oder & = —1 gilt. Setzen wir nun noch \; = +/|u;|, dann erhalten
wir folgende Fille.

Fall 1.1: pq, o > 0: Dies ist gleichbedeutend dazu, dafl S positiv definit ist, und
nach dem Hauptminorenkriterium dazu, da8 det(S) > 0 und aq; > 0. Ist « = —1,

so sind wir im Fall I.1, und ist o = 0, so sind wir Fall I.3.

Fall 1.2: pq, pe < 0: Dies ist gleichbedeutend dazu, dal —S positiv definit ist, daf3
also det(S) = det(—S) > 0 und —ay; > 0. Ist & = —1, so sind wir im Fall 1.2, und fir
a = 0 wieder im Fall .3, da wir dann das Polynom nochmals mit —1 multiplizieren

konnen, um ein dquivalentes der gesuchten Form zu erhalten.

Fall 1.3: p3 > 0, uo < 0: Dies ist gleichbedeutend dazu, dafi p; - pe = det(S) < 0 ist.
Im Fall o = —1 fiihrt dies zu Fall I.1, und im Fall o = 0 fiihrt es zu Fall I1.2.

Fall 1.4: p11 > 0, uo = 0 oder py < 0, s = 0: Das ist dann gleichbedeutend dazu, dafl
det(S) = 0ist. Fiir g1y > 0 und aw = —1 erhalten wir Fall TV.1, fiir y; < 0und o = —1
den Fall IV.2, und fiir & = 0 in den Fall IV.3.

2. Fall: a # (0,0)": Sind wir im Fall @ = (0, 0)* noch ohne Translation ausgekommen,

so werden wir jetzt doch Translationen betrachten miissen.

Fiir ¢ € R? bewirkt die Translation 7. : R? — R? : x — x + ¢ folgende Koordinaten-

transformation fiir p
plt+c¢) = (t+¢,St+Sc)+2a,t+c)+a
= (t,5t)+2(a+ Sc,t) + (¢, Sc) + 2(a,c) + a (95)
= (t,St) +2(b,t) + f,

wenn wir b = a + Sc und § = (¢, S¢) + 2(a, c) + « setzen.
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Fall 21: 3¢ € R? : b =a + Sc = (0,0)": Dann haben wir p durch p(Tc(t)) auf den
ersten Fall “a = (0,0)"” zuriickgefiihrt. Es gibt also ein T € SO(2), so dafi ¢ =
p((7e 0 fr)(t)) dquivalent zu einem der Félle I, II oder IV ist.

Fall 22: Ve € R?: b=a+ Sc# (0,0)": Aus Lemma B1.10 folgt, dafl es ein ¢ € R?
gibt mit Sb = S?c + Sa = 0. Setzen wir nun noch ¢§ := —%, dann gilt fiir die

Translation 7. g,

p(t + ¢+ 6b) =(t, St) + 2(a+ S(c+ b),t) + (c+ 6b, S(c + b)) + 2(a, c + 6b) +
(t,St) +2(b + 5Sb, t) + 62(b, Sb) 4 25(b, b) + 3
(t, Sty + 2(b,t) + 25(b,b) + 3

St)

=(t,St) +2(b,t).

Beachtet man, daf}, wegen Sb = 0, Null auf alle Fille ein Eigenwert von S ist
und dafl S # 0, so folgt aus dem Satz iiber Hauptachsentransformation 16.31 die
Existenz eines T' € SO(2), so da8

0
0 O

D:=T'0oSoT=T'0So0T =

wobei u1 # 0. Insbesondere sind wir also in dem Fall det(S) = 0.
Ferner gilt fiir 7% =: (u, A\)' unter Beriicksichtigung, da§ 7% = T~!,
(t11,0) = (T 0 S0 T) o (T'b) = T" 0 (Sb) = 0,

und mithin ist 7% = (0, \)!, wobei A # 0, da T* invertierbar und b # (0,0)". Aber
dann iiberfithrt ¢t — Tt das Polynom (t, St) + 2(b,t) in das Polynom

(Tt,(SoT)t)+2(b, Tty = (t'", Dt) + 2(T"b,t) = put] + 2Xt».
D. h. dann aber, dafl
q = p((7c+5b o fT)<t>) = jit] + 2\,
und damit sind wir genau im Fall III. O

Lemma B1.10
Ist S € Mat,,(R) symmetrisch, so gilt fir die lineare Abbildung fs : R™ — R™.

a. Ker (f3) = Ker(fs) und Im (f2) = Im(fs).
b. Zu jedem a € R" existiert ein ¢ € R, so dafi S*c + Sa = 0.

Beweis: a. Fiir z € Ker (f2) ergibt sich aus
0= <x, S2x> = (Sz, Sx),

Man setze zunichst in der Gleichung (95) fiir ¢ den Wert ¢ + db ein. Dann ziehe man die
Skalarprodukte auseinander und gruppiere sie neu, so dafl man b = a + Se¢, Sb = 0 sowie die
Definition von 8 verwenden kann. Man beachte auch, dafl S symmetrisch, also selbstadjungiert,

ist.
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also fs(x) = Sx = 0 und x € Ker(fs). Die umgekehrte Inklusion ist klar.
Wir wissen bereits, daf§ Im(fs) 2 Im ( fg) gilt. Da nun ferner

dimp (Im(fg)) = n —dimg (Ker(fs))
= n—dimR<Ker (f§)> Zdim1R<Im (f§)>
gilt, folgt also die Gleichheit.

Es gilt fiir a € R", daB S(—a) = fs(—a) € Im(fs) = Im (f2), also gibt es nach
a. ein ¢ € R™ mit S%c + Sa = f2(c) — fs(—a) = 0.

[]
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