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Einleitung

Die vorliegende Ausarbeitung zur Vorlesung Mathematik 1 fiir Informatiker im Win-
tersemester 2019/20 wird im wesentlichen wiedergeben, was wihrend der Vorlesung
an die Tafel geschrieben wird. Einige wenige Abschnitte werden etwas ausfiihrlicher
sein. Manche Beweise, die in der Vorlesung nicht besprochen werden, finden sich der
Vollsténdigkeit halber in der Ausarbeitung und sind durch das graue Schriftbild vom
Rest unterschieden. Die Ausarbeitung erhebt nicht den Anspruch, ein Lehrbuch zu

ersetzen.

In der Vorlesung Mathematik 1 fiir Informatiker lernen die Teilnehmer die grundle-
genden mathematischen Begriffe kennen und werden in die Theorie der eindimensio-
nalen Analysis eingefiihrt. Sie werden mit der sehr formalen mathematischen Sprache
vertraut gemacht und lernen logisch korrekt und sauber zu argumentieren. Sie erwer-
ben damit das grundlegende mathematische Handwerkszeug, das ein Studierender
in den Studiengingen der Informatik fiir sein Fachstudium benétigt. Die Vorlesung
wird sich im wesentlichen darauf beschrinken, die mathematischen Theorien zu be-
handeln und nur sehr sporadisch einen Ausblick geben, wo und wie diese in der
Informatik beno6tigt werden. Die Anwendungen der Mathematik in der Informatik

werden stattdessen in den Veranstaltungen der Informatik thematisiert werden.
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KAPITEL 1

Grundlegende Begriffsbildungen

Wir beginnen damit, grundlegende Begriffe einzufithren und zu besprechen, die fiir
alle mathematischen Disziplinen gleich wichtig sind.

§ 1 Etwas Logik

Ausblick 1.0 (Aussagenlogik in der Informatik)
Die formale Aussagenlogik spielt in der Informatik in einer ganzen Reihe von Berei-
chen eine wichtige Rolle, z.B.

e beim Entwurf von Schaltkreisen in der Digitalelektronik (siche Beispiel 1.7),
e bei der Verifikation,

e beim automatischen Beweisen,

e bei Anfragen an Suchmaschinen im Internet,

e beim Programmieren (z.B. Abbruchbedingungen von Schleifen).
In diesem Zusammenhang sind auch die Begriffe Logikgatter, siehe etwa
https://de.wikipedia.org/wiki/Logikgatter,
sowie Satisfyability, siche etwa
http://www.mqasem.net /sat /sat /index.php,

interessant, die Anwendungen der logischen Operationen in der Informatik zeigen.

Nach diesem kurzen Ausblick, weshalb die Begrifflichkeiten der Aussagenlogik fiir

Informatiker interessant sind, wollen wir uns dem Thema selbst zuwenden.

Wie alle Wissenschaftler versuchen auch die Mathematiker Aussagen iiber die Ob-
jekte ihrer Forschungsarbeit aufzustellen und als wahr nachzuweisen. Anders aber
als etwa in den Naturwissenschaften werden die zu untersuchenden Objekte nicht
von auflen an die Mathematiker herangetragen, vielmehr schaffen sie sie sich selbst
durch die Vorgabe sogenannter Aziome. Wie hat man dies zu verstehen? Was ist ein
Axiom? Was heifit es, eine Aussage als wahr nachzuweisen? Und was eigentlich ist

eine Aussage?

Nun, sobald wir uns auf eine Sprache geeinigt haben, in der wir uns verstindigen
wollen, sind wir in der Lage, Sétze zu bilden, Sitze, wie etwa (in unserer Alltags-
sprache)

“Dieser Satz enthalt fiinf Worte.”
3
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oder
“Lose die folgende Aufgabe.”

Ein solcher Satz stellt eine Aussage in unserem Sinne dar, wenn wir entscheiden
konnen, ob er wahr oder falsch ist. Geméaf§ dieser Konvention ist der erste der obigen
Satze eine — wahre — Aussage, wihrend beim zweiten Satz, einer Aufforderung, die
Frage nach wahr oder falsch wenig Sinn ergibt. Er ist mithin keine Aussage. Wir
halten fest:

Aussagen erkennen wir daran, dafl ihnen ein Wahrheitswert zugeord-

net ist, w fiir wahr oder f fiir falsch.

Im folgenden werden wir als Platzhalter fiir Aussagen meist Grolbuchstaben ver-

wenden: A, B,C,.. ..

Eine Aussage als wahr nachzuweisen, soll bedeuten, dafl wir sie durch logische
Schliisse auf andere, uns als wahr bekannte Aussagen zuriickfithren. Nehmen wir

etwa den folgenden Satz:
A : Der Bundesprisident ist stets mindestens vierzig Jahre alt.

Wir stellen zunéchst einmal fest, dal es sich um eine Aussage handelt — und zwar
um eine wahre Aussage, wie wir aus Artikel 54 des Grundgesetzes ableiten. Dort

namlich finden wir zur Wahl des Bundesprésidenten folgende Aussage:

B : Waihlbar ist jeder Deutsche, der das Wahlrecht zum Bundesta-
ge besitzt und das vierzigste Lebensjahr vollendet hat.

Weil nun das Grundgesetz giiltig ist, ist Aussage A wahr. Wir haben Aussage A also
auf eine uns bekannte wahre Aussage zuriickgefiihrt.

DaB die von uns aus dem Grundgesetz zitierte Aussage B ihrerseits wahr ist, 148t sich
nicht weiter auf andere Aussagen zuriickfithren. Vielmehr handelt es sich hierbei um
eine Festlegung des Gesetzgebers, der das Gesetz erlassen und damit diese Aussage
fiir wahr erklart hat.

Eine Aussage, der der Wahrheitswert w schlicht durch Festlegung zu-

gewiesen wurde, nennen wir ein Axiom.

Man kann in diesem Sinne das Grundgesetz als eine Sammlung von Axiomen, oder
ein Axiomensystem, auffassen — auch wenn der Vergleich in mancher Hinsicht hinken

mag.

Eingangs haben wir erklart, dafl die Mathematiker sich die Welt, die sie untersu-
chen, und ihre Objekte selbst erschaffen. Sie tun dies, indem sie sich einige wenige
Aussagen als Axiome vorgeben und sodann studieren, was sich aus diesen durch lo-

gisch korrekte Schliisse ableiten 148t. Freilich, so wie der Gesetzgeber seine Gesetze
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nicht willkiirlich erlét, so wahlen auch die Mathematiker die Axiome, die sie sich
vorgeben, mit Bedacht, das heift, mit dem Ziel, interessante Strukturen zu gewin-
nen — und die vielfaltigen Anwendungen zeigen, dafl die Mathematiker bei diesem
Vorhaben nicht nur sehr kreativ, sondern auch sehr erfolgreich gewesen sind. Immer
wieder haben sie sich von Fragestellungen der Alltagswelt inspirieren lassen, haben
die Probleme auf wenige Kernpunkte reduziert und in ein (mathematisches) Modell
iibersetzt. Dabei bedeutet letzteres nichts anderes, als daff man die zu benutzen-
de Sprache und die geltenden Axiome festlegt und dal man die Fragen in dieser
neuen Sprache formuliert. Die Stirke dieser Modellbildung besteht nun darin, dafl
man innerhalb des Modells exakt und ohne Wenn und Aber feststellen kann, ob
eine Aussage wahr ist oder nicht. Wahr ist sie stets dann, wenn sie durch eine ganze
Reihe logisch korrekter Schliisse aus den vorgegebenen Axiomen hervorgeht. Wann
aber ist denn eine Aussage aus einer anderen durch einen logisch korrekten Schlufs

hervorgegangen?

Bevor wir uns dieser Frage erneut zuwenden, wollen wir kldren, wie man aus gegebe-
nen Aussagen iiberhaupt neue Aussagen gewinnen und so das Arsenal an Aussagen

erweitern kann.

Eine ganz natiirliche Moglichkeit ist die Verneinung oder Negation einer Aussage,

etwa
—=A : Der Bundesprasident ist nicht stets vierzig Jahre alt.

Wir wollen generell die Negation einer Aussage X mit dem Symbol =X bezeichnen,
und es sollte gelten, wenn X wahr ist, so ist =X falsch, und umgekehrt. Das heifit
insbesondere, der Wahrheitswert von =X héngt nur vom Wahrheitswert von X ab.
Dies erlaubt es uns, den Wahrheitswert von =X in Abhéngigkeit des Wahrheitswer-
tes von X in einer Tabelle festzuhalten:

X | =X
w| f
f| w

Aus unserer Alltagssprache sind wir es gewohnt, mehrere Aussagen in auflistender
Weise durch das Wort “und” miteinander zu verbinden. Betrachten wir etwa die
folgenden Aussagen

C : Waihlbar sind nur Deutsche, die das Wahlrecht zum Bundestag
besitzen.
sowie

D : Wahlbar sind nur Deutsche, die das vierzigste Lebensjahr
vollendet haben.

Man erkennt unschwer, daf§ die Verkniipfung der Aussagen C' und D durch “und”
inhaltlich mit unserer obigen Aussage B iibereinstimmt, und man spricht von der
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Kongunktion von C' und D. Auch hier wollen wir wieder eine symbolische Schreib-
weise einfithren. Sind X und Y zwei Aussagen, so schreiben wir fiir “X und Y” auch
X AY. Wenn nun X AY wieder eine Aussage ist, so muf3 ihr auch ein Wahrheitswert
zugeordnet sein. Dabei sollte wohl X AY nur dann wahr sein, wenn sowohl X als auch
Y wahr sind. Wir kénnen den Wahrheitswert von X AY also wieder in Abhéngig-
keit von den Wahrheitswerten von X und Y in einer Tabelle, auch Wahrheitstafel

genannt, festhalten.

XANY

- o 2 E

Y
w
f
w
f

o mh S >

Ebenso ist uns aus unserem alltdglichen Gebrauch ein weiteres Bindewort bekannt,
“oder”, welches wir hier instrumentalisieren wollen. Sind X und Y wieder Aussagen,
so werden wir gewohnlich X VY statt “X oder Y” schreiben. Die so entstandene
neue Aussage nennt man die Disjunktion von X und Y, und damit sie wahr ist, soll
es uns reichen, dafl eine der Aussagen X und Y wahr ist. Dies fithrt zur folgenden
Wahrheitstafel:

X|Y|XVY
W | W w
w | f w
f|lw W
f|f f

Man beachte, dal oder hier nicht das ausschlieende entweder oder ist!

Die Aussage etwa, dafl die Kinder unserer Bundestagsabgeordneten stets die deut-
sche oder eine andere Staatsangehorigkeit haben, ist wahr, weil sie nicht ausschlief3t,

daf sie die deutsche und eine andere Staatsangehorigkeit haben.

Im Absatz zur Konjunktion heifit es, dal die Aussage B mit der Konjunktion der
Aussagen C' und D inhaltlich {ibereinstimme. Sprachlich sind beide Aussagen aber
deutlich verschieden. Anstatt sie gleich zu nennen, wollen wir deshalb nur davon
sprechen, dal B und C' A D gleichwertig oder dquivalent sind. Dies soll zum Aus-
druck bringen, daf sie den gleichen Wahrheitswert besitzen. Gehen wir einen Schritt
weiter, so kénnen wir eine neue Verkniipfung zweier Aussagen X und Y einfiihren,
die Aquivalenz von X und Y, in Symbolen X < Y. Sie soll genau dann wahr
sein, wenn X und Y den gleichen Wahrheitswert besitzen. Dies fiihrt zu folgender

Wahrheitstafel:

XY X&Y
W | W w
w | f f
f|lw f
f | f w
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Ein kurzer Blick auf die bislang eingefiihrten Operationen zur Gewinnung neuer
Aussagen aus gegebenen zeigt, dafi die Wahrheitswerte der neuen Aussagen stets
allein von den Wahrheitswerten der gegebenen Aussagen abhéngen, und nicht von

deren konkretem Inhalt.

Wir erlauben uns deshalb, eine letzte Verkniipfung von Aussagen, die Implikation,
dadurch einzufiihren, dafl wir bei gegebenen Aussagen X und Y den Wahrheitswert
der Aussage “X impliziert Y” oder “wenn X, dann Y” | in Zeichen X = Y, festlegen:

XY | X=Y

W | W w

w| f f (1)
f |w w

f|f w

Die Wortwahl legt nahe, daf§ die Aussage X = Y es erlaubt, aus der Wahrheit von
X Riickschliisse auf die Wahrheit von Y zu ziehen. Dies kommt auch in den ersten
beiden Zeilen der Wahrheitstafel zum Ausdruck, wird aber noch deutlicher, wenn
wir zeigen, dafl die Aussagen X = Y und =X VY zueinander dquivalent sind. Ist
dann namlich X wahr, so ist =X falsch. Damit =X VY wahr sein kann, mufl mithin
Y wahr sein. Dies 148t sich so interpretieren, dafl sich bei wahrer Aussage X und
korrekter Implikation X = Y fiir Y nur die Moglichkeit ergibt, ebenfalls wahr zu

sein.

In dieser Weise werden wir die Implikation immer wieder anwenden. Wir werden
mit einer wahren Aussage starten und mittels einer logisch korrekten Argumentati-
onskette Y aus X ableiten — sprich wir werden X =- Y als wahr erweisen. Damit
haben wir dann zugleich die Wahrheit von Y bewiesen.

Die Giiltigkeit der behaupteten Aquivalenz leiten wir durch eine Betrachtung der
Wahrheitstafeln her. Es reicht, festzustellen, dafl die Werte in den Spalten von X =
Y und von =X VY iibereinstimmen:

X|Y | - X|-XVY | X=Y
w| lw| f w w
w|f| f f f
f lw| w W w
f | f| w w w

Die bisherigen Betrachtungen erldutern die ersten beiden Zeilen der Wahrheitstafel
der Implikation. Mysteritser sind auf den ersten Blick zweifellos die beiden letzten,
erlauben sie es doch, aus einer falschen Aussage eine beliebige andere Aussage her-
zuleiten und den vorgenommenen Schlufl als korrekt anzusehen. Widerstrebt uns
das nicht zutiefst? Wir méchten an einem Beispiel, das auf ein wenig Schulwissen in

Mathematik zuriickgreift, verdeutlichen, dafl die obige Festlegung sehr wohl sinnvoll
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ist. Will man etwa die Losungen der Gleichung
2 —2r = -1

finden, so wird man auf beiden Seiten der Gleichung zunéchst die Zahl 1 addieren,
um so auf der linken Seite den Ausdruck (z — 1)? zu erhalten, ein Verfahren, welches
als quadratische Erginzung bekannt ist. Man leitet aus der Aussage 2% —2x = —1 die
Aussage 2? — 2z + 1 = 0 her. Dieser Schluf3 148t sich formulieren als die Implikation

(x2—2:1;:—1) = (m2—2x+1:0).

Der Schluf}, dal die Addition einer Zahl auf beiden Seiten einer Gleichung, die
Gleichheit nicht zerstort, ist uns wohl vertraut und wir sehen ihn als korrekt an,
unabhéngig davon, was auf beiden Seiten der Gleichung steht. Wenden wir diesen
Schlufl nun auf eine andere Gleichung an, etwa auf die Gleichung 0 = 1, so erhalten

wir die Implikation
0=1) = O+1=1+1).
Die beiden Aussagen links und rechts des Implikationspfeiles sind offenbar falsch,

der Schlufl an sich ist jedoch nach dem eben Gesagten zulédssig. Mithin sollte die

Implikation den Wahrheitswert w tragen.

Ein Beispiel dafiir, daf sich aus einer falschen Aussage durch einen korrekten Schlufl
auch eine wahre Aussage herleiten 148t, erhalten wir in analoger Weise, wenn wir
uns vergegenwértigen, dafl die Gleichheit auch durch Multiplikation mit einer Zahl
nicht zerstort wird. Dies fithrt dann zu der wahren Implikation

0=1) = (0-0=1-0),

bei der die Aussage auf der linken Seite des Implikationspfeiles falsch ist, wihrend
die auf der rechten Seite wahr ist.

Wir halten fest:

Der Wahrheitswert der Implikation X = Y bewertet nur die Korrekt-
heit des Schlielens, nicht jedoch die Wahrheit der Aussagen X und
Y.

Es sei deshalb jedem ans Herz gelegt, die Voraussetzungen, auf die er seine Aussagen
griindet, genauestens auf ihren Wahrheitsgehalt zu priifen! Sonst niitzt auch noch

so sauberes Schliefen nicht viel.
Wir wollen den eingefiihrten Begriffsapparat nun an zwei Beispielen testen, die uns
einige wichtige Erkenntnisse liefern werden.

Beispiel 1.1
Es seien X und Y zwei Aussagen.
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a. Wir haben bereits bei der Definition der Aquivalenz davon gesprochen, daf
X < Y bedeuten solle, dal “X genau dann wahr ist, wenn Y wahr ist”. Dies
wollte verkiirzt ausdriicken, “wenn X, dann Y” und “wenn Y, dann X”. Wir
behaupten deshalb, daf§ die Aussagen “X < Y” und “(X = Y) A (Y = X)”
aquivalent sind, mit anderen Worten, die Aussagen X und Y sind genau dann
aquivalent, wenn Y aus X folgt und umgekehrt.

Diese Tatsache werden wir immer wieder verwenden, wenn wir die Aquivalenz
zweier Aussagen beweisen wollen. Thre Giiltigkeit leiten wir wieder durch eine
Betrachtung der Wahrheitstafeln her.

XY X=2Y|Y=X(X=Y)AY=X) XY
W | w w w w w
w | f f w f f
f|lw w f f f
f|f W w w W

b. Die Aussagen “X = Y” und “-Y = —X” sind ebenfalls dquivalent, wie die
folgende Tabelle zeigt:

XY | X |Y | X=Y|Y=-X
w| w| f f w w
w|f| f | w f f
flw| w f w w
flf|l w | w w W

Man nennt diese Aquivalenz auch Kontraposition. Will man also zeigen, dafl
eine Aussage X eine Aussage Y impliziert, so kann man statt dessen beide

Aussagen verneinen und zeigen, dafl aus =Y die Aussage =X folgt.
O

Kehren wir nun zu der Frage zuriick, wann eine Aussage Y aus einer Aussage X
durch einen logisch korrekten Schluff hervorgegangen ist. Bedeutet dies nur, dafl
X = Y den Wahrheitswert w besitzt? Ja ... und nein! Ist X wahr und hat die
Implikation X = Y den Wahrheitswert w, so folgt unmittelbar, dafl Y wahr ist. In
diesem Sinne gilt die Antwort ja. Aber damit haben wir das Problem nur verlagert,
da die Frage bleibt, wie wir priifen, ob X = Y denn wahr ist, ohne den Wahrheits-
wert von Y zu kennen. Wir haben bereits weiter oben — sehr vage — angedeutet, dafl
wir hierzu meist eine Kette von logisch korrekten und in sich schliissigen Argumen-
ten verwenden, und viel deutlicher wollen wir hier auch nicht werden. Im Verlauf der
folgenden Kapitel werden wir viele Beispiele dafiir sehen, wie eine Implikation durch
eine Reihe von Argumenten bewiesen — oder besser untermauert — wird; und es wird
sicher immer wieder vorkommen, dafl Euch diese auf den ersten Blick nicht wirk-
lich schliissig vorkommen, dafl es eines genaueren Hinsehens und vielleicht auch der

Ergénzung einiger Argumente bedarf, bis Thr der Kette das Priadikat logisch korrekt
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und in sich schlissig verleihen wollt. Und das ist eine wichtige Erkenntnis: ob ein
Schluf3 als logisch korrekt erkannt wird, hangt vom Betrachter ab. Und deshalb ist
die Frage, ob ein Schluf} logisch korrekt ist, weit mehr als nur die Frage, ob X =Y

wahr ist.

Beispiel 1.2
Hier nun einige mathematische Aussagen.

A. Jede gerade Zahl ist Summe zweier ungerader Zahlen.

B. Es gibt unendlich viele Primzahlen.

C. Jede gerade Zahl grofler zwei ist Summe zweier Primzahlen.
D

Zu jedem Kreis 148t sich, nur mit Zirkel und Lineal, ein Quadrat konstruieren,
das den gleichen Flécheninhalt hat.

&

Die Gleichung x™+y™ = 2™ besitzt fiir n > 2 keine Losung mit positiven ganzen
Zahlen x, y, z.

F. Gegeben sei eine Ansammlung nicht-leerer Mengen. Dann 148t sich aus jeder

der Mengen ein Element auswéhlen.

Die Aussage A ist offensichtlich wahr, und auch die Aussage B ist richtig, allerdings
ist dies keine triviale Aussage. Sie mufl bewiesen werden. Die Aussage C' ist die
bekannte Goldbachsche Vermutung aus dem Jahre 1742. Sie ist bis heute weder
bewiesen noch widerlegt.

Die Aussage D ist unter dem Begriff Quadratur des Kreises bekannt. Sie ist falsch,
was sich daraus ableiten 148t, dafl die Kreiszahl 7 transzendent ist (Lindemann 1882).
Umgangssprachlich sollte man also die Quadratur des Kreises nicht als Synonym fiir

etwas extrem Schwieriges verwenden, sondern fiir etwas Unmogliches.

Die Aussage E hat jahrhundertelang als Fermatsche Vermutung die Mathematiker
beschéftigt. Sie wurde erst 1995 von dem englischen Mathematiker Andrew Wiles als
wahr nachgewiesen. Fiir den Beweis wurden modernste und tiefste mathematische

Methoden verwendet.

Die Aussage F', mochte man meinen, ist offensichtlich wahr, eher noch als Aussage
A. In gewissem Sinne ist diese Aussage jedoch weder beweisbar noch widerlegbar. Sie
ist im Axiomensystem der Mengenlehre von Zermelo und Fraenkel unabhéngig von
den anderen Axiomen. In der Tat kann man die Aussage F, die als Auswahlaxiom
bezeichnet wird, als Axiom der Mengenlehre zulassen (was wir, wie die iiberwiegende
Zahl der Mathematiker, tun wollen) oder auch nicht. Da das Auswahlaxiom, wenn
iiberhaupt, so nur fiir sogenannte iiberabzdhlbare Ansammlungen strittig ist, sind
Zustimmung oder Ablehnung in dieser Vorlesung kaum von praktischer Relevanz. O

Wir wollen nun der besseren Ubersichtlichkeit halber in einer Bemerkung zusam-

menfassen, was wir bisher gelernt haben.

Bemerkung 1.3
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a. Eine Aussage ist eine AuBerung, der eindeutig ein Wahrheitswert wahr (w)
oder falsch (f) zugeordnet ist.

b. Aus Aussagen X und Y kénnen wir durch Anwenden logischer Operatoren neue
Aussagen bilden:

Symbol  Bedeutung Bezeichnung  Alternative Beschreibung
- X nicht X Negation

XVY XoderY Disjunktion

XANY XundY Konjunktion

X =Y aus X folgt VY Implikation (—-X)VvY

X &Y genaudann X, wenn Y Aquivalenz (X=Y)A (Y = X)

Neben Aussagen, die wahr oder falsch sein kénnen, sind Aussageformen oder Prddi-

kate wichtig.

Eine Aussageform ist eine AuBerung, die eine oder mehrere Variablen
enthélt und zu einer Aussage (d.h. wahr oder falsch) wird, wenn man
zuléssige Werte fiir diese Variablen einsetzt.

So ist etwa
a>b

eine Aussageform, die von den Variablen a und b abhéngt, fiir die wir die ganzen
Zahlen als zulédssige Werte ansehen wollen. Setzen wir konkrete Werte ein, so entsteht

eine Aussage, die wahr sein kann (z.B. fiir a = 42 und b = 37) oder falsch (z.B. fur

a=2und b=4).

Aussageformen werden in der Praxis haufig mit Quantoren gebraucht:

vV . “fiir alle”.

d . “es existiert ein”.

d; @ “es existiert genau ein”.
7 . “es existiert kein”.

Ist P eine Aussageform, die von einer Variablen x abhéingt, so bedeutet:
Vo : P(x) : “fralle z gilt P(x)”,
Jdz : P(x) : ‘“esgibtein x, so daf P(x) gilt”.
Mit Hilfe der Quantoren haben wir aus den Aussageformen neue Aussagen gebildet.

Beispiel 1.4

Ve,VyVz,Vn :n>2=2"+y" #2".
Dies ist fiir positive natiirliche Zahlen z, y, 2z und n die in Beispiel 1.2 formulierte
Fermatsche Vermutung. a
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Wichtig ist das richtige Verneinen einer Aussage.
~(Va : P(x)) & Jz : (-P(x)).

Die Verneinung der Aussage “fiir alle z gilt die Aussage P(z)” ist gleichbedeutend
mit “es gibt ein z, fiir das die Aussage P(x) nicht gilt”.

=3z : P(x)) & Vz : (-P(2)).

Die Verneinung der Aussage “es gibt ein z, fiir das die Aussage P(z) gilt” ist gleich-
bedeutend mit “fiir alle = gilt die Aussage P(x) nicht” bzw. mit “fir kein z gilt die
Aussage P(z)”.

(A= B) & (=B = —-A).

Die Aussage “aus A folgt B” ist gleichbedeutend mit “aus nicht B folgt nicht A”.
Letzteres bezeichnet man auch als Kontraposition von ersterem.

Proposition 1.5
Es seien X, Y und Z Aussagen.

a. Assoziativgesetze
e (XVY)VZ <= XV(YVZ).
o XANY)NZ <= XANYAZ).

b. Kommutativgesetze
e XVY «— YVX.
e XNY < YAX.

c. Distributivgesetze
e XANYVZ) < (XAY)V(XAZ).
e XV(YNZ) < (XVY)

>
>
<
XN

Beweis: Den Nachweis der Aquivalenzen iiberlassen wir dem Leser als Ubungsauf-
gabe. O]

Bemerkung 1.6
Eine Aussageform, die fiir jeden moglichen Wert der Variablen eine wahre Aussage
liefert, nennt man auch eine Tautologie. Die in Proposition 1.5 gezeigten Aquivalen-

zen aufgefafit als Aussageformen sind in diesem Sinne Tautologien.

Beispiel 1.7 (Nand-Gatter)

Die Digitalelektronik basiert auf den Prinzipien der Aussagenlogik. Die Bauelemente
elektronischer Schaltungen realisieren im Grunde Aussageformen, die je nach Wert
der boolschen Variablen zwei Zustéinde annehmen kénnen. Dabei kann man zei-
gen, daf alle logischen Aussagen, die wir aus den in diesem Abschnitt eingefiihrten

Operationen erstellen kénnen, sich auch mittels einer einzigen Operation gewinnen
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lassen, dem sogenannten Nand 1, die durch folgende Wahrheitstafel definiert wird:

X|Y|X1TY
W | W f
w | f w
f|lw w
f|f W

Wir iiberlassen es dem Leser, mittels Wahrheitstafeln die folgenden Aquivalenzen

Zu zeigen:
S(XAY) &= (X 1Y)
X = (X )
(X VY) = (( X)t (¥ 1Y)
(XAY) = (X T V)t (X 1Y)

Da sich die anderen Operatoren alle auf die Negation, die Disjunktion und die Kon-
junktion zuriick fiihren lassen, ist damit auch gezeigt, daf sich alle auch allein durch
das Nand ausdriicken lassen.

Bemerkung 1.8 (Griechisches Alphabet)
Es hat sich in der Mathematik eingebiirgert, neben den lateinischen auch griechi-
sche Buchstaben zu verwenden, um Objekte und Variablen zu bezeichnen, und das

werden wir immer wieder mal tun. Deshalb fiige ich hier das griechische Alphabet

an:
Aa | BS I~ Ay | Feel| Z( H n O 0v
Alpha | Beta | Gamma | Delta | Epsilon | Zeta Eta Theta
I K Kk A A M u Nv | 2¢ O o IIm
Iota | Kappa | Lambda My Ny Xi | Omikron Pi
Ppl| Yo T T Yv [ Do p|X x| V¢ Q w
Rho | Sigma Tau | Ypsilon | Phi Chi Psi Omega

Aufgaben
Aufgabe 1.9

a. Negiere die folgenden Aussagen:
(i) Jedes Auto, das am Samstag um 9:00 auf dem Parkplatz parkte, war rot.

(ii)) Mindestens ein Auto, das am Samstag um 9:00 auf dem Parkplatz parkte,

war rot.
(i) Am Samstag um 9:00 parkten rote Autos auf dem Parkplatz.
(iv) Es gibt keine grofite ganze Zahl.
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(v) Keine Regel ohne Ausnahme.
Warum ist das Sprichwort , Keine Regel ohne Ausnahme®“ in sich wider-
spriichlich?
b. Beweise oder widerlege Aussage (iv).
Aufgabe 1.10

Es seien X und Y Aussagen. Zeige die folgenden Aquivalenzen:

a. De Morgansche Regeln
. —\(X\/Y) <— X AY.
o “(XAY)<—= -XV-Y.
b. (X = f) <= X.

Aufgabe 1.11 (Nand)
Es seien X und Y zwei Aussagen.

Aufgabe 1.12
a. Driicke die folgenden Aussagen in Worten aus und, falls eine Aussage falsch

sein sollte, ersetze sie dabei durch ihre Negation.
(i) VmeN, I3neN: m=n+n,

(i) dmeN, IneN : (m#n)A(m*=n").

b. Driicke die folgenden Aussagen in Symbolen aus:
(i) Zwischen je zwei verschiedenen reellen Zahlen gibt es eine weitere reelle

Zahl.
(ii) Es gibt keine grofite Primzahl in den natiirlichen Zahlen.

Aufgabe 1.13
Welche der folgenden Schlufifolgerungen ist korrekt?

a. Falls es anfingt zu regnen, wird die Strafie nal. Aber, da die Strae nicht nafl

werden wird, wird es auch nicht regnen.

b. FEinige Politiker sind ehrlich. Einige Frauen sind Politiker. Also sind einige
weibliche Politiker ehrlich.

Aufgabe 1.14
Driicke die folgende Aussage in Worten aus:

VmeN, VnelN : m>n = dleN : m=n+L

Aufgabe 1.15 a. Negiere die folgenden Aussagen:
(i) Zu jedem Vorschlag gibt es jemanden, der den Vorschlag kritisiert.

(ii)) In manchen H&usern haben nicht alle Wohnungen flieendes Wasser.

b. Beweise oder widerlege die folgenden Aussagen:

(i) Jede ganze Zahl ist ein Vielfaches von drei.

(ii) Die Summe von je zwei ungeraden Zahlen ist gerade.
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Aufgabe 1.16
Seien X, Y und Z Aussagen. Beweise die folgende Aussage:

(XVY) = (X1X)T (V1Y)

15
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§ 2 Mengen

Definitionsversuch 2.1 (Georg Cantor)
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten, wohlunterschiedenen Ob-

jekten unserer Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die in einer

Menge zusammengefafiten Objekte nennen wir die Elemente der Menge.

Notation 2.2
a. Mengen angeben durch Auflisten der Elemente:

z.B. {1,2,5,3,4,0}
b. Mengen angeben durch Vorschreiben einer Eigenschaft:

z.B. {x | = ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}

c. Sei M eine Menge.
o x & M heiit “x ist Element von M”
o & & M heiit “x ist nicht Element von M”

d. {} und 0 bezeichnen die leere Menge, d.h. die Menge, die kein Element enthélt.

Definition 2.3 (Inklusionsrelationen)
Fiir zwei Mengen M und N definieren wir:

1) MCN i« (reM =z€N) “M ist Teilmenge von N”
9) M=N = (MCN A NCM)
< (reM & z€N)
3) M#N <= —(M=N)
< ((BzxeM:z¢N)V BzrxeN:xgM))
4) MGN <= (MCNANM#N) “M ist echte Teilmenge von N”

Beispiel 2.4
a. {1,2,5,3,4,0} = {x | z ist eine natiirliche Zahl kleiner als 6}.

b. {1,3} G {1,2,3}.
c. {1,2,1}={1,2} ={2,1}.
d. 1¢{2,3},2€{23}.

Bemerkung 2.5 (Die Zahlbereiche)
Wir setzen die folgenden Mengen in unserer Vorlesung als bekannt voraus:

e N={0,1,2,3,4,...} die Menge der natirlichen Zahlen,

o Z={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...} die Menge der ganzen Zahlen,
e )= {g ‘ p,q € ZL,qF ()} die Menge der rationalen Zahlen,

e R, die Menge der reellen Zahlen, d.h. der Dezimalbriiche.

Beachte:
N ; Z ; Q ; R.
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Im Verlauf der Vorlesung werden wir viele bekannte Eigenschaften dieser Mengen

nochmals ausfiihrlich thematisieren.

Definition 2.6 (Operationen von Mengen)
Es seien M, N, P sowie M; fiir ¢ € I Mengen.

a.
b.

C.

MNON:={z|xze MAze N} heiflt der Durchschnitt von M und N.
MUN :={z|x€ MVzxe N} heiBt die Vereinigung von M und N.

M\ N :={z|xze€ MANz & N} heiit die Differenzmenge von M und N. Wir
sagen auch M ohne N.

M x N = {(z,y) | © € M Ny € N} heiflt das kartesische Produkt von M
und N. Dabei ist (x,y) ein geordnetes Paar, und fiir zwei geordnete Paare
(x,y), (u,v) € M x N gilt

(5.9) = (w0) = (w=u A y=0v)
M und N heiflen genau dann disjunkt, wenn M NN = (), d.h. wenn sie kein

Element gemeinsam besitzen.

P=MUN <= (P=MUN A MNN=0).
Wir sagen dann, P ist die disjunkte Vereinigung von M und N.

Q3 9T 00

MJUN

ABBILDUNG 1. Durchschnitt, Vereinigung, Differenzmenge, disjunkte Vereinigung

MNic; Mi == {x | x € M; Vi € I} heifit der Durchschnitt der M;.
Uies Mi :i={x | 3iel : v € M} heiBt die Vereinigung der M;.

Wir nennen die (M;);e; dann auch eine disjunkte Zerlegung von P, und wir
sagen, die M; sind paarweise disjunkt.

Beispiel 2.7
Ist M ={1,2} und N = {e, 7, i}, so ist

M x N ={(Le),(1,7), (1,9), (2,€), (2,7), (2,7)}.

Proposition 2.8 (Einfache Rechengesetze fiir Mengenoperationen)
Es seien M, N, P Mengen.

a.

Assoziativgesetze
e (MUN)UP=MU(NUP,).
e (MNN)NP=MnN(NNP).



18 I. GRUNDLEGENDE BEGRIFFSBILDUNGEN

b. Kommutativgesetze
e MUN=NUM.
e MNN=NNM.

c. Distributivgesetze
e MN(NUP)=(MNN)U(MNP).
e MUNNP)=(MUN)N(MUP).

d. Identitatsgesetze
e MUD=M.
e MCN — MNN=M.

e. Komplementgesetze
e MCN = MU(N\M)
e MCN = MnN(N\M)

N.
0.

Beweis: a., d. und e. iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.
b. Es gilt:
MUN={z|zeMVzeN2{z|zeNVee M} =NUM
und
MNN={z|zeMAazeNY=Z{z|zecNAzeM}=NnDM.
c. Es gilt:

reMN(NUP) <=z eM NzeNUP
< zrxeMAN((xeNVzeP)

& (reM AzeN)V (x€M A z€P)

<—zrzeMNNVzeMNP
< ze(MNN)U(MNP)

und

re MMUNNP) <= zeM Ve NNP
< zxeMV (xreN ANzeP)

é)(xEM\/xGN) AN(xreMV xeP)

< zreMUNANxzeMUP
< zre(MUN)N(MUP).

Bemerkung 2.9 (Paradoxon von Russel)
Man muf$ bei der Definition von Mengen mittels Figenschaften vorsichtig sein!
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Betrachte die “Menge”
M ={X | X ist Menge N X & X}
aller Mengen, die sich nicht selbst als Element enthalten!

Angenommen, M wire eine Menge. Dann sind zwei Félle zu unterscheiden.

1. Fall: M ¢ M: Dann ist M eine Menge, die sich nicht selbst als Element
enthélt. Mithin gilt M € M aufgrund der Definition von M. Dies ist ein Wi-
derspruch.

2. Fall: M € M: Dann ist M eine Menge, die sich selbst als Element enthélt.
Mithin gilt M ¢ M aufgrund der Definition von M. Dies ist ebenfalls ein
Widerspruch.

Also kann keiner der beiden Fille auftreten, und wir haben insgesamt einen Wider-
spruch hergeleitet.

Fazit: M ist keine Menge! Auch die Menge aller Mengen gibt es nicht!

Aufgaben

Aufgabe 2.10 (De Morgansche Regeln)
Es seien M und M;, © € I, Mengen. Zeige, die de Morganschen Regeln
M\ JM; =M\ M
iel el
und

M\ (\M; =M\ M,

el il
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§ 3 Abbildungen

In diesem Abschnitt wollen wir den fiir die Mathematik zentralen Begriff der Abbil-

dung einfiihren.

Definition 3.1 (Abbildungen)
Es seien M und N zwei Mengen. Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist
eine eindeutige Zuordnung, die jedem Element z € M genau ein Element f(z) € N

zuweist. Wir werden den Begriff Funktion nur dann verwenden, wenn N = R ist.
Wir nennen M den Definitionsbereich von f und N den Ziel- oder Wertebereich.

Notation:

f:M— N:xzw— f(z).
Beachte, aufgrund der Definition einer Abbildung, gilt fiir zwei Abbildungen f :
M— Nundg: X —Y:

f=9g <= (M=XAN=Y AVzeM : f(z)=g).

Beispiel 3.2
a. Die folgenden Bilder sollen den Begriff der Abbildung graphisch veranschauli-

] e ]

| — J—

chen:

Abbildung keine Abbildung keine Abbildung

b. f:IN—N:z~ 22und g:Z — IN : x — 22 Beachte: f # ¢, da ihre
Definitionsbereiche nicht iibereinstimmen.

c. Sei f: M — N eine Abbildung und A C M. Dann heifit die Abbildung
fiarA— N:xz— f(x)
die Finschrdinkung von f auf A.
d. Sei M eine Menge. Dann heifit die Abbildung
dy M — M :z—x
die Identitdt auf M.

Definition 3.3 (Bilder und Urbilder)
Es sei f: M — N eine Abbildung, A C M und B C N.

a. Graph(f):={(z,f(x)) |z € M} C M x N heifit der Graph von f.
b. f(A):={f(x) ]|z € A} C N heifit das Bild von A unter f.

c. Im(f):= f(M) C N heiit das Bild von f.

d. f7YB):={x € M| f(z) € B} C M heifit das Urbild von B unter f.
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Beispiel 3.4
a. Wir betrachten die Abbildung f : R — R : x> 22.

ABBILDUNG 2. Graph(f) fiir f: R — R : x> z?

e Der Graph von f ist in Abbildung 2 zu sehen.

o Fir A={-1,0,1,2}ist f(A) ={0,1,4}.

e Fir B={0,1}ist f4(B) ={0,1,—1}.

e Fir B'={-1}ist f[71(B)=10.

e Im(f)={zeR|z>0}.

b. Die Abbildung nf : N — IN : z — x + 1 nennen wir die Nachfolgerfunktion.
Es gelten
Im(nf) = N\ {0}
und
Vyem(f) « nf'({y}) = {y -1}

Bemerkung 3.5 (Abbildungen und ihre Graphen)
a. Fiir zwei Abbildungen f: M — N und g : P — N gilt:

f=g <= Graph(f)= Graph(g).
b. Ist ' C M x N so, dafl
VeeM3ye N : (z,y) €T,
dann gibt es eine Abbildung f : M — N mit I' = Graph(f).

Fazit: Man hétte Abbildungen von M nach N auch als Teilmengen von M x N
definieren konnen, die die Bedingung in b. erfiillen. So wiirde man vorgehen, wenn

man die Mathematik ausgehend vom Begriff der Menge sukzessive aufbauen mdochte.

Mit dieser Beschreibung sieht man iibrigens sehr schon, daf es fiir jede Menge M
genau eine Abbildung f : ) — M gibt, und daf es fiir eine nicht-leere Menge M
keine Abbildung f : M — () geben kann.
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Definition 3.6 (Injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sei f: M — N eine Abbildung.

a. [ heiit genau dann injektiv, wenn

Vo, e M : f(z)=f(2) = z=1".
b. f heifit genau dann surjektiv, wenn
Vye NJxzeM : f(z)=uy,
d.h. wenn Im(f) = N.

c. f heifit genau dann bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.
Bemerkung 3.7 (Injektiv, surjektiv, bijektiv)
Es sei f: M — N eine Abbildung.

a. Ist y € N und x € M mit f(x) =y, so nennen wir z ein Urbild von y unter f.

b. Es gelten:
e fist injektiv <= jedes y € N hat héchstens ein Urbild.
e fist surjektiv <= jedes y € N hat mindestens ein Urbild.
e fist bijektiv <= jedes y € N hat genau ein Urbild.

injektiv nicht injektiv
‘ |
surjektiv nicht surjektiv bijektiv

Beispiel 3.8

a. Die Nachfolgerfunktion nf : N — IN : x — x + 1 ist injektiv, aber nicht
surjektiv. Denn, z + 1 = nf(z) = nf(y) = y + 1 fir x,y € N impliziert z = y,
und 0 & Im(f).

b. ¢:7Z — IN : 2+ 22 ist nicht injektiv.
Denn, fir x =1# —1 =y gilt g(x) = g(1) =1 =g(-1) = g(y).

c. Die Abbildung id;; ist bijektiv fiir jede Menge M.
Denn, fiir y € M gilt idy/(y) = v, so daBl idy, surjektiv ist, und fir z, 2" € M
mit idys(z) = idy(2') gilt @ = 2/, so daB idy; injektiv ist.

d. Ist f: M — N injektiv, so ist die Abbildung M — Im(f) : z — f(z)
offenbar bijektiv.
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Definition 3.9 (Komposition von Abbildungen)
Seien f: M — N und g : N — P zwei Abbildungen. Die Abbildung

gof:M — P:xw g(f(x))
heilt die Komposition oder Verkettung von f und g.
Beispiel 3.10
Seien f :R— R:z~2?und g: R — R: 2+ x + 1. Dann gilt
(9o f)z) = g(f(x)) = g(a*) = 2* + 1
und
(fog)(x) = flg(x) = flz+1) = (z+ 1) =2 + 22 + 1.
Man beachte, daf§ die Abbildungen g o f und f o g nicht gleich sind, da (go f)(1) =
2#4=(fog)1)
Proposition 3.11 (Assoziativitat der Komposition)
Seien f: M — N, g: N — P und h: P — @ Abbildungen. Dann gilt

(hog)of=ho(gof).
Wir schreiben deshalb auch kurz hogo f.

Beweis: Da die Definitions- und Zielbereiche der beiden Funktionen iibereinstim-
men, reicht es, die Abbildungsvorschrift zu iiberpriifen. Sei dazu = € M. Dann gilt

((hog)o f)(@) = (hog)(F®)) = h(g(F@)) = h((go F)lx)) = (ko (g0 1)) ().
Dies zeigt die Behauptung. O]

Satz 3.12 (Bijektivitdt = Existenz einer Umkehrabbildung)
FEs sei f: M — N eine Abbildung.

a. f st genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert, so dafs
go f=idy und fog=idy.

b.  Die Abbildung g in Teil a. ist dann eindeutig bestimmt und bijektiv. Wir nennen
sie die Inverse oder Umkehrabbildung von f und bezeichnen sie mit f=1.

Beweis:

a. ?«<=": Wir wollen zunéchst zeigen, dafl f surjektiv ist. Sei dazu y € N
gegeben. Setze z := g(y) € M. Dann gilt

f@)=f(9(y) = (fog)(y) =idn(y) = y.
Also ist f surjektiv.

Dann wollen wir zeigen, dafl f injektiv ist. Seien dazu z,x’ € M mit
f(z) = f(2') gegeben. Dann gilt

v =idy(z) = (g0 N)2) = g(f(2)) = g(J(@) = (g0 N(2) = idu(a) = "
Also ist f injektiv.
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”=": Da f bijektiv ist, gibt es fiir jedes y € N genau ein Urbild z, € M
von y unter f, d.h. f(x,) = y. Wir definieren nun eine Abbildung
g:N— M:y—z,.

Dann gilt zunéchst fiir y € N

(fog)y) = f(9(y) = f(z,) =y =idn(y).

Also ist fog=idy.
Zudem gilt fir x € M und y := f(z) € N

fxy) =y = f(x).

Da f injektiv ist, folgt daraus = x,, und wir erhalten

(9o f)(@) =g(f(x)) = g(y) = 2, = v = idy(2).
Damit ist auch g o f = id); gezeigt.
b. Sei h: N — M eine zweite Abbildung mit ho f =idy; und foh = idy. Dann
gilt firy € N

fla) = (feg)(y) =idn(y) = (foh)(y) = f(h(y)).

Da f injektiv ist, folgt mithin g(y) = h(y), und somit g = h. Die Eindeutigkeit

von ¢ ist also gezeigt. Auflerdem ist g nach Teil a. auch bijektiv.

Beispiel 3.13
Die Abbildung f : R — R : x + 2241 ist bijektivmit f ' : R — R:y %-y—%.

Denn fiir y € R gilt

1 1

(o =2 (5u-3) +1=y=ida)

und fiir x € R gilt

(f o f)a) =5 (2r+1) — 5 =7 = ida(a)

Die Behauptung folgt also aus Satz 3.12.
Proposition 3.14 (Injektivitéit, Surjektivitit, Bijektivitat unter Komposition)
Seien f: M — N und g : N — P zwei Abbildungen.

a. Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.

b. Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv.

c. Sind f und g bijektiv, so ist g o f bijektiv.
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Beweis: a. Seien x,2’ € M mit (go f)(z) = (go f)(2'). Dann gilt

9(f(@)) = (go f)(x) = (go f)(2') = g(f(z)).
Da g injektiv ist, ist f(z) = f(2'), und da f injektiv ist, ist auch z = 2’. Also
ist g o f injektiv.

b. Sei z € P. Da g surjektiv ist, gibt es ein y € N mit g(y) = z, und da f surjektiv
ist, gibt es ein x € M mit f(x) = y. Die Surjektivitidt von go f folgt dann aus

(go f)(x) =g(f(x)) =g(y) = =
c. Wegen a. ist g o f injektiv und wegen b. ist g o f auch surjektiv, also bijektiv.
O

Aufgaben

Aufgabe 3.15
Ist f: M — N eine surjektive Abbildung und y € N, so ist
g: M\ ({yh) — N\ {y} a2 f(2)
eine surjektive Abbildung.
Aufgabe 3.16
Es sei f: M — N eine injektive Abbildung, ' € M und ¢ = f(2’) € N.
a. Dannist g: M\ {z'} — N\ {¢y'} :  — f(x) eine injektive Abbildung.
b. Ist f bijektiv, so ist g auch bijektiv.
Aufgabe 3.17
Fiir eine Abbildung f : M — N, M # (), beweise man die folgenden Aussagen:
a. f ist injektiv <= dg: N — M, so dass go f = idy,.
b. f ist surjektiv <= dg: N — M, so dass f o g =idy.
Aufgabe 3.18
Untersuche ob die folgenden Abbildungen injektiv, surjektiv oder bijektiv sind:
a. fi:R— R: x+—32x+2
b. fo:Z —7: x+— 3x+2
c. fs:RxR—RxR: (z,y)+— (zy,xz+1)
d fi:RxR—RxR: (z,y) — (x — 2y,22 + y)

Aufgabe 3.19

Seien M, N zwei nicht-leere Mengen und f : M — N eine Abbildung. Formuliere
die folgende Aussage in Quantorenschreibweise und beweise sie:

f ist genau dann surjektiv, wenn fiir alle nicht-leeren Mengen X und fiir alle Abbil-
dungen g: N — X und h: N — X aus go f = h o f schon g = h folgt.
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Aufgabe 3.20
Seien L, M, N Mengen und f : L — M, g: M — N Abbildungen. Beweise oder
widerlege - durch Gegenbeispiel - die folgenden Aussagen:

a. Ist go f injektiv, so ist g injektiv.

b. Ist go f injektiv, so ist f injektiv.

c. Ist go f surjektiv, so ist g surjektiv.

d. Ist go f surjektiv, so ist f surjektiv.
Aufgabe 3.21
Seien M, N Mengen, A, Ay C M und B, By, B, C N Teilmengen und f: M — N
eine Abbildung. Beweise die folgenden Aussagen:

a. f7U(BiNBy) = f1(B1)N f(Ba).

b f(f7Y(B)) € B.

d. f(A1NA) C f(A) N f(Ag).

Gib auflerdem konkrete Beispiele dafiir an, dass in b. und d. keine Gleichheit gilt.
Aufgabe 3.22

Gib fiir die folgenden Abbildungsvorschriften die maximale Teilmenge von R an,
die als Definitionsbereich in Frage kommt, und berechne jeweils auch das Bild der
Abbildung:

a. fx) =,

b. g(z) =2*—4,

c. hx)=+/(go N)w),
d. k(z) = ﬁ.

Aufgabe 3.23
Bestimme die Menge (hogo f)™'(B) fir B={z € R |z > 3} und

frR—RxR:2— (z,2—2),

1,z -y), wenn r >
g:RxR—ZxR:(z,y) — ( 2 Y
(—=1,x-y), wennzx <y,

h:ZxR— R:(z,x)— 2"
Aufgabe 3.24
Uberpriife die folgenden Abbildungen auf Injektivitit, Surjektivitit und Bijektivitit:

.
ZB2+1 ’

b. g:R\{0} — R\ {0}:z— L,

a. f:R—R:z—
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c. h:RxR-—R:(z,y)—2z+y,
d E:RxR—RxR:(z,y)— (z+y,x—1y).

Zeige oder widerlege jeweils, dal die Abbildung die jeweilige Eigenschaft besitzt,
und gib im Falle der Bijektivitédt auch die Umkehrabbildung an.
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§ 4 Vollstindige Induktion

Ausblick 4.0 (Beweisen in der Informatik)

Wir lernen in diesem Abschnitt ein wichtiges Beweisverfahren in der Mathematik
kennen, die vollstindige Induktion. Andere Beweistechniken wie den direkten Beweis
und die Kontraposition haben wir schon zuvor kennen gelernt. Auch fiir Informatiker

gehort das Beweisen zum Alltagsgeschéaft:

e Liefert das Protokoll das, was es liefern soll?
e Ist der Algorithmus korrekt?

e Terminiert er (in endlicher Zeit)?

Bemerkung 4.1 (Prinzip der vollstiandigen Induktion)
Die folgende Eigenschaft der natiirlichen Zahlen ist uns wohl vertraut:

Addiert man zur Zahl 0 sukzessive die Zahl 1, so erhédlt man nach und

nach alle natiirlichen Zahlen.

Man nennt sie das Prinzip der vollstindigen Induktion.

Mit Hilfe der Nachfolgerfunktion nf : N — IN : n — n + 1 konnen wir die Eigen-
schaft auch wie folgt formulieren:

[st M CNmit0e MundvVneM : n+1=nf(n) € M,soist M =N.

Daraus leitet sich das im folgenden Satz formulierte Beweisprinzip fiir Aussagen ab,
die von einer natiirlichen Zahl abhédngen.

Satz 4.2 (Prinzip der vollstdndigen Induktion)
Sei A(n) eine Aussageform mit zulissigen Werten n € IN.
Falls A(0) wahr ist und A(n) = A(n+1) wahr ist, so ist A(n) wahr fir alle n € IN.

Beweis: Setze M := {n € IN | A(n) wahr}. Nach Voraussetzung gilt dann 0 € M
und fiir n € M folgt n +1 € M. Aus dem Prinzip der Vollstdndigen Induktion in
Bemerkung 4.1 folgt dann M = IN. Also ist A(n) wahr fiir alle n € N, O]

Bemerkung 4.3

Man beachte, um den Schluf§ A(n) = A(n + 1) als wahr zu erweisen, reicht es,
den Fall zu betrachten, dafl A(n) wahr ist, da andernfalls der Schluf§ ohnehin den
Wahrheitswert wahr tragt.

Wir nennen:
e “A(0) wahr” den Induktionsanfang,

o “A(n) wird als wahr vorausgesetzt” die Induktionsvoraussetzung und

o “A(n) = A(n+1)” den Induktionsschluf.
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Beispiel 4.4
Die Zahl n® — n ist fiir jedes n € IN durch 6 teilbar.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch vollstandige Induktion und formulieren dazu

zunédchst unsere Aussageform A(n):

A(n) : Es gibt ein k € N mit n®> —n =6 k.

Induktionsanfang: n =0: 0> —0=0=6-0. Also ist .A(0) wahr.

Induktionsvoraussetzung: Wir setzen voraus, dafi A(n) wahr ist, d.h. es gibt
ein k€ Nmitn®> —n==6-k.

Induktionsschritt: n — n + 1: Man beachte, dafl eine der beiden Zahlen n oder
n + 1 gerade sein muf, und dafl deshalb die Zahl n - (n 4 1) gerade ist. Es gibt
also eine natiirliche Zahl I € N mit n- (n+ 1) = 2-[. Damit erhalten wir dann

n+1)P—m+1)=mn*-n)+3-n-(n+1)=6k+6l=06-(k+1).
Wir haben also gezeigt, dafi A(n + 1) wahr ist.

Also ist A(n) wahr fiir alle n € IN, und das heiit, dal n® — n stets durch 6 teilbar
ist. O

Bemerkung 4.5 (Varianten der vollstdndigen Induktion)
a. Alternativer Induktionsanfang:
Statt n = 0 als Induktionsanfang zu wéhlen, kann eine beliebige ganze Zahl
no € Z als Induktionsanfang dienen. Man erhélt dann, dal A(n) wahr ist fiir
alle n > ng. Denn, man erhélt alle ganzen Zahlen n > ng, indem man zu ng

sukzessive 1 addiert.

b. Alternative Induktionsvoraussetzung:
Im Induktionsschritt schliefen wir von A(n) auf A(n + 1), d.h. wir setzen nur
A(n) als richtig voraus und schlieBen daraus die Korrektheit von A(n + 1).
Stattdessen konnen wir auch A(k) fir & = ng,...,n als richtig voraussetzen
und auf A(n + 1) schlieBen (wobei A(ng) der Induktionsanfang sein soll). Das
ist manchmal hilfreich.

Bemerkung 4.6 (Vollstdndige Induktion ist ohne Induktionsanfang wertlos.)

Bei einem Induktionsbeweis ist es meist weit leichter, den Induktionsanfang zu zeigen
als den Induktionsschluf. Man sollte diesen aber auf keinen Fall vernachléssigen, da
ein Beweis mittels Induktion ohne Induktionsanfang schlicht kein Beweis ist.

Wir wollen dies an folgendem Beispiel demonstrieren. Wir betrachten dazu die Aus-
sageform

An):3keN : 10" =3k,
d.h. jede Potenz von 10 ist durch 3 teilbar. Wollte man dies durch vollstéandige
Induktion beweisen, wire der Induktionsschlufl leicht zu fithren. Man nimmt dazu
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an, die Aussage sei fiir eine natiirliche Zahl n schon gezeigt, d.h. es gibt ein k € IN
mit
10" =3k
und folgert dann, dafl auch
10" =10"-10 = (3- k) - 10 = 3 - (10k)

ein Vielfaches von 3 ist. Die Korrektheit des Schlusses allein reicht aber nicht aus,
um die Aussage auch nur fiir eine einzige natiirliche Zahl n zu zeigen. Solange wir
nicht mindestens eine natiirliche Zahl gefunden haben, fiir die die Aussage korrekt
ist und die uns dann als Induktionsanfang dient, ist der Beweis unvollstandig. Einen
solchen Induktionsanfang werden wir im vorliegenden Beispiel aber nicht finden,

weil schlicht keine Potenz von 10 durch 3 teilbar ist!

Das Beispiel sollte auch noch mal verdeutlichen, dafl der Beweis der Korrektheit des
Schlusses “A(n) = A(n+1)" nicht bedeutet, dafi A(n+ 1) wahr ist! Dies folgt nur,
wenn A(n) wirklich wahr ist, nicht aber, wenn A(n) falsch ist, was der Korrektheit
der SchluBfolgerung an sich keinen Abbruch tut!

Aufgaben

Aufgabe 4.7
Zeige, daB 3"t — 3 fiir jede natiirliche Zahl n € IN durch 6 teilbar ist.

Aufgabe 4.8
Es sei a € N eine natiirliche Zahl. Zeige, daf§ dann a
n € IN durch 6 teilbar ist.

Aufgabe 4.9

. . T . 1 1 1 1 ..
Beweise mittels vollsténdiger Induktion Atst o tastE> V/n fiir alle
n > 2.

Aufgabe 4.10
Beweise die folgenden Aussagen mittels vollstdandiger Induktion:

2ntl _ g fiir jede natiirliche Zahl

a. Firn>2gilt [T (1-1) =1
k=2

b. FirneNgilt > (k+1)-(}) =2"" (n+2).
k=0

.. . 4n (2n)!
c. Firn > 2 gilt ot < n2

d. Fiirne N gilt 3 (=1)"* - &2 = (3.
k=1
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§ 5 Michtigkeit von Mengen

A) Endliche Mengen

Definition 5.1 (Die Méchtigkeit von Mengen)

a.

Wir nennen eine Menge M endlich, wenn sie nur endlich viele Elemente enthélt.
In diesem Fall bezeichnen wir mit #M = |M| die Anzahl an Elementen in
M und nennen die Zahl die Mdchtigkeit von M. Enthélt M unendlich viele
Elemente, so nennen wir M unendlich und setzen #M := | M| := oo.

Zwei Mengen M und N heiflen gleichmdchtig, wenn es eine bijektive Abbildung
f: M — N gibt.

Eine Menge heifit abzdihlbar unendlich, wenn sie gleichméchtig zu IN ist.

Eine Menge heif3t iberabzihlbar, wenn sie weder endlich noch abzéhlbar unend-
lich ist.

Fiir zwei ganze Zahlen m,n € Z bezeichnen wir mit
{m,....n}={keZ|m<k<n}

die Menge der ganzen Zahlen zwischen m und n. Man beachte, daf3

{m,...,n} =10, wenn m > n.

Bemerkung 5.2 (Einfache Eigenschaften der Méchtigkeit endlicher Mengen)

a.

b.

C.

Ist eine Menge endlich und enthélt genau n Elemente, so konnen wir die Ele-
mente in M abzéhlen, etwa x1, zo, x3, ..., z, und wir erhalten so eine bijektive
Abbildung

fAL....n} — M :i—x;.
Umgekehrt erlaubt eine solche Abbildung, die Elemente von M abzuzéhlen und
wir erhalten |M| = n. Damit sehen wir, dafl eine Menge genau dann endlich
von Méchtigkeit n ist, wenn es eine Bijektion von {1,...,n} nach M gibt.

Ist M endlich und A C M, so ist auch A endlich und |A| < |M].
Ist M = AU B eine endliche Menge, so gilt |M| = |A| + |B|.

Wir wollen den in Bemerkung 5.2 angedeuteten Zusammenhang zwischen der

Méchtigkeit einer endlichen Menge und der Existenz von Abbildungen mit bestimm-

ten Eigenschaften im folgenden Satz vertiefen.

Satz 5.3
Es seien M und N zwei nicht-leere endliche Mengen.

a.

b.

Genau dann gilt |M| < |N|, wenn es eine injektive Abbildung f : M — N gibt.

Genau dann gilt |M| > |N|, wenn es eine surjektive Abbildung f : M — N
qibt.

Genau dann gilt |M| = |N|, wenn es eine bijektive Abbildung f : M — N gibt.
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Beweis: Es seien M = {z1,...,z,} und N = {y1,...,y,} mit paarweise verschie-
denen Elementen z; # x; fiir i # j und y; # y; fiir i # j. Es gilt |[M| =m > 0 und
IN| =n>0.

a. Ist m < n, so definiere f : M — N durch f(z;) = y; fir i = 1,...,m. Dann
gilt fir é,7 € {1,...,m} mit i # j

f(xi) =yi # yj = f(x).
Mithin ist f injektiv.
Ist umgekehrt f : M — N eine injektive Abbildung, so gilt f(M) =
{f(x1),..., f(xn)} € N eine Teilmenge von paarweise verschiedenen Elemen-
ten. Mithin enthélt N mindestens m Elemente, und folglich gilt m < n.

b. Ist m > n, so definiere f : M — N durch f(z;) = y; fir ¢« = 1,...,n und
f(z;) =y fiir t =n+1,...,m. Dann gilt offenbar f(M) = {y1,...,yn} = N
und f ist surjektiv.

Ist umgekehrt f : M — N eine surjektive Abbildung, so gilt
{y1,-.syn} = N = f(M) = {f(z1),..., f(zn)}. Mithin enthilt die Menge
{f(z1),..., f(xy)} auch n verschiedene Elemente, und folglich ist m > n.

c. Die Riickrichtung folgt unmittelbar aus den ersten beiden Teilen. Fiir die Hin-

richtung beachte man, dafl die in a. und b. definierten Abbildungen im Fall

|M| = |N| iibereinstimmen und somit bijektiv sind.

Bemerkung 5.4 (Schubfachprinzip)

Die Kontraposition von Teil a. in Satz 5.3 nennt man auch das Schubfachprinzip:
wenn f : M — N eine Abbildung ist und |[M| > |N| gilt, dann ist f nicht injektiv.
Ubersetzt, wenn man m > n Gegenstinde auf n Schubficher verteilen mochte, dann

mufl man in mindestens ein Schubfach zwei legen.

Beispiel 5.5
In einem Raum mit 13 Personen haben mindestens zwei im selben Monat Geburts-
tag.
Aus Satz 5.3 leitet sich zudem unmittelbar ab, daf fiir Selbstabbildungen endlicher
Mengen die Begriffe injektiv, surjektiv und bijektiv zusammen fallen.
Korollar 5.6 (Injektiv = surjektiv = bijektiv fiir gleichméchtige endliche Mengen)
Es seien M und N endliche Mengen mit |M| = |N|. Dann sind die folgenden Aus-
sagen fir eine Abbildung f : M — N dquivalent:

a. [ ist injektiv.

b. f ist surjektiv.

c. f ist bijektiv.
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Beweis:

a. = b.: Angenommen, f wire nicht surjektiv, dann gibt es ein

y € N\ Tm(f)
und mithin ist
Im(f) € N\ {y}.
Da f injektiv ist, ist g : M — Im(f) :  — f(z) nach Beispiel 3.8 bijektiv, so
dafl mit Satz 5.3
M| = [ Im(f)] < [N| =1 < [N| = |M]

folgt, was ein offensichtlicher Widerspruch ist. Mithin muf8 f surjektiv sein.
b. = c.: Wir miissen zeigen, dal f injektiv ist. Dazu nehmen wir an, f sei
nicht injektiv. Dann gibt es z,2’ € M mit x # 2’ und y := f(x) = f(2'). Die
Abbildung
he M\ {yh) — N\ {y} 2 f(2)
ist nach Aufgabe 3.15 surjektiv. Mithin gilt nach Satz 5.3

Vor.

M= 12 [N = 1= [N\ {g}] £ M\ S ()] < M fo'}| = [M] -2,

was offenbar ein Widerspruch ist. Mithin mufl f injektiv sein.
c. = a.: Jede bijektive Abbildung ist auch injektiv, also ist f injektiv.

Damit haben wir die Aussage durch einen RingschlufS gezeigt. O]

B) Das Cantorsche Diagonalisierungsverfahren

Nachdem wir uns bislang im wesentlichen mit endlichen Mengen beschéftigt ha-
ben, wollen wir uns nun unendlichen Mengen zuwenden und dabei zeigen, dafl es
unterschiedliche Qualitdten der Unendlichkeit gibt.

Proposition 5.7 (Cantorsches Diagonalverfahren)

Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar unendlich.

Beweis: Wir zeigen, wie man mit Hilfe des Cantorschen Diagonalverfahrens eine
bijektive Abbildung von IN nach ) konstruiert.

Dazu listen wir die rationalen Zahlen zunéchst wie folgt auf

0—-1 13 11
A e
0 -1 11 1

2 3 4 5
2/2/2‘/2 2
2 3 4 5
L
9 2 2 _2 _2
2 3 4 5
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und laufen sie dann wie angedeutet entlang der Pfeile ab. Dabei sammeln wir jede
rationale Zahl, die mehrfach vorkommt, nur bei ihrem ersten Auftreten auf. Auf dem
Weg erhalten wir eine bijektive Abbildung von IN nach Q. O]

Proposition 5.8 (R ist iiberabzihlbar.)
Die Menge R der reellen Zahlen ist tiberabzihlbar.

Beweis: Auch dies zeigen wir mit Hilfe einer Variante des Cantorschen Diagonal-

verfahrens.

R ist sicherlich nicht endlich. Ware R abzédhlbar unendlich, so gébe es eine bijektive
Abbildung ¢ : N — R, und wir schreiben dann ¢(7), i € N, in Dezimaldarstellung
(siche auch Satz 12.45):

90(0) = Qo,—py @0,—po+1 --- @00, Qo1 Qo2 Qo3
ip(l) = Q1,—p; A1,—p;+1 ... G10, G11 Q12 Q13
90(2) = Q2,—p, A2_p,+1 ... Q20, G21 G22 Q23

Dann setzen wir a := agg, a11a22a33 - -+ € R, d. h. a ist diejenige Zahl, die in obiger
Aufzéhlung durch die unterstrichenen Diagonalelemente gegeben ist. Nun dndern
wir jede der Ziffern von a ab (etwa b; = 2, falls a; = 0 und b; = 0 sonst) und
erhalten eine Zahl

b = boo, b11b22bsz - - - € R,
mit a; # by fir alle ¢ € IN. Da ¢ bijektiv ist, gibt es ein ¢ € IN mit ¢(i) = b, also
a; = by;, im Widerspruch zur Konstruktion von b. (Wir miissen noch beriicksichtigen,
daf3 0,9999--- = 1, was aber die einzige Zweideutigkeit der Dezimaldarstellung ist,
und dieser weichen wir durch unsere Wahl der b;; aus.) Also ist R iiberabzdhlbar. [

Bemerkung 5.9 (Kontinuumshypothese)

Da @ und R nicht gleichméchtig sind und Q eine Teilmenge von R ist, stellt sich
ganz natiirlich die Frage, ob es eine Menge M mit Q ;Cé M ; R gibt, die weder
zu QQ noch zu R gleichméchtig ist. Es hat lange gedauert, bis man feststellen muf3-
te, dal die Frage auf der Grundlage des allgemein anerkannten Axiomensystems
der Mengenlehre von Zermelo-Fréankel nicht entscheidbar ist. Man hat nun also die
Wahl, als neues Axiom hinzuzufiigen, dafl es eine solche Menge gibt, oder auch,
daBl es keine solche Menge gibt. Die lange bestehende Vermutung, dafl man schon
mit den iibrigen Axiomen beweisen kénnte, dafl es keine solche Menge gibt, ist als
Kontinuumshypothese bekannt.

C) Potenzmengen

Definition 5.10 (Potenzmenge)
Es sei M ein eine Menge. Wir nennen die Menge

P(M) = {A|AC M}
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aller Teilmengen von M die Potenzmenge von M.

Beispiel 5.11

PO)={0}, P({1}) ={0.{1}}, P12} ={0,{1},{2},{1.2}}.
Proposition 5.12 (Potenzmengen endlicher Mengen)

Sei M eine endliche Menge mit n = |M|, so ist |P(M)| = 2™.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 0: Dann ist M = () und P(M) = {0} hat genau 1 = 2°
Elemente.

Induktionsschritt: n +— n 4+ 1: Sei also |M| = n + 1. Wir wéhlen ein y € M
und setzen N = M \ {y}, so dal |N| = |M| — 1 = n. Die Potenzmenge P (M)
148t sich nun wie folgt disjunkt aufspalten:

P(M)={ACM|ygA}U{AC M |ye A}
Dabei ist

{ACM|yg A} ={AC M|ACN}=P(N)
und
{ACM|ye A} ={BU{y} CM|BCN}={BU{y} CM|BePN)}
Beide Mengen sind offenbar gleichméchtig zu P(N), und nach Induktionsvor-
aussetzung gilt |P (V)| = 2". Insgesamt erhalten wir also

[P(M)| = 2" 4 2" = 2",

Damit folgt die Aussage mittels Induktion. O]

Aufgaben

Aufgabe 5.13
Die Menge 7 der ganzen Zahlen ist abzahlbar unendlich.

Aufgabe 5.14
In einer Gruppe mit mindestens zwei Personen gibt es mindestens zwei, die dieselbe

Anzahl an Personen in der Gruppe kennen.

Aufgabe 5.15
Sei M eine Menge und N := {g | g : M — {0,1} Abbildung}. Zeige, die Menge N
ist gleichméchtig zur Potenzmenge P(M).
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§ 6 Aquivalenzrelationen

Ausblick 6.0 (Relationen in der Informatik)

In diesem Abschnitt und in Abschnitt 8 beschéftigen wir uns mit speziellen Typen
von Relationen. Eine Relation stellt eine Beziehung zwischen den Elementen einer
Menge mit den Elementen einer anderen Menge her. Dieses Prinzip spielt in der
Informatik etwa bei relationalen Datenbanken eine wichtige Rolle. Fiir ein simples

Beispiel siehe etwa
http://wikis.gm.fh-koeln.de/Datenbanken /Kartesisches-Produkt

Aquivalenzrelationen stellen ein sehr wichtiges Ordnungs- und Konstruktionsprin-
zip innerhalb der Mathematik dar, das im Verlauf der ersten Semester an einigen
zentralen Stellen benétigt wird, etwa im Zusammenhang mit Faktorrdumen, der
Aquivalenz von Matrizen oder der Konjugation von Matrizen und der Jordanschen

Normalform.

A) Aquivalenzrelationen und Aquivalenzklassen

Definition 6.1 (Relation)
Seien M und N zwei Mengen, so nennen wir jede Teilmenge R C M x N eine
Relation zwischen M und N.

Bemerkung 6.2
Ist R eine Relation zwischen M und N, x € M und y € N, so wollen wir sagen
x steht in Relation zu y beziiglich R, wenn (z,y) € R. Die Menge R legt also fest,
wann zwei Elemente in Relation zueinander stehen. Wir schreiben auch xRy statt
(z,y) € R.
Beispiel 6.3 (Abbildungen als Relationen)

a. Der Graph einer Abbildung f : M — N ist ein Beispiel einer Relation, bei

der jedes x € M zu genau einem y € N in Relation steht.

b. Ist M die Menge der Horer der Vorlesung und N die Menge der in Tiibingen
studierbaren Facher, so ist

R={(x,y) € M x N | z studiert y}

eine Relation zwischen M und N, die ganz sicher nicht Graph einer Funktion
ist.
Bemerkung 6.4 (Motivation des Begriffs Aquivalenzrelation)
Der folgende Begriff der Aquivalenzrelation bereitet den Studenten oft extreme
Schwierigkeiten. Dabei liegt auch ihm ein ganz einfaches Prinzip zugrunde, das wir

zunéchst an einem Beispiel erldutern wollen.

Die Gesamtheit aller Schiiler einer Schule werden von der Schulleitung zwecks sinn-
voller Organisation des Unterrichts in Schulklassen eingeteilt. Dabei achtet die Schul-

leitung darauf, daf jeder Schiiler zu einer Schulklasse gehort und auch nur zu dieser
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einen. Etwas mathematischer ausgedriickt, die Schulleitung teilt die Menge S der
Schiiler in paarweise disjunkte Teilmengen K;, i =1,...,k, ein, so dafl wir anschlie-
Bend eine disjunkte Zerlequng

k
S:Um
=1

der Menge S in die Schulklassen Kj,..., K haben. Dabei kann man fiir die Zu-
gehorigkeit der Schiiler Alfred, Ben und Christoph zu einer Schulklasse folgendes
feststellen:

1) Alfred gehort zu einer Schulklasse.

2) Wenn Alfred in derselben Schulklasse ist wie Ben, dann ist Ben auch in dersel-
ben Schulklasse wie Alfred.

3) Wenn Alfred in derselben Schulklasse ist wie Ben und wenn zugleich Ben in der-
selben Schulklasse ist wie Christoph, dann ist auch Alfred in derselben Schul-
klasse wie Christoph.

Diese Aussagen sind so offensichtlich, daff man kaum glauben mag, dafl es einen
tieferen Sinn hat, sie zu erwdhnen. Aber nehmen wir fiir einen Augenblick an, die
Schulleitung hat ihre Einteilung der Schiiler vorgenommen und fiir jede Schulklasse
eine Liste mit den Namen der Schiiler erstellt, die zu dieser Schulklasse gehoren
sollen. Nehmen wir ferner an, die Schulleitung hat noch nicht iiberpriift, ob jeder
Schiiler in genau einer Schulklasse eingeteilt ist. Dann behaupte ich, wenn man in den
drei Aussagen 1)-3) die Schiiler Alfred, Ben und Christoph durch beliebige Schiiler
ersetzt und die Aussagen richtig sind fiir jede Kombination der Schiilernamen, dann
ist sichergestellt, dafl auch jeder Schiiler in genau einer Schulklasse eingeteilt ist.

Als Mathematiker suchen wir nach moglichst einfachen Regeln, denen die Einteilung
der Schulklassen geniigen muf}; um sicherzustellen, dafl sie wirklich eine disjunkte
Zerlegung von S ist, d.h. dafl wirklich jeder Schiiler in genau einer Schulklasse ist,
und die Regeln 1)-3) sind genau die Regeln, die wir dazu brauchen. Wenn wir nun
die Zugehorigkeit zweier Schiiler x und y zur selben Klasse verstehen als “x steht in
Relation zu y”, dann definieren uns die drei Regeln 1)-3) zudem eine Teilmenge von
S x S, namlich die Relation

R ={(z,y) € S x S| z ist in derselben Schulklasse wie y}.
Die Regeln 1)-3) lassen sich fiir Schiiler z,y, z € S dann wie folgt formulieren:

o (z,x) € R.
e Wenn (z,y) € R, dann ist auch (y,z) € R.
e Wenn (z,y) € R und (y,2) € R, dann ist auch (z,2) € R.

Eine solche Relation nennt man eine Aquivalenzrelation, man nennt Schiiler dersel-
ben Schulklasse dquivalent und die Schulklassen nennt man dann auch Aquivalenz-
klassen.
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Wir fithren den Begriff der Aquivalenzrelation nun fiir beliebige Mengen ein.

Definition 6.5 (Aquivalenzrelation)
Es sei M eine Menge. Eine A quivalenzrelation auf M ist eine Teilmenge R C M x M,
so daf fiir alle x,y, z € M gilt:

R1: (z,2) € R, (“Reflexivitét”)
R2: (z,y) ¢ R = (y,z) € R, (“Symmetrie” )
R3: (z,y),(y,2) € R = (z,2) € R. (“Transitivitat”)

Bei Aquivalenzrelationen hat sich eine alternative Schreibweise zu (z,7) € R durch-

gesetzt, die auch wir im folgenden verwenden wollen.

Notation 6.6 (Schreibweise ~ fiir Aquivalenzrelationen)
Aquivalenzrelationen werden oft eher mit Symbolen wie ~ statt Buchstaben wie R
bezeichnet. Mit der Schreibweise aus Bemerkung 6.2 gilt dann

r~y <= (1,y) E~

und die drei Axiome in Definition 6.5 lassen sich wie folgt formulieren. Fiir z,y, 2z €
M soll gelten:

R1: z ~ x, (“Reflexivitét”)
R2:z~y = yn~uz, (“Symmetrie” )
R3:x~yy~z = x~ 2z (“Transitivitat”)

Definition 6.7 (Aquivalenzklassen)
Es sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir z € M heit die
Menge
T:={yeM|y~ux}
die Aquivalenzklasse von . Jedes y € T heiBt ein Reprisentant der Klasse Z. Mit
M/ ~:={z|zeM}
bezeichnen wir die Menge der Aquivalenzklassen modulo der Aquivalenzrelation ~.

Beispiel 6.8 (Der Abstand vom Ursprung als Aquivalenzrelation)

Wir betrachten die Menge M = R? der Punkte in der reellen Zahlenebene und
wir bezeichnen mit |P| den Abstand von P zum Ursprung (0,0). Fiir zwei Punkte
P, Q) € M definieren wir

P ~Q <« [Pl=]|Q]

d.h. wir nennen die Punkte dquivalent, falls ihr Abstand zum Ursprung gleich ist.

Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation.

R1: Sei P € M, dann ist |P| = |P|, also P ~ P.
R2: Falls P,Q € M mit P ~ @, dann ist |P| = |@Q| und somit auch |Q| = |P|.
Damit gilt aber Q ~ P.
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R3: Falls P,Q, R € M mit P ~ Q und @ ~ R, dann gilt |P| = |Q| und |Q| = |R].
Aber damit gilt auch |P| = |R| und somit P ~ R.

Die Aquivalenzklasse
P={QeM||Q=I|P[}

von P € M ist der Kreis um den Ursprung vom Radius |P|.

B) Aquivalenzrelationen und disjunkte Zerlegungen

Wir haben anfangs behauptet, dafi die drei Axiome einer Aquivalenzrelation si-
cherstellen, daf die zugehorigen Aquivalenzklassen eine disjunkte Zerlegung von M
induzieren, und umgekehrt, daf jede disjunkte Zerlegung eine Aquivalenzrelation
mit sich bringt. Dies wollen wir im Folgenden beweisen. Dazu sollten wir zunéchst
den Begriff disjunkt kléren.

Proposition 6.9 (Die Aquivalenzrelation zu einer disjunkten Zerlegung)
Ist (M;);er eine disjunkte Zerlegung von M und definieren wir eine Relation auf M

durch
r~y <<= 4diel : x,ye M,

dann ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M.

Beweis: Ist c € M = )

~ ist also reflexiv.

ie1 M, so gibt es ein i € I mit z € M; und somit gilt z ~ .

Sind z,y € M mit x ~ y, so gibt es ein ¢ € [ mit z,y € M,;. Dann gilt aber auch
y ~ z. Die Relation ist also symmetrisch.

Sind z,y,2 € M mit x ~ y und y ~ 2z, so gibt es i,5 € [ mit x,y € M, und
y,z € M;. Da die Zerlegung disjunkt ist und y € M; N M;, folgt M; = M;. Also gilt
x,z € M; und somit x ~ z. ~ ist also auch transitiv. O
Proposition 6.10 (Die disjunkte Zerlegung zu einer Aquivalenzrelation)

Es sei M eine Menge. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf M, dann bilden die Aquiva-

lenzklassen eine disjunkte Zerlegung von M, d. h. jedes x € M liegt in genau einer

Aquivalenzklasse.

Insbesondere gilt fir Aquivalenzklassen T und § entweder T =7 oder TNY = 0.

Beweis: Sei x € M beliebig. Aus x ~ x folgt x € T C UyeM/N 7. Mithin gilt
M= J 7
yeEM/~
Es bleibt also zu zeigen, daB die Aquivalenzklassen paarweise disjunkt sind.

Seien T, € M/ ~ mit TNy # (). Dann gibt es ein z € TNy, und es gilt 2z ~ x und
z ~ y. Wegen der Symmetrie gilt aber auch x ~ z und mittels der Transitivitdt dann

x ~ y. Sei nun u € T beliebig, dann gilt u ~ x und wieder wegen der Transitivitét
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u ~ y. Also u € ¥ und damit T C y. Vertauschung der Rollen von z und y in der
Argumentation liefert schliefllich 7 = 7. ]

Korollar 6.11 (Aquivalenzrelationen auf endlichen Mengen)
Sei M eine endliche Menge, ~ eine Aquivalenzrelation auf M und M, ..., My seien
die paarweise verschiedenen Aquivalenzklassen von ~. Dann gilt:

s

(M| =) M.

=1

Beweis: Mit M sind auch alle M; endlich und die Behauptung folgt aus Proposition
6.10 und Bemerkung 5.2. ]

Ein Beispiel aus dem Alltag fiir eine Aquivalenzrelation haben wir oben bereits gese-
hen. Ein weiteres wichtiges und wohlbekanntes Beispiel sind die rationalen Zahlen!
Ein Bruch ist nichts weiter als die Aquivalenzklasse eines Tupels von ganzen Zahlen,
und das Kiirzen des Bruches, z.B. % = %, ist nur die Wahl eines moglichst einfachen

Représentanten.

Beispiel 6.12 (Die rationalen Zahlen)
Man kann die rationalen Zahlen wie folgt als Aquivalenzklassen von Paaren ganzer
Zahlen definieren. Fiir (p,q), (p,¢') € M :=Z x (Z\ {0}) definiere

(p.q) ~(,¢) <= pd=py

Wir wollen nun zeigen, daf hierdurch wirklich eine Aquivalenzrelation auf M defi-
niert wird. Seien dazu x = (p,q), 2’ = (p',¢), 2" = (p”,q") € M gegeben:!

R1: Fiir die Reflexivitdt miissen wir x ~ = zeigen. Nun gilt aber pq = pq, woraus
z = (p,q) ~ (p,q) = z folgt.

R2: Fiir die Symmetrie nehmen wir an, da = ~ 2’ gilt und miissen ' ~ =z
folgern. Wegen = ~ 2’ gilt aber nach Definition p¢’ = p’q, und folglich auch
pP'q = pq'. Letzteres bedeutet aber, dafl ' = (p/,¢') ~ (p,q) = x.

R3: Fiir die Transitivitit nehmen wir schliellich an, dal © ~ 2/ und 2/ ~ z”
gilt, und miissen daraus schliefen, dafl © ~ x”. Wegen = ~ 2’ gilt nun aber
pq = p'q, und wegen =’ ~ z” gilt p'q” = p"q¢’. Multiplizieren wir die erste der
Gleichungen mit ¢” und die zweite mit ¢, so erhalten wir

pq/q//:p/qql/:p/q//q:pllq/q.

I'Man sollte sich nicht dadurch verwirren lassen, daf die Elemente von M nun selbst schon
Zahlenpaare sind! Wollte man die Relation als Teilmenge von M x M schreiben, so miifite man

R={(p,q),®',d")) € M x M | pq' =p'q}

betrachten. Das erldutert vielleicht auch, weshalb wir die alternative Schreibeweise bevorzugen —

solche Paare von Paaren werden doch leicht uniibersichtlich.
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Da nach Voraussetzung ¢’ # 0, konnen wir beide Seiten der Gleichung durch
¢ teilen und erhalten:

pq" =p"q.
Das wiederum bedeutet, dal z = (p, q) ~ (p”,q") = 2" gilt.

Die drei Axiome einer Aquivalenzrelation sind also erfiillt.

Wir setzen nun Q := M/ ~ und fir (p,q) € M setzen wir § = (p,q), d. h. die
rationale Zahl § ist die Aquivalenzklasse des Paares (p, ¢) unter der obigen Aqui-
valenzrelation. Dann bedeutet die Definition von ~ soviel wie, daf3 § und % gleich
sind, wenn die kreuzweisen Produkte von Zihler und Nenner, p¢’ und p'q, iiberein-

stimmen, oder in der vielleicht etwas bekannteren Formulierung, wenn die Briiche

pd L pa _ v

nach Erweitern mit ¢’ bzw. mit ¢ {ibereinstimmen: § = =F=F

Auch die Rechenregeln fiir rationale Zahlen lassen sich mit Hilfe der Aquivalenzklas-
sen definieren. Fir (p, q), (r,s) € M definiere:

(p7 Q) + (Ta 3) = (ps +qr, qs),
(p,q) - (r,s) :== (pr,qs).

In Anlehnung an unser erstes Beispiel, der Einteilung der Schiiler in Schulklassen,

kann man das obige Rechenprinzip als “Rechnen mit Klassen” bezeichnen. Will man
zwei Klassen addieren (bzw. multiplizieren), so nimmt man aus jeder der Klassen ein
Element, addiert (bzw. multipliziert) diese Elemente und schaut, in welche Klasse
das Resultat gehort. Diese Klasse ist dann die Summe (bzw. das Produkt) der beiden
Klassen.

Was man sich bei diesem Vorgehen allerdings klar machen mu#, ist, dal das Ergebnis
nicht von der Wahl der Représentanten (d.h. der Elemente aus den Klassen) abhéangt.
Man spricht davon, da} die Operation wohldefiniert ist. Wir fithren das fiir die

Addition der rationalen Zahlen vor.

Sind (p/,q¢') € (p,q) und (1, s") € (r,s) andere Repriasentanten, dann gilt p'q = ¢'p
und r's = s'r. Es ist zu zeigen, dafl (p's’ + ¢'r',¢'s’) € (ps + qr,qs) gilt. Ausmulti-
plizieren liefert

(p's"+¢'r")(gs) = p'qs's + ¢'qr's = ¢'ps's + ¢'qs'r = (ps + qr)(d's'),

was zu zeigen war. O

Aufgaben
Aufgabe 6.13
Wir definieren fiir zwei Punkte (z,y), (2/,y') € R?
(.y) ~ (@"y) = ||+ ]yl =]+ 1y

Zeige, ~ ist eine Aquivalenzrelation auf R?. Zeichne die Aquivalenzklassen zu (1,1)
und zu (—2,3) in die Zahlenebene R? ein.
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Aufgabe 6.14 (Die ganzen Zahlen)
Es sei M =IN x N und m = (a,b) € M und m’' = (a’,V') € M seien zwei Elemente
in M. Wir definieren

m~m << a+b =d+0b.
Zeige, daBl ~ eine Aquivalenzrelation ist und daB die folgende Abbildung bijektiv
ist:

(2,0), fallsz>0,
(0,—2), falls z <0.

.7 — M)~z {
Aufgabe 6.15 (Die projektive Gerade)
Wir definieren fiir v = (vy,v2),w = (wy,wy) € R*\ {(0,0)}
v~ew <= FAERN\{0} rv=Xw
wobei A - w = (A - wy, A - ws).
a. Zeige, daB ~ eine Aquivalenzrelation auf M = R?\ {(0,0)} ist. Es ist iiblich
die Aquivalenzklasse (vy,v3) von (vy,vs) mit (v1 : v5) zu bezeichnen, und man

nennt die Menge M/ ~ der Aquivalenzklassen die projektive Gerade iiber R
und bezeichnet sie mit Pf.

b. Die Menge S* = {(z,y) € R? | 2 +y? = 1} ist Kreis vom Radius Eins um den
Mittelpunkt (0,0). Zeige, dafl die Abbilung
PS5 — Py (z,y) = (7,y)
surjektiv ist.

c. Wenn wir in der Definition von ~ alle Elemente v,w € R? zulassen, definiert
~ dann eine Aquivalenzrelation auf R2? Falls ja, was ist die Aquivalenzklasse
von (0,0)?

Aufgabe 6.16 (Kongruenz modulo n)
Ist n € Z- eine positive ganze Zahl, so definieren wir fiir x,y € Z
r =1y <= x —y ist ein Vielfaches von n.
Zeige, daB = eine Aquivalenzrelation ist mit genau den n paarweise verschiedenen
Aquivalenzklassen 0,1,...,n — 1.

Man nennt zwei dquivalente Zahlen x und y dann auch kongruent modulo n. Diese
Aquivalenzrelation wird in der Vorlesung algebraische Strukturen genauer unter-

sucht.

Aufgabe 6.17
Fiir zwei reelle Zahlen z,y € R definieren wir

T~y = -yt =2 — 2.

Zeige, daB ~ eine Aquivalenzrelation auf R ist und bestimme die Aquivalenzklassen

von 0 und 1.
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§ 7 Gruppen und Korper

Gruppen und Korper sind Themen, die ausfiihrlich in Vorlesungen zur Algebra be-

handelt werden. Wir wollen die Begriffe hier nur so weit einfiithren, wie sie fiir die

Analysis erforderlich sind.

A) Gruppen

Definition 7.1 (Gruppen)

a.

Eine Gruppe ist ein Paar (G, *) bestehend aus einer nicht-leeren Menge G und
einer zweistelligen Operation “x”, d. h. einer Abbildung

x:GXG—G:(g,h)— gxh,

so dafl die folgenden Gruppenaziome gelten:

Gl: (gxh)xk=gx*(hxk) Vg,hkeQG, (“Assoziativgesetz” )
G2: dJeeG :VgelG : exg=yg, (“Existenz eines Neutralen”)
G3: VgeGIg'elG@ :glxg=e. (“Existenz von Inversen”)

Ein Element mit der Eigenschaft von e nennt man neutrales Element der Grup-
pe G. Ein Element mit der Eigenschaft von ¢~! nennt man ein Inverses zu g.

Eine Gruppe (G, *) heiit abelsch oder kommutativ, wenn (G,*) zudem noch
dem folgenden Axiom geniigt:
G4: gxh=hxg Vg,heG (“Kommutativgesetz” )

Beispiel 7.2

a.

(Z,4+), (Q,+) und (R,+) mit der iiblichen Addition als Gruppenoperation
sind abelsche Gruppen. Die Zahl Null erfiillt jeweils die Rolle eines neutralen

Elements, und zu einer Zahl g existiert mit —g ein inverses Element.

(Q\{0}, ) und (R\{0}, -) mit der iiblichen Multiplikation als Gruppenoperation
sind ebenfalls abelsche Gruppen. Die Zahl 1 ist jeweils ein neutrales Element,
und zu einer Zahl g existiert als inverses Element die Zahl 5

Ist M eine nicht-leere Menge, so ist die Menge
Sym(M) :={f: M — M | f ist bijektiv}

mit der Komposition von Abbildungen als Gruppenoperation eine Gruppe. Die
Assoziativitdt von “o” haben wir in Proposition 3.11 gezeigt, die Identitét ist
das neutrale Element und in Satz 3.12 haben wir gezeigt, dafl jede bijektive Ab-
bildung ein Inverses besitzt. Wir nennen (Sym(M), o) die symmetrische Gruppe

auf M. Enthélt M mehr als zwei Elemente, so ist Sym(M ) nicht abelsch.

Bemerkung 7.3

Es sei (G, %) eine Gruppe.

a.

Das neutrale Element e € G ist eindeutig bestimmt und hat die Eigenschaft:

exg=gxe=g YgeQq.
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b. Sei g € G. Das inverse Element g~! zu g ist eindeutig bestimmt und hat die

Eigenschaft:
g lrg=gxg =e

c. Fiir g,h € G gelten (gfl)_l =gund (gxh) P =h"txg L

d. Wird die Gruppenoperation als Multiplikation und mit “” bezeichnet, so
schreiben wir fiir das Neutrale Element meist 1 und fiir das Inverse zu g wei-
terhin ¢g—! oder é.
Wird die Gruppenoperation als Addition und mit “+” bezeichnet, so schreiben

wir fiir das Neutrale Element meist 0 und fiir das Inverse zu g meist —g. Zudem
schreiben wir statt g + (—h) in aller Regel g — h.

e. In Ermangelung eines besseren Namens nennen wir auch “x” oft einfach die

Gruppenmultiplikation.

Die Aussagen in der Bemerkung werden in Vorlesungen zur (Linearen) Algebra

bewiesen. Fiir den interessierten Leser fiigen wir hier einen Beweis ein.

Beweis von Bemerkung 7.3: Da wir fiir das Paar (G, *) die Axiome G1-G3 aus
Definition 7.1 voraussetzen, gibt es ein neutrales Element e € G, und zu beliebigem,
aber fest gegebenem ¢ € G gibt es ein Inverses ¢! € G.

Wir wollen zuniichst zeigen, daf fiir dieses e und dieses ¢g~! die in a. und b. gefor-
derten zusétzlichen Eigenschaften gelten.

Da (G, *) eine Gruppe ist, gibt es ein (g7~ € G mit
(g7) eyt = (2)
Also folgt:

grg " Lex(grg ) Z (6 g ) x(gxg ) L () H (g % (g g ™)
(

S ) w0 ) ) E (g T (exg ) B T eg Bl (3)
Damit ist gezeigt, dafl ¢g~! die zusitzliche Eigenschaft in b. erfiillt, und wir erhalten:
greLgu(g7xg) L (grg )29 Dexg Ly (4)
Nun war aber g ein beliebiges Element in G, so dafl damit die zusétzliche Eigenschaft
von e in a. gezeigt ist.
Sei nun ¢ € G irgendein Element mit der Eigenschaft des Neutralen, d.h.

Exh=nh (5)

fiir alle h € G. Wir miissen zeigen, dafl e = € gilt. Da wir bereits wissen, dafl e die
zusitzliche Eigenschaft in a. erfiillt, konnen wir diese, d.h. (4), mit € in der Rolle

von g anwenden, und anschliefend (5) mit e in der Rolle von h:

—
Nt
—
=

E=e*xe = e.
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SchlieBlich miissen wir noch zeigen, wenn §—! € G ein weiteres inverses Element zu

g ist, d.h. wenn

g lrg=e (6)
gilt, dann ist schon ¢g~! = §g~!. Wenden wir das bislang Gezeigte an, so gilt:
P2 g we D w (grg )L (G wg) kg g Egt

Damit sind die Aussagen in Teil a. und b. gezeigt und es bleibt noch, die Aussagen
in Teil c. zu zeigen.

Um die erste Gleichheit zu zeigen, reicht es wegen der Eindeutigkeit des Inversen zu
g~ ! zu zeigen, daB g die Eigenschaft des Inversen zu ¢! besitzt. Beim Beweis konnen
wir die Gruppenaxiome sowie die in a. und b. bewiesenen zusétzlichen Eigenschaften
des Inversen anwenden:

-1 b

g*g e.

! und damit gilt wie angedeutet wegen der Eindeutigkeit

Also ist g ein Inverses zu g~

des Inversen zu g~ !:

(67) " =0
Analog ist nach Voraussetzung (gh)~! ein Inverses zu gh, und es reicht wegen der
Eindeutigkeit des Inversen zu gh zu zeigen, dal h='g~! ebenfalls die Eigenschaft
eines Inversen zu gh hat:

(Rl xg ") % (gxh) ELy (97 % (g=h)) E ((g~"*g) *h))

a3, G2, a3
Zhtx(exh) Zh 1 xh Ze.

Mithin ist A=! x g~! ein Inverses zu gh, und somit
(gxh) ' =h"txg "

Damit sind nun alle Aussagen der Bemerkung bewiesen. O]

Lemma 7.4 (Kiirzungsregeln)
Sei (G, x) eine Gruppe, g,a,b € G. Dann gelten die Kiirzungsregeln:

a. gxa=¢g*xb = a=>0, und

b. axg=bxg = a=0b.

Beweis: Die erste Kiirzungsregel folgt durch Multiplikation mit dem Inversen zu g
von links:

aGZQe*ag’(g’l*g)*a(ilg’l*(g*a)
G2

Ty 2 (g eg) b e 2,

I yon rechts

Entsprechend folgt die zweite Kiirzungsregel durch Multiplikation mit g~
und unter Beriicksichtigung der zusétzlichen Eigenschaft des Inversen in Bemer-

kung 7.3. Die Details iiberlassen wir dem Leser. O
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B) Korper

Definition 7.5 (Korper)
Ein Kdrper ist ein Tripel (K, +, ) bestehend aus einer Menge K zusammen mit zwei

zweistelligen Operationen

und

+: KxK—>K:(zv,y)—z+y, (“Addition™)

KX K—K:(z,y)—z-y, (“Multiplikation™)

so daf} folgende Axiome erfiillt sind:

a.
b.

C.

(K, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0.
(K \ {0}, -) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1.

Es gelten die Distributivgesetze x-(y+2) = z-y+z-zund (y+z2)-c =y-x+z-x
fir x,y,z € K.

Ist eine Teilmenge L C K eines Korpers mit den gleichen Operationen wieder selbst

ein Korper, so nennen wir L einen Teilkorper von K.

Beispiel 7.6 (Die endlichen Kérper IF))

a.

d.

Die rationalen Zahlen (Q, +, -) und die reellen Zahlen (R, +, -) mit der iiblichen
Addition und Multiplikation sind Korper. @ ist ein Teilkorper von R.

Die ganzen Zahlen (Z, +,-) sind kein Korper, da z.B. der Zahl 2 ein multipli-
katives Inverses fehlt.

Auf der Menge Fy := {0,1} definieren wir zwei Operationen durch folgende
Additions- und Multiplikationstafeln:

+ 0|1 101
0101 010]0
1110 1101

Mit ein wenig Aufwand kann man nachrechnen, dafl alle Kérperaxiome erfiillt
sind und dafl mithin Fy ein Korper ist. Iy ist der kleinstmogliche Korper, da
nach Definition ein Kérper stets mindestens zwei Elemente, ndmlich ein Neu-
trales beziiglich der Addition und ein davon verschiedenes Neutrales beziiglich
der Multiplikation enthalten mufl. Man beachte auch, dafl aufgrund von Lem-
ma 7.8 keine andere Moglichkeit fiir die obigen Verkniipfungstafeln besteht,
wenn man einen Koérper mit genau zwei Elementen haben méchte. — Beachte
auch, dafl IF kein Teilkorper von R ist, da das Ergebnis von 141 in den beiden

Korpern nicht iibereinstimmt.

Allgemeiner zeigt man in Vorlesungen zur (Linearen) Algebra, daf man fiir

eine Primzahl p die Menge

F,:={0,1,....,p—1}
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auf folgende Weise zu einem Korper machen kann. Fiir eine natiirliche Zahl
a € IN kénnen wir Division mit Rest durch die Zahl p durchfithren. Wir erhalten
dann eindeutig bestimmte Zahlen ¢ € IN und 0 < r < p mit

a=q-p+r.

Die Zahl r heiit der Rest von a bei Division mit Rest durch p, und wir be-
zeichnen sie r(a : p).

Mit dieser Notation definieren wir fiir zwei Zahlen a,b € I,

a+b:=r(a+b:p)

und

a-b:=r(a-b:p),
wobei das “+” bzw. das “” auf der rechten Seite jeweils die Operation in den
ganzen Zahlen bezeichnet, wihrend das “4” und das “” auf der linken Seite

neu definierte Operationen sind. Formal wére es besser, fiir diese neuen Ope-
rationen neue Symbole zu verwenden, etwa “®” und “®”, aber Mathematiker
sind bequeme Menschen und schreiben nur ungerne mehr als nétig. Deshalb
bleiben wir bei den bewadhrten Symbolen und miissen nur drauf achten, wo
wir gerade rechnen. Jedenfalls gilt, daf§ I, mit diesen beiden Operationen ein
Korper ist.

Man beachte auch, dafl in IF, fiir jede Primzahl p stets

l+1+...+1l=7r(p:p)=0
p—mal

gilt! Damit ist auch das Negative einer Zahl a € IF, leicht zu berechnen als
p — a, hingegen ist das multiplikative Inverse é einer Zahl 0 # a € I, nicht so
ohne weiteres anzugeben. Man lernt in der (Linearen) Algebra, wie man dieses
mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus’ berechnen kann.
7.B., gilt in I

3+4=r(3+4:5)=r(7:5)=2
und

3-4=r(3-4:5)=r(12:5)=2.

In der (Linearen) Algebra schreibt man iibrigens oft Z/pZ oder Z, anstatt I,
und die Zahl a wird dort meist mit @ oder [a] bezeichnet. Das liegt daran, dafl
man den Korper mit der Menge der Aquivalenzklassen der Kongruenz modulo
p identifizieren kann (siche Aufgabe 6.16).

Notation 7.7
Ist K ein Koérper und sind z,y,z € K mit z # 0, so schreiben wir statt = + (—y)
in aller Regel  — v, und statt x - z~! schreiben wir oft Z. Aulerdem schreiben wir

statt x - y meist nur xy.
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Lemma 7.8 (Rechenregeln)
Es sei K ein Korper, x,y,z € K und u,v € K \ {0}.

a.

b.

—(—z) ==z,
T+Yy=2z < T =2—Y,

0-z2=2-0=0,
(=z)-y=z-(-y)=—(z-y),
(—z) - (—y) ==y,
r-(y—2)=z-y—z-z.
(z71)" Y= a, firz #£0,

z-y=0 <= =0 odery=0,

zex=z-y, 240 = x =y,
R —
v uv’

L8 218

Yy T v+y-u
+ v [ .

Beweis: Die Aussagen a., b., ¢. und h. folgen unmittelbar aus Bemerkung 7.3 und

Lemma 7.4.
d. Firze Kgilt0-2=(0+0)-2=0-2+0-x, also folgt 02 = 0 mittels der
Kiirzungsregeln in (K, +). Analog sieht man z - 0 = 0.
e. Fiir x,y € K gilt wegen d.:
ry+(-x)y=@-2)-y=0-y=0,
also —(x-y) = (—z) - y. Die Gleichheit des Ausdrucks zu z - (—y) folgt analog.
f. Fiir z,y € K folgt unter Zuhilfenahme von a. und e.:
(o) () =—(2-(~y) =—(—(z-y) =2y
g. Fiir z,y, 2z € K impliziert e.:
v (y—z)=z-y+z-(—2)=z-y+(—(z-2)=z-y—z-z
i. Ist z =0 oder y = 0, so ist nach d. auch x -y = 0. Ist x # 0 und y # 0, so ist
z-y € K\ {0}, da K\ {0} beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist.
j. Die Aussage zeigt man genau wie die Kiirzungsregeln fiir Gruppen (siehe Lem-
ma 7.4).
k. Unter Beachtung der Assoziativitdt und Kommutativitdt der Multiplikation

sowie der Notation 7.7 gilt

L) v ) =y () =
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. Dies geht analog zu k. mit etwas mehr Schreibarbeit.

C) Summen, Produkte und der Binomische Lehrsatz

Notation 7.9 (Produkte und Summen)
Es sei K ein Korper und zg,...,z, € K seien n + 1 Elemente in K, n € IN. Wir

Hxi::$0'~'-'xn

fiir das Produkt der Zahlen xo,...,x, und

n
g T, ' =Tog+ ...+ Ty
i=0

fiir die Summe der Zahlen xq,...,z,. Wir einigen uns dabei darauf, dafl das leere
Produkt (d.h. ein Produkt, bei dem der obere Index kleiner als der untere ist) den
Wert 1 hat und die leere Summe den Wert 0.

schreiben

AuBlerdem definieren wir fiir € K und n € N die Potenzen von x durch

n

x”:zx-...-xznx
e —

n—mal =1

falls n > 1 sowie 2% := 1. Ist zudem z # 0, so definieren wir

1
"= (i_l)n =g ' aTl=—
—
n—mal v

Analog dazu setzen wir
n

n-x::x+...+x22x
——
n—mal 1=1

und

fiir n > 1, sowie 0 -z = 0.

Bemerkung 7.10 (Rekursionsprinzip)

Dem Prinzip der vollstédndigen Induktion ist das Rekursionsprinzip eng verwandt.
Wollen wir einen Ausdruck fiir alle natiirlichen Zahlen definieren, so definieren wir
ihn fiir die Zahl 0 und fithren die Definition fiir die Zahl n auf die Definition fiir die
Zahl n — 1 zuriick.

Die Notation mit Punkten “...” in Notation 7.9 ist stets eine versteckte Induktion
oder Rekursion. Formal korrekt wére es das Produkt rekursiv zu definieren durch
H?:o x; =z und [z := (H?:_O1 ;) - T,,. Analog sollte man die Summe rekursiv
definieren durch Z?:o z;i=xound Y ;. x; = (Z;:Ol x,) +2,,. Und fiir die Definition

von " und n - x gilt Entsprechendes.
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Beispiel 7.11 (Gau$)
Die Summe der natiirlichen Zahlen bis zu einer gegebenen Zahl n ist

S i
2
k=0
Man beweist die Aussage durch Induktion nach n, wobei sie fiir n = 0 offenbar

richtig ist. Nehmen wir nun an, daf§ sie fiir n gilt, so folgt

n+1 n
B rma - (n+1) _(n+1)-(n+2)
Zk—Zk—F(TL—Fl)—T—F(n—Fl)— 5 .
k=0 k=0
Also gilt die Aussage fiir alle n € IN nach dem Prinzip der vollsténdigen Induktion.

Satz 7.12 (Endliche geometrische Reihe)
Ist K ein Korper, 1 # q € K undn € N, so gilt

n+1

o k I—gq
E qg = —F—
k=0

I—gq

Beweis: Der Beweis ist eine einfache Anwendung des Prinzips der vollstiandigen
Induktion. O

Definition 7.13 (Fakultét)

Fiir eine natiirliche Zahl n € IN definieren wir die Fakultdt durch

n
n! ::Hizl-...-n,
i=1

falls n > 1, und durch 0! := 1.

Fiir eine natiirliche Zahl n € IN und k € Z erklaren wir den Binomialkoeffizienten
von n iiber k durch

n\ n! n-(n=1)-...-(n—k+1)

k)" (n—k)!-K E-(k—1)-...-1 ’
falls 0 < k < n, und durch (Z) := 0 sonst.

Proposition 7.14 (Binomialkoeffizienten)
Es seien n, k € N natiirliche Zahlen. Dann gilt

()= ()

Beweis: Wir unterscheiden mehrere Falle.

1. Fall: £ = 0:

() =0 o= (8)+6) = 20+ ()

2. Fall: k=n+1:

() =) o= 0 () = () )
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3. Fall: £ <0 oder £k >n -+ 1:

(1)-seveo- (7))

4. Fall: 1 <k <n:

(/cL) * <Z> :(n+1—l:;!!-(k:—1)!+ <n_f>!.k!

B n! -k jLn!-(n—i—l—k)
1K E (n+1—Fk) -k
- (k+n+1-k) (n+1)! _(n+1
1=Kk (n+1-k) K\ K

Satz 7.15 (Binomischer Lehrsatz)
Es sei K ein Kérper, x,y € K und n € IN, so gilt

e =30 (5) ety

k=0
Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n = 0: Nach Definition gilt

0
(x+y)°=1=1~1.1zz<2)~:c’“~y0’“.

Induktionsschluf3: n +— n + 1: Es gilt

+y)" =@+y)" - (@+y)=@+y" r+@+y" -y

n

Ind. i (Z) Y Z <Z) gk ik

k=0

n—1
n n n— n n+1— n
= +1+Z(k>_xk+1_y k_'_Z(k)xkerl k+y+1
k=0

—ntl +Z (kil

k=1

Die Aussage folgt damit aus dem Prinzip der vollstéandigen Induktion.
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Bemerkung 7.16 (Pascalsches Dreieck)
Man ordnet die Binomialkoeffizienten gerne in der folgenden Form an, die als Pas-

calsches Dreieck bekannt ist:

(o)

Berechnet man die Werte der Binomialkoeffizienten, erhélt man die folgende Gestalt:

0. Zeile: 1

1. Zeile: 1 1

2. Zeile: 1 2 1

3. Zeile: 1 3 3 1

4. Zeile: 1 4 6 4 1

Aufgrund von Proposition 7.14 kann man die Eintrdge der n + 1-ten Zeile aus den
Eintragen der n-ten Zeile berechnen. Graphisch im Pascalschen Dreieck nimmt die

Proposition folgende Gestalt an:
(i) + (%)

n+1
(")
D.h. die Summe zweier benachbarter Eintrége der n-ten Zeile liefert den mittig unter

ihnen stehenden Eintrag der n + 1-ten Zeile.

Aufgrund des binomischen Lehrsatzes sind die Eintridge der n-ten Zeile des Pascal-
schen Dreiecks genau die Koeffizienten, die wir erhalten, wenn wir (z + y)" aus-

schreiben. Z.B.
(x+y?P=1-22+3 2%y +3 -29°+1-9°

Aufgaben

Aufgabe 7.17
Sei M eine Menge. Zeige, die Potenzmenge P (M) wird mittels der symmetrischen

Differenz

A+ B:=(AUB)\ (AN B)
fir A, B € P(M) eine abelsche Gruppe.
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Aufgabe 7.18
Es sei K ein Korper und z € K. Zeige, 2 = 1 genau dann, wenn x € {1, —1}.

Aufgabe 7.19
a. Auf der Menge GG := R x R definieren wir eine zweistellige Operation

+:GxG— G ((z,y),(u,0)) = (x+u,y+v).
Zeige, (G, +) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (0, 0).
b. Aufder Menge H := (RxR)\{(0,0)} definieren wir eine zweistellige Operation
tHxH— H: ((z,y), (u,v)) = (zu— yv,zv + yu).
Zeige, (H,-) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element (1,0).
c. Zeige, daB (R x R, +,-) ein Kérper ist, wenn die Operationen “+” und “” wie
in a. und b. definiert sind.

Aufgabe 7.20
Zeige durch vollstédndige Induktion, daf3

n

Sk+1) (Z) =271 (n+2)

k=0
fiir n € IN gilt.

Aufgabe 7.21 (Die projektive Gerade als Gruppe)
Wir haben in Aufgabe 6.15 die Projektive Gerade P} als Menge von Aquivalenz-
klassen auf R?\ {(0,0)} eingefiihrt.

Zeige, daBl die zweistellige Operation
(v1 1 v9) - (wy : we) == (Vg - Wy — Vg - Wy 1V - Wy + Vg - WH).

wohldefiniert ist, d.h. nicht von der Wahl der Reprisentanten fiir die Aquivalenz-
klasse abhiingt, und daff P% mit dieser Operation eine Gruppe ist.

Aufgabe 7.22
Fiir zwei natiirliche Zahlen 1 < k < n gilt

() = (20)
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§ 8 Ordnungsrelationen
In diesem Abschnitt wollen wir Koérper mit einer zusétzlichen Struktur einfithren und

betrachten, sogenannte angeordnete Kérper. Dazu fithren wir zunéchst den Begriff

der Ordnungsrelation ein.

A) Ordnungsrelationen

Definition 8.1 (Ordnungsrelation)
Es sei M eine Menge. Eine Ordnungsrelation auf M, auch Halbordnung oder partielle
Ordnung genannt, ist eine Relation R C M x M, so daB fiir alle z,y, 2 € M gilt:

O1: (z,x) € R, (“Reflexivitét”)
02: (z,y),(y,x) € R = x =1y, (“Antisymmetrie” )
03: (z,9),(y,2) € R = (z,2) € R. (“Transitivitat”)

Wir nennen dann (M, R) auch eine partiell oder teilgeordneten Menge.
Beispiel 8.2
Es sei M = IN.
a. Die iibliche Groferrelation
R={(z,y) e Nx N |z <y}
ist eine Ordnungsrelation auf IN.

b. Die Relation
R={(z,y) € N x N | x teilt y}

ist eine weitere Ordnungsrelation auf IN (siche Aufgabe 8.18).

Notation 8.3 (Schreibweise < fiir Ordnungsrelationen)

Ordnungsrelationen bezeichnet man meist eher mit Symbolen wie < anstatt mit R.
Sei also M eine Menge und < eine Ordnungsrelation auf M. Dann gilt in unserer
Notation aus Bemerkung 6.2 fiir x,y € M

r<y & (r,y) €<

Mit dieser Schreibweise lassen sich die drei Axiome in Definition 8.1 wie folgt for-
mulieren. Fiir z,y, 2 € M soll gelten:

O1: z <z, (“Reflexivitét”)
02: <y Ny<z = z =y, (“Antisymmetrie” )
O03: 2 <y Ny<z = x<z (“Transitivitat”)

Gilt fir z,y € M, daB x <y und x # y, so schreiben wir auch x < y.

Beispiel 8.4
Ist M eine Menge, so ist die Potenzmenge P (M) von M durch

A< B <= ACB, fir A,BeP(M),
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partiell geordnet, aber im allgemeinen sind zwei Elemente von P (M) nicht unbe-
dingt vergleichbar beziiglich dieser Ordnungsrelation. Z. B. sind im Fall M = IN die
Elemente {2} und {3} in P(IN) nicht vergleichbar.

Allgemeiner gilt, ist N eine Menge, deren Elemente wieder Mengen sind, so wird N
mit der analogen Definition von “<” eine partiell geordnete Menge.

Definition 8.5 (Total- und Wohlordnungen)
Es sei M ein Menge.

a. Eine Ordnungsrelation “<” auf M heifit Totalordnung oder lineare Ordnung,
falls je zwei Elemente aus M vergleichbar sind, d. h. fiir je zwei Elemente
x,y € M gilt x <y oder y < x.

b. Ist “<” eine Ordnungsrelation auf M, A C M und x € A, so heifit x minimal
(bzw. mazimal) in A, falls fir alle y € A mit y < z (bzw. z < y) gilt z = y.

c. Eine Totalordnung heif3t Wohlordnung, falls jede nicht-leere Teilmenge von M

ein minimales Element besitzt.

Bemerkung 8.6 (Minimum und Maximum)
Das Minimum bzw. Maximum einer Menge M beziiglich einer Totalordnung ist
offenbar eindeutig bestimmt, sofern es existiert. Wir bezeichnen es mit min(M)

bzw. mit max(M).
Beispiel 8.7

a. Die reellen Zahlen (R, <) mit der iiblichen Kleiner-Gleich-Relation < sind total
geordnet, aber nicht wohlgeordnet.

b. Gleiches trifft auf (Z, <) mit der iiblichen Kleiner-Gleich-Relation
L2 -1<0<l<2<.
zu. Allerdings definiert die “uniibliche” Anordnung
0<-1<1l<-2<2<-3<3<...

in der Tat eine Wohlordnung auf Z.

Bemerkung 8.8 (Archimedisches Prinzip)
Die natiirlichen Zahlen sind beziiglich der iiblichen Ordnungsrelation “<” wohlge-
ordnet, d.h.:

Jede nicht-leere Menge natiirlicher Zahlen enthélt eine kleinste Zahl.

Diese wohlbekannte Eigenschaft der natiirlichen Zahlen nennen wir auch das archi-

medische Prinzip.
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B) Das Supremumsaxiom

Definition 8.9 (Supremum und Infimum)

Es sei “<” eine Totalordnung auf einer Menge M und () # A C M eine nicht-leere

Teilmenge von M.

g.

Wir nennen s € M eine obere Schranke von A, falls s > x fiir alle x € A.
Wir nennen A nach oben beschrinkt, falls A eine obere Schranke besitzt.

Wir nennen s € M das Supremum von A, falls s das Minimum der Menge der
oberen Schranken von A ist. Dieses Minimum ist eindeutig bestimmt, wenn es

existiert, und wir bezeichnen es dann mit sup(A).
Wir nennen s € M eine untere Schranke von A, falls s < x fiir alle z € A.
Wir nennen A nach unten beschrdnkt, falls A eine untere Schranke besitzt.

Wir nennen s € M das Infimum von A, falls s das Maximum der Menge aller
unteren Schranken von A ist. Dieses Maximum ist eindeutig bestimmt, wenn

es existiert, und wir bezeichnen es dann mit inf(A).

Wir nennen A beschrinkt, wenn A nach oben und nach unten beschrankt ist.

Beispiel 8.10

a.

Besitzt eine Teilmenge A einer totalgeordneten Menge M ein Maximum, so
ist dieses offenbar auch das Supremum von A. Analog ist das Minimum einer
Menge A auch ihr Infimum.

Betrachten wir die reellen Zahlen mit ihrer iiblichen Ordnung und die Menge
A={zeR|0<x <1}, s0ist 1 =sup(A) = max(A) das Supremum von A,
das zugleich ein Maximum ist, und 0 = inf(A) ist ein Infimum von A, das kein

Minimum ist.

Betrachten wir die rationalen Zahlen mit ihrer iiblichen Ordnungsrelation, so
ist

{reQ|z>0und2* <2}

nach oben beschrénkt, besitzt aber kein Supremum in Q (siehe Satz 9.10).

Bemerkung 8.11 (Supremumsaxiom)

Die reellen Zahlen sind beziiglich ihrer {iblichen Ordnungsrelation nicht wohlgeord-

net, d.h. nicht jede nicht-leere Teilmenge besitzt ein kleinstes Element. Selbst, wenn

wir voraussetzen, dafl die Teilmenge nach unten beschrankt ist, muf sie kein klein-

stes Element besitzen, d.h. kein Minimum enthalten, wie wir in Beispiel 8.10 gesehen

haben. Es gilt aber, daf§ zu jeder nicht-leeren, nach unten beschrinkten Teilmenge

von R ein Infimum in R existiert. Aquivalent dazu ist die duale Aussage fiir das

Supremum:
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Jede nicht-leere, nach oben beschriankte Teilmenge von

R besitzt ein Supremum in R.

Diese Eigenschaft ist als Supremumsaxiom der reellen Zahlen bekannt. Auch wenn
sich die Korrektheit der Aussage nicht unmittelbar aus unserer Alltagserfahrung mit
den reellen Zahlen als Dezimalzahlen erschlieit, wollen wir sie ohne weiteren Beweis

als gegeben voraussetzen.

C) Angeordnete Kérper

Definition 8.12 (Angeordnete Korper)
Es sei K ein Korper und “<” eine Totalordnung auf K. Wir nennen das Quadrupel
(K,+,-,<) einen angeordneten Kérper, wenn die Totalordnung mit der Addition
und der Multiplikation vertréglich ist, d.h. wenn fiir alle x,y,2z € K
r<y — zTt+z<yt+z

und

r<y, 0<z =— z-2<y-z
gilt. Ist x € K und = > 0, so nennen wir z positiv, ist x < 0, so nennen wir x negativ.

Beispiel 8.13
a. Die rationalen Zahlen @ und die reellen Zahlen R mit der iiblichen Ordnungs-

relation sind Beispiele fiir angeordnete Korper. @ erfiillt das Supremumsaxiom
nicht (siche Beispiel 8.10), R erfiillt es.

b. Es gibt keine Totalordnung auf Iy, durch die Fy ein angeordneter Korper
wiirde. Denn wiirde es eine solche Totalordnung “<” geben, so wire entwe-
der 0 < 1, was zum Widerspruch 1 = 0+ 1 < 1+ 1 = 0 fiihrt, oder es wire
1 < 0, was zum Widerspruch 0 =1+ 1< 0+ 1 =1 fiihrt.

Lemma 8.14 (Rechenregeln in angeordneten Kérpern)
Es sei (K, +,+, <) ein angeordneter Korper und x,y,u,v € K.

a. >0 <= -—-z<0.

b. Ist x #0, so ist 2> > 0.

c. 1>0.

d. [st0<x<y,soist0<%<%.

e. Istz<yundu<wv, soistrx+u<y+v.
f. Ist0<x undn €N, soist (< a”.

g. Ist0<z,yundne€ N mitn>1, so gilt

n

r<y <= 2" <y"

Beweis:
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a. Aus 0 < zx folgt durch Addition von —x
—x=0+(—2) <z+(—z)=0.
Umgekehrt folgt aus —z < 0 durch Addition von z
O=—-z24+2<0+z=ur.

b. Ist x > 0, so folgt unmittelbar

0=0-z<ux-x=2°

Ist x <0, s0ist 0 < —z und es gilt
0=0-(—2) < (~2)- (—2) =0 -0 =2°
c. 1=12>0.

d. Nach Voraussetzung ist y > 0. Nehmen wir an, i < 0, so folgt
1
l=—-y<0-y=0
Y

im Widerspruch zu Teil c., also ist 0 < % Entsprechend gilt 0 < %, so dafl auch

1 1

0=0-— —
Y

11
< - = =
r 'y Ty
und somit wegen x < y auch
1 1 1 1
Y Ty ry z
e. Wir wenden die Vertraglichkeit der Totalordnung mit der Addition mehrfach
an:

r+u<yt+u<y—+o.

f./g. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Proposition 8.15 (Charakterisierung des Supremums und Infimums)
Ist (K,+,-, <) ein angeordneter Korper, A C K und s € K, dann gelten

s=sup(Ad) <= 1) VeeA:z<sund
2) VO0<eeK : dJoeA:s—cec<x
sowie
s=inf(4d) <= 1) VezeA:z>sund
2) VO<eeK :3Jzxe€eA: s+e>u.

Beweis: Ist s = sup(A), so ist s ein obere Schranke von A und somit gilt Bedingung
1). Sei also 0 < € € K, so ist s —e < s und mithin ist s — ¢ keine obere Schranke
von A. Also gibt es ein € A mit x > s — ¢ und Bedingung 2) ist erfiillt.

Nehmen wir nun umgekehrt an, dafl die Bedingungen 1) und 2) gelten. Wegen 1) ist
s dann eine obere Schranke von A, und wir miissen nur noch zeigen, dafl es keine
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kleinere obere Schranke geben kann. Dazu betrachten wir eine beliebige kleinere
Zahlt € K mit t < s. Fiir e := s —t € K gilt £ > 0 und wegen 2) gibt es dann ein
r € Amit x > s — e =t. Also ist t keine obere Schranke von A.

Die Aussage fiir das Infimum zeigt man analog. O]

Das folgende Lemma ist interessant bei der Definition des Riemann-Integrals einer
Funktion (siehe Definition 19.7).

Lemma 8.16
Seien A, B C R zwei nicht-leere Teilmengen von R mit a < b fiir allea € A, b € B.
Dann gilt

sup(A4) < inf(B).

Beweis: Aus der Voraussetzung folgt unmittelbar, dafl A nach oben und B nach
unten beschrénkt ist, so daff sup(A) € R und inf(B) € R existieren.

Angenommen, sup(A) > inf(B), so ist € := Sup(‘q)g;inf(m > 0. Somit ist sup(A4) — e
keine obere Schranke von A und inf(B) + ¢ keine untere Schranke von B. Es gibt
also ein a € A und ein b € B mit

sup(A) + inf(B)

a>sup(Ad) —e= 5 = inf(B) +¢ > D,
was im Widerspruch zur Voraussetzung steht. O]
Aufgaben

Aufgabe 8.17
Ist M eine endliche Menge, so gilt

M| =min{n e N |3 f: M — {1,...,n} injektiv},
und jede injektive Abbildung f: M — {1,...,|M]|} ist bijektiv.
Aufgabe 8.18
Zeige, dafl durch

R:={(z,y) € Nx N |z teilt y}
eine Ordnungsrelation auf IN definiert wird. Ist R eine Totalordnung?
Aufgabe 8.19
Definiere auf M = IN x IN eine Relation durch
(m,n) < (k,l) <= 1. max{m,n} < max{k,l} oder
2. (max{m,n} = max{k,l} und m < k) oder
3. (max{m,n} = max{k,l} und m =k und n > 1) oder
4. (m,n) = (k,1).

Zeige, dal “<” eine Totalordnung auf M definiert. Stelle graphisch in der Zahlene-
bene R? dar, wie die Elemente (m,n) in M mit max{m,n} < 4 angeordnet sind.
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Aufgabe 8.20

Sei K ein angeordneter Koérper und A, B C K Teilmengen, so daf§ sup(A) und
sup(B) existieren. Wir setzen A+ B :={a+b | a € A,b € B}. Beweise, da§ auch
sup(A + B) existiert und sup(A + B) = sup(A) + sup(B) gilt.

Aufgabe 8.21

Bestimme Supremum, Infimum, Maximum und Minimum (sofern sie existieren) der

Mengen:
A= {””” ‘m,nE]N>0} CR
m-n
und
_ (=1)"
B={n+ n € Nsop CR.
n

Aufgabe 8.22 (Jeder angeordnete Korper enthélt IN.)
Sei (K, +, -, <) ein angeordneter Korper mit Eins 1. Zeige, die Abbildung

N—K:n— z”: 1
i=1

ist injektiv und vertrédglich mit den Operationen + und -.
Aufgabe 8.23
Gib alle moglichen Ordnungsrelationen auf der 2-elementigen Menge M = {a, b} als
Teilmengen von M x M an. Begriinde, weshalb dies alle sind.
Aufgabe 8.24
Fiir zwei Tupel (a,b), (¢,d) € N x IN definieren wir

(a,b) < (¢,d) <= a+b<c+d oder (a+b=c+d und a<c).

Zeige, < ist eine Wohlordnung auf der Menge M = IN x IN und stelle graphisch (in
der Ebene) dar, wie die Tupel (a,b) mit a + b < 4 angeordnet sind.
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§ 9 Eigenschaften der reellen Zahlen R

In diesem Abschnitt wollen wir einige wichtige Eigenschaften der reellen Zahlen
betrachten.

A) Axiomatische Charakterisierung der reellen Zahlen

Theorem 9.1 (Charakterisierung der reellen Zahlen)

Der Korper R der reellen Zahlen mit der iblichen Ordnungsrelation ist der einzi-
ge angeordnete Kdorper, in dem jede nicht-leere, nach oben beschrinkte Menge ein
Supremum besitzt.

Bemerkung 9.2

Die Aussage in Theorem 9.1 besagt zweierlei. Zum einen wird festgestellt, da R
ein angeordneter Korper ist und dem Supremumsaxiom geniigt. Zum anderen wird
festgestellt, dafl dies fiir keinen anderen angeordneten Korper gilt. Das soll heiflen,
wenn es einen anderen angeordneten Korper (K, +,-, <) mit diesen Eigenschaften

gibt, dann gibt es eine bijektive Abbildung
fTR— K,
sodaB f(z +y) = f(z) + f(y), f(x-y) = f(z)- f(y) und
z<y = f(z)<fy)

fiir alle x,y € R gilt. In dem Fall kann man die beiden Koérper nicht mehr unter-
scheiden. Man sagt deshalb auch, dafi die reellen Zahlen durch die Eigenschaften in
Theorem 9.1 charakterisiert sind, und man koénnte die reellen Zahlen axiomatisch
durch Angabe der Eigenschaften einfiihren.

Wir wollen Theorem 9.1 in dieser Vorlesung nicht beweisen. Stattdessen werden wir
von den reellen Zahlen von nun an nur noch die im Satz angegebenen Eigenschaften
wirklich verwenden. Wenn wir uns also R als einen beliebigen angeordneten Kérper
mit Supremumsaxiom denken, dann wird alles, was wir von nun an beweisen, dort
genauso gelten. Wir miifiten die reellen Zahlen also noch gar nicht kennen, um die
weitere Theorie betreiben zu koénnen. Die wenigen oben gegebenen Axiome reichen
uns aus. Insofern befinden wir uns von jetzt an auf wesentlich sichererem Grund und
miissen nicht mehr immer wieder Bezug auf unser Vorwissen zu den Zahlsystemen

nehmen.

Satz 9.3 (R ist archimedisch angeordnet.)
Firz,y e R mut 0 < x <y gibt es eine natiirliche Zahln € N, so daff y < n - x.

Beweis: Wir betrachten die nicht-leere Teilmenge
A={n-z|neN}SR

der reellen Zahlen und miissen zeigen, dafl y keine obere Schranke dieser Menge ist.
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Nehmen wir an, dies wére doch der Fall, dann ist A nach oben beschréankt und somit

existiert das Supremum
s :=sup(A).

Da z > 0 ist, ist s — z < s und somit ist s — x keine obere Schranke von A, d.h. es
gibt eine natiirliche Zahl n € IN mit

s—r<n-x.
Dann ist aber auch
s=(s—az)+rx<n-z+z=(Mn+1)-z,
im Widerspruch dazu, dafl s eine obere Schranke von A ist.

Damit haben wir gezeigt, daf3 A keine obere Schranke besitzt und insbesondere, daf3

y keine solche ist, d.h. es gibt eine natiirliche Zahl n € IN mit y < n - x. [

Korollar 9.4 (Konsequenzen der archimedischen Anordnung)

a. Fir alle x € R gibt es eine ganze Zahln, so dafin < x <n+ 1.

b.  Fiir alle e € R mat € > 0 gibt es eine natirliche Zahl n, so dafs 0 < % <e.

Beweis:

a. Ist0 <z <1, soistn=0.Ist 1 <z, so gibt es nach Satz 9.3 eine Zahl m € IN
mit x < m -1 = m. Nach dem Archimedischen Prinzip 8.8 besitzt dann die
nicht-leere Menge

M:={kelN|z <k}
ein Minimum my = min(M), und fir n := mg — 1 < my gilt mithin
n<xr<myg=n-+1.

Ist z < 0, so ist —z > 0 und wir haben schon gezeigt, dafl es eine natiirliche
Zahl m € IN mit m < —x < m + 1 gibt. Dann ist aber

—_m—-1<z<—m.
Falls © = —m, so setzen wir n := —m, und sonst setzen wir n := —m — 1.

b. Wegen ¢ > 0 ist nach Lemma 8.14 auch % > 0, und nach a. gibt es dann eine
natiirliche Zahl n € IN so, dafl

1
0< —<n.
€

Mit Lemma 8.14 folgt dann

1
0<—-<
n

m|>—n| —
I
™
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Definition 9.5 (Intervalle)
Es seien a,b € R. Wir nennen eine Menge der Form

[a,b] :={z €eR|a<z<b}
ein abgeschlossenes Intervall, eine Menge der Form

(a,b) ={r e R|a<xz<b}
ein offenes Intervall und Mengen der Form

la,b) :=={z eR|a<z<b}

bzw.
(a,b):={reR|a<az<b}

halboffene Intervalle. Mengen der Form

[a,00) :={z € R |a <z},
(a,00) = {z € R | a < x},
(—00,a] :={z e R |z < a},
(—~00,a) = {z €R |z <a}

(—o0,0) :=R

heiflen uneigentliche Intervalle.

Satz 9.6 (Q liegt dicht in R.)

Sind a,b € R mit a < b, so gibt es eine rationale Zahl im Intervall (a,b).

63

Beweis: Wegen b —a > 0 gibt es nach Korollar 9.4 eine natiirliche Zahl n € IN mit

1
0<—-<b—a.
n
Zudem gibt es nach Korollar 9.4 eine ganze Zahl m € Z mit
m<n-a<m-+1.
Damit gilt dann
® m-+1 1® 1™

a < =—+—-—<a+-<0D
n n o n n

3

und mT“ € (@ ist eine rationale Zahl.

(7)
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B) Weitere Eigenschaften der reellen Zahlen

Satz 9.7 (Bernoullische Ungleichung)
Es seix € R mit x > —1 und n € N, dann gilt

(I4+x)">14n-z.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n.

Induktionsanfang: n=0: (1+2)°=1=1+4+0"x.
Induktionsschluf3: n — n + 1: Nach Lemma 8.14 b. ist 22 > 0 und nach Vor-
aussetzung gilt zudem 1+ z > 0. Damit erhalten wir dann:

Ind
I+a)"'=0+2)" 1+z) >
, 8:14b.
l14+n-2)-14+z)=14+n+1)-24+n-2° > 1+ (n+1)- .

Die Aussage ist damit also mittels Induktion gezeigt. O]

Mit Hilfe der Bernoulli-Ungleichung kann man die Existenz von n-ten Wurzeln nicht-
negativer reeller Zahlen fiir alle n > 2 herleiten. Wir fithren den Beweis hier auf,
werden in der Vorlesung in Beispiel 14.23 aber mit Hilfe des Umkehrsatzes fiir streng
monotone stetige Funktionen einen viel kiirzeren und eleganteren Beweis geben.

Satz 9.8 (Existenz von n-ten Wurzeln in R)

Zu jeder reellen Zahl x € R mit x > 0 und jeder natiirlichen Zahl n € N mit n > 2
gibt es genau eine reelle Zahl a € R mit a > 0 und o™ = x.

Wir nennen diese Zahl die n-te Wurzel aus x und bezeichnen sie mit {/x oder T

Beweis: Wir wollen uns zunéchst der Eindeutigkeit der Losung zuwenden, sofern
sie existiert. Nehmen wir also an, es wiirde zwei verschiedene nicht-negative reelle
Zahlen a,b € R mit a™ = b" = x geben. Dann ist eine der beiden echt kleiner
als die andere und wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dafl dies a ist, d.h.
0 <a < b. Aus Lemma 8.14 g. folgt dann = = a™ < b" = z, was ein offensichtlicher
Widerspruch ist. Mithin haben wir gezeigt, dafl es hochstens eine nicht-negative Zahl

a € R mit a" = x geben kann.

Es bleibt noch zu zeigen, daf es auch wirklich eine solche nicht-negative Zahl a gibt.
Ist x =0, so ist a = 0 eine Losung fiir a” = 0. Wir kénnen im weiteren Verlauf des

Beweises also voraussetzen, dafi x > 0.

Wir betrachten dann die Teilmenge
A={yeR[y>0,y" <z}

der reellen Zahlen, und wir behaupten, dal 1+ x eine obere Schranke fiir A ist. Dazu

betrachten wir eine reelle Zahl y € R mit y > 1 + 2 > 0. Aus der Bernoullischen



§ 9. EIGENSCHAFTEN DER REELLEN ZAHLEN R 65

Ungleichung folgt dann

8.14g. 9.7
y" > (1+x)">14n-z>x,

und somit ist y ¢ A. Also ist A nach oben beschréankt durch  + 1. Wegen 0 € A ist
A zudem nicht-leer und deshalb existiert das Supremum

a :=sup(A4) > 0.
Wir wollen nun zeigen, daf§ a™ = z gilt.

Zeige: a™ > x: Nehmen wir an, es gelte a” < x.
Idee: Finde eine reelle Zahl e > 0, so daff a+e € A. — 4

Wegen a > 0 ist
" /n —k n
=3 (i) = ()

und somit auch % > 0 nach Lemma 8.14. Aus unserer Annahme folgt dann

SN}
c
Somit ist auch
E:me{x—a : 1}>0
c
und es folgt
a"+c-e <. (9)

Wegen 0 < ¢ < 1ist e¥ < ¢ fiir alle £ > 1, und aus dem Binomischen Lehrsatz
7.15 folgt dann

(a+e)" =a"+) (Z) camh g
k=1
9)

§a”+Z(Z)-a”_k-e =a"+c-e < 7.
k=1

Somit ist a +¢e € A und a + ¢ > a im Widerspruch dazu, dafl a das Supremum
von A ist. Mithin muf} ¢ > z sein.
Zeige: a" < x: Nehmen wir an, es gelte a” > x.
Idee: Finde ein e >0 und einy € A, so dafy" > (a—¢e)" >x. — 4
Wegen a™ > x ist a > 0 und dann ist auch die Zahl
a-(a" —x
(—) > 0
n-a”
positiv. Wir setzen nun
a-(a" —x
ezzmin{g, a} > 0.
n-a"
Aus der Definition von € folgt zum einen

£
— > 1 10
P ( )
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und zum anderen unter Anwendung der Bernoullischen Ungleichung

—c 9.7 s\ "
:I;gan-<1+n->§a"-<1> =(a—¢)"; (11)

a a
dabei beachten, da8 wir die Bernoullische Ungleichung wegen (10) anwenden
konnen.

Da a das Supremum von A ist und a —e < a ist, muf} es eine Zahl y € A geben
mit

y>a—e>0.

Dann gilt nach Lemma 8.14 auch
, (1)
y" > (a—¢e)" >

im Widerspruch dazu, dafl y € A. Also mufl auch a™ < x gelten.

Da sowohl a™ > x, als auch a" < z gilt, folgt aus der Antisymmetrie der Ordnungs-

relation, dafl " = x, und wir haben die n-te Wurzel von = gefunden. O

Bemerkung 9.9

In R besitzt also insbesondere jede nicht-negative Zahl eine Quadratwurzel. Dies
gilt in den rationalen Zahlen nicht (siche Satz 9.10), und man kann die reellen
Zahlen als eine Erweiterung des Zahlbereichs der rationalen Zahlen ansehen, die
unter anderem deshalb notwendig war. Negative Zahlen besitzen aber auch in R
noch keine Quadratwurzeln, und wir werden im folgenden Kapitel deshalb unseren
Zahlbereich noch einmal erweitern zu den sogenannten komplexen Zahlen, die dieses

Manko dann beheben.

Satz 9.10 (\/5 ist irrational.)
Es gibt keine rationale Zahl a € Q mit a® = 2.

Beweis: Nehmen wir an, es wére a = § € @ eine solche Zahl. Wir kénnen ohne
weiteres annehmen, dafl der Bruch in gekiirzter Form vorliegt. Aus

folgt dann

pP=q*-2.
Also ist p? eine gerade Zahl, und dann muf notwendigerweise auch p eine gerade
Zahl sein. D.h. es gibt ein b € Z mit p = 2 - b. Also ist

4. =p*=2-¢%
und somit
2.0 = ¢°
Mit dem gleichen Argument sind dann auch ¢? und ¢ gerade Zahlen, und somit ist

g von der Form ¢ = 2 - ¢. Aber das widerspricht der Voraussetzung, dafl der Bruch
§ in gekiirzter Form vorgelegen hat. O]
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Aufgaben
Aufgabe 9.11

Zeige durch vollstandige Induktion, daf3
1 1 1 1

1
=+ -—=+—=+...+ +—=>n
it i1 v V"
fiir alle n > 2 gilt.
Aufgabe 9.12
Zeige, fiir je drei reelle Zahlen a, b, c € R gilt
la — ¢ la — b b — ¢

l+jla—c ~—14+Jja—b 14 |b—
Aufgabe 9.13
a. Schreibe die folgenden Mengen als Vereinigung von Intervallen:

i) A4={zeR|lz-1<1V |[z+2[<2}.
(i) Ao={zeR||lz—1>1A |z+2] <2}
(i) Ag={zeR|2*—2<2V \/lz—10]>5}.
b. Uberpriife zudem jede der Mengen in Teil (a) sowie die folgende Menge, ob sie
nach oben oder unten beschrankt ist, gib ggf. das Infimum oder Supremum der
Menge an und iiberpriife auch, ob es ein Minimim oder Maximum ist:

M:{m_n‘()#m,nelN}.

m-+n

Aufgabe 9.14
Fiir je zwei reelle Zahlen x,y € R gilt

@ty +lr—yl).

DO | —

max{z,y} =
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§ 10 Der Korper der komplexen Zahlen

Ausblick 10.0 (Komplexe Zahlen in der Informatik)

Mit Hilfe der komplexen Zahlen lassen sich Schwingungsvorginge in elektrischen
Schaltkreisen auf sehr kompakte Art und Weise beschreiben, weshalb die komplexen
Zahlen in der Elektrotechnik und damit in Technischen Informatik eine besondere
Rolle spielen.

Wir betachten in diesem Abschnitt den Koérper C der komplexen Zahlen, dem ne-
ben R wichtigsten Koérper. Warum reichen eigentlich die reellen Zahlen nicht aus,
wozu braucht man die komplexen Zahlen? Ja, man kann sogar fragen, warum wir
iiberhaupt die reellen Zahlen benétigen, wenn wir doch ohnehin nur mit endlichen
Dezimalbriichen, also rationalen Zahlen, rechnen konnen? Die Antwort auf die zwei-
te Frage ist schnell gegeben. Wir wissen alle, dafl etwa ganz natiirlich auftretende
Groflen wie die Lange der Diagonalen eines Quadrates mit Seitenlénge eins, sprich
die Zahl /2, oder das Verhiltnis von Umfang zum Durchmesser eines Kreises, sprich
die Kreiszahl 7, keine rationalen Zahlen sind. Sie sind aber reelle Zahlen und die
reellen Zahlen sind in gewissem Sinne, eine Vervollstindigung der rationalen Zahlen.
Wir brauchen also die reellen Zahlen, da die rationalen Zahlen Liicken aufweisen.
Die komplexen Zahlen werden nun deshalb eingefithrt, um einen Mangel, den die
reellen Zahlen immer noch haben, zu beheben. Hierbei geht es um das Lésen von
Gleichungen, aber nicht mehr linearen, sondern quadratischen. Es ist bekannt, dafl
das Quadrat einer reellen Zahl stets nicht-negativ ist. Also kann es keine reelle Zahl
r geben, die die Gleichung 2% = —1 16st.

Als Losung genau dieser Gleichung wird nun eine neue Grofle eingefiihrt, die ima-
gindre Einheit i. Definitionsgemis ist sie diejenige Zahl, fiir die 12 = —1 gilt. Wenn
man nun eine solche Gréfle ¢ einfithrt, dann ist damit alleine gar nichts gewonnen.
Man will ja mit ¢ auch rechnen kénnen, und zwar will man moglichst alle Rechenre-

2 — .1, sondern auch i+i oder Ausdriicke

geln von R iibertragen. Man will nicht nur ¢
wie 374424 bilden kénnen. Dabei sollen die so zu konstruierenden komplexen Zahlen

die reellen Zahlen als Teilmenge enthalten.

Daf§ es wirklich ein solches Zahlsystem komplexer Zahlen, in unserer Sprache den
Korper der komplexen Zahlen, gibt, ist iiberhaupt nicht klar und wurde historisch
erst spit realisiert und auch akzeptiert.? Gaufl hat die Zahlen geometrisch, als Punk-
te in der Ebene, eingefiihrt, weshalb die komplexen Zahlen heute noch Gaufische
Zahlenebene heiflen. Wir fithren die komplexen Zahlen ebenfalls als reelle Zahlenpaa-
re ein, definieren die Addition und die Multiplikation aber algebraisch und werden
die Definitionen erst im Anschlul daran geometrisch interpretieren.

2Erstmals tauchte v/—1 wohl um 1540 bei Cardano auf. Wirklich als Zahlsystem wurden die
komplexen Zahlen aber erst durch Gauf3, 1777-1855, etabliert. Hierzu und zu vielen weiteren in-

teressanten Tatsachen um die komplexen Zahlen vgl. [Ebb92] § 3.
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A) Die Arithmetik der komplexen Zahlen

Bemerkung 10.1 (Konstruktion der komplexen Zahlen)
Es ist unser erklirtes Ziel, auf der reellen Zahlenebene R? mit der Vektoraddtion

(x,y) + (u,v) :== (x +u,y +v)

eine Multiplikation zu definieren, so dafl einerseits die {iblichen Rechenregeln (Asso-
ziativgesetze, Kommutativgesetze und Distributivgesetze) gelten und daf auBerdem
der Vektor

= (07 1)
eine Losung der Gleichung
22=—1

ist. Um letzteres richtig zu interpretieren, denken wir uns die reelle Zahlengerade R
als Teilmenge von R?, indem wir sie mit der z-Achse identifizieren, d.h.

R = {(a,0) | a € R} = 2-Achse.
Die Multiplikation soll also der Bedingung

geniigen. Auflerdem wiirden wir uns sicher wiinschen, dafl die Multiplikation eines
Vektors mit der reellen Zahl

a=(a,0)

wie die Streckung des Vektors um den Faktor a funktioniert, d.h.
(aa O) ) (x7y)£aj ’ (x,y) = (axa ay)‘

Wenn eine Multiplikation diese Wunschliste erfiillt, so gilt offenbar:

(z,y) - (u,v) = ((2,0) +(0,9)) - ((,0) + (0,))
= ((,0)+ (,0)- (0,1)) - ((u, 0) + (v,0) - (0, 1))
= (2,0) - (w,0) + (3,0) - (0,1) - (u,0) + ( (v,0)-(0,1)

0) -
0)-(0,1
= (2u,0) + (yu,0) - (0,1) + (2v,0) - ( ) (yv,0) - (0,
= (zu,0) + (yu,0) - (0,1) + (zv,0) - (0,1) + (yv, 0) -
(zu, 0 )
(

/‘\/\

= (zu,0) + (0, yu +(O zv) + (—yv,0)

= (zu — yv, v + yu).

Wir haben fiir die Definition der Multiplikation also nur eine einzige Moglichkeit,
und die funktioniert zum Gliick auch.
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Satz 10.2 (Der Korper der komplexen Zahlen)
Die Menge C :={(z,y) | z,y € R} zusammen mit der durch

und

(x,y) + (u,v) == (r +u,y+v), fir(x,y),(u,v)€C,

(x,y) - (u,v) := (zu — yv,zv + yu), fir (x,y), (u,v) € C,

definierten Addition und Multiplikation ist ein Korper, den wir den Korper der kom-

plexen Zahlen nennen. .

Beweis: Dies folgt aus Aufgabe 7.19. n

Bemerkung 10.3

a.

Dafl C mit den beiden Operationen ein Korper ist, bedeutet, dafl die oben
erwahnten iiblichen Rechenregeln beziiglich der Addition, Subtraktion, Multi-
plikation und Division gelten, so wie wir sie von den reellen Zahlen her kennen.
Man beachte dabei, daB die reelle Zahl 0=(0, 0) bei der Addtion nichts tut und
die reelle Zahl 1=(1,0) bei der Multiplikation ohne Wirkung ist:

(z,y) +(0,0) = (z + 0,y +0) = (z,y)
und
Das multiplikative Inverse der Zahl (0,0) # (x,y) € C ist

@) =55
) x2+y2’x2+y2 '

L:R—C:2~ (2,0)

Die Abbildung

ist mit der Addition und der Multiplikation vertriaglich und identifiziert den
Korper der reellen Zahlen R mit dem Teilkérper R x {0} von C. Wir fassen R

in diesem Sinne als Teilmenge von C auf.

Praktischer als das Rechnen mit Paaren von Zahlen ist die folgende Notation
fir komplexe Zahlen. Wir setzen x := (z,0) fir x € R und i := (0,1). Dann
gilt fiir z = (z,y) € C

z=(z,y) = (2,0) + (0,y) = (#,0) + (0,1) - (y,0)=2 + iy.

Diese Schreibweise wollen wir kiinftig fiir komplexe Zahlen verwenden. Damit
gilt dann:
i = (0,1)-(0,1) = —1.

Ferner ergibt sich die etwas willkiirlich anmutende Definition der Multiplikation

ganz “natiirlich” aus

(z +iy)(u+ ) = (zu+ i*yo) + i(zv + yu) = (zu — yo) + i(zv + Yu).
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Lemma 10.4 (C ist nicht angeordnet.)
Es gibt keine Totalordnung “<” auf C, die C zu einem angeordneten Kdorper macht.

Beweis: Angenommen, es gibe eine Totalordnung “<”  die C zu einem angeord-
neten Koérper macht. Nach Lemma 8.14 mufl dann 0 < i? = —1 gelten, was im
Widerspruch zu 0 < 1 steht. [l

Definition 10.5 (Der Betrag und die komplexe Konjugation)
a. Wir definieren die Betragsfunktion auf C durch

| ]:C— Rsp:x+iy— /22 + y?

und nennen |z| auch den Absolutbetrag von z. Wegen Satz 9.8 ist der Betrag
einer komplexen Zahl definiert und ist stets eine nicht-negative reelle Zahl.
Beachte zudem, fiir z € R gilt

2] x, fallsx >0
x| =
—x, falls x < 0.

b. Wir definieren die komplexe Konjugation als
C—Ciz=x+iy—z:=2—1y.
Fiir z € C heifit z die zu 2z konjugiert komplexe Zahl.
c. Wir definieren die Abbildungen Realteil
Re:C—R:z+wy—=

und Imagindrteil
Im:C—R:z+wy—y

und nennen Re(z + iy) = = den Realteil von z und Im(z + iy) = y den Ima-

gindrteil von z.

Beispiel 10.6
Wir betrachten die komplexe Zahl

z=1—1=—-1+41.
Dann gilt Re(z) = —1, Im(z) = 1 und
Z=—-1—i=—(1+1).
Fiir den Betrag von z rechnen wir

12| = v/Re(2)2 + Im(2)2 = VI+1=V2

und damit erhalten wir die Gleichung
2 Z=(=144)-(=1—1i)=2=|z]%

Lemma 10.7 (Einfache Rechenregeln in C)
Es seien z,w € C.
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a. Der Betrag ist multiplikativ, d.h.
2] - [w] = [zw].
b. Der Betrag erfiillt die Dreiecksungleichung, d.h.
2+ w| < |z] + [w],

und es qilt stets
|l2] = w|| < [z —w].
c. 2=0<«= |z|=0.
d. z-z=|z2%
e. Wenn z#0, dann ist z* = 1 = ‘z%

f.  Die komplexe Konjugation ist additiv, d.h.

=z4+w.

gl

zZ+

g. Die komplexe Konjugation ist multiplikativ, d.h.

gl
Il

N
S

z -

Beweis: Die Aussagen in den Teilen c.-1. {iberlassen wir dem Leser als Ubungsauf-
gabe.

a. Seien z =z + iy und w = u + v mit x,y,u,v € R. Dann gilt

lzw|? =|(zu — yv) +i - (2v + yu)]* = (zu — yv)* + (20 + yu)?
=2?u? — 2zuyv + y*0? + 220? + 2royu + y*u®
=222 + y?0? + 220% + P = (22 4 2) - (u? + 0?)

2
=|2* - w]* = (|2] - Jw])".
Aus der Eindeutigkeit der nicht-negativen Quadratwurzel (Satz 9.8) folgt dann

|2w] = |z] - w].
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b.  Wir wollen nun die Dreiecksungleichung unter Verwendung der iibrigen Aussa-

gen zeigen. Es gilt

|z 4+ wl? & (z4+w) - (z+w)

(I

2 Z+ (2 0+Z-w)+w-w
Lt (2w zw) + fwf
L 12> + 2 Re(z - w) + |wl|?

< P2z m] + ul?

E P2 |2 @] + |w]?

= P42 |2 fw] + fw]?

= (Il + |w])”.

Da dies eine Ungleichung von nicht-negativen Zahlen in dem angeordneten
Korper R ist, folgt aus Lemma 8.14, dafl

|2+ w] < [2] + |w].

Es bleibt, die zweite Aussage in Teil b. zu zeigen. Aus der Dreiecksungleichung

erhalten wir
|2 = [(z = w) + w| < [z — w[ + [wl],
und somit
2| = |w] < [z — wl.

Analog folgt

—(lz[ = Jw]) = |w| = |z < |w = 2| = [ = (w = 2)| = |2 = w].
Wegen
|z] — |w|, falls |z| — |w| >0,
[l2] = wl| =
—(lz[ = Jw])  falls |z] = w| <0,
folgt dann ||z| — |w|| < |z — w).

Beispiel 10.8

a. Gegeben seien z = 3 + 2¢ und w = 5 — i. Dann gelten
zow=3-5-2-(-1))+@B-(-1)+2-5)-i=17+7:

sowie

lw| = /52 + (—1)2 = V26
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und

13 n 3 0 1 1
T2 26 22
b. Fiir die komplexen Zahlen z = 3 + 47 und w = 5 — 127 gilt

z4w=B8+5)+(4—-12)-1=8—-28i

und somit

2+ w| =vV&2 + 8 =v2-8<16<18=5+13
=V25 + V169 = V32 + 42 + /52 + 122 = |z| + |w|.
AuBlerdem gilt

z+zZ  (B+4)+(B3-4) 6
5~ 5 —2—3—Re(z).

B) Geometrische Interpretation der Arithmetik der komplexen Zahlen

Bemerkung 10.9 (Geometrische Deutung und Polarkoordinaten)
Wir wollen hier einige der bisher eingefiihrten Operationen auf den komplexen Zah-
len und der angefiihrten Eigenschaften derselben geometrisch interpretieren.

e Die Addition ist einfach die komponentenweise Addition, also die Addition der
Vektoren (siche Abbildung 3).

w+ z

ABBILDUNG 3. Addition in C als Vektoraddition

e Die komplexe Konjugation ist die Spiegelung an der z-Achse.

e Der Realteil ist die orthogonale Projektion auf die z-Achse und der Imaginérteil
die orthogonale Projektion auf die y-Achse.

e Der Betrag |z| = \/W einer komplexen Zahl z = x + iy ist die euklidische
Lange des Vektors z, d.h. der Abstand von z zum Ursprung. Dies ergibt sich
unmittelbar aus dem Satz von Pythagoras (siehe Abbildung 4).
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z=x+iy=(z,y)

ABBILDUNG 4. Pythagoras: 22 + y* = r?

e Die Dreiecksungleichung besagt deshalb im wesentlichen, daf in einem Dreieck
die Summe der Seitenldngen von zwei Seiten stets eine obere Schranke fiir die
Seitenldnge der dritten Seite ist.
e Die Menge

K:={z€C||z|=1}
der Punkte in der Ebene, deren Abstand zum Ursprung genau 1 ist, ist der
Einheitskreis um den Ursprung. Man beachte, dal bei einem Punkt

z =T+ 1y,

der auf dem Einheitskreis liegt, die kartesichen Koordinaten x und y schon
vollstéandig durch den Winkel o € [0, 27) bestimmt sind, den der Vektor z mit
der z-Achse einschliefit. Es gilt ndmlich (siehe Abbildung 5)

x = cos(«)

und
y = sin(«)
und somit

z = cos(a) + 1 - sin(a).

Es bleibt, die Multiplikation zweier komplexer Zahlen 0 # z,w € C geometrisch
zu deuten. Dazu schreiben wir die Zahl z als
z= |z|-i:7“-z’
2|
mit r = |z| und 2’ = rz7- Man beachte, daB die Zahl 2’ den Betrag 1 hat, so daf§

es genau einen Winkel a € [0, 27) gibt mit

2" = (cos(a),sin(a)) = cos(a) + i - sin(a).

Die komplexe Zahl z # 0 ist also eindeutig durch ihren Betrag und den Winkel
« bestimmt. Wir nennen

arg(z) = «
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ABBILDUNG 5. Koordinaten eines Punktes z = cos(a) +i - sin(a) auf
dem Einheitskreis

das Argument von z und das Paar

(r,a) = (|2], arg(2))

die Polarkoordinaten von z.

: z
i
T o = 2
% |2|
r= |zl
a = arg(z)

ABBILDUNG 6. Polarkoordinaten von z = r - (cos(a) + i - sin(«))

Wir erinnern hier an die beiden Additionstheoreme fiir den Sinus und den
Cosinus (siche auch Satz 12.38):

cos(a + ) = cos(a) - cos(f) — sin(a) - sin(p) (12)

und

sin(a + 3) = cos(a) - sin(3) + sin(«) - cos(f). (13)
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Betrachten wir zunéchst die Multiplikation von zwei komplexen Zahlen z =
2] (cos(ar) + i - sin()) und w = |w] - (cos(B) + i - sin(B)):
z-w = |z| - |w|- (cos(@) + i -sin(a)) - (cos(B) + i - sin(3))
= |2] - |w| - (cos(a) - cos(B) — sin(e) - sin(B)) + i - (cos(e) - sin(B) + sin(«) - cos(B))
(12),(13)

="z - |w| - (cos(a+ B) + i -sin(a + B)).

Die beiden Zahlen werden also multipliziert, indem man die Argumente addiert
und die Betridge multipliziert (siche Abbildung 7).

ABBILDUNG 7. Multiplikation zweier komplexer Zahlen

In Polarkoordinaten konnte man dies schreiben als

(r,a)-(s,8) = (r-s,a+pB).
Beispiel 10.10
Zur Ermittlung von o = arg(z) fiir z = ¢ — 1 betrachten wir die Zahl

|| 2 2
vom Betrag 1, fiir die gilt
ﬁ = cos(a) + isin(a),
z
d.h. cos(a) = —‘/75 und sin(«) = ‘/75, also a = 3.

Bemerkung 10.11 (n-te Wurzeln)
Aus der Polarkoordinatendarstellung einer komplexen Zahl

w=r-(cos(a)+i-sin(a))
1483t sich leicht ableiten, dafl die Zahl
0= 7 - (cos (2) +i-5in (2))
eine n-te Wurzel aus w ist, d.h.
a" = w.

Dabei ist {/r die eindeutig bestimmte nicht-negative n-te Wurzel der nicht-negativen

Zahl r.
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Die obige Zahl a ist aber nicht die einzige Losung der Gleichung
2" =w

in C. Denn addiert man zum Argument einen der folgenden Winkel

ok
T mitk=1,...,n—1,
n

so erhalten wir
(/7 (cos (227E) 44 - sin (2£275)))" = /7" - (cos (o + 27k) + i - sin (o + 27k))
= /1" (cos (@) +i-sin (a)) = w.
Wir haben also in der Tat n verschiedene n-te Wurzeln von w gefunden:
ap = r- (cos(%) —l—z’-sin(%ﬂ'k)), k=0,...,n—1.
Damit sehen wir, dafl die Polynomgleichung
2" =1

in C genau n Losungen hat, wobei n der Grad der Gleichung ist. Das ist ein Spezi-
alfall des Fundamentalsatzes der Algebra.

Aufgaben

Aufgabe 10.12
Bestimme fiir die folgenden komplexen Zahlen Re z, Im 2, arg z, |z|, Z und 2!

a. z=1— 1.

4

b. z=15
2424)7
c. z= 2207

(1=i)® -

_ 442i
d. z=35.

Aufgabe 10.13
Berechne die komplexe Zahl (%

Aufgabe 10.14
Es sei z € C eine komplexe Zahl mit Im(z) # 0 und

2 + 3z + 422
2 —3z+422

) fiir jede natiirliche Zahl n € IN.

s|-

e R.

Bestimme |z|%.

Aufgabe 10.15
Wie viele Losungen z € C hat die Gleichung

z—2 =i (z+2%)7

Bestimme alle Lésungen.



KAPITEL II

Eindimensionale Analysis

Im folgenden wollen wir die eindimensionale Analysis entwickeln, teilweise nur iiber
den reellen Zahlen, teilweise parallel iiber den reellen und den komplexen Zahlen.
Deshalb fithren wir folgende Notation ein.

Im folgenden sei stets I € {R, C} einer der beiden Koérper R oder C.

Ausblick (Analysis in der Informatik)

Die Analysis spielt fiir die Beschreibung vieler Phéinomene in den Natur- und Inge-
nieurswissenschaften eine wichtige Rolle. In der Informatik sind die Methoden vor
allem fiir die physiknahe Bereiche wie die Computergraphik, Bildverarbeitung oder

das Maschinelle Lernen sowie fiir Komplexitiatsabschiatzungen wichtig.

§ 11 Folgen und ihre Grenzwerte

A) Konvergente Folgen

Ausblick 11.0 (Folgen in der Informatik)

Losungen zu vielen Problemen (etwa in der Optimierung) sind formal die Grenzwerte
von Folgen und koénnen deshalb durch iterative Verfahren ndherungsweise bestimmt
werden, fiir die dann iterative Algorithmen zur konkreten Berechnung entwickelt,
untersucht und implementiert werden miissen. Zudem spielen Folgen und ihr asym-
ptotisches Verhalten bei der Aufwandsabschétzung von Algorithmen eine Rolle, wie
wir in Abschnitt 11.H) sehen werden.

Definition 11.1 (Folgen)
Eine Folge in K ist eine Abbildung

a:IN— K

von den natiirlichen Zahlen IN nach K.

Notation 11.2 (Familienschreibweise fiir Folgen)

Eine Folge o : IN — K ist eindeutig festgelegt durch ihre Funktionswerte a,, := a(n)
mit n € IN. Wir schreiben deshalb statt o : N — K gemeinhin nur (a,)nen oder
(ag, ay,as, . ..).

Manchmal ist es angenehmer, eine Folge nicht bei 0 starten zu lassen, sondern bei
einer anderen natiirlichen Zahl k. Dann schreiben wir fiir die Folge schlicht (ay,),>-

79
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Formal wiirde dem dann die Abbildung

N—K:nw a,i

entsprechen.

Beispiel 11.3
a. Ist ¢ € K, so heifit o : N — K : n — ¢ eine konstante Folge. Es gilt a,, = ¢
fiir n € IN, und mithin (a,)nen = (€)nen- Z.B. (an)neny = (2,2,2,2,2,...).
b. Fir ¢ € K ist auch a« : N — K : n — ¢" eine Folge mit a,, = ¢", also
(an)newy = (¢")nen- Z.B. (an)nen = (1, %, %, %, 1—16, ).
c. (%)n>1 ist ein Beispiel fiir eine Folge in KK, bei der der Folgenindex nicht bei 0

startet.

Definition 11.4 (Konvergenz und Grenzwert)
Es sei (an)nen eine Folge in K und a € K.

a. Wir nennen a genau dann einen Grenzwert von (a,)neN, wenn
Vo<eeR dn.eN :Vn>n. : |a, —a| <e.
In diesem Fall sagen wir auch, daB (a,).en gegen a konvergiert und schreiben

lim a, = a
n—oo

oder
a, — a.

b. Wir nennen (a,)n,en genau dann konvergent, wenn es ein a € K gibt, so daf§

(an)new gegen a konvergiert. Andernfalls nennen wir (a,)new divergent.

c. Wir nennen eine Folge (a,)nen in K eine Nullfolge, wenn (a,)nen gegen 0
konvergiert, d.h. a,, — 0.

Beispiel 11.5
a. Die konstante Folge (a,)nen = (¢)nen konvergiert gegen ¢, d.h. lim ¢ = c.

Um das zu sehen, wihlen wir fiir eine reelle Zahl ¢ > 0 die ng?iiliche Zahl

n. = 0, so daf fiir jedes n > n. = 0 gilt
la, —c|=lc—c|=0<e.

b. Die Folge (%) -, konvergiert gegen 0, d.h. lim L—o.
nz n—00

Denn: sei 0 < € € R gegeben, so gibt es nach Korollar 9.4 eine natiirliche Zahl
ne, so dafl 0 < nl < e. Ist nun n > n., so folgt
1

1
=—-<—<e.
n - n.

-
n

]

c. Die Folge (an)nen = ((—1)”)n€]N ist divergent.

. . . . 1
Denn: nehmen wir an, (a,),en konvergiert gegen a. Dann gibt es zu ¢ = 3
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ein ng, so daf |a, — a|] < € fiir n > n.. Insbesondere gilt dann wegen der
Dreiecksungleichung

2=|(=1)" = (=1)"*"| = |an, = apn1| < lan, —a| +la—ap ] <et+e=1,
was ein offensichtlicher Widerspruch ist.

Lemma 11.6 (Geometrische Folge)
Es sei q € K mit |q| < 1, so ist (¢")nen eine Nullfolge.

Beweis: Wir konnen ohne Einschréinkung annehmen, dafl ¢ # 0, da die Folge sonst

sicher eine Nullfolge ist.

Sei € > 0 gegeben. Wir betrachten die reelle Zahl
1
r:=——1>0,
4]
die positiv ist, da nach Voraussetzung 0 < |¢| < 1. Nach Korollar 9.4 gibt es eine
natiirliche Zahl n. € IN, so daf}

1
. 14
- T-e (14)
Ist nun n > n., so gilt wegen |q| = H% und der Bernoullischen Ungleichung auch
1 9.7 1 1 1 W zx-e
"0 =l¢|" = < < < < =e.
la = ld (14+z)» " 14+n-x n-x~ n.x x g

Bemerkung 11.7
Fiir eine Folge (a,)nen in K gilt offenbar:

ap, —a <= a,—a—0 <= Ja,—a| —0.

Diese Feststellung ist in mancher Anwendung von Nutzen, um Argumente ab-

zukiirzen.

Proposition 11.8 (Eindeutigkeit des Grenzwertes von Folgen)
Der Grenzwert einer konvergenten Folge in K ist eindeutig bestimmd.

Beweis: Nehmen wir an, eine Folge (a,)nen in K besitze zwei verschiedene Grenz-
werte a,b € K. Dann ist die reelle Zahl

la — bl
= >0
c 2

positiv. Mithin gibt es zwei natiirliche Zahlen n.,n. € IN, so dafl

la, —a| < e

fir n > n, und
la, —b] < e

fiir n > nL. Setzen wir nun N := max{n.,n.}, so gilt

la—b| <|a—an|+|ay —b] <e+e=]|a—b|,
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was ein offensichtlicher Widerspruch ist. O]

B) Beschrinkte Folgen

Definition 11.9 (Beschrinkte Folgen)
Eine Folge (a,)nen in K heifit beschrinkt, wenn die Menge

{lan| € R | n e N}

beschrénkt ist, d.h. wenn es eine Zahl s € R gibt, so daf§ |a,| < s fiir alle n € IN.
Man beachte dabei, dafl die Menge stets durch 0 nach unten beschrénkt ist, und wir

nennen eine Zahl s wie oben eine Schranke fiir (a,)nen.

Beispiel 11.10
1

a. Die konvergente Folge (—

n)n>1 ist beschrinkt, da ‘%‘ <1 fir alle n > 1.

b. Die divergente Folge (a,)nen = ((—1)”)nelN ist ebenfalls beschréinkt, da {|a,| €
R|neN}={1}.
Satz 11.11 (Konvergente Folgen sind beschrénkt.)
Jede konvergente Folge in K ist beschrinkt.

Beweis: Sei (a,)nen eine Folge in K und lim a,, = a. Dann gibt es zu ¢ = 1 eine
n—oo
natiirliche Zahl n. € IN, so dafl
la, —al <e=1
fiir n > n.. Setze
s :=max{1 + |al,|ao|, |a1],- - -, |an. 1|},
wobei man beachte, daf§ das Maximum existiert, weil die Menge endlich ist.

Damit erhalten wir dann

0| < s, falls n < n.,
Qn| >
la, —a| +]a] <1+ |a| <s, fallsn>n..

Mithin ist s eine Schranke fiir (a,)nen- O

Beispiel 11.12
a. Beispiel 11.10 zeigt, daf§ die Umkehrung von Satz 11.11 nicht gilt.

b. Fiir k € N mit & > 1 ist die Folge (a,)nenw = (n*)nen nicht beschrinkt, also
auch nicht konvergent.

c. Fiir ¢ € K mit |g| > 1 ist die Folge (an)new = (¢")nen nicht beschréankt und
somit divergent.
Um dies zu sehen, nehmen wir an, s > 0 sei eine Schranke fiir die Folge (ay,)nen
und setzen z := |¢g| —1 > 0. Da R archimedisch angeordnet ist (siehe Satz 9.3),

gibt es eine natiirliche Zahl n € IN, so daf3

s<n-x.
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Aus der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir damit
lg"=04+z)">14+n-z>s,

was ein Widerspruch zur Wahl von s als Schranke von (a,,),en ist. Dies zeigt,

daBl (a,)nen nicht beschrankt ist.

Lemma 11.13
Ist (ap)nen eine Nullfolge in IK und (b,)nen eine beschrinkte Folge in K, so ist
(an, - bp)nen eine Nullfolge.

Beweis: Da (b,),en beschréinkt ist, gibt es eine positive reelle Zahl s € R+ mit
|b,| < s
fiir alle n € IN.

Sei nun € > 0 gegeben. Wegen a,, — 0 gibt es eine natiirliche Zahl n. € IN, so daf§

£
la, — 0] < =
s

fir n > n.. Fir n > n. erhalten wir damit
€
lan - by — 0] = |apn - by, —0-by| = |an, — 0] - |bp] <la, —0]-s< =-s=c¢.
S
Mithin konvergiert (a,, - b, )nen gegen 0. O

Beispiel 11.14
Da die Folge (%)n>1 eine Nullfolge ist und da zudem die Folge ((—1)")n>1 beschrankt
ist, gilt

(="

n

— 0.

C) Grenzwertsitze

Proposition 11.15 (Grenzwertsétze)
Seien (ap)nen und (by)nen konvergente Folgen in K mit a, — a und b, — b.
a. a,+b,—a+bunda, —b, — a—0>.
b. a,-b, — a-b.
c. |an| — |al.
d. Ist zudem b # 0, so gibt es ein ng € N mit b, # 0 fiir alle n > ny und die Folge

(Z—")n>n0 st konvergent mit

Q

n

E—>

Sl

Beweis:
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Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es natiirliche Zahlen n.,n” € IN, so daf}

gr '’

€
|an—a]<§

fiir n > n. und
€
b, — bl < =
bt < &

fir n > n”. Mit n. := max{n.,n”} gilt dann

€
2
fir n > n.. Mithin konvergiert (a, + b,)nen gegen a + b. Analog sieht man

an, — b, — a—>b.

9
|(an+bn)_(a+b)|§|an_a|+|bn_b|<§+ =¢

Nach Satz 11.11 ist (a,),en als konvergente Folge beschrinkt und nach Vor-
aussetzung ist (b, — b),en eine Nullfolge, so daf

- (by — b) — 0

nach Lemma 11.13. Analog ist nach Voraussetzung (a,, — a),en eine Nullfolge

und die konstante Folge (b),en ist als konvergente Folge beschrénkt, so daf
(a, —a)-b—0.
Aus a. folgt dann, daf§ die Summe der beiden Nullfolgen eine Nullfolge ist, d.h.
ap by —a-b=a, (b, —b)+ (a, —a)-b—0+0=0.
Also gilt auch a,, - b, — a - b.
Ist € > 0 gegeben, so gibt es eine natiirliche Zahl n. € IN mit
la, —al < e
fiir alle n > n.. Aber dann gilt nach Lemma 10.7 auch
au| — lal] < |, — | <
fiir alle n > n.. Es folgt die Behauptung.
Wegen b # 0 ist
€= ‘g| >0
und es gibt ein ng € IN mit
b
b, —b| < €= |2’

fiir alle n > ng. Mithin ist

b
|b‘ - |bn + (b - bn)| < |bn| + |b - bn| - |bn| + |bn - b| < |bn| + ‘2’a
so daf} 0 < % < |b,| fiir n > ng. Insbesondere ist b,, # 0 in diesen Féllen.
Aus Lemma 8.14 folgt zudem

<= (15)

[bnl ~ [0]
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fir n > ny.

Ist nun € > 0 beliebig gegeben, so gibt es eine natiirliche Zahl n. > ny mit

. b2
b, — 0| < = 2' | (16)
fiir alle n > n.. Fir diese n erhalten wir damit
1 1 b—b, 1 1 (15),16) 2 £ |b|?
7_7:| ’: -7-‘bn_b| < 7‘.C||:€.
b, b by, - b| b, 10| |b]? 2
Also gilt
1 . 1
b, b’
und mit Teil b. folgt dann die Behauptung $* — §.
O
Beispiel 11.16
a. Die Folge (n—12) -, ist eine Nullfolge, da lim L =1lml limi=0-0=0
nz n—oo M n—oo ™ n—oo ™
b. Die Folge (a,)nen mit
" ™%+ 3
" 4n2 1
ist wegen der Grenzwertsétze konvergent, denn es gilt
T+ 3 740 7

AT I T T Iy 040 4

D) Konvergenzkriterien fiir reelle Zahlenfolgen

Proposition 11.17 (Einschachtelungssatz)
Seien (an)nen und (by)nen konvergente Folgen in R mit a, — a und b, — b, und
sei (¢p)nen €ine weitere Folge reeller Zahlen.

a. Ista, <b, fir alle n > ng, so ist a <b.

b. Ista, <c¢, <b, fir alle n > ng und ist a = b, so gilt ¢, — a.

Beweis:

a. Nehmen wir b < a an, so gibt es fiir
a—>b

€= >0
2

natiirliche Zahlen n’,n” € IN mit
a, € (a—¢,a+¢)

fiir alle n > n. und
b, € (b—¢e,b+¢)

fir alle n > n!. Mithin gilt fir n = max{ng,n.,n’}

a—c<a,<b,<b+e,
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so daf}
a—b<2-e=a—-0.

b. Sei e > 0 gegeben, dann gibt es natiirliche Zahlen n., n? € IN mit

la, —al <e

fir alle n > n. und
b, —a|] < e

fir alle n > n!”. Mithin gilt fiir n > n. := max{ng, n., n’} sicher

a—e<a,<c,<b,<a+e,

d.h.

e —al < e.

Also konvergiert (¢,).en gegen a.

Beispiel 11.18
Wegenogn—lkS%fﬁrallenZlunde1folgtausO—>0und%—)Oauch

1

Definition 11.19 (Monotone Folgen)
Es sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen. Wir nennen (a,)n,en monoton wachsend,
falls

ap < Gy
fiir alle n € IN.
Analog nennen wir (a,),ew monoton fallend, falls
Ap 2 Apt1
fiir alle n € IN.

Beispiel 11.20
Die Folge (n),en ist monoton wachsend und divergent, die Folge (%)n>1 ist monoton
fallend und konvergent. -

Satz 11.21 (Monotoniekriterium)

Jede monoton wachsende oder fallende, beschrdnkte Folge in R ist konvergent.

Beweis: Sei (a,,)nen eine monoton wachsende, beschrankte Folge reeller Zahlen und
sei s > 0 eine Schranke. Dann ist die Menge

A:={a, |n e N}
nach oben beschrankt durch s, und somit existiert das Supremum

a = sup(A).
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Wir wollen zeigen, daf (a,)n,en gegen a konvergiert.

Dazu sei € > 0 gegeben. Dann ist a — € keine obere Schranke von a, so dafi ein
n. € IN existiert mit
a—¢€ < Gy,.
Da die Folge monoton wachsend ist, gilt dann aber fiir alle n > n. auch
a—e<ap, <a,<a<a-+e,
oder anders formuliert
la —a,| = |a, —a| <e.
Mithin haben wir a, — a gezeigt. Der Fall einer monoton fallenden Folge wird

analog mit Hilfe des Infimums bewiesen. O

Bemerkung 11.22 (Supremum und Infimum sind Grenzwerte von Folgen.)
Es sei ) # A C R eine nicht-leere Menge reeller Zahlen.

a. Ist A nach oben beschrinkt, so gibt es eine monoton wachsende Folge (a,,)nen

in A, die gegen sup(A) konvergiert.

b. Ist A nach unten beschriankt, so gibt es eine monoton fallende Folge (a,)nen
in A, die gegen inf(A) konvergiert.

Beweis: Sei zunéchst A nach oben beschrankt. Wir wéhlen ay € A beliebig und
setzen a := sup(A). Fiirn > 1 und € = % gibt es ein b, € A mit a —e < b, < a.
Setzen wir nun a,, := max{b,, a,_1} € A, so definieren wir auf diese Weise rekursiv

eine offenbar monoton steigende Folge in A. Fiir diese gilt zudem

1
0<l|a,—al=a—a,<a—-b, <——0,
n

woraus mit dem Einschachtelungssatz folgt, daf (a,)nen gegen a konvergiert.

Ist A nach unten beschréankt, so zeigt man die Aussage analog. O

Beispiel 11.23 (Rekursive Folgen — das Heron-Verfahren)
Es sei ¢ € R+ eine positive reelle Zahl. Wir setzen ag := 1 und fiir n € IN definieren
wir a,+1 durch die Rekursionsvorschrift

1 c
An+1 :é an+a— > 0.

Wir wollen zeigen, dafi die Folge (a,)n,en gegen /c konvergiert.

1. Schritt: a2, > c fiir alle n € N: Fiir n € IN gilt
e\’ c?

0§<an——) :ai—20+—2.

ap a?
Addieren wir auf beiden Seiten 4c¢, so erhalten wir

2 2
0§4c§ai—|—20+2—2: (an—l—i) :4-ai+1.

n n
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2. Schritt: (a,),>1 ist monoton fallend: Aus dem 1. Schritt wissen wir, daf§
a? > c fiir n > 1 und mithin auch

fiir n > 1 gilt. Wir erhalten damit
1 c 1
U1 = 5 <an+a) < 5-(an—|—an) = ap
fiir alle n > 1, so dafl die Folge monoton fallend ist.
3. Schritt: (a,),>1 ist beschrinkt: Denn 0 < a,, < a; fiir alle n > 1.
4. Schritt: a,, — /c: Da die Folge (a,),>1 monoton fallend und beschrinkt
ist, folgt aus Satz 11.21 dann, dafl sie konvergent ist, d.h. es gibt ein a € R mit
a, — a. Den Grenzwert kénnen wir nun mit Hilfe der Grenzwertsitze und

der Eindeutigkeit des Grenzwertes bestimmen; es gilt ndmlich

2 an 2

1 (+0)
a=—-—-la+—-].
2 a

Losen wir die Gleichung nach a auf, so erhalten wir

1 ( c) 1 c
Q4— Qpy1 = = | Qp + — —>—-<a+—>,
a

d.h.

a® = c,

und da die Folgenglieder nie negativ sind, kann auch der Grenzwert nicht ne-
gativ sein (siehe Proposition 11.17). Damit ist also a = y/c nach Satz 9.8.

Beachte, dafl man die Folge (a,,)nen nutzen kann, um die Wurzel y/c niherungsweise
zu berechnen — man nennt dieses rekursive Verfahren auch das Heron- Verfahren.

Versucht dies einmal fiir ¢ = 2 oder ¢ = 4.

E) Der Satz von Bolzano-Weierstraf}

Definition 11.24 (Teilfolge)
Es sei (an)nen eine Folge in KK und ist zudem

Ng<ng <ng <ng<...
eine aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen, so nennen wir die Folge
(ank)kGJN - (anoa Qpyy Qngyy Angy - - )

eine Teilfolge von (a,)nen-

Beispiel 11.25
Die Folge (#)n>1 ist eine Teilfolge von (%)n>1.
Satz 11.26 (Bolzano-Weierstraf)

Jede beschrinkte Folge in K besitzt eine konvergente Teilfolge.
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Beweis: Wir unterscheiden im Beweis die Félle K = R und K = C.
1. Fall: K = R: Da (a,)nen beschriankt ist, gibt es eine Zahl s > 0, so daf
—-s<a,<s
fiir alle n € IN, d.h. das Intervall
[bo, co] :=[—s, 9]

enthélt unendlich viele Folgenglieder der Folge (a,)nen und wir wéhlen eines
davon, ay,,. Teilen wir das Intervall in zwei gleichgrofie Halften [—s, 0] und [0, s],
so enthélt mindestens eines der beiden neuen Intervalle wieder unendlich viele
Folgenglieder. Wir wihlen ein solches und nennen es [by, ¢;]. Da es unendlich
viele Folgenglieder enthélt, enthélt es auch ein a,, mit n; > ny. Mit dem
Intervall [by, ¢1] verfahren wir in der gleichen Weise und konstruieren so rekursiv

eine Folge von Intervallen

[b07CO] 2 [blycl] ; [anCZ] 2 [b3763] 2 sy

so daf jedes [b;, ¢;] unendlich viele Folgenglieder von (a,)n,en enthélt. Zugleich
konstruieren wir dabei eine Teilfolge

anouanlaan27an37 R
mit

bj S anj < Cj

und ng < np < ng < ...

Aufgrund der Konstruktion ist die Folge (b;)jen eine monoton wachsende be-
schriankte Folge und besitzt deshalb einen Grenzwert nach dem Monotoniekri-
terium 11.21, d.h.

bj—>b.

Analog besitzt (¢;);en als monoton fallende beschrénkte Folge einen Grenzwert
c. Da das Intervall [b,, ¢,,| aufgrund seiner Definition die Lénge 22—;3 hat, folgt
dann

c—b<—cn—bn:§:2s~ (1)”_)07
2n 2
wobei wir fiir die Konvergenz der rechten Seite die Eigenschaften der geometri-
schen Folge beriicksichtigen (siche Lemma 11.6). Wegen der Eindeutigkeit des
Grenzwertes einer Folge gilt dann b = ¢, und aus dem Einschachtelungssatz
folgt dann auch

lim a,. =b.
- J
J—00
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2. Fall: K = C: Aus Lemma 10.7 wissen wir, dafl
| Re(a,)| < lan,

so daf die Folge (Re(a”))nE]N ebenfalls beschriankt ist. Da wir den Satz von

Bolzano-Weierstraf fiir IK = R bereits bewiesen haben, gibt es also eine Teil-

folge (an, )rew und eine reelle Zahl b, so da8
Re(an,) — b.
Ebenfalls aus Lemma 10.7 folgt
| Im(an, )| < an,],

so dafl auch die Folge (Irn(a”k)) e Peschrénkt ist, und wieder folgt mittels des
Satzes von Bolzano-Weierstra$ fiir K = R, daB (a,, )rew eine Teilfolge (ank-, )jeN

besitzt und dafl es eine reelle Zahl ¢ gibt, so daf3
Im(ankj) — c.

Aus Aufgabe 11.43 wissen wir, dafl die Teilfolge (Re(a,,,,kj))jEJN von
(Re(ank)) ey ebenfalls gegen b konvergiert, und aus Aufgabe 11.42 ergibt sich

dann, dafl auch die Folge (a,, )jew konvergent ist mit
"]

Uy, = Re(ankj) +q - Im(ankj) —b+i-c.

O

Beispiel 11.27
Die divergente beschrankte Folge ((—1)")n o Pesitzt als konvergente Teilfolge die
konstante Folge ((—=1)*), = (1ren.

Satz 11.28 (Abgeschlossene Intervalle sind abgeschlossen.)
Ist (ap)nen eine konvergente Folge im abgeschlossenen Intervall [a,b], so gilt

lim a, € [a,b)].
n—oo

Beweis: Nehmen wir an, ¢ := lim a, € R\[a,b]. Ist ¢ > b, so gibt eszue := S > 0
n—o0

ein n. fir das unter anderem 0 < c—b<c—a, =|a, —c/<e= %’ gilt, was ein

offensichtlicher Widerspruch ist. Analog sieht man auch, dafl ¢ < a nicht moglich

ist. O]

F) Das Cauchy-Kriterium

Definition 11.29 (Cauchy-Folge)
Eine Folge (ay,)nen in K heifit Cauchy-Folge, falls

Vo<eeR dn.eN : Vm>n>n. : |a, —a,| <e.
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Satz 11.30 (Cauchy-Kriterium: K ist vollstandig.)
Fine Folge in K st genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Beweis:

=>: Wir setzen voraus, dafl (a,),en eine konvergente Folge ist mit Grenzwert a.

Sei nun € > 0 gegeben, dann gibt es eine natiirliche Zahl n. € IN, so daf§

|an—0L|<E

2
fiir alle n > n.. Fiir zwei natiirliche Zahlen m > n > n, folgt dann mit der

Dreiecksungleichung

e ¢
|am—an|§|am—a|+|a—an|<§+§=€.

Also ist (a,)nen eine Cauchy-Folge.

<—=: Sei nun umgekehrt (a,),ew eine Cauchy-Folge. Wir wollen zeigen, daf}
(an)new konvergent ist und miissen dazu einen Grenzwert von (ay,),en fin-
den, was nicht ganz leicht ist. Unsere Idee hierzu ist, dafl wir eine konvergente
Teilfolge von (a,,)nen mit Hilfe des Satzes von Bolzano-Weierstrafl finden und
dann zeigen, dafl deren Grenzwert auch ein Grenzwert von (a,),en ist.

1. Schritt: Zeige, daB (a,)nen beschrinkt ist.!
Zu ¢ = 1 gibt es eine natiirliche Zahl n. € IN, so daf3

|am —ap| <e=1
fur alle m > n > n.. Setze
s :=max{1l + |a,_|, |ao|, |a1|, -, |an. 1|}

Damit erhalten wir dann

s, falls n < n.,
|an| <
lan — an, | + |an.| <14 |a,. | <s, fallsn>n..

Mithin ist s eine Schranke fiir (a,,)nen-
2. Schritt: Aufgrund des Satzes von Bolzano-Weierstral 11.26 besitzt

(@n)nen also eine konvergente Teilfolge (ay, )ren, und wir setzen

a:= lim a,,.
k—o0

3. Schritt: Zeige, a,, — a.
Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Da (a,)nen eine Cauchy-Folge ist, gibt es eine
natiirliche Zahl n, € IN mit

€
| — ay| < 5

tiir alle m > n > n.. Da zudem a,, — a existiert auch ein k. € IN mit

g
|ank —CL| < 5

'Der Beweis geht wie der Beweis von Satz 11.11, wenn man dort den Grenzwert a durch a,,,

ersetzt.
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fiir alle £ > k.. Wir wihlen nun eine Zahl k > k. so, dal n;, > n.. Dann
gilt fiir jedes n > n. auch
€

225.

€
an = 0] < Jan = | + lan, —al < 5 +

Also konvergiert (a,),en gegen a.

Beispiel 11.31
Ist 1 # ¢ € K mit |¢| = 1, so ist die Folge (¢")nen keine Cauchy-Folge und mithin
auch nicht konvergent.

Um dies zu sehen, betrachten wir e = |¢—1| > 0 und n. € IN beliebig. Fiir m = n.+1
und n = n. gilt dann

" = q"[=la" - lg -1 =1"-e =<

Wire die Folge eine Cauchy-Folge, so miifite der Ausdruck fiir ein geeignetes n. echt

kleiner als € werden.

Bemerkung 11.32 (Q ist nicht vollsténdig.)
Eine Cauchy-Folge rationaler Zahlen muf} in Q) nicht konvergent sein, d.h. ihr Grenz-
wert in R muf} keine rationale Zahl sein. Zum Beispiel ist /2 keine rationale Zahl
(siche Satz 9.10) und ist V2 = >oo¢ ¢ - 107" ihre Dezimalzahldarstellung, so wird
durch
an = Z ¢ - 1070
i=—1

eine Folge (a,)nen rationaler Zahlen definiert, die in R gegen V2 konvergiert und
mithin eine Cauchy-Folge ist, deren Grenzwert v/2 aber nicht in Q liegt.

Man sagt auch, die rationalen Zahlen sind nicht vollsténdig. Dieses Manko der ra-
tionalen Zahlen erfordert den Ubergang zu den reellen Zahlen. Mit dem gleichen
Argument wie fiir v/2 sieht man iibrigens, da jede reelle Zahl Grenzwert einer Fol-
ge rationaler Zahlen ist. Dies liegt daran, da§ Q dicht in R liegt (siehe Satz 9.6).

G) Bestimmt divergente Folgen

Definition 11.33 (Bestimmte Divergenz)

Es sei (an)nen eine Folge in R.
a. Wir sagen, dafl (a,)new bestimmt divergiert gegen oo, falls
Vs>0dn,eN : Vn>n, : a, > s.

In diesem Fall schreiben wir a,, — oo oder lim a, = 0o, und nennen oo auch
n—oo

den uneigentlichen Grenzwert von (a,)nen-
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b. Analog sagen wir, daB (a,)nen bestimmt divergiert gegen —oo, falls
Vs<0dnselN : Vn>n, : a, <s.

In diesem Fall schreiben wir a,, —> —oco oder lim a,, = —00, und nennen —oo
n—o0

auch den uneigentlichen Grenzwert von (a,)nen-

Eine Folge, die bestimmt divergiert nennen wir bestimmt divergent.

Beispiel 11.34
Die Folge (n),en ist bestimmt divergent mit Grenzwert oo, die Folge ((—1)"-n) e

ist divergent, aber nicht bestimmt divergent.

Bemerkung 11.35 (Grenzwertsitze fiir uneigentliche Grenzwerte)
Wir einigen uns fiir a € R auf die folgenden Rechenregeln:

e a+00:=o00und a — 00 := —00.
e q-00:=o00und a-—o0 = —o0, falls a > 0.
e q-00:=—00und a-—o0 := oo, falls a < 0.

o&:zOund%:zO.

Damit lassen sich die Grenzwertséitze fiir Folgen 11.15 verallgemeinern auf Féalle
unter Einbeziehung von bestimmt divergenten Folgen. Wann immer man bei der
Anwendung der Grenzwertséitze als Grenzwert einen der obigen Ausdriicke erhilt,
kann man den Grenzwert auf dem Weg berechnen. Die Beweise sind einfach, aber
es gilt viele Fille zu unterscheiden. Z.B. gelten:

a. Wenn a,, — a und b, — oo, so gilt a,, + b, — a + 0o = oc.

b. Wenn a, — a und b, — oo, so gilt §* — = = 0.

Zudem kann man die Grenzwertsétze auch fiir Briiche von Folgen formulieren, wenn
im Nenner eine Nullfolge steht. Allerdings ist dabei etwas Vorsicht geboten:

a. Wenn a, — a # 0 und b, — 0 mit b, > 0 fiir n > ny, so gilt » — oo - a.

b. Wennan—>a7é0undbn—>Omitbn<0ﬁ'1rn2no,sogﬂtZ—Z—)—oo-a.

an

c. Ist das Vorzeichen der b, nicht ab einer gewissen Stelle fest, so existiert lim %=

. n—00 bn
nicht.

H) Landau-Symbole und das asymptotische Verhalten von Folgen

Ausblick 11.36 (Landau-Symbole in der Informatik)

Bei der Abschdtzung des Aufwands eines Algorithmus’ gibt es oft bestimmte Pro-
blemgrofien, die den Aufwand dominieren. Bei festem Wert n € IN fiir die Problem-
grofle, z.B. die Gréfle der Eingabematrix, ergibt sich dann ein Aufwand a, € R,
z.B. die Anzahl der benétigten Multiplikationen in Abhéngigkeit von n. Die sich
so ergebende Folge (a,)nen ist in aller Regel monoton wachsend und unbeschrinkt,

also bestimmt divergent. Um die Komplexitit des Verfahrens zu verstehen, mufl
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man verstehen, wie schnell die Folge gegen oo divergiert. Dazu vergleicht man sie
mit gewissen Prototypen bestimmt divergenter Folgen und untersucht, ob sie asym-
ptotisch dasselbe Divergenzverhalten aufweisen (siehe auch Bemerkung 11.41). Dies

wird mit Hilfe der Landausymbole zum Ausdruck gebracht.

Definition 11.37 (Landau-Symbole O und o)
Seien (a,)nen und (by,)new Folgen in R und es gelte b, > 0 fiir alle n € IN.

a. Wir nennen (b,),en eine asymptotische obere Schranke fiir (a,)nen, wenn

die Folge (‘;—:)nem beschrankt ist. Wir schreiben dann kurz a,, € O(b,) und

O(ay,) < O(by,).

b. Wir nennen (b,),en eine scharfe asymptotische obere Schranke fir (a,)nen,
wenn a, € O(b,) und b, € O(a,) gilt. Wir schreiben dann kurz a,, € 0(b,)
oder auch O(a,) = O(by,).

c. Wir nennen (a,)nen asymptotisch vernachlissigbar gegeniiber (by)nen, wenn

die Folge (%

. )n oy eine Nullfolge ist. Wir schreiben dann kurz a,, € o(by)-

Dabei werden o, O und © auch Landau-Symbole genannt. Natiirlich kann die Indi-
zierung der Folgen auch wieder mit einer anderen ganzen Zahl als 0 beginnen.
Bemerkung 11.38

Seien (a,)nen und (by,)new Folgen in R und es gelte b, > 0 fiir alle n € IN.

a. Genau dann gilt a,, € O(b,), wenn
35>0:VneN : |a,| <S5-b,.
b. Genau dann gilt a,, € O(b,) oder O(a,) = O(b,), wenn
4, 5>0:VneN:s-b,<a,<S5:b,.
c. Genau dann gilt a,, € o(b,,), wenn
Ve>0dn. : Yn>n. : |a,| <e-by,.
d. Aus a, € o(b,) folgt offenbar a, € O(b,), da jede Nullfolge beschrénkt ist.

Beispiel 11.39
Die Folge (ay)n>1 mit
an =n>+5n+2
erfiillt a,, € O(n?), da
n 5 2
I+ 24 S 5 14040=1
n n o n
konvergent und damit beschriankt ist. Wegen n? < a,, fiir alle n gilt zudem n? €
O(a,) und somit a, € O(n?) oder O(a,) = O(n?).
Da die Folge (Z—g)n>1 keine Nullfolge ist, gilt aber a, & o(n?). Hingegen folgt aus

an, 1 5 2
—=—+—=+—=—0+0+0=0
nd n n?2 nd
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dann a, € o(n?).

Proposition 11.40 (Rechenregeln fiir Landau-Symbole)
Seien (an)nen, (bn)nen, (Cn)new und (dp)nen strikt positive Folgen in R. Dann gel-

ten:

a. ap € O(ay).
b. Wenn a, € O(b,), dann gilt auch ¢ - a,, € O(by,) fir alle ¢ € R.
c. Wenn a, € o(b,), dann gilt auch c- a, € o(b,) fir alle ¢ € R.
d. Wenn a, € O(c,) und b, € O(cy), dann gilt a, + b, € O(cy).
e. Wenn a, € o(c,) und b, € o(c,), dann gilt a,, + b, € o(cy).
f. Wenn a,, € O(b,) und b, € O(c,,), dann gilt a,, € O(cy,).
g. Wenn a, € o(b,) und b, € o(c,), dann gilt a, € o(cy,).
Wenn a,, € O(c,) und b, € O(d,), dann gilt a, - b, € O(c, - dy,).
i. Wenn a, € o(c,) und b, € o(d,), dann gilt a,, - b, € o(c, - d,).

Beweis: Die Aussagen folgen unmittelbar aus den Grenwertsétzen fiir Folgen 11.15.

a. Die Folge der 2* =1 ist konstant und somit beschrankt.
"N

an

b'n

an

b n

Cap

beschrinkt ist, dann ist das auch die Folge der £*=.
n

b. Wenn die Folge der

c. Wenn die Folge der #= eine Nullfolge ist, dann ist das auch die Folge der

can
b

d. Wenn die Folgen der ¢* und der ﬁi beschrankt sind, dann ist auch die Folge
n n
der %atbe — an 4 b Kegchrinkt.
Cn Cn Cn
an
Cn

Inthy — n gi eine Nullfolge.
‘n ‘n

Cn

e. Wenn die Folgen der 2= und der ff Nullfolgen sind, dann ist auch die Folge der

f. Wenn die Folgen der ¢ und der Zi beschrénkt sind, dann ist auch die Folge

Gn-bp — Qn
Cn-dn Cn

der . Z—” beschrankt.
n

Qn,

g. Wenn die Folgen der ¢* und der Z—Z Nullfolgen sind, dann ist auch die Folge

der 2nbn — an . bu oine Nullfolge.

Cndp, Cn n

Bemerkung 11.41 (Prototypen fiir asymptotisches Verhalten)
Die folgende Tabelle enthélt die am héufigsten verwendeten Pototypen fiir den Ver-
gleich von asymptotischem Laufzeitverhalten bei Algorithmen:
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an) Laufzeitverhalten
1) konstant

log(n)) | logarithmisch
log®(n)) | poly-logarithmisch

o(

O(

O(

o(

O(n) linear
O(nlog(n)) | "nlogn”
O(n?) quadratisch
O(n?) kubisch
O(n*) polynomial
o2") exponentiell
O(n!) faktoriell

Beim Logarithmus haben wir keine Basis angegeben, da aus der Formel (siche auch
Korollar 16.9)
_ log,(n)

log,(a)

log,(n)
folgt, daBl
O(log,(n)) = O(logy(n))

fiir jede Basis a > 0 gilt und die Basis somit keine Rolle spielt. In der Praxis wird

meist die Basis a = 2 verwendet.

Die Folgen sind in obiger Tabelle in der Reihenfolge aufsteigender Komplexitit an-
gegeben. Wir geben fiir einige der Folgen und einige Werte von n in folgender Tabelle

Néherungswerte fiir die Folgenglieder an, um dies zu verdeutlichen:

n |log(n) nlog(n) n? n3 2n

10 |~23 ~23 100 1000 1024
100 | ~4,6 ~461 10* 10° ~1,27-10%°
1000 | ~6,9 ~ 6908 105 10° ~ 10301

10000 | ~ 9,2 ~ 92103 108 102  ~ 103010

Um zu sehen, wie gravierend sich dies auf die Laufzeit eines Algorithmus’ nieder-
schldgt, nehmen wir vereinfachend an, daf§ die Problemgréfie n bei der Berechnung
mit a, Sekunden zu Buche schldgt. Wenn die Problemgréie nun den Wert n = 100
besitzt, so wird ein Algorithmus mit logarithmischer Laufzeit etwa 5 Sekunden
benotigen, bei kubischer Laufzeit fast 12 Tage und bei exponentieller Laufzeit mehr

als eine Billion mal das Alter des Universums:

1 Stunde = 3,6-10° Sekunden
1 Tag ~ 8,6-10* Sekunden
1 Jahr ~ 3,2-107 Sekunden
100 Jahre ~ 3,2-10° Sekunden

Alter des Universums ~ 4,3 -10'7 Sekunden
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Aufgaben

Aufgabe 11.42
Es sei (an)nen eine Folge komplexer Zahlen. Zeige, dafl die folgenden Aussagen
dquivalent sind:
a. a, — a.
b. Re(a,) — Re(a) und Im(a,) — Im(a).
Aufgabe 11.43
Ist (an)nen eine Folge in K und o : IN — IN bijektiv, so nennen wir die Folge
(Ao(n) IneN = (G0 (0), Go(1), Go(2), Qo(3)s - - -)
eine Umordnung von (a,),en. Beweise die folgenden beiden Aussagen.
a. Wenn (a,),en gegen a konvergiert, so konvergiert jede Teilfolge von (a,)nen
gegen a.

b. Wenn (a,),en gegen a konvergiert, so konvergiert jede Umordnung von (a,,)nen
gegen a.

Aufgabe 11.44
a. Zeige, daB die Folge (s,)nen mit

konvergent ist.

b. Zeige, dafl die Folge (,)nen mit

konvergent ist.

c. Zeige, dal die Grenzwerte von (s, )neny und (,)nen iibereinstimmen. Wir nen-
nen den Grenzwert die Fulersche Zahl e.

Hinweis zu Teil c., zeige hierfiir, da8 der Grenzwert von (¢, )nen nach unten durch s,, beschrinkt ist.

Aufgabe 11.45
Untersuche die folgenden Folgen (ay),>1 auf Konvergenz und berechne gegebenen-
falls den Grenzwert:

_ n*=3n+5
a. Ap = 3n°+6n34+11°

_ (3n+1):(n+1)2=5(n—1)
b. a, = T .

_ n 3
C. an - Z'L:l ﬁ‘

n n
n

e. ap = on -



98 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Aufgabe 11.46
Zeige, dass die rekursiv definierte Folge (a,)neny mit ag = 1 und

Gni1 = V1+a,
konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

Hinweis: Priife die Folge (bzw. eine geeignete Teilfolge) auf Monotonie und Beschrianktheit. Fiir die Be-

rechnung des Grenzwertes konnen dann die Grenzwertsitze geeignet angewandt werden.

Aufgabe 11.47
Zeige, dass die rekursiv definierte Folge (ay,)nen mit ap = 1 und
i1 =14+ —
Qn

konvergiert und bestimme ihren Grenzwert.

Hinweis: Priife die Folge (bzw. eine geeignete Teilfolge) auf Monotonie und Beschrinktheit. Fiir die Be-

rechnung des Grenzwertes konnen dann die Grenzwertsitze geeignet angewandt werden.

Aufgabe 11.48
a. Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen, so daf |a,11 — a,| < 2% fiir alle n € IN.
Zeige, daf} es sich um eine konvergente Folge handelt.

b. Bleibt die Behauptung aus Aufgabenteil a. korrekt, wenn wir die Bedingung
|ani1 — an| < % voraussetzen? Gib einen Beweis oder ein Gegenbeispiel an.

Aufgabe 11.49
Bestimme fiir der in der folgenden Tabelle angegebenen Nullfolgen (ay,),>1 und fir
jedes der angegebenen £ > 0 eine natiirliche Zahl n., so da8 |a, — 0| < ¢ fiir alle

n > Ng:
e=1le=1|e=35
o
an =4
ap, =24 —1
Aufgabe 11.50
Zeige mit Hilfe der Definition des Grenzwertes, daf§ lim "42:;1 = i.

n—oo

Aufgabe 11.51
Gib zwei divergente Folgen an, deren Produkt konvergiert. Begriinde Deine Antwort.

Aufgabe 11.52
Untersuche die fogenden Folgen (ay,),>1, ob sie konvergent oder divergent sind und
bestimme ggf. ihren Grenzwert:

_ nt(-1)m
& n = TR
_ (n=1)?
b. a, = 1
n+1 n+1
c. a, = 3 +2

3n42n
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d. a,=(-1)"- ;—Z

e. ap,=+vVn2+3n—vn2—n

_ n3—2n+1
f.a, ="

_ 14v/n—1
g. ap = Tl

Aufgabe 11.53

Welche der folgenden Folgen (ay),>1 sind monoton, beschriankt, konvergent oder
bestimmt divergent? Es ist keine Begriindung erforderlich, es darf aber eine Be-
griindung gegeben werden.

a. a, =25

b. a, = (711)71
c. a,= (7112)”
d. a,= %

e. ap,= HLH
f. a,= ”TH
g. a,=-n

Jooan = (_2)n
k. alzlundanﬂzan—k% firn > 1.

. g =1und a,yy = -~ -a, firn>1.

n+1
Aufgabe 11.54
Die Folge (ay)n>1 sei rekursiv definiert durch a; = 5 und

ay, 2

apt+1 = 9 an .
a. Zeige mit Induktion nach n, dafl a,, > 2 fiir alle n > 1 gilt.
b. Zeige, die Folge ist monoton fallend.

c. Zeige, die Folge ist konvergent und bestimme den Grenzwert.

Aufgabe 11.55

Bei Algorithmen wendet man oft das Verfahren divide and conquer an. Im einfach-
sten Fall teilt man dabei ein Problem mit Kenngréle n > 1 in zwei gleich grofie
Teilprobleme der Grole n — 1 auf. Diese 16st man dann rekursiv durch weiteres
Aufteilen und setzt die Teillosungen anschlieBend zusammen.

Nehmen wir an, daf fiir die Losung des Problems fiir n = 1 eine Zeiteinheit benottigt
wird und daB fiir das Zerlegen des Problems der Grofle n in zwei Teilprobleme der

Grofle n — 1 sowie fiir das Zusammensetzen der Losungen der zwei Teilprobleme
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zur Losung des Problems der Grofle n jeweils wieder eine Zeiteinheit ben6tigt wird.
Zudem beschreibe a, den Aufwand in Zeiteinheiten, zur Losung des Problems der
Grofle n.

a. Leite eine Rekursionsvorschrift fiir die Folge a, her, d.h. beschreibe a,,; in
Abhéngigkeit von a,,.

b. Bestimme eine explizite Formel fiir a,,.
c. Zeige, a, € O(2").

Aufgabe 11.56
Ordne die folgenden Folgen dergestalt, dafl fiir zwei aufeinander folgende Folgen
(an)new und (b,)nen stets a, € o(b,) gilt und begriinde die Korrektheit der Anord-

nung:

(77 )nen, (ﬁ)nE]N’ (5" )nen, (10410)n€]Nv ((%) ) , (101 + 3)nen.
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§ 12 Unendliche Reihen

Ausblick 12.0
Unendliche Reihen spielen in der Informatik vor allem im Zusammenhang mit der
Zahldarstellung eine wichtige Rolle, wie wir in Abschnitt 12.H) sehen werden.

A) Konvergenz unendlicher Reihen

Definition 12.1 (Unendliche Reihen)
Ist (an)nen eine Folge in K, so nennen wir die Folge (s,,)nen mit

n
Sp = E Qg
k=0

der Partialsummen von (a,)nen auch die durch (a,),en definierte Reihe.

Die Reihe heifit konvergent, wenn (s, ),en eine konvergente Folge ist, und andernfalls
heifit sie divergent.

Wir bezeichnen sowohl die Reihe (s, ),en selbst, als auch ihren Grenzwert, sofern er

existiert, mit
[e.e]
S an
n=0

Beachte, wie stets bei Folgen miissen weder (a,)n>n, 10ch (Sp)m>ng = D oo

n=ng an

(wobei s, = /" a;) mit dem Index 0 starten!
Beispiel 12.2 (Teleskopsumme)

=1.

1
n-(n+1)

[e.e]
Die Reihe ) m ist konvergent mit Grenzwert )
n=1

n=

Dazu beachten wir, da} ——— =

1 1
T — kR gilt, so daf3

- 1 "1 1
S Dy o BB B
—~k-(k+1) —k k+1

~(178) G3)+ G0+ a) - G)

-1

— 1.

Summen, die sich wie s,, auf zwei Summanden reduzieren, weil sich die {ibrigen Teile

der Summe sukzessive ausloschen, nennt man Teleskopsummen.
Beispiel 12.3 (Harmonische Reihe)
o

Die harmonische Reihe % ist divergent.
n=1
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Denn fiir n;, = 2F mit k € IN gilt

1
Snp, = ;
=1

_1+1+(1+1>+(1+1+1+1>+ .+< L +—)
2 3 4 5 6 7 8 2k-1 1 2k

>1+1+(1+1>+(1+1+1+1)+ +(i+ +i)

- 2 4 4 8§ 8 8 8 2k 2k

SR I
2 2 2 2

so daB (sp, )ken eine divergente Teilfolge der Folge der Partialsummen ist, weshalb

letztere nicht konvergent sein kann.

Lemma 12.4 (Grenzwertsitze fiir konvergente Reihen)
Seten Y a, und Y~ b, zwei konvergente Reihen in K und a € K.

a. Y. (an+by)=> an+ > by.
n=0 n=0 n=0

b. > (a,—0by) = > a,— > by.
n=0 n=0 n=0

C. Y. a-Qp=20a-Y, Gy.
n=0 n=0
d. K=R unda, <b, firalen €N, soist > a, <> by.
n=0 n=0

Insbesondere, sind die Rethen in a.-c. konvergent.

Beweis: Die Aussagen folgen unmittelbar aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen 11.15

sowie aus Proposition 11.17 angewendet auf die Folgen der Partialsummen. [

B) Konvergenzkriterien fiir unendliche Reihen

Proposition 12.5 (Cauchy-Kriterium fiir Reihen)
Sei Y > o a, eine Reihe in K. Genau dann ist Y -, a, konvergent, wenn

m

>

k=n+1

Ve>03dn.e N : Vm>n>n, : < e.

Beweis: Die Aussage folgt unmittelbar aus dem Cauchy-Kriterium fiir Folgen 11.30,
da
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Lemma 12.6 (Restglieder einer konvergenten Reihe)
Ist die Reihe .-, a konvergent, so ist die Folge der Restglieder eine Nullfolge, d.h.

o9
lim E Qg = 0.
n—00

k=n

Beweis: Zu ¢ > 0 gibt es wegen des Cauchy-Kriteriums fiir Reihen ein n. € IN, so

daB fur alle m > n > n,

>

k=n+1
Halten wir n fest und betrachten die linke Seite als eine Folge mit Index m, so

<E€.

erhalten wir aus dem Einschachtelungssatz 11.17

> o= tim | 3 o <
k=n+1 k=n+1
fiir alle n > n.. Also ist die Folge der Restglieder eine Nullfolge. [

Lemma 12.7 (Nullfolgekriterium)

Ist Y, an eine konvergente Reihe in K, so ist (a,)nen eine Nullfolge.

Beweis: Man beachte, dal die Partialsummen s, der Reihe folgende Eigenschaft
erfiillen:

(p = Sp — Sp_1-
Aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen 11.15 folgt deshalb, da8 (a,)nen als Differenz

zweier konvergenter Folgen konvergent ist und dafl

(e e} o0

lim a, = lim s, — lim s, = E ap — E a, = 0.
n—oo n—oo n—oo
n=0 n=0

O

Beispiel 12.8
a. Die Reihe )", (1 + %)n ist divergent, da ((1 + %)n)nE]N keine Nullfolge ist.

b. Die Umkehrung von Lemma 12.7 gilt nicht, wie das Beispiel der harmonischen

Reihe zeigt.

Satz 12.9 (Geometrische Reihe)
Es sei q € K.

a. Ist|q] <1, so ist die geometrische Reihe Y ¢" konvergent mit Grenzwert

an:L
n=0

1—q

b. Ist|q| > 1, so ist die geometrische Reihe ) > ¢" divergent.
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Beweis:

a. Aus Satz 7.12 wissen wir

n
E:k
Sn: q =
k=0

und da |g| < 1 gilt dann wegen Lemma 11.6

1— gt 1-0 1
Sp =

1 — qn+1

Y

l—gq

— = .
l—gq l—q 1-g¢q
b. Fiir |¢g| > 1 ist die Folge (¢")nen keine Nullfolge (siche Beispiele 11.12 und
11.31), und somit ist die Reihe Y > ¢" aufgrund des Nullfolgenkriteriums
12.7 divergent.

]

Satz 12.10 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen in R)
Ist (an)nen eine monoton fallende Nullfolge in R, so konvergiert die Reihe

> (=1)"-a,.

Beweis: Es sei wieder s, = >, (=1)* - q), die n-te Partialsumme der Reihe. Wir
betrachten nun zunéchst die Teilfolge (s2,)nen der geraden Partialsummen. Fiir
n € N gilt dann

So.(nt1) = S2n — (A2n41 — G2n42) < Sop,
da nach Voraussetzung as, 1 > agnyo. Die Folge (S2,)nen ist also monoton fallend.

Analog sieht man, dafl die Folge (S9,,+1)nen der ungeraden Partialsummen monoton

steigend ist, denn
59.(n+1)+1 = S2nt1 + (G2n42 — G2n43) > Sony1.
Damit sind beide Folgen dann aber auch beschrinkt, denn
S1 < Sopt1 = Sop — Q2p41 < S < So

fiir n € IN. Aufgrund des Monotoniekriteriums 11.21 sind also beide Folgen konver-
gent, d.h. es gibt reelle Zahlen s,t € R mit

Son —> s und  Sopy 1 — t.
Aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen erhalten wir dann
§—1 4— Sop — Sopy1 = Qopy1 — 0,
so dafl s =t gilt.
Sei nun € > 0 gegeben. Dann gibt es natiirliche Zahlen n’,n” € N, so da8

|S0n — 8| < &
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fiir alle n > n. und
|Soni1 — 8| < &
fur alle n > n!. Setzen wir nun n, = max{2-n.,2-n’+1}, so gilt fir n > n, offenbar
lsn — | < e.
Also ist die Folge (s, )nen konvergent. O
Beispiel 12.11 (Alternierende harmonische Reihe)

o0
. . . . —1" . .
Die alternierende harmonische Reihe % ist konvergent. Aus dem Beweis des
n=1
Leibnizkriteriums wissen wir zudem, daf3

_ — (=D” _ 1
—1—51§;T§82——§-

Mehr kénnen wir im Augenblick iiber den Grenzwert der Reihe nicht sagen (siehe
dazu Beispiel 18.37).

Lemma 12.12 (Umklammern in Reihen)

Es seiq ZZO:O a, eine konvergente Reihe in K und 0 = ky < k1 < ko < ... eine
aufsteigende Folge natiirlicher Zahlen. Setzen wir
Fon1—1
b, = Z ay = Qg, + Qg1+ ...+ a1
k=kn

so ist die Rethe Y .~ b, konvergent und es gilt
an = by,.

n=0 n=0

Beweis: Ist (s,)nen die Folge der Partialsummen zu )~ a, und (¢,),en die Folge
der Partialsummen zu )~ b, so gilt

tn - Skn+1—1

fiir n € IN. Also ist (¢,,)nen eine Teilfolge von (s,),en und konvergiert wegen Aufgabe
11.43 gegen den gleichen Grenzwert. [

C) Absolut konvergente Reihen

Definition 12.13 (Umordnung)

Es sei (a,)nen eine Folge in KK und o : IN — IN bijektiv. Wir nennen die Folge
(Ao(n) IneN = (G0 (0), Go(1), Qo(2), Ao(3)s - - -)

eine Umordnung von (a,),en und die Reihe

Z Ug(n) = Ao(0) T Uo(1) T Ao(2) T Ao(3) T - -

n=0

eine Umordnung der Reihe Y ay,.



106 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Beispiel 12.14
Betrachten wir folgende Umordnung der alternierenden harmonischen Reihe

1+1 +1+ 1+1 +1+ 1+1 +1+ 1+1 +1+
1 2 4 3 6 8 5 10 12 7T 14 6

d.h. in den Klammern sind sukzessive die ungeraden Folgenglieder a, zusammen
jeweils mit dem zugehorigen Folgenglied as, aufgefiihrt, und zwischen den Klam-
merausdriicken stehen der Reihe nach die Folgenglieder, deren Index durch 4 teilbar
ist. Es ist klar, dafl man auf dem Weg alle Glieder der harmonischen Reihe auflistet.
Wenn diese Umordnung der harmonischen Reihe wieder konvergent ist, so kénnen
wir wegen Lemma 12.12 zur Berechnung des Grenzwertes auch die Klammern wie

angegeben setzen. Der Grenzwert der Reihe ist dann

1 1 1 1 1 1 1 1 I & (—1)"
AR RS R 3

51 68 012 a1

n=1
genau die Hilfte des Grenzwertes der harmonischen Reihe. Daraus ergibt sich fol-
gende Erkenntnis:

Durch Umordnung einer konvergenten Reihe kann sich der Grenzwert dndern.

Definition 12.15

Eine Reihe ) 7 ja, in K heifit absolut konvergent, wenn die Reihe ihrer Abso-
lutbetrdge Y - |an| konvergiert. Da die Folge der Parialsummen ¢, := > 7 _, |ax|
monoton wéchst, ist dies gleichwertig dazu, dafl die Folge (¢,),en beschrinkt ist
(siehe Monotoniekriterium 11.21 und Satz 11.11).

Beispiel 12.16
Die alternierende harmonische Reihe ist konvergent, aber nicht absolut konvergent.

Lemma 12.17
Ist Y~ an in K absolut konvergent, so ist sie auch konvergent.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es wegen des Cauchy-Kriteriums fiir Reihen
eine natiirliche Zahl n. € IN, so daf

m

> Jax

k=n+1

<€

fiir alle m > n > n., da die Reihe >~ |a,| konvergiert. Aus der Dreiecksunglei-

chung wissen wir nun aber, daf§ dann auch

m m m
> af< 3 =] 3 lul| <
k=n-+1 k=n+1 k=n-+1

fiir alle m > n > n,. gilt. Mithin ist die Reihe >~ a, nach dem Cauchy-Kriterium
fiir Reihen konvergent. m
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Man beachte, dal Beispiel 12.14 zeigt, da} im folgenden Satz die Voraussetzung
absolut konvergent nicht durch die Bedingung konvergent ersetzt werden kann.

Satz 12.18 (Umordnungssatz)
Jede Umordnung einer absolut konvergenten Reihe ist absolut konvergent und kon-

vergiert gegen den gleichen Grenzwert.

Beweis: Sei Y~ a, eine absolut konvergente Reihe und o : N — N sei bijektiv.

Wir wollen zunéchst zeigen, da8 die Reihe >~ (an — ag(n)) gegen Null konvergiert.
Sei dazu € > 0 gegeben. Da die Reihe > a,, absolut konvergent ist, gibt es ein
n. € IN, so daf§

m m
Dl =] 3 lail| <
k=n+1 k=n-+1

fir alle m > n > n. gilt. Da die Abbildung o surjektiv und die Menge {0,1,...,n.}
endlich ist, gibt es eine Zahl n. > n. mit

{0,1,...,n.} C{0(0),0(1),...,0(n)}.

Fir n > n. heben sich deshalb in der Partialsumme

n

> (k= aow)

k=0

die a; mit i < n. heraus, da sie einmal mit positivem und einmal mit negativem
Vorzeichen auftreten. Die iibrigen a; kénnen sich herausheben oder auch nicht; in
letzterem Fall kommen sie in der Summe genau einmal (entweder mit positivem oder

mit negativem Vorzeichen) vor. Setzen wir nun
m = max{c(0),0(1),...,0(n),0,1,....,n} +1>n.,

so erhalten wir insgesamt

Z (ak — ag(k)) -0l < Z lag| < e.
k=0 k=nl+1

Also konvergiert die Reihe )" (an — ag(n)) gegen Null.

Aus den Grenzwertsétzen fiir Reihen 12.4 erhalten wir deshalb, dafl die Reihe

Doy =D n— D (an — o) =) _an
n=0 n=0 n=0 n=0

konvergent ist mit dem Grenzwert >~ ay.

Wenden wir das Ergebnis auf die konvergente Reihe Y7  |a,| und ihre Umordnung

ZZO:O ‘aa(n)| an, so folgt auch, daf§ die Umordnung absolut konvergent ist. ]
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D) Konvergenzkriterien fiir absolute Konvergenz

Satz 12. 19 (Majorantenknterlum)

FEs seien Z a, und z b, zwei Reihen in K. Ist Z b, absolut konvergent und |a,| <
n=0 n=0 n=0

|b,| fiir alle n > nyg, so ist auch Z a, absolut konvergent.
n=0
o

o
Wir nennen Y b, dann eine konvergente Majorante von > ay,.

Beweis: Die Folge von Partialsummen (s,,),en mit

n

Sp 1= Z |ag|

k=0
ist beschrénkt durch s,, + .~ |b,|. Also ist die Reihe absolut konvergent. O

Proposition 12.20 (Minorantenkriterium)
Es seien Y a, und Y b, zwei Reihen in R.

n=0 n=0
Ist > b, divergent und a,, > b, >0 fir alle n € N, so ist > a, divergent.
n=0 n=0

[e.e]
Wir nennen ) b, dann eine divergente Minorante von ) ay.
n=0 n=0

Beweis: Wegen b,, > 0 ist die Folge der Partialsummen (¢, ),en mit

.
k=0

monoton wachsend. Da die Folge (t,)n,eny nach Voraussetzung divergent ist, ist sie
wegen des Monotoniekriteriums fiir Folgen 11.21 nicht beschréankt. Aber dann ist
auch die Folge der Partialsummen (s,),en mit

n
Sp = Z ag
k=0
unbeschrankt, wegen s, > t,, und mithin ist sie divergent nach Satz 11.11. O]

Beispiel 12.21
Fiir k > 2 ist die Reihe Y, | & konvergent.

Dazu betrachten wir zunédchst den Fall £ = 2. Wegen

1 < 1 b
Qy = < =:b,
n+1)2 " n-(n+1)
ist wegen Beispiel 12.2 die Rethe Y7 1 b, = > 0, — (n =y eine konvergente Majoran-
tevon Y 0 a, =y oo, W' Nehmen wir nun noch eine Indexverschiebung vor,

so sehen wir, dafl die Reihe
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ebenfalls konvergent ist. Fiir den Fall £ > 2 gilt nun wegen 0 < nik < #, dafl die
Reihe >~

Satz 12.22 (Wurzelkriterium)
Es seiy  ,a, eine Reihe in K.

]_ . . . . o0 ]_ .
~5 ihrerseits eine konvergente Majorante von > % Ist.

a. FEuzistiert ein ¢ < 1 mit {/|a,| < q firn > ng, so ist » a, absolut konvergent.
n=0

b. Ist {/|a,| > 1 fir alle n > ng, so ist > a, divergent.
n=0

Beweis: Ist ¢ < 1 mit {/|a,| < ¢ fir n > ng, d.h. |a,| < ¢", so ist die geometrische
Reihe > ¢™ nach Satz 12.9 eine konvergente Majorante von » > ay,.

Falls {/|a,| > 1 fiir alle n > ng, d.h. |a,| > 1" = 1, so ist (a,)nen keine Nullfolge
und mithin ist Y7 a, wegen des Nullfolgekriteriums divergent. O]

Satz 12.23 (Quotientenkriterium)
Es seiy " a, eine Reihe in K mit a, # 0 fir alle n > ny.

a. FEwnistiert ein ¢ < 1 mait a”“

< q fiir n > ng, so ist Z a, absolut konvergent.
n=0

CLn«‘fl

b. st > 1 fiir alle n > ng, so ist Z a, divergent.

n=0

an+1

Beweis: Wenn eine reelle Zahl 0 < ¢ < 1 existiert mit < ¢ fiir n > ng, so gilt

|ans1] < q - lan|
fiir alle n > ng, und mit Induktion sieht man dann, dafl
|an| < q- ‘an—l‘ < q2 ’ |an—2| <...< qn—no ’ |an()|'

Also ist die geometrische Reihe

| ano | S n—ng |
Z = 0" |
n=0

nach Satz 12.9 eine konvergente Majorante von >~ a.

Ist | %221 > 1 fiir alle n > ng, S0 ist |anq1| > |a,| # 0 fiir alle n > ng. Mithin ist
(an)nem keine Nullfolge und die Reihe > ja, ist wegen des Nullfolgekriteriums
dann divergent. O

Korollar 12.24 (Praktikables Quotienten-/Wurzelkriterium)
Sei Y, an eine Rethe in K mit a,, # 0 fiir alle n > ny.

a. Falls lim |**| <1 oder lim {/|a,| <1, so ist Z a, absolut konvergent.
n—>00 n—0oo n=0

b. Falls lim |2 > 1 oder lim {/|a,| > 1, so ist Z a, divergent.
n—00 n n—00

n=0
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c. Im Fall lim || =1 oder lim {/|a,| = 1 wird keine Aussage getroffen!
n—oo n—oo
Beweis: Falls lim [“2| < 1 bzw. lim {/|a,| < 1, so kann man Satz 12.22 bzw.
n— 00 T n—o00

Satz 12.23 mit

1+ lim /l]a 1+ lim |%=tt
n—r00 n,| + n—00 "
q:= bzw. q:=
2 2
anwenden.
Falls lim {/|a,| > 1 bzw. lim “’—‘1’ > 1, so ist sicher {/|a,| > 1 bzw. || > 1
n— 00 n—00 o
fiir n hinreichend grof3, so dafl die Aussage ebenfalls aus Satz 12.22 bzw. Satz 12.23
folgt. O

Bemerkung 12.25
Man beachte, daf die harmonische Reihe Y -, a, = 7, + divergent ist, obwohl
stets

1
An+1 ntl

=——=1- <1

a, 1 n+1

gilt. Aber, es gibt kein ¢ < 1 mit
An+1 1
=1- <
an, n+1 1

fiir alle hinreichend grofien n. Das Quotientenkriterium ist deshalb nicht anwendbar.

Beachte auch, daf} in diesem Fall

gilt.

Beispiel 12.26
Die Reihe >~ 7, Z—T ist absolut konvergent, da

n—=

(n+1)2
- 12 . p! 1 1 1
% n -(n+1)! n n n

E) Das Cauchy-Produkt absolut konvergenter Reihen

Satz 12.27 (Cauchy-Produkt)
Es seien >~ ja, und Y o~ b, zwei absolut konvergente Reihen in K. Fir n € N

n
cn::E ag - b,_p = E a; - bj.
k=0

i+j=n

setzen wnr

Dann ist die Reihe Y~ ¢, absolut konvergent und es gilt

00 % oo
g Cp = E an - E by,.
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Beweis: Wir konstruieren zunéchst eine bijektive Abbildung ¢ : N — IN x IN,
indem wir die Elemente in IN x IN in der in Abbildung 1 angegebenen Weise durch-

laufen.

(0,4) — (1,4) — (2,4) — (3,4) — (4,4)

T 1

(0,3) = (1,3) <= (2,3) <= (3,3)  (4,3)

T 1

(0,2) — (1,2) — (2,2) (3,2) (4,2)

T 1 T 1

0,1 @11y (21 G 41

T 1 T 1

(0,0) — (1,0)  (2,0) — (3,0)  (4,0) — ...

ABBILDUNG 1. Die Bijektion 0 : N — IN x IN

Aufgrund der Definition von o gilt fiir m € N offenbar

{c(0),0(1),...,0((m+1)*=1)} = {(k,0) | 0 < k, I <m} (17)

Dann definieren wir uns eine Folge (d,,)nen durch

d, :=ay-b, wenn (k1) =o(n).

Wir wollen nun zunéchst zeigen, daf$ die Reihe Y7 d,, absolut konvergent ist. Dazu
beachten wir, daf fiir m € IN die Ungleichung

m (m+1)2-1 m m m
Sldal < > bl SN ok =D ] - Z|bz\<2|ak| sz
n=0 n=0 k=0 1=0 k=0

erfiillt ist. Mithin ist die Folge der Partialsummen von » 7 |d,| nach oben be-
schrénkt. Damit ist >~ d, absolut konvergent und deshalb auch konvergent.

Zudem folgt aus den Grenzwertsétzen

n+1

Zd — Z d mZZak b = Zak Zbl—>k§%ak Zbl,

k=0 =0 k=0

und wegen der Eindeutigkeit des Grenzwertes gilt dann zudem

Z dn - Qp - bn'

Diese absolut konvergente Reihe » ° 'd, werden wir nun umordnen. Dazu kon-

3
I
o
o
o

struieren wir uns nach dem Cantorschen Diagonalverfahren eine weitere bijektive
Abbildung 7 : IN — IN x IN wie in Abbildung 2 angedeutet.
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(0,4) (1,4) (2,4) (3,4) (4,4) (5,4) ...

TN N

0,3)  (1,3)  (2,3) (3,3 (43 (53) ...

NN N

(0,2) (1,2) (2,2) (3,2) (4,2) (5,2) ...

TN N NN

0,1 (1,1) (21 (31 (41 (5,1) ...

NN N N

(0,0) — (1,0) (2,0) — (3,0) (4,0) — (5,0) ...

ABBILDUNG 2. Die Bijektion 7 : N — IN x IN

Wir setzen nun
en = dy1(x(n)) = A - by,  wenn m(n) = (k,I)

fir n € IN und erhalten so eine Umordnung (e,)new = (do—1(r(n)))nen der Folge
(dn)nen. Wegen des Umordnungssatzes 12.18 ist dann auch die Reihe Y7 e, ab-

solut konvergent mit dem gleichen Grenzwert
€n = dn~

n=0 n=0

Nun entsteht die Reihe ) ¢, offenbar aus der Reihe Y ° e, durch Einfiigen
von Klammern? im Sinne von Lemma 12.12. Mithin ist die Reihe nach eben diesem

Lemma ebenfalls konvergent mit dem gleichen Grenzwert, d.h.
oo oo oo [e.@] oo
ch = Zen = Zdn = Zaann
n=0 n=0 n=0 n=0 n=0

Aufgrund der Dreiecksungleichung erhalten wir fiir m € IN zudem

m m

Z :Z Z ar - by SZ Z ’ak'bl|SZM[@"Z“}Z‘§Z|ak|‘2|bl‘a
k=0 1=0 k=0 1=0

n=0 n=0 |k+Il=n n=0 k+l=n

Cn

2Wir wollen dies in der FuBnote etwas ausfithren. Aufgrund der Definition von 7 und unter
Verwendung der Formel in Beispiel 7.11 zur Berechnung der Summe der ersten n Zahlen sieht man,
daB fiir n € IN folgende Gleichheit gilt

. 1 2) - 1
{(k,l)|k+1:n}:{ﬁ(i))%gigw_l}, (18)
Fiir ¢, ergibt sich daraus
(nt2)-(n41)
Cp = Z ag - bl = Z e; = €n4(7;+1) + €n.(2+1)+1 +...+ 6(n+2)é(n+1)_1,

k+l=n = n~(1;+1)

d.h. Y0 ¢, entsteht aus > 7 e, durch Zusammenfassung von Summanden mittels Einfiigen

von Klammern.
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so daf8 auch die Reihe Y7 |c,| beschrénkt und monoton wachsend, also konvergent
e - o0 ) . T i —
ist, d.h. 7 ¢, ist absolut konvergent. O

F) Potenzreihen

Definition 12.28

Es sei (an)nen eine Folge in K, a € K und ¢ eine Verénderliche.

Wir nennen einen Ausdruck der Form ) ° ja, - (t — a)” eine Potenzreihe iiber K
in der Verédnderlichen ¢t mit Entwicklungspunkt a. Im folgenden beschrinken wir uns
im wesentlichen auf den Fall a = 0 und schreiben dann einfach >~ a, - t".

Unser Ziel ist es, fiir die Verdnderliche ¢ Werte x € IK einzusetzen und so eine Reihe
zu erhalten, die konvergiert oder auch nicht.

Lemma 12.29
Sei (an)nen eine Folge in K und y € K, so daff die Reihe Y " an, - y" konvergiert.

Dann ist die Reihe > a, - x™ absolut konvergent fiir alle x € K mit |z| < |y|.

n=0
Beweis: Da die Reihe )"~ a, - y" konvergent ist, ist die Folge (a, - y")nen nach
dem Nullfolgekriterium eine Nullfolge, und mithin ist sie auch beschrankt. D.h. es
gibt ein s > 0 mit

lan - y"| < s
fir alle n € N. Fiir z € K mit |z| < |y| setzen wir g := % < 1 und erhalten dann
n
|an - 2" = |an - y"| - ‘|3/||n <s-q"

Also ist die geometrische Reihe Y 02 's-¢™ = s>~ , ¢" eine konvergente Majorante
von » 7 ay - 2", so dafl diese nach dem Majorantenkriterium absolut konvergiert.
O

Notation 12.30
Wir wollen den Begriff des Supremums etwas erweitern, indem wir sup(f)) := —oo
setzen und sup(A) := oo, falls A C R nicht nach oben beschrankt ist. Damit gilt fiir
jede Teilmenge A C R

sup(4) € RU {oo, —o0}.

Wir erinnern uns, dafl wir in Bemerkung 11.35 fiir x € R bereits die Konvention

= = - := 0 eingefiihrt haben. Wir vereinbaren nun zudem § := oo fiir x > 0
sowie § := —oo fiir z < 0.

Definition 12.31

Fir eine Potenzreihe ) a, - t" iiber K nennen wir

r = sup {|y| ‘ y e K, Zan -y st konvergent} € R>p U {0}
n=0

den Konvergenzradius der Potenzreihe.
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Man beachte, dafl die Potenzreihe zumindest fiir y = 0 konvergiert, so daf3 die

angegebene Menge nicht-leer ist!

Satz 12.32 (Konvergenzradius)

Es seiy > an - t" eine Potenzreihe iber K mit Konvergenzradius r.

Ist x € K mit |x| <7, soist Y a,-x" absolut konvergent.

a.
n=0
b. Ist x € K mit |x| >, so ist Y a, - x™ divergent.
n=0
Setzen wir U,(0) := {z € K | |z| < r}, so definiert die Potenzreihe also eine
Abbildung

UT(O)—>]K:9£|—>Zan‘x".

n=0

Wir nennen U,.(0) den Konvergenzbereich der Potenzreihe.

Bemerkung 12.33

a.

Uber den Fall |z| = 7 wird in Satz 12.32 keine Aussage getroffen! Wir nennen
die Menge {z | |z| =7} den Rand des Konvergenzbereiches.

Konvergenzradius r = oo heifit, dal Y7 ja, - 2™ fiir alle z € K absolut kon-

vergent ist.

Ist K = R, so ist die Menge U,.(0) = (—r,r) ein offenes Intervall; ist X = C, so
ist die Menge U,.(0) ein Kreis mit Radius 7 um den Ursprung. In Abbildung 3
stellen wir den Konvergenzbereich der Reihe graphisch dar.

ABBILDUNG 3. Konvergenzbereich U,.(0)

Beweis von Satz 12.32: a. Wir betrachten die Menge

A= {\y[ ' y €K, Zan -y" ist konvergent} ,
n=0

so daBl r = sup(A). Ist r = oo, so ist A unbeschrinkt und zu jedem z € K
gibt es ein y € A mit |y| > |z|. Ist 2] < r < o0, s0 ist € := T_Tlx‘ > 0 und
r —e = sup(A) — ¢ ist keine obere Schranke von A. Es gibt also ein y € A
mit |y| >r—e= %M > |z|. In beiden Fallen Y >° ' a, - y" ist konvergent und

|z| < |y|, und nach Lemma 12.29 ist >~  a, - 2" mithin absolut konvergent.
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b. Ist |z] > r, soist |z| ¢ A und mithin muB > a, - 2" divergent sein.

O
Satz 12.34 (Cauchy-Hadamard)
Sei Y, an - t" eine Potenzreihe iber K.
a. Falls der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert lim || € Rso U {o0}
n—oo -
existiert, so ist der Konvergenzradius von Y a, - t" gegeben durch
1
r= .
lim |*t
n—oo | 9n

b. Falls der eigentliche oder uneigentliche Grenzwert lim {/|a,| € Rso U {o0}
n—00 -

existiert, so ist der Konvergenzradius von Y . a, - t" gegeben durch

1
lim {/|a,|
n—oo
Beweis:
. 1 . . . o0 n
a. Esselr = —— =7 und = € K. Ist |z| < r, so ist die Reihe > °°  a, - 2" nach
lim |& n=0

n—ool an

dem Quotientenkriterium in Korollar 12.24 absolut konvergent, da
n+1

Ap+1 T Ap41

lim

n—oo

= lim
n—oo

x| < 1.

Ay, + L™ n

Analog ist die Reihe divergent, wenn |z| > r.

b. Der Beweis geht analog zu a., wobei wir das Quotientenkriterium in Korol-
lar 12.24 durch das dortige Wurzelkriterium ersetzen.

O

Beispiel 12.35

a. Die geometrische Reihe Y - ,t" hat den Konvergenzradius r = ﬁ =1
Damit wissen wir, daf§ die Reihe )" 2™ absolut konvergiert fiir |z| < 1 und
daf sie divergiert fiir |z| > 1. Wir haben aber in Beispiel 11.31 schon gesehen,
daB sie zudem auch fiir alle |z| = 1 divergiert, d.h. sie divergiert fiir alle Punkte

im Rand des Konvergenzbereiches.

b. Die Potenzreihe Y"°° . © hat ebenfalls den Konvergenzradius

n=1 n
1 1
T = - oy = - 1 — 1
A i Jim (1)
Aber fiir x = —1 erhalten wir die alternierende harmonische Reihe )~ % =
Zzo:l (—T1L)", die konvergiert, so daf3 die Potenzreihe nicht fiir alle x im Rand

des Konvergenzbereiches divergiert.
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G) Exponentialfunktion, Sinus und Cosinus als Potenzreihen

Satz 12.36 (Exponentialfunktion)
Die Potenzrethe y - % iber K hat Konvergenzradius r = o0.

Die dadurch definierte Abbildung

o0 n

exp: K — K:z+— exp(z) := E x—'
n!
n=0

nennen wir die Exponentialfunktion. Sie geniigt der Funktionalgleichung

exp(z + y) = exp(z) - exp(y)

fir x,y € K.

Beweis: Der Konvergenzradius ergibt sich als

1 1 1
T = - o —= - 1 = — = XX.
amwty im0

Zudem folgt aus dem Cauchy-Produkt fiir Reihen 12.27 und dem Binomischen Lehr-
satz 7.15

exp() - exp(y)

12.27 z Y

- Il EAY]
i k! (n k)
1 /n

= > (f)
n=0 k=0

7._500(97+y)”

=
n=0

= exp(z +y)

Bemerkung 12.37

Nach Aufgabe 11.44 gilt exp(1) = e und mit Induktion folgt aus der Funktionalglei-
chung leicht, daff exp(n) = e" fir n € Z und exp(+) = en = (/e fir n > 2. Wir
setzen fiir x € KK deshalb allgemein

e” .= exp(z),

so daf3 die neue Notation mit der iiblichen Potenzschreibweise und mit der Notation
in Satz 9.8 iibereinstimmt, und das Potenzgesetz e = e - €Y gilt.

Satz 12.38 (Sinus und Cosinus)
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t2n

a. Die Potenzreihe 307 o(=1)" - 505
Die dadurch definierte Abbildung

0 2n
cos: K — K : z — cos(z) := E (—1)"- (; i
n)!

n=0

nennen wir den Cosinus.
t2n+1

b.  Die Potenzreihe 3 07 o(—1)" - Gy
Die dadurch definierte Abbildung

' ‘ oo . :L.Qn—&-l
sin: K — K : 2z — sin(z) := nz%(—l) : 2n 1)l
nennen wir den Sinus.
c. Firx e K gelten
sin(—z) = —sin(x)

und

cos(—x) = cos(x).

tiber IK hat Konvergenzradius r = oo.

tiber IX hat Konvergenzradius r = 0o.

117

Wir nennen den Sinus eine ungerade Funktion und den Cosinus eine gerade.

d. Fiirx eI gilt
e"" = exp(i - x) = cos(x) + i - sin(x).
e. FirzeK git
cos(x)? + sin(r)* = 1.
f. Firze K gilt
(e + &)

N | —

cos(z) =
und

sin(x) = 2% (e —eT).

g. Fiir zwei reelle Zahlen x,y € R gelten die Additionstheoreme
cos(x + y) = cos(z) - cos(y) — sin(x) - sin(y)

und
sin(x 4 y) = cos(z) - sin(y) + sin(x) - cos(y).
h. Fiir eine reelle Zahl x € R gilt || = 1.

Beweis:

a. Ist x € K, so setzen wir

{ (—=1)™. “fnm falls n = 2m gerade ,

0, falls n ungerade.
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Dann ist cos(z) = Yo" a, und [a,| < |%;|. Mithin ist exp(z) eine konver-
gente Majorante von cos(x), und cos(z) ist absolut konvergent fiir alle z € K.

Insbesondere ist der Konvergenzradius also
r=sup {|z| | 2 € K} = sup(Rso) = o0.

Ist x € KK, so setzen wir

@mt1)l’

(=1)m . 274 falls n = 2m + 1 ungerade |
ay =
0, falls n gerade.

Dann ist sin(z) = Yo" ja, und |a,| < |%;|. Mithin ist exp(z) eine konver-
gente Majorante von sin(z), und sin(z) ist absolut konvergent fiir alle x € K.

Insbesondere ist der Konvergenzradius also
r=sup {|z| | # € K} = sup(Rso) = o0.

Fir z € K gilt

sin(—z) = Z(_l)nw — Z(_l)nw = —sin(x)

— (2n+1)! &~ (2n +1)!
und o .
cos(—z) = ;(—1)”((_22))' = ;(—1)”(§n)! = cos(x).

Wir beachten, daB fiir die imaginére Einheit 7 stets :*" = (—1)" und *"*! =

(—=1)™ -4 gilt. Dadurch erhalten wir

0 l.2n & x2n+1
cos(w) +i-sin(@) = D (1" oy 1 2" gy

n=0 ) n=0 ’

o0 2n o0 2n+1

} : on L } : ont1 T

| |
— 2n)l (2n + 1)!
N
- E = exp(i - x)

0

3
I

unter Beriicksichtigung der Grenzwertséitze fiir konvergente Reihen 12.4 und
des Lemmas 12.12 zum Umklammern konvergenter Reihen.

Fir z € K gilt

2

cos(z)® + sin(z)? = (cos(z) +i-sin(z)) - (cos(z) — i - sin(z))

C.

(cos(z) + i - sin(z)) - (cos(—z) + i - sin(—x))

(iz) - exp(—iz)

I
@
i
i)

exp(iz — iz) = exp(0) = 1.
Fir z € K gilt

e i & cos(z) + i - sin(x) + cos(—x) + i - sin(—x) = 2 - cos(x)
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und

e — g7 & cos(x) + i - sin(x) — cos(—x) — i - sin(—x) = 2 -4 - sin(x).

g. Werten wir den Sinus oder den Cosinus an einer reellen Zahl aus, so erhalten
wir eine reelle Zahl. Fiir z,y € R betrachten wir nun die komplexe Zahl

cos(z+y) +i-sin(z+y) L exp(i-(z+y) "Z° exp(iz) - exp(iy)
(cos(x) + i -sin(z)) - (cos(y) + i - sin(y))
= (cos(z) - cos(y) — sin(z) - sin(y))

+ i+ (cos(z) - sin(y) + sin(z) - cos(y)).

IIs

Durch einen Vergleich des Realteils bzw. des Imaginérteils der beiden Seiten
der Gleichung, erhalten wir die gewiinschten Formeln.

h. Fiir z € R gilt |exp(iz)| = | cos(z) + isin(z)| = y/cos(z)? + sin(z)? = 1.

Bemerkung 12.39 (Alternativer Beweis fiir cos(z)? + sin(z)? = 1)
Wir wollen zuniichst cos(z)? mit Hilfe des Cauchy-Produktes 12.27 ausrechnen.

B ;;“”" (2k)!- &T; k)
- i(_l)n' o Z ()

2n+2 n+l on 4+ 2
o 1 n+1 )
” Z 2rL + 2)! Z ( 2k > ’

wobei die letzte Gleichheit durch eine Indexverschiebung zustande kommt.
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Dann wenden wir uns sin(x)? zu und erhalten analog

) i x2n+1 i I2n+1
sin(x)® = (-)" — (-)" ——
— @2n+1)! ~— (2n + 1)!
> n 2k+1 on—2k+1
=2 > (-1 (2:2 F (=1)"*- (2nx— 2k +1)!
n=0 k=0 ’ ’
n :L.2n+2

NE

(=D"-

2k + 1) (2n — 2k + 1)!

n=0 k=0
B i< 1y g2 t? i (2n+2)
— (2n+2)! = \2k+1 '

Addieren wir die Gleichungen, so erhalten wir mit dem Binomischen Lehrsatz 7.15

cos(z)? +sin(z)? =1+ i(—l)“+1 : % : (ni (Qng—]: 2) - kzi% @:If))

n=0 k=0
o0 1‘2n+2 2n+2 2n+2
:1 _1 n-‘rl‘—_ . _1l‘12n—l
et g (S ()
oo 2n+2
7.15 Xz
=1 _1n+1'—_1_12n
+;( R s TR
=1

unter Beriicksichtigung der Grenzwertsétze fiir Reihen 12.4 sowie des Umordnungs-

satzes fiir absolut konvergente Reihen 12.18.

Bemerkung 12.40
Die Additionstheoreme

cos(x +y) = cos(x) - cos(y) — sin(z) - sin(y)

und
sin(x 4 y) = cos(z) - sin(y) + sin(x) - cos(y).

gelten in der Tat nicht nur fiir reelle Zahlen x und y, sondern auch fiir beliebige
komplexe Zahlen z,y € C. Allerdings funktioniert dann der oben gefiihrte Beweis
nicht, da dann die Aufteilung in den Real- und Imaginérteil in der angegebenen
Form nicht mdoglich ist. Stattdessen kann man die Formeln direkt aus der Definition
von Sinus und Cosinus mittels Potenzreihen herleiten, wie wir das in Bemerkung
12.39 fiir die Gleichung cos(z)? + sin(z)? = 1 getan haben. Das zu tun, iiberlassen

wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

Bemerkung 12.41 (Potenzreihen mit beliebigem Entwicklungspunkt a)
Fir eine Potenzreihe Y~ ja, - (t — a)” iiber IX mit Entwicklungspunkt a € K ist
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der Konvergenzradius immer noch definiert als

oo
r = sup {|y\ ‘ y € K, Z ay - y" ist konvorgont} € R>o U {00},

n=0

und wir erhalten dann aus Satz 12.32

o Ve Kmit|r—a|l<rist) ~ a,- (z—a)” absolut konvergent,

o VoeKmit|r—al>rist) - a,- (xr—a)” divergent,

und Satz 12.34 impliziert, daf sich der Konvergenzradius ggf. berechnen 143t als

1
r =
lim |2n+t
n—oo | 9n
bzw. als

1
lim {/|a,|
n—oo

H) Darstellung von Zahlen in Zahlsystemen

Ausblick 12.42 (Zahldarstellung in der Informatik)

Wir sind es gewohnt, reelle Zahlen als Dezimalzahlen darzustellen, d.h. eine Zahldar-
stellung in einem Stellenwertsystem zur Basis b = 10 zu verwenden. Die Wahl der
Basis ist dabei eigentlich willkiirlich. In der Antike waren auch andere Basen iiblich,
bei den Babyloniern etwa die Basis b = 60. In der Informatik nutzt man vornehmlich
die Basen b = 2, das Dualsystem, und b = 16, das Hexadezimalsystem.

Definition und Satz 12.43 (b-adische Zahldarstellung)
Es sei b € N eine natiirliche Zahl mit & > 2 und es sei z € Z. Dann ist die Reihe

o0
s = g an - b7
n=z

konvergent in R fiir jede Wahl einer Folge (a,),>, mit
a, € {0,1,...,b—1}

fiir alle n > z. Wir nennen die Reihe dann eine Darstellung der reellen Zahl s als
b-adischen Bruch und schreiben diesen auch in der Form

$= (G, 0,410, 420,43... E —2)p.
Wenn a,, = 0 fiir n > N gilt, dann schreiben wir auch
S = (A, Q341,420,453 ...ax E — 2)p

und sprechen von einem endlichen b-adischen Bruch. Wenn sich die Ziffernfolge ab
einer Stelle N periodisch wiederholt, d.h.

AN+i = ON+i+k-m
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fir alle 2 =1,...,m und alle £ € IN, dann schreiben wir
S = (CLZ,CLZ+1 c..QGN ANy - - - AN4m FE — Z)b

und sprechen von einem periodischen b-adischen Bruch.

Beweis: Da die a, alle nicht negativ und durch b — 1 beschrénkt sind, gilt
lan - 07" =a, - 0" < (b—1)-b7",
und wegen % < 1 ist dann die geometrische Reihe
- _ _ 1 (b-1)-b—=%
;(b—l)-b (b—1)-b~* an T:b (19)

ist eine konvergente Majorante von s. Mithin ist die Reihe absolut konvergent und

ihr Grenzwert s ist eine reelle Zahl. O

Beispiel 12.44
a. Die natiirliche Zahl 1274 hat die 10-adische Darstellung

1274 =1-10° +2-10° +7-10" +4-10° = (1,274 E 3)1o
b. Die rationale Zahl l hat die 10-adische Darstellung

—23 107" =(3,3E —1)10= (0,3 E 0).

c. Die rationale Zahl %25 hat die 7-adische Darstellung

1685 2 5
=47 +6-7 = = (4,625 E 1);.
49 TO Tt E =W )
d. Die natiirliche Zahl 2 besitzt die 2-adische Darstellungen 2 = (1,0 £1), und
1 N _
2:1_1: 2" = (0,1 E 1),.
2

Satz 12.45 (b-adische Zahldarstellung)
Sei b € N eine natiirliche Zahl mit b > 2.

a. Jede nicht-negative reelle Zahl besitzt eine Darstellung als b-adischer Bruch.

b. Die Darstellung einer reellen Zahl als b-adischer Bruch ist bis auf die folgende
Uneindeutigkeit eindeutig: Ist N > z eine feste ganze Zahl mit a, = c, fir
z<n<N-1,ay < cy und

(aza Az4102420243 . .. E — Z)b = (CZ7 Cz41C242C243 - - - E — Z)ba
so gilt ay + 1 = cy sowie a, =b—1 und ¢, =0 fiir allen > N.

c. Jede natirliche Zahl s € IN besitzt eine Darstellung als endlicher b-adischer
Bruch der Form
s=(az a,41...a0 E — 2)y.

d. FEin b-adischer Bruch ist genau dann in Q, wenn er endlich oder periodisch ist.
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Beweis:

a.

Es reicht, die Aussage fiir positive reelle Zahlen s € R~ zu zeigen, da sie fiir
s = 0 offenbar gilt. Weil (b™"),en streng monoton fallend mit

lim 6" =0

n—oo
und (b"),en streng monoton wachsend mit

lim b" = oo

n—o0o
ist, konnen wir eine ganze Zahl z € Z wihlen, so dafl

b < s< b=t

Wir wollen die Koeffizienten a,, fiir n > z nun rekursiv so definieren, daf} stets

a, := max(A,)

An::{GE]N

n—1
S—Zai-b_i—a-b_”zO}

gilt. Wir nehmen dazu an, dafl wir fiir ein festes n > 2z solche Koeffizienten
a,...,a,_1 bereits gefunden haben. Dann ist die Menge A, nicht leer, da
a = 0 die gesuchte Bedingung sicher erfiillt. Wir zeigen nun, dafl

A, C{0,1,....b—1} (20)
gilt. Ware dies nicht der Fall, dann wére b € A,, und es wiirde
n—1 n—2
0<s=> a-b"—b-b"=s=Y a;-b"—(apg+1)-b" "
gelten und somit wére a, 1 +1 € A,_; im Widerspruch dazu, dal a,,_; das
Maximum dieser Menge ist. Also ist (20) erfiillt und es folgt

a, € {0,1,...,b—1}.

Wir erhalten auf diese Weise also einen b-adischen Bruch und fiir die Folge der

zugehorigen Partialsummen gilt nach Konstruktion

n n—1
S—Zalwb’i—b’":s—Zai~b’i—(an+1)‘b’”<0

und somit

0<s—> a0 <b"
Die Folge in der Mitte ist nun durch zwei Nullfolgen eingeschachtelt und ist
somit auch eine Nullfolge, woraus

o0
s = E an - b7"
n=z

folgt.
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Wegen > a, b =37 ¢,-b"und a, = ¢, fir n = z,...,N — 1 gilt

auch
Z ap - b7 = Z Cp b (21)
n=N n=N

Zudem folgt aus ay < cy auch
CN —an € {1,,6—1}

Insgesamt erhalten wir damit

0< (CN—CLN) 'b_N :Zan-b_"— Z Cn'b_n: Z(an_cn) b
N+1 n=N+1 N+1
<Y -1 @y
n=N+1

Dies bedingt aber ¢y — ay = 1 und mithin

ay + 1 =cp.

Setzen wir dies in (21) ein und ziehen auf beiden Seiten ay b~ ab, so erhalten
wir
06N+ 3 b= 3 bt 3 (- b B (22)
n=N+1 n=N+1 n=N+1
und damit
Z Cp * b™" = 0.
n=N+1

Waire einer der Koeffizienten ¢,, positiv, so wéire der Grenzwert der Reihe durch
dieses ¢, nach unten beschrinkt und nicht null. Also gilt ¢, = 0 fiir alle n >
N + 1. Damit folgt aus (22) dann

o0 o0

S oan b= NE N o1y
n=N+1 n=N+1
und somit
Y (b—1-a,)-b"=0.
n=N+1

Da die Koeffizienten der Reihe alle nicht-negativ sind, folgt wie oben auch in
diesem Fall, daf} sie alle null sind, d.h.

a, =b—1
fir alle n > N + 1.

Wir zeigen mittels Induktion nach s, dafl s eine Darstellung als b-adischer Bruch
der Form

0
—-n
s:g ap -0 = (ay,a,41...a0 E—2)y
n==z
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besitzt. Fiir s = 0 ist dies offensichtlich der Fall. Sei also s > 0. Teilen wir s

durch b mit Rest, so erhalten wir natiirliche Zahlen ¢, € IN, so daf3
s=q-b+r

und 0 < r < b. Die Zahl ¢ = 2= ist kleiner als s und besitzt mittels Induktion
eine Darstellung als b-adischer Bruch der Form

0
q= Z ay - b7 ".
n==z

Dann ist aber
1

s=q-b+r= Z g - b +r=(a,a,41...a07 E—(2+1)),
n=z+1

ebenfalls eine solche.

Ist s = (a,,a,110,42...ay E — 2), ein endlicher b-adischer Bruch, dann ist

N
s:Zan-b_”GQ

als Summe endlich vieler rationaler Zahlen eine rationale Zahl.
Ist s = (s, Gsq1 ... aN GNy1 -~ GNm E —2)p ein periodischer b-adischer Bruch,

dann gilt
s—b’"-s:ian-lf”— f: Qpam - b
:Zan-b_”— Z pam - b " =1 ¢,

wobei dann ¢ als Differenz zweier endlicher b-adischer Briiche eine rationale
Zahl ist. Aber damit gilt dann auch

_ 4
1—bm

Es bleibt noch zu zeigen, dafl eine b-adische Darstellung einer rationalen Zahl

s:ian-b_”GQ

stets endlich oder periodisch ist. Es reicht dabei, dies fiir

0 0o
S—E an-b’":§ Qp - "
n=z n=1

zu zeigen, da der endliche Anfangsteil des b-adischen Bruches nichts an der

S

€ Q.

Eigenschaft dndert endlich oder periodisch zu sein. Wir kénnen also ohne Ein-

schrankung z > 0 annehmen.
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Zunéchst schreiben wir s = § als Bruch mit p, ¢ € IN und setzen

Tpi=q-b"- (s—iai-b‘) eN

fir n > z — 1 > 0. Wir stellen zunéchst fest, dafl

rn=q-b0"- Z a;- b <q-b" Z(b—l)-b’i(g)q
1=n+1 i=n+1

gilt und daB r, nicht negativ ist.

Gilt r,, = 0 fiir ein n, dann folgt a; = 0 fiir alle ¢ > n+1 und s ist ein endlicher
b-adischer Bruch.

Gilt r, = ¢ fiir ein n, dann gilt a; = b — 1 fiir alle ¢ > n + 1 und s ist ein
periodischer Bruch.

Wir kénnen also 0 < 7, < ¢ fiir alle n > z annehmen. Aus der Definition von

r, folgt dann unmittelbar

n—1
b-rp1=q-0"- (s—Zai~b_i>
=q-b"- (S—iai‘bZ)‘FQ'an

=z

=0p - q+ Ty,

d.h. r, ist der Rest bei Division mit Rest von b - r,_; durch ¢ und a,, ist der
ganzzahlige Anteil dabei. Beide sind durch den Wert b-r,,_; eindeutig bestimmt.
Wegen 0 < r, < ¢ kommen fiir den Rest nur endlich viele Werte in Frage und
somit kommen auch fiir die Zahlen b-r,_1, die geteilt werden sollen, nur endlich
viele Werte in Frage, so dafl einer dieser Werte irgendwann ein zweites Mal
auftaucht. Damit wiederholen sich die Reste und die ganzzahligen Anteile von

diesem Index an aber periodisch und s ist ein periodischer b-adischer Bruch.

]

Bemerkung 12.46 (Algorithmus zur Berechnung einer b-adischen Darstellung)

Aus dem Beweis von Satz 12.45 148t sich ein Algorithmus zur Berechnung der b-

adischen Darstellung einer rationalen Zahl s herleiten.

Zunéchst zerlegen wir

s=x+y

in seinen ganzzahligen Anteil x € IN und seinen gebrochenen Anteil y = g € [0,1).

Fiir « berechnen wir eine b-adische Darstellung wie im Beweis von Beweis von

Satz 12.45 c.: Wir setzen o = x und berechnen dann rekursiv mittels Division

mit Rest natiirliche Zahlen z,,,a;_, € IN mit

Tp—1 = Tn * b+ A1—n



§ 12. UNENDLICHE REIHEN 127
mit
0<a_, < b

fir n > 1. Wegen 0 < z,, < x,,_1 bricht der Prozess nach endlich vielen Schritten

mit einem xny = 0 ab. Wir erhalten damit die b-adische Darstellung
0
T = Z an - b7 "
n=—N

Firy = 75’ setzen wir zunédchst rg = ¢-y = p und bestimmen rekursiv mittels Division

mit Rest ganze Zahlen a,,,r, mit
b'rn—l :a'n'q—'—rn

und
0<r,<gq

fiir n > 2.2 Wir stoppen den Prozess, wenn der Rest 7y = 0 null wird oder erstmals
ein Rest ry; 1 zum zweiten Mal als 7y ,,11 auftaucht. Im ersten Fall ist

N
y:Zan-b’": (a1,0,41...any E—1),
n=1

ein endlicher b-adischer Bruch, im zweiten Fall ist

Yy = (al,azH c..GN ANy - - - AN4m E— 1)1)

ein periodischer b-adischer Bruch. Um die Darstellung fiir s zu erhalten, brauchen

wir dann nur die Darstellungen fiir z und y zusammenzusetzen.

Beispiel 12.47 (Berechnung einer 2-adischen Darstellung)

Wir wollen mit dem in Bemerkung 12.46 beschriebenen Algorithmus fiir die rationale
Zahl

37 2

742
) +5

die Darstellung als 2-adischer Bruch berechnen.

S

3Woher wissen wir, daf a,, € {0,...,b — 1} liegt? Einerseits folgt dies aus dem Beweis von
Satz 12.45 d., wo gezeigt wurde, daf die Koeffizienten der b-adischen Darstellung dem ganzzahligen
Anteil in obiger Division mit Rest entsprechen, und dieser ist eindeutig bestimmt. Also muf} der
ganzzahlige Anteil, den wir hier bei der Division mit Rest ausrechnen auch kleiner als b sein.
Andererseits kann man dies auch direkt nachrechnen. Wir wissen, dafl stets r,_1 < ¢ gilt und

damit erhalten wir

b-q - b-rn1 _ an-qtm >an~q:an'

b= -1 >
q q q q
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Fiir den ganzzahligen Anteil x = xy = 7 erhalten wir durch wiederholte Division
mit Rest durch b = 2:

x0:7:3-2+1:x1-b+a0
{]31:3:1‘2—{—1:1'2'64-@,1
x2:1:0~2+1:x3~b+a,2

Der Algorithmus fiir  bricht hier wegen x3 = 0 ab und wir erhalten die 2-adische

Darstellung

r=7=1-22+1-2"+1.2"= (1,11 E2),.
Fir y = § = % und rg = p = 2 erhalten wir durch wiederholte Division mit Rest
durch ¢ = 5:

'T0:2'2:O'5+4:a1'5—|—T1
-r1:2~4:1-5+3:a2'5+r2
-r2:2'3:1-5+1:a3-5+r3

S| o o o

-7“3:2-1:()-5—1—2:(14-5—1—7“4

Der Algorithmus bricht wegen r; = rg hier ab und wir erhalten die periodische
b-adische Darstellung

y=(0,110 & —1),.
Setzen wir diese zusammen, so erhalten wir
37 N
s=— = (1,110110 E2)s.
Bemerkung 12.48 (Binirzahlen)
Fiir einige Basen b haben die b-adischen Zahlsysteme eigene Namen, die sich aus
dem Wert der Basis ableiten. Bei b = 10 spricht man von Dezimalzahlen, bei b = 2

von Bindrzahlen und bei b = 16 von Hexzadezimalzahlen.

Bemerkung 12.49 (Binédrzahlen in der Informatik)

Reelle Zahlen werden in Rechnern als Binédrzahlen gespeichert. Im Standard IFE-
FEE754, double-precision binary floating point, stehen fiir eine reelle Zahl 8 Byte
(64 Bit) als Speicher zur Verfiigung. Dabei wird ein Bit fiir das Vorzeichen verwen-
det, damit auch negative Zahlen gespeichert werden konnen. Fiir den Exponenten
(den Wert nach dem F) stehen 11 Bit zur Verfiigung, von denen wiederum eines fiir
das Vorzeichen des Exponenten verwendet wird. Die Zahlenfolge vor dem E in der
Bindrdarstellung nennt man die Mantisse und fiir diese stehen 52 Bit zur Verfiigung
womit 53 Stellen gespeichert werden kénnen, indem man die fithrende Zahl weg 148t,
da sie stets eine 1 sein muf}. Eine solche sieht dann in etwa wie folgt aus:

—(1,001111001 E 10),

s=_— -1,01100011...001 -2 11 Bit
~— ~
1 Bit 52 Bit
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Der maximale positve Wert, der so dargestellt werden kann, ist
(2 _ 2752) L1028 1 g 10308,
und der minimale positive Wert ist
9-1022 9 3. 10308,

Man beachte aber, dal auch bei weitem nicht alle positiven reellen Zahlen zwischen
diesen beiden Werten im Rechner dargestellt werden konnen, so dafl bei Rechnungen
of schon beim Abspeichern der Eingabedaten Fehler entstehen (miissen), weil die
binére Darstellung der eingegebenen Zahlen nicht in das Raster pait. Wie sich solche
Fehler auf nachfolgende Rechnungen auswirken und was man tun sollte, um sie im
Griff zu behalten, untersucht die Numerische Mathematik.

Aufgaben

Aufgabe 12.50
Untersuche die folgenden Reihen auf Konvergenz. Die Berechnung der Grenzwerte

im Falle der Konvergenz ist nicht erforderlich.

1—n
a. 100n7 *
n=1
& |
n
b‘ Z nn+l
n=1

Aufgabe 12.51 (Nicht-konvergentes Cauchy-Produkt konvergenter Reihen)

Betrachte die Folgen (a,)nen und (¢,)pen mit

= (—1)" - ——

vn+1

R I S
" prd " —~VE+1 Vn—k+1

Zeige, die Reihe ) a, ist konvergent, aber das Cauchy-Produkt »_ ¢, ist divergent.
n=0 n=0

Aufgabe 12.52
Es sei ¢ € K mit |g| < 1.

und

Oo 2
a. Berechne das Cauchy-Produkt (Z q”> .
n=0

o0

b. Berechne den Wert der Reihe ) ng™.

n=0
Aufgabe 12.53
Seien > 7 ant™ und > 7 na,t" ! Potenzreihen in K. Zeige die folgenden Aussa-

gen:
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a. Konvergiert 2 a,y" fiir ein y € K, so konvergiert >~ na,z" " absolut fiir
alle z € K mit |z| < |y

b. Die gegebenen Potenzreihen haben denselben Konvergenzradius.

c. Konvergieren die Potenzreihen vielleicht sogar stets fiir dieselben z € K?

HINWEIS: Schaut euch hilfestellend den Beweis von Lemma 12.29 an und verwendet Aufgabe 12.52.
Aufgabe 12.54
Bestimme die Konvergenzradien folgender Potenzreihen.

a. nk .t fir k € N.

n=0
- n! n
b- 71;1 W * t .
Aufgabe 12.55
Beweise fiir 2,y € K die Gleichung sin(z 4 y) = sin(z) - cos(y) + cos(x) - sin(y).

Aufgabe 12.56
Zeige, dafl die beiden Reihen

Z Sll;(!TL)

n=0
und
. cos(n)

absolut konvergent sind und berechne ihren Grenzwert.

Aufgabe 12.57
Zeige fiir alle z,y € R die Gleichung

o) o) = —2-sn (52 con (5.

Aufgabe 12.58
Fiir z € R mit ¢ # 1 und n € N zeige

sin (24t :U) 1

;cos(k-x) = m_ﬁ

2
Aufgabe 12.59 (Binomialreihe)

Fiir eine beliebige reelle Zahl a € R und eine natiirliche Zahl £ € IN definieren wir
den Binomialkoeffizienten

(Z) :a-(a—l)-.k;!.(a—k:%-l) R

a. Zeige, fir a € R\ N hat die Potenzreihe ), (Z) - t"™ den Konvergenzradius
1, (siehe auch Aufgabe 18.50).
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b. Berechne die Binomialkoeffizienten (Z) fiir den Fall @ = 3 fiir alle £ und berech-
ne damit auch die Potenzreihe in (a) exakt. Welchen Konvergenzradius hat die
Binomialreihe fiir a € IN?

Aufgabe 12.60

a. Zeige, daB die geometrische Reihe Y 7 (¢" mit ¢ = 2
jorante der Reihe Y >°, # ist und leite daraus eine obere Schranke fiir den

eine konvergente Ma-

Grenzwert der Reihe ab.

b. Zeige, die Folge (ay)n>1 mit a, = (1 + %)n ist monton wachsend und konver-
gent.

Hinweis zu Teil b., man kann die Bernoulli-Ungleichung an geeigneter Stelle verwenden.

Aufgabe 12.61
Bestimme fiir die folgenden Reihen, ob sie konvergent, absolut konvergent oder di-
vergent sind:

. (=Dt (1=0)"
b Yoo gar
. (=1 \/Lﬁ
LT, ()
e Yol e
S
Aufgabe 12.62
Seien (ap)nen und (by,)new zwei Folgen in C, so dafl die Reihen > a2 und > 7 b2

n=0 "n

absolut konvergent sind. Zeige, dann ist auch die Reihe > a, - b, absolut konver-
gent.

Aufgabe 12.63

Gib ein Beispiel fiir eine absolut konvergente Reihe ) a, mit [*2=

> 1 fur

unendlich viele n € IN. (Wie immer mit Begriindung!)

Aufgabe 12.64
Bestimme den Konvergenzradius der Reihe ) > | ¢" iiber R und untersuche die Reihe

auf Konvergenz in den Randpunkten des Konvergenzintervalls.

Aufgabe 12.65
Bestimme fiir die folgenden Potenzreihen iiber R den Konvergenzradius r und un-
tersuche das Konvergenzverhalten in den Randpunkten des Konvergenzintervalls

(—r,r):
a. Yot ot
b Yoo gkt

c. Yo ov/n-tm
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d. Yoo nl-tm

e D (nTH)n 1"

Y-
Aufgabe 12.66

Zeige, wenn >~ a, - t" den Konvergenzradius r hat und ¢ € R\ {0} ist, dann hat

oo a n .
> o om - t" den Konvergenzradius |c| - 7.

Aufgabe 12.67
Bestimme die 5-adische Darstellung der rationalen Zahl 1}(1)336 mittels des Algorith-

mus’ aus der Vorlesung.

Aufgabe 12.68
a. Berechne die 7-adische Darstellung der Zahl 4973.

b. Berechne das Produkt der Zahlen (2,33 E2); und (1,01 E1)5; im Dezimalsy-

stem.
c. Berechne die 3-adische Zahldarstellung der rationalen Zahl %
d. Berechne die Dezimalzahldarstellung des 3-adischen Bruches (2,12121 E2).

e. Berechne die b-adische Zahldarstellung von % fir b = 2,7, 10, 16.
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§ 13 Grenzwerte von Funktionen

Wir werden uns in den folgenden Paragraphen im wesentlichen dem Studium von

Abbildungen
f:R— R

widmen und nennen diese eher Funktionen als Abbildungen. Wir kénnten dabei viele
Begriffe auch gleich wieder fiir den Korper der komplexen Zahlen C statt R einfithren
und untersuchen, wollen dies aber zuriick stellen, um nédher an dem Vorwissen aus
der Schulzeit zu bleiben.

A) H&iufungspunkte von Teilmengen von R

Definition 13.1 (Haufungspunkte)
Es sei U C R eine Teilmenge von R und a € R. Wir nennen a einen Hdufungspunkt

von U, wenn
Ve>0dzeU\{a} : 0<|r—al<e.
Man beachte, dal a kein Element von U sein mu$.

Bemerkung 13.2 (e-Umgebung)
Fiir e > 0 und a € R nennen wir das Intervall

Ucda):=(a—e,at+e)={zeR ||z —a| <e}

die e- Umgebung von a.

U.(a)

a—¢€ a a—+¢€

ABBILDUNG 4. Die e-Umgebung U.(a) von a.

Mit dieser Sprechweise gilt also:

Genau dann ist a ein Haufungspunkt von U, wenn jede e-Umgebung

von a einen von a verschiedenen Punkt aus U enthalt.

Beispiel 13.3
Jede reelle Zahl ist Haufungspunkt von Q.

Dazu seien @ € R und ¢ > 0 gegeben. Wir wenden Satz 9.6 an und finden eine
rationale Zahl x im Intervall (a,a + ¢), d.h. |x — a| < ¢ und z # a.

Proposition 13.4 (Folgenkriterium fiir Hiufungspunkte)
Fin a € R ist genau dann Haufungspunkt von U C R, wenn es eine Folge (an)nen

mit a, € U\ {a} und lim a,, = a gibt, d.h. a ist Grenzwert einer Folge in U \ {a}.
n—o0
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Beweis: Ist a ein Haufungspunkt von U und n € IN, so gibt es zu ¢ = n+r1 > (0 ein
relUmit0<|z—a|l<e= n+r1 Wir wéhlen a,, als dieses x. Dann konvergiert die
Folge (a,)nen offenbar gegen a nach dem Einschliefungssatz, da
0< |a, — al <L—>O.
n+1
Gibt es umgekehrt eine Folge (a,)nen in U\ {a}, die gegen a konvergiert, so gibt
es fir jedes € > 0 ein n. € N mit 0 < |a,, — a| < ¢ fiir alle n > n.. Setzen wir nun
r =a, €U,sofolgt 0 < |r—al <eund somit ist a ein Haufungspunkt von U. O

Das folgende Beispiel zeigt, welche Art von Haufungspunkten einer Menge U, die
nicht bereits in U liegen, wir typischerweise erwarten.

Beispiel 13.5
Sind a,b € R mit a < b, so enthilt [a,b] genau die Haufungspunkte von (a,b), d.h.
zu den Punkten im Intervall kommen noch die Randpunkte hinzu.

Die analogen Aussagen fiir halboffene, abgeschlossene und uneigentliche Intervalle

gelten ebenfalls und mit analogem Beweis.

Beweis: Ist ¢ € R ein Haufungspunkt von (a,b), so gibt es nach dem Folgenkriteri-
um 13.4 eine Folge (a,)nen in (a,b) C [a, b], die gegen ¢ konvergiert, und nach Satz
11.28 ist dann ¢ € [a, b].

Ist a < c < b, sogilt fiirn > 1

c
— C,

,b) 2 c+
(a,b) 3 ¢ 5on

also ist ¢ ein Haufungspunkt von (a,b). Analog gilt (a,b) > b — bz%ff — b, so daB

auch b ein Haufungspunkt von (a, b) ist. O

B) Grenzwerte von Funktionen
Definition 13.6 (e-6-Kriterium fiir Grenzwerte von Funktionen)
Sei U C R, f:U — R eine Funktion und a ein Haufungspunkt von U.
Wir nennen y € R den Grenzwert von f in a, falls
Ve>036.>0:VeeUmit0<|r—a|l < gilt |f(z)—y| <e.
Wir schreiben dann
lim f(z) =y
Tr—a
oder “f(z) — y fiir x — a” und sagen, f(x) konvergiert gegen y fiir = gegen a.

Proposition 13.7 (Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funktionen)
Essei U CR, f:U — R eine Funktion und a ein Hdaufungspunkt von U.

Dann sind die beiden folgenden Aussagen gleichwertig:

a. lim f(z) =y.
r—a
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1l

5-3.

a
ABBILDUNG 5. e-0-Kriterium fiir Grenzwerte

b. V (an)new mit a, € U\ {a} und lim a, =a gilt lim f(a,) =y.
n—oo n—oo

Beweis: a. = b.: Es sei (a,)nen eine Folge in U \ {a} mit lim a,, = a. Wir
n—oo
miissen hm f(a,) =y zeigen. Dazu sei ¢ > 0 gegeben.
Wegen hmf( ) =y gibt es ein 6. > 0, so dal aus z € U mit 0 < |z — a| < J.

auch \f( ) —y| < e folgt.
Wegen hm a, = a gibt es zu o, nun ein n. € N, so daf fiir alle n > n, auch
la, — a! < (5 gilt.
Sei nun n > n. dann erfiillt a,, € U die Bedingung 0 < |a,, — a| < . und somit
ist auch |f(a,) — y| < e. Damit ist f(a,) — y gezeigt.

b. = a.: Wir nehmen an, y wére nicht der Grenzwert von f in a. Dann gilt:

de>0:Vé >0z, €U mit 0< |z, —al <., aber |f(xs.)—y|>e.

Fiir n > 1 und 6. = & setzen wir a,, := x5, = #1 € U \ {a}. Dann gilt

1
0<la, —al < ——0,
n
so daf} a,, —> a, und zugleich gilt

[fan) —yl = €

fiir alle n € IN. Dies ist ein Widerspruch dazu, da f(a,) gegen y konvergieren

muf.

O

Beispiel 13.8
a. Betrachte f : R — R : z + 2? und a = 3. Fiir eine Folge (a,)nen mit
a, — 3 gilt dann wegen der Grenzwertsétze fiir Folgen 11.15

fla,) =a>=a,-a, —3-3=0.
Mithin ist 9 der Grenzwert von f in 3, d.h.
lim 2* = 9 = f(3).

z—3

b. Betrachte die Funktion

1, falls z # 0,

"R— R:2+—
/ v {O, falls x =0
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und a = 0. Ist nun (a,),en eine Folge mit a,, — 0 und a,, # 0, dann gilt
fla,) =1— 1.
Mithin ist 1 der Grenzwert von f in 0, d.h.
lim f(z) = 1 # 0= f(0).
Betrachte die Funktion

x?—1

rz—1

f:R\{l} —m R:z~

und @ = 1. Da es in R\ {1} offenbar eine Folge gibt, die gegen 1 konvergiert,
ist @ ein Haufungspunkt von R\ {1}. Sei nun (a,),en eine Folge in R\ {1} mit
a, — 1, so gilt

a? -1
n) = —2 =a,+1— 2.
flon) = 2 =+
Mithin ist 2 der Grenzwert von f in 1, d.h.
lim f(x) = 2.
rz—1

Man beachte, dafl in diesem Fall @ = 1 gar nicht im Definitionsbereich von f
liegt.

Betrachte die Funktion

0, fallsz <0
R\{0} — R:z~ ’ ’
/ \ {0} ‘ {1, falls x > 0
und @ = 0. Dann gilt fir a, := =+ — 0 und f(a,) = 0 — 0 sowie b, =

1 — 0und f(b,) =1 — 1. Mithin existiert der Grenzwert von f in a = 0
nicht.

"' Warnung !!!
In manchen Biichern und von manchen Dozenten wird der Begriff des
Grenzwertes leicht anders definiert (siche z.B. [Decl10] oder [Gat08])!
Wenn f im Punkt a definiert ist, muf$ bei uns nicht notwendig };1—% f(z) =

f(a) gelten (siche Beispiel 13.8 b.), was nach deren Definition gelten muf!

C) Die Grenzwertsitze fiir Funktionen

Definition 13.9
Fiir zwei Funktionen f: U — R und g: V — R sowie ¢ € R definieren wir

c-f:U—R:x—c- f(z),
f+g:UNV —R:x— f(x)+ g(x),
f—g:UNV —R:z~ f(z)—g(z)



§ 13. GRENZWERTE VON FUNKTIONEN 137

und
frg:UNV —R:z~ f(x)-g(x).
Falls zudem g(z) # 0 fir x € U NV, so definieren wir

i:UﬂV—>]R:xl—>M.

g 9(x)
Proposition 13.10 (Grenzwertsétze fiir Funktionen)
Es seien f: U — R und g : U — R zwer Funktionen, a ein Hdufungspunkt von

U und c € R.

a. Der Grenzwert von f in a ist eindeutig bestimmt, d.h. falls im f(z) =y und
T—a

lim f(x) =z, soist y = z.

Tr—a

b. Wenn lim f(z) und lim g( ) existieren, so gelten:
T—a

(i) lim(c- ﬂ)—chmﬂ)

(i) lim(f + g)(x) = lim f(z) + lim g(z).
@)gW?W@—gyU lim g(z).
(iv) lim(f - g)(z) = lim f(x) - lim g(z).

c. Falls zudem lim f(x) # 0, so ist a ein Hdaufungspunkt der Menge V = {z €
Tr—a
U| f(x) # 0} und es gilt
1 1
li _—
fim 5 () = f(=)
r—a
Beweis: a. Dies folgt aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funktionen
13.7 und der Eindeutigkeit des Grenzwertes bei Folgen 11.8. Genauer, da a ein
Haufungspunkt von U ist, gibt es nach Proposition 13.4 eine Folge (a,,)nen in
U\ {a} mit a,, — a, und mit den eben erwihnten Sitzen folgt dann

y = lim f(a,) = z.

n—oo

b. Analog folgen die Aussagen aus dem Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funk-
tionen 13.7 und den Grenzwertsitzen fiir Folgen 11.15 unter Beriicksichtigung
von Proposition 13.4.

c. Nach Proposition 13.4 gibt es eine Folge (a,)nen in U \ {a}, die gegen a kon-
vergiert, und nach dem Folgenkriterium 13.7 gilt dann

fla,) — lim f(x) =: .
T—ra
Wegen y # 0 gibt es wegen der Grenzwertsétze fiir Folgen 11.15 ein ng, so daf3
f(a,) # 0 fiir alle n > ng, so daB (a,)n>n, eine Folge in V' ist mit a, — a.

Nach Proposition 13.4 ist dann a ein Haufungspunkt von V. Die Aussage zum
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Grenzwert folgt dann wieder aus den Grenzwertséitzen fiir Folgen 11.15 und

dem Folgenkriterium 13.7.

O]
Definition 13.11

Ist ¢ eine Verdnderliche und sind aq, ..., a, € R, so nennen wir einen Ausdruck der
Form
n
Zak-tk:an~t”+an,1 v 4a - t+a

k=0
ein Polynom in der Verédnderlichen ¢ mit Koeffizienten in R. Ist a,, # 0, so heifit

deg (Z ay - tk> =n
k=0

der Grad des Polynoms, und wir setzen zudem deg(0) := —oo. Mit
R[t] := {Zak-tk ne N, ag,...,a, € R}
k=0

bezeichnen wir die Menge aller Polynome in der Verdnderlichen ¢ mit Koeffizienten
in R, so dafl der Grad eine Abbildung deg : R[t] — INU {—o0} ist.

Fiir ein Polynom f = "}_,a; - t* € R[t] und ein 2 € R setzen wir
f(z) = Zak s
k=0

Sind f,g € R]t] zwei Polynome, g # 0 nicht das Nullpolynom, so nennen wir die
Funktion

fR—R:z— f(x)
eine Polynomfunktion und die Funktion

gzﬁ\{xeﬁlg@):%%““%

nennen wir eine rationale Funktion.

Ist h : R — R irgendeine Funktion, so nennen wir eine reelle Zahl z € R mit
h(z) = 0 eine Nullstelle von h.

Bemerkung 13.12
Man zeigt in der Vorlesung Algebraische Strukturen, daf§ die Menge der Nullstellen
von 0 # g € R]t] eine endliche Menge ist. Genauer zeigt man:

[{z € R | g(x) = 0}| < deg(g) < oo
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Beispiel 13.13
a. Ist f=>")_,ax-t" ein Polynom und a € R, so gilt

lim f(@) = f(a).

Dies folgt aus den Grenzwertsédtzen fiir Funktionen 13.10, da offenbar
limid(z) = lim2z = a und f sich als endliche Summe von Produkten dieser
T—ra

Tr—ra
Funktion mit sich selbst und mit Konstanten schreiben 1a3t.

b. Fiir jede rationale Funktion

f f(x)
“:R\{zeR|g(x) =0} —m R:2—

LR\ {r e R g(z) =0} e
und jedes a € R mit g(a) # 0 folgt dann aus Teil a. und Satz 13.10 c., dafl a

ein Haufungspunkt von R\ {z € R | g(x) # 0} ist und da8
f fla) _f

g g "

D) Uneigentliche Grenzwerte

Definition 13.14 (Grenzwerte fiir x — +00)
EsseiUCR, f:U — Rund y € R.

a. Wir nennen U nach oben unbeschrinkt bzw. nach unten unbeschrinkt, wenn
die Menge U N [0, 00) bzw. U N (—o0, 0] nicht beschrénkt ist.

b. Ist U nach oben unbeschriankt, so nennen wir y den Grenzwert von f in oo,

wenn
Ve>0 3s.>0: VaeeUmita>s. gilt |[f(z)—y| <e.
Wir schreiben dann lim f(z) = y.
T—r00

c. Ist U nach unten unbeschrinkt, so nennen wir y den Grenzwert von f in —oo,

wenn
Ve>0 3s.<0: VeelUmita<s: gilt |[f(zx)—y| <e.

Wir schreiben dann  lim f(x) = y.

T——00
Bemerkung 13.15 (Folgenkriterium und Grenzwertsétze fiir Grenzwerte in +00)
Das Folgenkriterium fiir Grenzwerte von Funktionen gilt analog auch fiir die Grenz-
werte in +00. D.h.

lim f(z) =y <= V (ap)nen mit a, € U und a, — oo gilt f(a,) — y
T—00
und

lim f(z)=y <= V(ap)pen mita, € U und a,, - —oo gilt f(a,) — v.

Zudem gelten auch die Grenzwertsétze fiir Funktionen 13.10 fiir Grenzwerte in 4o00.
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Definition 13.16 (Uneigentliche Grenzwerte)
SeiU C R, f:U — R und a ein Haufungspunkt von U.

a. Wir nennen oo den uneigentlichen Grenzwert von f in a, wenn
Vs>036>0:VreUmitl<|r—al <d, gilt f(x)>s.

Wir schreiben dann lim f(z) = co.
T—a

b. Wir nennen —oo den uneigentlichen Grenzwert von f in a, wenn
Vs<036>0:VreUmitl<|r—al <d,gilt f(x) <s.

Wir schreiben dann lim f(x) = —oc0.
T—a

c. Ist U nach oben unbeschrankt, so nennen wir oo den uneigentlichen Grenzwert
von f in co, wenn

Vs>0 3t>0: VreUmitaz>tegilt f(x) > s.
Wir schreiben dann lim f(z) = oc.
T—r 00

d. Ist U nach oben unbeschrinkt, so nennen wir —oo den uneigentlichen Grenzwert

von f in co, wenn
Vs<0 J>0:VreUmitz>tegilt f(z) <s.

Wir schreiben dann lim f(z) = —oc.
T—r 00

e. Ist U nach unten unbeschrinkt, so nennen wir oo den uneigentlichen Grenzwert

von f in —oo, wenn
Vs>0 3t <0:VeeUmita<tgilt f(x)>s.

Wir schreiben dann  lim f(x) = oc.

T—r—00
f. Ist U nach unten unbeschrinkt, so nennen wir —oo den uneigentlichen Grenz-

wert von f in —oo, wenn
Vs<0 Jdt<0:VzreUmitr<tegilt f(z) <s.

Wir schreiben dann lim f(z) = —o0.
T—>—00

Bemerkung 13.17 (Folgenkriterium und Grenzwertsétze fiir uneigentliche GWe)
Auch fiir uneigentliche Grenzwerte gelten naheliegende Folgenkriterien:

a. lim f(z) =00 <= V (ay)nen mit a, € U\ {a} und a,, — a gilt f(a,) — oo.

r—a

b. lim f(z) =00 <= V (ay)nen mit a,, € U und a,, — oo gilt f(a,) — oo.

T—r00

Die {ibrigen Fille ergeben sich analog. Auflerdem verallgemeinern sich auch die
Grenzwertsétze fiir Funktionen 13.10 auf uneigentliche Grenzwerte in der nahelie-

genden Weise, wenn wir die Konventionen aus Bemerkung 11.35 beriicksichtigen.
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Beispiel 13.18
Fiir die Funktion f: (0,00) — R : 2z +— % ist 0 ein Haufungspunkt des Definitions-
bereiches, und es gilt

lim f(z) = oo.

z—0

Zudem ist (0, c0) nach oben unbeschriankt und

lim f(z) = 0.

T—00

Beweis: Wenn (a,,)nen eine Folge in (0, 00) mit a,, — 0 ist und s > 0, so gibt es
ein n, € N mit a,, < % fiir n > ng. Damit gilt dann fiir n > n, aber auch
1
f(an) = — > S,

n

d.h. f(a,) — oo.

Wenn (a,)nen eine Folge in (0, 00) mit a,, — oo ist und € > 0, so gibt es ein n. € N

mit a, > % fiir alle n > n.. Damit gilt dann fiir n > n. aber auch

Flan) 0] = — <,

Qn

d.h. f(a,) — 0. O

Beispiel 13.19
Essei f =Y ,_,ax-t* € R[t] ein Polynom vom Grad n > 1. Dann gilt

o, fe) =

oo, falls a, >0,
—o0, fallsa, <0,

und
lim f(z) oo, falls (a, > 0 und n gerade ) oder (a, < 0 und n ungerade),
im f(z) =

z——00 —o0, falls (a, < 0 und n gerade ) oder (a,, > 0 und n ungerade).
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Wir beweisen die Aussage nur fiir lim f(z) und a, > 0, da der Rest sich analog
T—r00

zeigen laBt. Hierzu betrachten wir ein beliebiges z € R mit

—2-n-ay —2-n-ay —2-n-a,_1
T > max , b 15
Qn, Qp Qnp,
Dann gilt
n
Qp - X
> —Qp X
2-n
fiir alle 0 < k <n — 1, und mithin
n—1
ay, " Q- " i
=n- Z—E ap T
2 2-n
k=0
oder alternativ
n n n—1 n
_ ap * T Qp - T . Qp - T
flz) = + + g ag-z" | > :
2 2 2
k=0
. o .
Da zudem offenbar lim 2% = oo, mufl auch lim f(z) = oo gelten. a
T—r00 r—00

E) Rechts- und linksseitige Grenzwerte

Bemerkung 13.20 (Rechts- und linksseitge Grenzwerte)
Sei U CR, f:U — R und a € R. Wir definieren

Uy :={z€U|x<a}

und
Usoy ={x€U|z>a}.
Ist a ein Haufungspunkt von U., und existiert der Grenzwert der Einschriankung

Jlu<. i @, so bezeichnen wir diesen mit

lim f(z) = lim fiu., (2)

und nennen ihn den linksseitigen Grenzwert von f in a.

Analog, ist a ein Haufungspunkt von U, und existiert der Grenzwert der Ein-
schréinkung fji., in a, so bezeichnen wir diesen mit

li =1

Jim f(z) = lim fip, , (2)

und nennen ihn den rechtsseitigen Grenzwert von f in a.

Sei nun a ein Haufungspunkt U., und von Us,. Genau dann existieren links- und
rechtsseitiger Grenzwert von f in @ und stimmen iiberein, wenn auch der Grenzwert
von f in a existiert und

o flo) = Jlig (o) = Jip, 7(@)
gilt. In manchen Situationen, insbesondere wenn Funktionen abschnittsweise defi-
niert sind, ist es leichter, die links- und rechtsseitigen Grenzwerte getrennt zu be-
rechnen.
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Beweis: Wenn a ein Haufungspunkt einer Teilmenge von U ist, ist es automatisch
auch ein Haufungspunkt von U. Es bleibt also zu zeigen, dass der Grenzwert von f

in a existiert, wenn links- und rechtsseitiger Grenzwert {ibereinstimmen.

Sei y = lim, ., f(x) = lim, .+ f(x) und sei ¢ > 0 gegeben. Dann existiert ein
9. > 0, so daB fiir alle z € U, mit |z — a| < 0. auch

|f(x) -yl <e

gilt. Zudem existiert ein §” > 0, so daB fiir alle z € U, mit |z — a| < §” auch

[f(z) —yl <e
gilt. Wir setzen nun 0. := min{J’, ¢”} > 0. Dann gilt fiir alle z € U mit |x — a| < J.
auch

[f(z) =yl <e.
Also ist y = lim, 4 f(2). O

Beispiel 13.21 (Links- und rechtsseitiger Grenzwert)
Wir betrachten die Funktion

FiR\{0} — R o r+1, wenn x < 0,
: T x
23 +222+1, wenn x > 0.

Mit U = R\ {0} ist dann Uy = (—00,0) und Uy = (0,00), so daf 0 ein Haufungs-
punkt von beiden Mengen ist. Ferner gilt

lim f(z)= limz+1=1

r—0— x—0—
und

lim f(z) = lim 32 +22° +1 = 1.
z—0+ z—0+

Links- und rechtsseitger Grenzwert von f in 0 existieren also und stimmen iiberein.

Damit existiert dann auch der Grenzwert von f in 0 und es gilt

lim f(x) = 1.
z—0
Aufgaben

Aufgabe 13.22
Bestimme die Haufungspunkte der folgenden Mengen:
a. A={(-1)"+2 | neN}.

b. B={zeR|3<|z+1]}.

Aufgabe 13.23
Bestimme fiir die nachfolgenden Mengen jeweils die Menge aller ihrer Haufungs-
punkte:

a. A= {(—1)” + (_TI)TLJrl ‘n € Zzl}.
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b. B=N.
c. C={reqQ|z*<2}.

Aufgabe 13.24
Gib ein Beispiel fiir eine Menge, die genau drei Haufungspunkte hat.

Aufgabe 13.25
Bestimme die folgenden Grenzwerte oder zeige, daf sie nicht existieren:

a.  lim =%
r—3 z—3
s 22t a3 -32244
b. il_}r% i .
: 2x3+5z
c. lim )
T—00 (z+1)3

d. lim /x + x —/z.
T—00

i 23222342
n_pn . . . .
f. lim Z=", wobei n € N und 2y € R beliebig, aber fest vorgegeben sind.
Tr—TQ

g. le (Vz +5—z).
Aufgabe 13.26 (Cauchy-Kriterium fiir Grenzwerte)
Es sei U C R, a € R ein Haugfungspunkt von U und f : U — R eine Funktion.

Zeige, der Grenzwert lim f(z) existiert genau dann, wenn
Tr—a

Ve>036.>0: Va,ye (UnUs(a)\{a} gilt|f(z) - f(y)| <e.
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§ 14 Stetigkeit

Ausblick 14.0

In technischen Anwendungen erwartet man gemeinhin, daf8 kleine Anderungen an

den Eingabedaten nur zu kleinen Anderungen beim Ergebnis fithren. In der Mathe-
matik entspricht das dem Begriff der Stetigkeit des zugrundeliegenden Prozesses.

A) Stetige Funktionen

Definition 14.1 (e-0-Kriterium fiir Stetigkeit)
EsseiUCR, f:U—RundaeU.

Wir nennen f stetig in a, wenn

Ve>0 36.>0: VoeeUmit|z—a| <d. gt |f(z) — fla)] <e.
Die Funktion f heiit stetig (auf U), wenn sie stetig in jedem Punkt in U ist.
C(U,R) :={f:U — R | f stetig} ist die Menge der auf U stetigen Funktionen.

Fart S

5.6

a
ABBILDUNG 6. e-6-Kriterium fiir Stetigkeit

Bemerkung 14.2

Fiir die Stetigkeit einer Funktion in einem Punkt a ist nur das Verhalten von f in
einer kleinen e-Umgebung U.(a) = (a—¢€,a+€) von a maBgeblich. Wir sagen deshalb
auch, daf§ die Stetigkeit eine lokale Figenschaft ist!

Lemma 14.3 (Stetigkeit in Haufungspunkten)
EssetUCR, f:U— R und a € U ein Haufungspunkt.

Genau dann ist f stetig in a, wenn lim f(z) = f(a).
Tr—a

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus den Definitionen 13.6 und 14.1. [

Beispiel 14.4 (Polynomfunktionen sind stetig.)
a. Jede Polynomfunktion f: R — R ist stetig.
Denn nach Beispiel 13.13 gilt fiir « € R auch lim f(z) = f(a).

Tr—a
b. Jede rationale Funktion g R\ {z eR|g(z) =0} — R ist stetig.
Denn nach Beispiel 13.13 ist a € R\ {z € R | g(x) # 0} ein Haufungspunkt
des Definitionsbereiches und lim g(w) = %(a).
Tr—a
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c. Die Funktion

1, falls z # 0,

fR—R:z—
0, fallsz =0

aus Beispiel 13.8 b. ist nicht stetig in 0, da lin% f(z)=1#0= f(0). Aber, f
z—>

ist stetig in jedem a # 0, wie man leicht sieht.

d. Ist f:U — R stetig und V C U, so ist die Einschrénkung f; : V' — R von
f auf V offenbar ebenfalls stetig.

e. Ist f:7Z — R irgendeine Funktion, so ist f stetig! (Kein niitzliches Konzept!)

Denn, ist a € Z und € > 0 wihlen wir §, := 1. Fiir 2 € Z mit |z —a| < 6. = §
mufl dann x = a gelten und somit auch |f(z) — f(a)] =0 < e.
Satz 14.5 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit)
FsseiUCR, f:U—RundacU.
Genau dann ist [ stetig in a, wenn
V (an)nen mit a, € U und lim a, = a gilt lim f(a,) = f(a). (23)

n—oo n—oo

Beweis: Der Beweis geht genau wie der Beweis des Folgenkriteriums fiir Grenzwerte
von Funktionen 13.7.
“—": Es sei (a,)nen eine Folge in U mit 7711_I>Iolo a, = a. Wir miissen nh_r)]gc fla,) =
f(a) zeigen. Dazu sei € > 0 gegeben.
Da f stetig in a ist, gibt es ein . > 0, so dal aus x € U mit |z — a| < J. auch
|f(x) — f(a)] < e folgt.

Wegen lim a,, = a gibt es zu . nun ein n. € N, so daf fiir alle n > n. auch
n—o0

la, —a| < 6. gilt.
Sei nun n > n. dann erfiillt a,, € U die Bedingung |a,, — a| < d. und somit ist
auch |f(a,) — f(a)| < e. Damit ist f(a,) — f(a) gezeigt.

“«=": Wir nehmen an, f wére nicht stetig in a. Dann gilt:
de>0:V6. >0 Jas, € U mit |zs, —al <., aber |f(zs.) — f(a)| > e.
Fiir n > 1 und 9, = % setzen wir a,, == x5, = 21 € U \ {a}. Dann gilt
1
0<|a,—a] <——0,
n
so dafl a, — a, und zugleich gilt

[f(an) = fa)] = &

fiir alle n € IN. Dies ist ein Widerspruch dazu, daf f(a,) gegen f(a) konvergie-

ren muf.
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Beispiel 14.6 (Die Betragsfunktion ist stetig)
Die Betragsfunktion |- | : R — R : x +— |z] ist stetig.

Denn fiir ¢ € R und (a,)pen mit a, — a gilt aufgrund der Grenzwertsétze fiir
Folgen 11.15 auch |a,| — |a].

B) Rechnen mit stetigen Funktionen

Proposition 14.7 (Rechenregeln fiir stetige Funktionen)

Seien f : U — R und g : U — R Funktionen, die in a € U stetig sind, und ¢ € R.
a. c-f, f+g, f—gund f-g sind stetig in a.
b. Ist g(a) # 0, so ist auch g :U\{z €eU|g(x) =0} — R stetig in a.

Beweis: Der Beweis folgt aus dem Folgenkriterium fiir Stetigkeit 14.5 und den

Grenzwertsétzen fiir Folgen 11.15.

Z.B. sei (ay,)nen eine Folge in U mit a,, — a, dann gilt

(f +9)(an) = flan) + g(an) — fla) +g(a) = (f + g)(a),

da f und ¢ in a stetig sind. Also ist auch f + ¢ stetig in a. 0

Proposition 14.8 (Komposition stetiger Funktionen)
Es seien f : U — R und g : V. — R Funktionen mit Im(f) CV und es seia € U.
Ist f stetig in a und g stetig in f(a), so ist go f stetig in a.

Beweis: Sei (a,)nen eine Folge in U mit a,, — a, dann ist (f(a,)).en eine Folge
in V und, da f stetig in a ist, gilt zudem f(a,) — f(a). Nun ist auch g stetig in
f(a), so daBl daraus

(g0 f)lan) = g(f(an)) — g(f(a)) = (g o f)(a)
folgt. Aufgrund des Folgenkriteriums fiir Stetigkeit 14.5 ist dann go f stetig in a. [

Beispiel 14.9
Ist f: U — R stetigin a € U, so ist auch |f| : U — R : = — |f(x)| als

Komposition stetiger Funktionen stetig in a.

Definition 14.10 (Stetig fortsetzbar)
Es sei f: U — R eine stetige Funktion und @ € R\ U ein Haufungspunkt von U.
Wir nennen f in a stetig fortsetzbar, wenn lim f(z) existiert.

r—a
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In dieser Situation nennen wir

U R f(z), falls = # a,
g:UU{a} — R:wr lim f(z), fallsxz =a,
zZ—a

die stetige Fortsetzung von f, und g ist nach Lemma 14.3 stetig in @ und damit
stetig auf U U {a}.

Beispiel 14.11

a. Die Funktion
x?—1

r—1

f:R\{l} —m R:z~
aus Beispiel 13.8 c. ist in a = 1 stetig fortsetzbar, und die stetige Fortsetzung
ist

g R—R:z—z+1.
b. Die Funktion

0, fallsx <0,

R\ {0 R :
/ V0p— a“_){l, falls z > 0

aus Beispiel 13.8 d. ist in @ = 0 nicht stetig fortsetzbar, da der Grenzwert von

f in 0 nicht existiert.

c. Die Funktion

1, falls z # 0,

'R R :
/ — xH{O, falls x =0

aus Beispiel 13.8 b. ist nach unserer Definition in a = 0 nicht stetig fortsetzbar,
obwohl der Grenzwert von f in 0 existiert, da 0 bereits zum Definitionsbereich
der Funktion gehort!

C) Der Zwischenwertsatz

Satz 14.12 (Zwischenwertsatz)
FEine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt jeden Wert zwischen f(a) und f(b) an.

Beweis: Fiir den Beweis konnen wir f(a) < f(b) annehmen. Fiir ¢ € [f(a), f()]

definieren wir eine Funktion

g:la,b) — R:zw— f(x)—c,
und diese ist aufgrund der Proposition 14.7 stetig auf [a, b].
Wir miissen zeigen, dafl ¢ eine Nullstelle in [a, b] besitzt.

Dazu wenden wir wie im Beweis des Satzes von Bolzano-Weierstrafl 11.26 ein Inter-

vallschachtelungsverfahren an. Wir setzen

[ag, bo] := |a, b]
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und betrachten den Punkt

b
Ty = CLOTH € [a,b].

Ist g(x¢) = 0, so sind wir fertig. Andernfalls gilt entweder g(xy) > 0 und wir setzen
[a1, b1] == [ag, xo], oder es gilt g(zo) < 0 und wir setzen [aq, b1 := [z, bo).

Mit dem neuen Intervall verfahren wir wie mit dem vorherigen. Auf dem Weg finden
wir entweder nach endlich vielen Schritten einen Punkt z, € [a,b] mit g(z,) = 0,
oder wir konstruieren rekursiv eine monoton steigende, beschrinkte Folge (a,)nen

in [a,b] und eine monoton fallende, beschriankte (b,)nen in [a, b] mit

— 0. (24)

Aufgrund des Monotoniekriteriums fiir Folgen konvergiert (a,,),en gegen einen Wert

z und (b, )nen gegen einen Wert y, und wegen (24) gilt dann
T =y.
Da das Intervall [a,b] abgeschlossen ist, gilt zudem nach Satz 11.28
x € [a,b].
Man beachte auch, daf§ aufgrund der Konstruktion von (a,)nen und (by,)nen stets
g(a,) <0 und g(b,) > 0.
Fiir die stetige Funktion g folgt dann aus dem Folgenkriterium 14.5 und Satz 11.17

g9(z) = lim g(a,) <0< lim g(b,) = g(x),

n—o0 n—oo
also g(z) = 0. O
Beispiel 14.13 (Nullstellen von Polynomfunktionen)
Ist f € R]t] ein Polynom von ungeradem Grad, so besitzt f eine Nullstelle.

Denn nach Beispiel 13.19 gilt, da§ lim f(z) und lim f(z) verschiedene Vorzeichen
T—>00 T—r—00

haben, so dafl es a,b € R mit f(a) > 0 und f(b) < 0 geben mufl. Wenden wir dann
den Zwischenwertsatz auf fjj,5 bzw. fipq an, so folgt die Behauptung.

D) Beschrinktheit stetiger Funktionen
Definition 14.14 (Beschriankte Funktionen)
Eine Funktion f : U — R heifit beschrinkt, wenn Im(f) beschriankt ist.

Proposition 14.15 (Beschranktheit stetiger Funktionen)
FEine stetige Funktion f :[a,b] — R ist beschrdnkt.

Beweis: Nehmen wir an, f wére nicht beschriankt. Dann gibt es fiir jedes n € IN
ein a, € [a,b] mit

|f(an)| > n.
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Die Folge (ay)nen ist beschréinkt, da sie im abgeschlossenen Intervall [a, b] liegt, und
nach dem Satz von Bolzano-Weierstral 11.26 gibt es also eine konvergente Teilfolge
(Gn,, )ken mit Grenzwert ¢, d.h.

A, — C.

Da das Intervall [a,b] abgeschlossen ist, gilt nach Satz 11.28
c € |a,b)].
Da f und somit nach Beispiel 14.9 auch |f| stetig auf [a, b] ist, folgt
[F ()] — |f(an,)| = mp — o0,
was ein offensichtlicher Widerspruch ist. [l

Satz 14.16 (Maximum / Minimum stetiger Funktionen)
Fine stetige Funktion f : [a,b] — R nimmt thr Mazimum und thr Minimum an,
d.h. es gibt c,d € |a,b], so daf fir alle x € [a,b] gilt

fle) < flx) < f(d).
Beweis: Nach Proposition 14.15 ist die Menge
A:=1Im(f) = {f(z) | x € [a,b]}
beschrankt und somit existiert
y :=sup(4) € R.

Da y die kleinste obere Schranke von A ist, gibt es fiir jedes n > 1 ein a,, € [a,b] mit

1
y——<[flan) <y.
n
Die Folge (a,),>1 ist beschrinkt, da sie im abgeschlossenen Intervall [a, 0] liegt, also
besitzt sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl 11.26 eine konvergente Teilfolge
(@n, )kew mit Grenzwert d. Dann gilt aber
1
ye—y— < flam) <y —w,
so daf} aufgrund des Einschachtelungssatzes 11.17 auch
f(ank) — y
gilt. Da f aber stetig ist, folgt dann
£(d) = Jm f(ay,) =
— 00
Die Existenz von ¢ zeigt man analog mit Hilfe von inf(A). O

Beispiel 14.17
a. Die Funktion f : [-1,1] — R : z — z? ist beschrinkt, und es gilt f(0) = 0
ist das Minimum und f(1) = f(—1) = 1 ist das Maximum von Im(f).

b. Die Funktion f: (0,00) — R : 2z +— % ist nicht beschrankt und nimmt weder
ihr Minimum noch ihr Maximum an.
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E) Umkehrsatz fiir streng monotone stetige Funktionen

Definition 14.18 (Monotone Funktionen)
Es sei f: U — R eine Funktion.

a. [ heiBt monoton wachsend, wenn fiir x,y € U aus = < y stets f(x) < f(y)
folgt.

b. f heifit streng monoton wachsend, wenn fiir x,y € U aus x < y stets f(x) <

f(y) folgt.

c. f heiit monoton fallend, wenn fiir x,y € U aus « < y stets f(z) > f(y) folgt.
d. f heiBt streng monoton fallend, wenn fiir x,y € U aus z < y stets f(z) > f(y)
folgt.
Beispiel 14.19

a. Die Funktion f : [0,00) — R : x +— z™ ist fiir jedes n > 1 streng monoton
wachsend, da nach Lemma 8.14 aus 0 < z < y stets 2" < y" folgt.

b. Die Funktion

0, fallsz <0,

:R\HO R:
fiRA{0) — “’H{L falls > 0

aus Beispiel 13.8 d. ist monoton wachsend, aber nicht streng monoton wach-
send.

Bemerkung 14.20

Ist f: U — R streng monoton wachsend oder fallend, so ist f injektiv.

Denn, fiir z,y € U mit  # y gilt x < y oder x > y und somit f(x) < f(y) oder
f(z) > f(y), aber in jedem Fall f(x) # f(y).

Satz 14.21 (Umkehrsatz fiir streng monotone stetige Funktionen)
Es seien a,b € RU{—o0,00} mita < b, f: (a,b) — R sei eine Funktion und es
seien ¢ = inf(Im(f)) € RU{—o0} und d := sup(Im(f)) € R U {oco}.

a. Ist f streng monoton wachsend und stetig, so gelten:
(i) f:(a,b) — (c,d) ist bijektiv.
(ii) f~':(c,d) —> (a,b) ist streng monoton wachsend und stetig.

b. Ist f streng monoton fallend und stetig, so gelten:
(i) f:(a,b) — (c,d) ist bijektiv.

(i) f7':(c,d) — (a,b) ist streng monoton fallend und stetig.

Beweis: Wir beweisen nur den Fall, dafl f streng monoton wachsend ist, da der

Beweis fiir streng monoton fallende Funktionen analog geht.
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Zeige: ¢,d ¢ Im(f): Wiare d € Im(f), so wiirde es ein x € (a,b) geben mit
f(z) = d. Wegen x < b gibt es ein 2’ € (a,b) mit x < 2’ und somit

d = f(z) < f(a) € Im(f),

im Widerspruch dazu, daf d das Supremum von Im(f) ist. Analog sieht man,
daB ¢ & Im(f).

Zeige: Im(f) = (¢,d): Nach Definition von ¢ = inf(Im(f)) und d = sup(Im(f))
sowie nach der obigen Voriiberlegung folgt fiir y € Im( f) sofort ¢ < y < d, d.h.

Im(f) € (¢, d).

Sei nun y € (¢,d). Wegen y > ¢ = inf(Im(f)) gibt es ein 21 € (a,b) mit
y > f(x1), und wegen y < d = sup(Im(f)) gibt es ein x5 € (a,b) mit y < f(x2).
Nach Voraussetzung ist die Einschrankung von f

fio e, o) — R

auf das Intervall [z1, z5] stetig als Einschrankung einer stetigen Funktion, und
nach dem Zwischenwertsatz 14.12 gibt es wegen f(x1) < y < f(z2) dann ein
x € [x1,29] C (¢,d) mit y = f(z), d.h.

(c,d) € Im(f).

Zeige: f : (a,b) — (c,d) ist bijektiv: Nach Bemerkung 14.20 ist die streng
monotone Funktion f injektiv, und wie eben gezeigt, ist f surjektiv auf (¢, d).
Zeige: f~': (c,d) — (a,b) ist streng monoton wachsend: Seien y;,y» €
(¢,d) mit y; < yo. Dann gibt es z1, 22 € (a,b) mit f(x1) = y1 < yo = f(x9),
und da f streng monoton wachsend ist, mufl notwendigerweise auch z; < x,

gelten. Dann ist aber

fHy) =21 < za = (),
und f~! ist streng monoton wachsend.
Zeige: [~': (c,d) — (a,b) ist stetig: Seien yy € (¢, d) und & > 0 gegeben. Wir
setzen zo == [~ (yo) € (a,b) und

. [e b—xg x9—a
TE::mln{i, 20, 02 }>O.

Damit gilt

a<To—Te <Xop<Tog+r.<Db
und somit

f(xo = 12) <o < flmo+72),
da f streng monoton wachsend ist. Fiir

(55 = min{yo — f(ZL‘() — ’l“a), f(on + ’l“a) — yo} >0

gilt dann offenbar

flro—1) <wyo— 0. <yo <yo+9: < flzg+re),
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und da f~! streng monoton wachsend ist, folgt fiir y € (yo — -, yo+0.) C (¢, d)
deshalb

wo =12 = [T (flzo = 1)) < f7Hy) < [T (f(zo+70)) = 2o + 7
d.h.
) = o)l = lwo — fTH ) <207 <e.
Also ist f~! stetig in yo, und damit stetig auf (c, d).

Bemerkung 14.22 (Umkehrsatz fiir streng monotone stetige Funktionen)
Ist die Abbildung f : (a,b) — R im Umkehrsatz 14.21 streng monoton wachsend,
S0 ist

¢ =1inf(Im(f)) = lim f(z) und d=sup(Im(f)) = }clirll) f(z),

Tr—a

und ist f streng monoton fallend, so ist
¢ = inf(Im(f)) = hn,l, f(z) und d=sup(Im(f)) = lim f(x).
r— Tr—a
Auflerdem, falls f stetig in @ € R bzw. in b € R fortgesetzt werden kann, so ist
lim f(z) € R bzw. lim f(z) € Rund f~! wird durch
r—a r—r
-1 . o 1 (- o
) o w5 (00) -

stetig fortgesetzt. D.h. die Aussagen im Umkehrsatz 14.21 gelten fiir halboffene und
abgeschlossene Intervalle entsprechend.

Beweis: Wir betrachten nur den Fall f streng monoton wachsend und
d = sup(Im(f)) € RU{o0}.

1. Fall: d € R: Zu e > 0 gibt es ein y € Im(f) mit y > d — £ und es gibt ein
zo € (a,b) mit f(xg) =y.
Fall 1.1: b € R: Wir setzen nun 6. := b — 27 und erhalten fir = € (a,b)
mit b —x = | — b| < 6. = b — xp notwendigerweise zy < = und somit
auch y = f(zo) < f(z), d.h.

f(z)—d|=d— f(z) <d—y<e.

Fall 1.2: b = co: Wir setzen dann ¢t = max{zo, 1} und erhalten fiir z > ¢
dann auch y = f(zo) < f(x), d.h.

f(z)—d=d— f(z)<d—y<e.

In beiden Fillen ist damit lilrll) (x) = d gezeigt.
T—r

2. Fall: d =o00: Zu s >0 gibf es dann ein y € Im(f) mit y > s und wieder gibt
es ein zg € (a,b) mit f(zo) = .
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Fall 1.1: b € R: Wir setzen nun 6. := b—x( und erhalten fiir x € (a, b) mit
b—x=|r— bl <. =0b— o notwendigerweise oy < z und somit auch
f(2) > flzg) =y > 5.
Fall 1.2: b = co: Wir setzen dann ¢ = max{zg, 1} und erhalten fiir z > ¢
dann auch
f(z) > f(zo) =y > s.

In beiden Féllen ist damit wieder lin}) (x) = d gezeigt.
rT—r

LaBt sich nun zudem f in b € R stetig fortsetzen, so heifit dies, dal der Grenzwert
d:=lim f(z) € R
z—b
in R liegt. Da f~! stetig und streng monton wachsend auf (c, d) ist, gilt zudem

b=lim f(2),

r—d

und somit 148t sich f~! in d durch f~*(d) = b stetig fortsetzen. O

Beispiel 14.23 (Wurzelfunktion)
Fir n > 2 ist die Funktion

f:(0,00) —R:z— 2"
nach Beispiel 14.19 streng monoton wachsend und nach Beispiel 14.4 stetig. Zudem
gilt
inf(Im(f)) =0 wund sup(Im(f)) = oc.
Nach dem Umkehrsatz 14.21 gibt es also eine Umkehrfunktion

V- (0,00) — (0,00) : >
und diese ist streng monoton wachsend und stetig.

Dies ist unter anderem ein alternativer Beweis zu Satz 9.8 fir die Existenz von n-ten
Wurzeln!

Man beachte zudem, dafl wegen Bemerkung 14.22

lim /z =0

x—0

gilt, so dafl die Wurzelfunktion stetig nach 0 fortgesetzt werden kann:
V- :]0,00) — [0,00) x> .

Insbesondere ist auch die Funktion /- : [0,00) — [0,00) : x > /' stetig.
Korollar 14.24

lim /n=1.

n—oo
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Beweis: Wir miissen zeigen, dafl die Folge (a,,),>2 mit a,, := {/n — 1 eine Nullfolge
ist. Da die Funktion {/- streng monoton wachsend ist, folgt aus n > 1 auch {/n >
1= 1, und somit a,, > 0. Aus dem Binomischen Lehrsatz 7.15 folgt damit
n . n k n—k n- (TL _ ]‘) 2
n=(a,+1) :Z ca, 1" > 14— a; > 1,

k 2
k=0

oder alternativ 5
0+— = >a>0.

n
Der Einschachtelungssatz 11.17 bedingt dann, dafl

a2 — 0,

und da die Wurzelfunktion stetig in 0 ist, folgt damit

an = /2 — VO =0,

F) Gleichmiflige Stetigkeit

Bemerkung 14.25 (Stetigkeit auf U)
Wir erinnern uns, eine Funktion f : U — R heif$t stetig auf U, wenn sie in jedem
Punkt a € U stetig ist, d.h.

VaeUVe>036:,>0: VaeUnmnit|r—al <., gl |f(zx)— fla)| <e.

Wir schreiben diesmal o, , statt J., um zu verdeutlichen, daf§ wir bei gegebenem
e > 0 zwar in jedem Punkt a ein geeignetes ¢ finden miissen, dafl dieses § sich mit
dem Punkt a aber &ndern kann! Es hédngt also vom Punkt a ab. In der nédchsten
Definition wollen wir einen stiarkeren Begriff der Stetigkeit einfithren, bei dem genau
das nicht mehr der Fall ist.

Definition 14.26 (GleichméBige Stetigkeit)

Eine Funktion f : U — R hei3t gleichmajig stetig auf U, wenn
Ve>036.>0: Va,yeUmit |[x —y| <o gilt [f(z) — fy)] <e.

Bemerkung 14.27

Offenbar ist jede auf U gleichméfig stetige Funktion f : U — R auch stetig auf U.

Satz 14.28

Fine stetige Funktion f : [a,b] — R ist gleichmdfig stetig auf [a,b].
Beweis: Angenommen, f wéire nicht gleichméBig stetig auf [a, b]. Dann gilt:
Je>0:V6.>0: Fas,ys. € [a,b] mit |xs5.—ys.| < 0, aber |f(zs.)—f(ys.)| > €.

Fiir n > 1 und 4, := L setzen wir a, := x5, = x1 und b, := ys. = y1. Damit
- n € n € n
erhalten wir zwei beschrénkte Folgen (a,,),>1 und (b,),>1 in [a, b]. Nach dem Satz von

Bolzano-Weierstrafl 11.26 besitzt (a,),>1 eine konvergente Teilfolge (ay, )ren, und
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ebenso besitzt dann (b, )ken eine konvergente Teilfolge (b”k, )iew- Nach Konstruktion
gilt

1
0< |a,,/k — by, ‘ < — —0,
1 l nk;l
so daf} die Grenzwerte von (a,,,k_l )iew und (b,,,kl )iew wegen des Einschachtelungssatzes

11.17 tibereinstimmen miissen, d.h.
Unyy — Y und bnkl — .
Da das Intervall [a, b] abgeschlossen ist, gilt nach Satz 11.28 zudem
y € [a,b)].
Da f und die Betragsfunktion stetig sind, folgt damit
0= 1£() = F(5)] — |f(ny,) = flbry)] >

was ein offensichtlicher Widerspruch ist.

Beispiel 14.29
a. Die Funktion f: [0,1] — R : z — 2? ist gleichmiBig stetig auf [0, 1].
Dies folgt aus Satz 14.28. Will man es aus der Definition selbst herleiten, so
kann man J. := § zu gegebenem ¢ > 0 wihlen, denn aus |z —y| < J. folgt dann

fl@) = fy)l =" -y =z —y| Jzr+y| <|z—y| - 2<2-6. ==

b. Die Funktion f: (0,00) — R : 2z +— % ist nicht gleichméafBig stetig auf (0, co).

Dazu setzen wir € := 1 und wéhlen § > 0 beliebig. Dann setzen wir z := § und

Y = 1%, also x,y € (0,00) mit

149
aber 5
) - sl = |- 5 =12

Also ist f nicht gleichméfig stetig auf (0, 00).
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Das Problem liegt darin, dal bei fest vorgegebenem ¢ > 0 das d.,, das man
fiir die Stetigkeit in @ wéihlen muf}, immer kleiner werden muf, je ndher a an 0

liegt, da die Steigung des Graphen von f nahe bei Null immer steiler wird.

Aufgaben

Aufgabe 14.30
Entscheide, ob die folgende Funktion in a = —2 stetig ist

%, falls z < —2,
ffR—R:z— *
|z — 1|, fallsx > —2.

Aufgabe 14.31

Bestimme eine reelle Zahl a, so daf§ die folgende Funktion stetig ist:

Sr—1, fallsz <a,
fR—R:z+—
x4+, falls x > a.

Aufgabe 14.32
Bestimme eine reelle Zahl b, so dafl die folgende Funktion stetig ist:

% — b, falls x < 0,

fR—R:z+—
Vr+b, fallsz > 0.

Aufgabe 14.33
Sei f: U — R stetig, a € U und b € R.

a. Zeige, ist f(a) > b, so gibt, es ein & > 0, so dass f(z) > b fir alle z €
UnN(a—0d,a+90).
b. Zeige, ist f(a) # b, so gibt es ein 6 > 0, so dass f(x) # b fiir alle x €
UN(a—d,a+90).
Aufgabe 14.34
Die Wurzelfunktion 4/ : [0,00) — R : z — /z ist gleichméBig stetig auf [0, 00).
Aufgabe 14.35
Verwende die e-0-Definition der Stetigkeit, um zu zeigen, dass die Funktion f :
0,1] — R, x+—— /1 — 23 stetig in [0, 1] ist.
Aufgabe 14.36 (Lipschitz-Stetigkeit)
Sei f: R — R eine Funktion und L € Rs,. Zeige, wenn |f(z) — f(y)| < L - |z —y|
fiir alle z,y € R gilt, so ist f stetig in R.
Aufgabe 14.37
Sei f:[0,1] — R eine Funktion definiert durch

fﬁrmz%mithl

f(x)‘:{ o fiir z € [0, 1\{2 |n>1}
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Bestimme (mit Beweis) sdmtliche Punkte auf [0, 1], in denen f stetig ist.

Aufgabe 14.38
Sei f: R — R stetig und a,b € R mit f(a) # b. Zeige, es gibt ein § > 0, so dass
f(z) #0b fur alle z € (a — 0,a + 9).
Aufgabe 14.39 (Fixpunktsatz von Banach)
Sei f : [a,b] — R eine stetige Abbildung mit Im(f) C [a,b]. Zeige, daBl f einen
Fixpunkt hat, d.h. es gibt ein ¢ € [a,b] mit f(c) = c.
Aufgabe 14.40
Zeige, ist f : [0,1] — R eine stetige Funktion mit f(0) = f(1). Zeige, dann gibt es
ein a € [0, 3] mit f(a) = f(a+ 3).
Aufgabe 14.41
Sei f: R — R eine stetige Abbildung und a € R-o mit f(z) = f(x + a) fur alle
r € R. Zeige, daB es ein b € (0,a) gibt mit f(b+ 5) = f(b).
Aufgabe 14.42 (Stetige Fortsetzbarkeit)

a. Sei f:(a,b] — R eine stetige Funktion. Zeige, dass f genau dann stetig in a

fortsetzbar ist, wenn f gleichméfig stetig ist.

b. Gibt es eine beschrinkte Funktion f : (0,1] — R, die sich nicht stetig in 0
fortsetzen lasst?

Aufgabe 14.43
Es seien f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und g : [b,c] — R stetig auf [b, ¢] mit
f(b) = g(b), so ist auch die Funktion

g(x), fallsz <b,

h:la,cl — R:z—
@, ’ {h(:c), falls x > b

stetig auf [a, c|.

Aufgabe 14.44

Es sei f: R — R eine Funktion und (2, ),en eine beschrankte Folge in R, so daf§
die Folge (f(z,))nen konvergiert.

a. Zeige durch ein Beispiel, dafl die Folge (z,,)nen nicht konvergieren mu$.

b. Zeige, wenn f stetig und streng monoton ist, dann ist (x,),en konvergent.

Aufgabe 14.45
Betrachte die Funktion

f:(O,oo)—HR:stin(l).

T
a. Ist f stetig auf (0,00)?

b. Ist f beschrénkt auf (0,00)7

c. Ist f gleichméBig stetig auf (0, 00)?
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Aufgabe 14.46
Zeige, die Funktion f : [0,00) — R : x — /x ist gleichmiBig stetig.
Aufgabe 14.47
Zeige, ist f : [0,00) — [0,00) gleichmifig stetig mit f(0) = 0, so gibt es eine
Konstante K > 0 mit
fl) <1+ K-z
fir alle z € [0, 00).

Aufgabe 14.48 (Thomaesche Funktion, die nur an R\ Q stetig ist.)

Fiir eine rationale Zahl z = ¢ mit a,b > 0 setzen wir N(z) = —2— d.h. N(x) ist

b get(a,b)’
der Nenner von x in gekiirzter Form und wir setzen N(0) = 1. Zeige, die Funktion

f[01]—>RII—> ﬁ, faHS$€Qundx7£()’
o . 0, sonst,

ist genau dann stetig in x € [0, 1], wenn z irrational ist.
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§ 15 Konvergenz von Funktionenfolgen

A) Punktweise und gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen

Definition 15.1 (Konvergenz von Funktionenfolgen)
a. Fiir jedesn € N sei f, : U — R eine Funktion, so nennen wir (f,),en eine

Folge von Funktionen auf U.

b. Wir nennen die Folge (f,)nenw von Funktionen punktweise konvergent auf U,
wenn fiir jedes € U der Grenzwert lim f,(x) existiert, d.h. In diesem Fall
n—oo

nennen wir die Funktion
f:U—R:z~ lim f,(z)
n—oo

den Grenzwert oder die Grenzfunktion der Funktionenfolge (f,)nen, und wir
sagen auch, dafl (f,)nen punktweise gegen f konvergiert. Wir schreiben dann

f= lim f,.

n—oo

Man beachte, (f,,)new konvergiert auf U genau dann punktweise gegen f, wenn
VeeUVe>0 In., @ Vn>n, gl |fulz)— flx)] <e.
c. Wir sagen (f)new konvergiert gleichmdf$ig auf U gegen f, wenn

Ve>0dn. : Vn>n.und Ve e U gilt |f.(z) — f(z)] <e.

Bemerkung 15.2
Konvergiert ( f,)nen auf U gleichméBig gegen f, so konvergiert die Folge auch punkt-
weise gegen f.

Beispiel 15.3
Die Folge f, : [0,1] — R : x — 2" konvergiert auf [0, 1] punktweise gegen die
Funktion

f:00,1]] — R:z+— lim 2" =

n—o0

0, fallsx <1,
1, fallsx=1.

Aber, (fn)nen konvergiert auf [0, 1] nicht gleichméBig gegen f.
Beachte auch, dal die Grenzfunktion nicht stetig in 1 ist, obwohl alle f,, stetig waren!

Um zu sehen, dafl die Konvergenz nicht gleichméBig ist, betrachten wir € := ;11 >0
und ein beliebiges n. € IN. Setze n := max{n.,2} > n. und =z = % € [0,1), dann
gilt

1 1

| fo(z) — f(2)] =5>1=¢

Satz 15.4 (GleichméBige Konvergenz von Potenzreihen)
Es set Y o (- t* eine Potenzreihe iber R mit Konvergenzradius r und fiir n € IN

setl
n

fn:(—r,r)—>R:xl—>Zak-xk.

k=0
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Dann konvergiert die Funktionenfolge (fn)new auf (—r,7) punktweise gegen
oo
fi(=mrr) —>R:xr—>2ak-xk,
k=0

und fiir jedes 0 < R < r konvergiert (f,)nen auf [—R, R| gleichmdifSig gegen f.

Beweis: Daf die f,, auf (—r,r) punktweise gegen f konvergieren, folgt unmittelbar
aus der Definition von f, und f. Es bleibt also nur, fiir 0 < R < r zu zeigen, dafl
die f,, auf [—R, R| gleichméflig konvergieren.

Sei dazu € > 0 vorgegeben. Aus Satz 12.32 wissen wir, daf die Reihe ) ;2 |ax| - R
konvergiert, und wegen Lemma 12.6 ist die Folge der Restglieder dann eine Nullfolge,
so daf3 es ein n. € IN gibt mit

ZW! Rf = ZW! R

fir alle n > n.. Sei nun n > n. und = € [—R, R], so gilt

’fn(l')—f(x)’:‘— Z ay - 2| < Z |ag| - |z < Z lax| - R* < e.

k=n-+1 k=n-+1 k=n+1

<e€

Man beachte hierbei, daf§ wir hier mehrfach die Proposition 11.17 a. fiir die betrach-
teten Folgen der Partialsummen verwenden. O]

Beispiel 15.5

Die Folge f, : (—-1,1) — R : = — Y ;_ 2" konvergiert auf (—1,1) nicht
gleichméBig gegen die geometrische Reihe f: (—=1,1) — R:a— Y oo k.

Um dies zu sehen, seien ¢ := 1 gegeben und n. € IN beliebig. Wir betrachten
zunéchst die stetige Funktion

:L,ng—i-l

(=1,1) — R:z— )
g( 7) x 1_1_

Man sieht leicht, dafl lirq g(x) = 00, so dafl es sicher ein z € (0, 1) mit
z—

$n5+1

1_x:g(x)21:€

geben mufl. Fiir dieses z gilt nun

[ o () — Z ok =zt Z t=

k=n<+1

nEJrl

Mithin konvergiert f,, auf (—1,1) nicht gleichméBig gegen f.
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B) Gleichmifliger Grenzwert stetiger Funktionen
Satz 15.6 (Der gleichméBige Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig.)

Ist f, : U — R stetig auf U fiir n € N und konvergiert (fn)new auf U gleichmdfig
gegen f, so ist f stetig auf U.

Beweis: Seien a € U und ¢ > 0 gegeben. Da die f,, gleichméfig gegen f konvergie-
ren, gilt:

dn.eN :Vn>n.undVazeU : |f.(z)— f(2)] <§.
Da zudem f,,_ stetig in a ist, gilt:
36.>0 VaeUmit |z —a| <6 gilt |fo(x) = fola)] < %
Sei nun z € U mit |z — a| < . gegeben, so gilt

(@) = F(@)] < 1f@) = o @)+ | o (@) = fon (@) + o (@) = fl@)] < 4545 = 2.

Mithin ist f stetig in a. [

Korollar 15.7 (Potenzreihen sind stetig.)

Ist 3> s an - 1" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius r, dann ist

f:(—r,r)—>R:xr—>Zan-a:”

n=0

stetig auf (—r,r).

Beweis: Sei # € (—r,r) beliebig, so ist 0 < R < r fiir R := |m|2+r. Nach Satz 15.4

konvergiert die Folge stetiger Funktionen
fn: [—-R,R] —>R:xr—>2ak-xk
k=0
auf [— R, R| gleichméBig gegen f, und nach Satz 15.6 ist f mithin stetig auf [— R, R]

und damit insbesondere in x € (—R, R). O

Beispiel 15.8
Die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus sind stetig auf R.

Dies folgt aus Korollar 15.7 zusammen mit den Sétzen 12.36 und 12.38.

Aufgaben

Aufgabe 15.9
Fir n > 2 sei f, = {/- : [0,00) — R. Beweise oder widerlege die folgenden
Aussagen.

a. (fn)new konvergiert gleichméBig auf [0, 0o).
b.  (fn)nen konvergiert gleichméfig auf [1,100].
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Aufgabe 15.10

Finde eine Folge (f,)nen von stetigen Funktionen f, : [0,1] — R, die punktweise
gegen die Nullfunktion konvergiert, aber unbeschrinkt ist, d.h., so dafl zu jedem
ceReinn e N und ein z € [0, 1] existiert mit |f,(z)| > c.

Aufgabe 15.11
Wir betrachten die Funktionenfolge (f,,),>1 mit

fnR—>R$'—>m

a. Zeige, die Funktionenfolge konvergiert punktweise gegen eine Grenzfunktion

f:R — R und gib die Werte f(1), f(3) und f(2) an.
b. Skizziere den Graphen der Grenzfunktion f.

c. Welche der folgenden Grenzwerte existieren?
(i) limg,_; f(2) fir x € (1, 00).

(i) limg,_; f(z) fir z € (—1,1).
(iii) limg; f(z) fiir z € R.
d. An welchen Stellen a € R ist die Funktion f stetig.

Aufgabe 15.12
Zeige, dafl die Folge (f,)n>1 von Funktionen f, : [0,2] — R, gegeben durch

Y
nx, x € |0, %)
folx)=¢ 2—nz, x€ [%, %) ,
0, =€ [%,2]

1

3 o=

punktweise, aber nicht gleichméaflig gegen die Nullfunktion konvergiert.

Aufgabe 15.13
Es sei g : R — Rs¢ eine beschriankte, nicht-negative Funktion. Zeige, dass die
Funktion
, _ ~ 9(2" - @)
k=0

wohldefiniert und stetig ist.

Aufgabe 15.14 a. Zeige, eine Folge von beschréinkten Funktionen f, : [a,b] —
R konvergiert genau dann gleichméflig gegen eine Grenzfunktion f : [a,b] —

R, wenn

lim sup [f,(x) — f(x)| = 0.

=0 rela,bl

b. Untersuche die Funktionenfolge (f,)p>1 mit f, : [0,1] — R : z — en auf

punktweise und gleichméflige Konvergenz
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Aufgabe 15.15
Es sei (f,)nen eine Folge von monoton wachsenden Funktionen f,, : [a,b] — R, die
punktweise gegen eine stetige Funktion f : [a,b] — R konvergieren. Zeige, dann

konvergiert die Folge schon gleichméflig gegen f.
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§ 16 Exponentialfunktion, Logarithmus, trigonometrische Funktionen

A) Exponentialfunktionen und Logarithmusfunktionen

Satz 16.1 (Die Exponentialfunktion)

Die Exponentialfunktion
exp : (—o00,00) — (0, 00)
st stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Insbesondere gelten

lim exp(z) =0 wund lim exp(x) = occ.
T——00 T—00

Beweis: Fiir z € R mit z > 0 gilt offenbar

2" 21 20
exp(z)zzazﬂ+a:z+l>l, (25)
n=0

und mit Hilfe der Funktionalgleichung in Satz 12.36 folgt dann
exp(—z) - exp(z) = exp(—z + z) = exp(0) =1

sowie 1
_) — 0 26

die Exponentialfunktion nimmt also nur positive Werte an. Wenden wir die Funk-

tionalgleichung noch mal fiir z,y € R mit 2 < y wie folgt an
(25),(26)
exp(y) =exp(y —x +z) =exp(y —x) -exp(z) > 1-exp(z) = exp(x),
so erhalten wir, dafl exp streng monoton wachsend ist. Da exp nach Beispiel 15.8
zudem stetig ist, konnen wir den Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen 14.21

anwenden und erhalten, daf
exp : (—o0,00) — (¢, d)

auch bijektiv ist, wobei
14

¢ = inf(Im(f)) 222 Jim exp(x)

T—r—00
und
d = sup(Im(f)) "= lim exp(x).

T—00

Nun gilt fiir x > 0 aber

(25) 200

exp(z) > z+4+1 — oo,

so dafl d = lim exp(z) = oo folgt.

T—r00

Mit (26) und aus den Grenzwertsétzen fiir uneigentliche Grenzwerte von Funktionen
folgt zudem

exp(—a) = —— F
AN exp(z) 00
d.h. ¢ = lim exp(z) =0. O

T—r—00

:07
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Bemerkung 16.2
Die Zahl e = exp(1) ist irrational und es gilt 2 < e < 3 (sieche auch Beispiel 18.36).

Beweis: Aus (25) wissen wir
exp(l) >14+1=2.

Wegen
1 1 1 1

— = < =
' 1-2-3-..0-k T 1-2-2-...-2 2k
fiir k£ > 1 folgt unter Beriicksichtigung der endlichen geometrischen Reihe 7.12

n 1 n 1
Sno= D SUHLHSHE ) o
k=0 k=4
8,1 1 8 1 1-(H)"?
378 £k T 378 1-1

L8 1t 8 1 _ 3%
-3 8 1-1 3 4 12

fiir alle n € N. Grenzwertbildung liefert deshalb exp(1) = lim s, < % < 3.

n—o0
Wir miissen nun noch zeigen, dafl e keine rationale Zahl sein kann. Nehmen wir
dazu an, es gelte e = %’ € Q mit p,g € IN. Wegen 2 < e < 3 mufl ¢ > 2 sein. Wir

betrachten nun die Zahlen

9  q 4 q!
o 1 2! q!
und
©° |
n=q+1

Da q > 2 ist, folgt fiir n > ¢
q' 1 - 1 1
n' (¢+1)-(¢q+2)---n~3-3-.-3 3n4

und deshalb

R R = T N !
b= Z ES Z 3n—q_23_n_1_l_1_§
n=q+1 n=q+1 n=1 3
Da aber aufgrund der Definition von b auch
_ N ¢
n=q+1

gilt, kann b keine ganze Zahl sein, im Widerspruch zu (27). Der Widerspruch kommt

von unserer Annahme, daf} e eine rationale Zahl wire. O]
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Definition 16.3 (Natiirlicher Logarithmus)
Die Umkehrabbildung der Exponentialfunktion wird mit

In: (0,00) — (—00,0)
bezeichnet und (natirlicher) Logarithmus genannt.

Satz 16.4 (Natiirlicher Logarithmus)
Der natiirliche Logarithmus

In: (0,00) — (—00,00)
st stetig, streng monoton wachsend und bijektiv. Insbesondere gelten

limln(z) = —oc0  und lim In(x) = co.
z—0 T—00

Beweis: Die Aussagen folgen aus dem Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen
14.21 und Satz 16.1 unter Beriicksichtigung von Bemerkung 14.22. O]

Bemerkung 16.5
Man beachte, dafl aus

exp(0) =1 und exp(l)=e

unmittelbar
In(1) =0 und In(e)=1

folgt. Die Graphen der Exponentialfunktion und des natiirlichen Logarithmus sind
in der folgenden Abbildung dargestellt.

Graph(exp)
Graph(In

-

Definition 16.6 (Exponentialfunktion zur Basis a)
Fiir a € R mit a > 0 und =z € R definieren wir
a” :=exp (z - In(a)).
Man beachte, dafl damit e* = exp(z-In(e)) = exp(z-1) = exp(x) gilt, so daf die neue
Definition im Fall a = e mit der Definition aus Bemerkung 12.37 iibereinstimmt.

Satz 16.7 (Exponential- und Logarithmusfunktion zur Basis a)
Fs seia € R mita>0 und a # 1.
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a. Die Abbildung
exp, : R — (0,00) : 2 +— a”
heifit Exponentialfunktion zur Basis a, ist stetig, bijektiv und

e streng monoton wachsend, falls a > 1, und

e streng monoton fallend, falls a < 1.

b. Die Umkehrabbildung
log, : (0,00) — R
von exp, heifit Logarithmus zur Basis a, st stetig, bijektiv und

e streng monoton wachsend, falls a > 1, und

e streng monoton fallend, falls a < 1.

Beweis: Fiir a > 1 ist In(a) > 0, da In(1) = 0 und In streng monoton wachsend, so
daBl aus x < y auch
In(a) -z <In(a) -y
und damit
exp,(z) = exp (L . ln(a)) < exp (y . ln(a)) = exp, ()

folgt. exp, ist dann also streng monoton wachsend. Auflerdem gilt

lim z-In(a) =00 sowie  lim z-lIn(a) = —oo,

und da exp stetig ist folgt dann auch

lim exp,(z) = lim exp (z - In(a)) = oo

sowie

li r)= li r -l = 0.

im exp, () lim_exp (z-1n(a))

Aus dem Umkehrsatz fiir streng monotone Funktionen 14.21 folgt dann, weil exp,
stetig, und streng monoton wachsend ist, daf§ exp, auch bijektiv ist. Zudem folgen

die entsprechenden Aussagen iiber die Umkehrfunktion log, fiir a > 1.

Den Fall a < 1 beweist man analog, da dann In(a) < 0 gilt. O

B) Potenz- und Logarithmusgesetze

Korollar 16.8 (Potenzgesetze)
Seien a,b,x,y € R mit a,b > 0.
a. a*tV=aqa"-av¥.
b. a®™¥ = (a®)Y.
c. (a-b)*=a"-b".
d a =2,

e. Firn € Z stimmen die Definitionen von a™ in 7.9 und 16.6 iberein.
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f. Firp,q€Z mitq>2 gz’ltag = +v/aP.

Insbesondere stimmen die Definitionen von at in 9.8 und 16.6 iberein.

Beweis:

a. Mit Hilfe der Funktionalgleichung fiir die Exponentialfunktion sieht man:
a® =exp ((z +y) -In(a)) = exp (z - In(a) + y - In(a))
=exp (z - In(a)) - exp (y - In(a)) = a” - a”.
b. Wegen a” = exp(x - In(a)) gilt auch
In(a”) = In (exp(z - In(a))) = z - In(a)
und damit
(a®)? = exp (y - In(a”)) = exp (z - y - In(a)) = a™™.

c¢. Wir verwenden in der folgenden Gleichung bereits ein Logarithmusgesetz 16.9,

dessen Beweis unabhéngig von diesem Potenzgesetz ist:
(a-b)* =exp (z-In(a- b)) 192 exp (z - (In(a) + In(b)))
=exp (z - In(a)) - exp (z - In(b)) = a® - b*.
d. Die Gleichung ™ = a% folgt unmittelbar aus
a*-a"" =a"" =a’ = exp(0 - In(a)) = exp(0) = 1.

e. Mit Induktion nach n > 1 und a. sieht man, dafl a" = HZZI a. Wir haben

bereits gesehen, dafl zudem a® = 1 gilt, und aus d. folgt dann

a1 1 1
Die Definitionen von a” in 7.9 und 16.6 stimmen also {iberein.

f.  Mit Satz 9.8 folgt ai = VaP aus

a1)? 2 qa9 = P,
(1)’ & au

Korollar 16.9 (Logarithmusgesetze)
Seien a,x,y € Rug mit a # 1 und z € R.

In(x
a. log,(z) = lnéa;'

(

b. log,(z - y) = log,(z) + log,(y).
c. log,(
(
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Beweis:

a. Falls a # 1, so gilt

In(z In(z
exp, <IEEZ§> = exp <IEEZ§ : 111(@) = exp (ln(x)) = = exp, (1oga(x)),
und da exp, injektiv ist, gilt dann auch

In(x)
In(a)

= log, ().
b. Es gilt
exp, (log,(z - y)) =2 -y = exp, (log,(z)) - exp, (log,(y))

2" oxp, (log, () + log,(y)).

und da exp, injektiv ist, folgt somit

log, (w - y) = log,(z) + log,(y)-
c. Fallsa # 1 und x > 0, so ist
2* =exp (z-In(z)) = exp (z - log,(z) - In(a)) = exp, (2 - log,(x))
definiert. Wenden wir auf beiden Seiten die Funktion log, an, so erhalten wir
log, (z*) = log, (exp, (2 -log,(x))) = z - log,(z).

d. Es gilt

xr . _ c.
log, (y) % log, (2) + log, (') = log, () — log, (1)

C) Die Zahl 7

Wir wollen uns nun den trigonometrischen Funktionen zuwenden. Dazu fithren wir

zunéchst die Zahl 7 als kleinste positive Nullstelle des Sinus ein.

Satz 16.10 (Definition der Zahl r.)
Der Sinus besitzt eine kleinste positive Nullstelle, die wir m nennen, und fiir alle
xz € (0,7) gilt sin(x) > 0.

Beweis: Wir wéhlen ein x € (0,4] und setzen a,, := % fir n > 1. Die Folge
(@n)n>1 ist monoton fallend, denn
x2n+3 I2n+l T x2n+1 16

= . <

T n ) T et ) (2n13)-(2n+2) - @nt D)l 20
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und da die Reihe "7 (=1)" - a,, = sin(z) — x absolut konvergiert, muf die Folge
(an)n>1 auch eine Nullfolge sein. Aus dem Beweis des Leibniz-Kriteriums erfiillen

die Partialsummen der Reihe > 7 (—1)" - a,, dann insbesondere

00
S1 S Z(_l)n * Ay S S4,
n=1

und damit

.’L’S

$—E:x+31§sin(x)§x+s4. (28)

Wenden wir dies fiir x = 1 an, so erhalten wir
1
sin(1) > 1 — e 0,

und wenden wir die Aussage fiir x = 4 an, so erhalten wir
268
sin(4) <44 s4(4) = ——— < 0.
Da der Sinus auf dem abgeschlossenen Intervall [1,4] stetig ist mit sin(1) > 0 und
sin(4) < 0, muf er nach dem Zwischenwertsatz 14.12 eine Nullstelle besitzen, das
heifit, die Menge
A :={z € [1,4]| sin(z) = 0}

ist nicht leer und nach unten beschrankt. Dann existiert aber ihr Infimum

7 :=inf(A).

Nach Bemerkung 11.22 gibt es eine monoton fallende Folge (b,),en in A, die gegen
das Infimum 7 = inf(A) konvergiert. Da der Sinus stetig ist, gilt dann auch

0 = sin(b,,) — sin(n),
also sin(m) = 0, d.h. 7 ist eine Nullstelle des Sinus.

Wir miissen nun noch zeigen, dafl sin(x) > 0 fiir alle x € (0, 7). Fiir z € [1,7) ist
dies der Fall, da entweder aus sin(z) = 0 oder aus sin(z) < 0 und sin(1) > 0 mit
Hilfe des Zwischenwertsatzes 14.12 die Existenz einer kleineren Nullstelle des Sinus
als m im Intervall [1, 4] folgen wiirde. Fiir = € (0, 1) folgt aber aus (28)

n(z) > ac3> x>5a:>0
sin(z) > ——>r—=>—
- 6 6~ 06 ’

da 2 < z. Also haben wir sin(z) > 0 fiir alle z € (0, 7) gezeigt, so dafl = die kleinste
positive Nullstelle des Sinus ist. O]

Bemerkung 16.11 (Approximation von )

Aus dem Beweis von Satz 16.10 wissen wir bislang nur, daB 1 < 7© < 4 gilt. Wir
werden spéter sehen (siche Aufgabe 18.44), daf man die Zahl 7 approximieren kann
durch

3,14159. ...
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D) Der Cosinus

Satz 16.12 (Monotonie des Cosinus)
Der Cosinus cos : [0, 7] — [—1, 1] ist streng monoton fallend und bijektiv.

Beweis: Es scien x,y € [0, 7] mit < y. Aus dem Additionstheorem fiir den Co-
sinus sowie der Tatsache, dal der Cosinus eine gerade und der Sinus eine ungerade
Funktion ist (siche Satz 12.38), folgen

B y+x yYy—x
Cos(y)—cos( 5 + 5 )
=coSs yra - COS y—e — sin y—i—_x - sin y—2
N 2 2 2 2
(y+x y—x)
cos(x) = cos -
2 2
y+x y—x . y+x . y—x
= oS -cos [ — — sin -sin | —
2 2 2 2
=Cos yrao - COS y—=2 + sin yre - sin y—2
N 2 2 2 2 )

Subtrahieren wir die beiden Gleichungen voneinander, so erhalten wir

cos(z) — cos(y) = 2 - sin (%) - 8in (y ; x) e 0,

da mit z,y € [0, 7] und = < y auch

und

0<y+x

<7

und

O<%<7r

gelten muf.

Somit haben wir gezeigt, da der Cosinus auf dem Intervall [0, 7] streng monoton
fallend ist. Aus dem Umkehrsatz 14.21 folgt damit, daf3

cos : [0, 7] — [il_rgr cos(x),glg% cos(x)]

bijektiv ist. Da der Cosinus stetig ist, gilt nun

[e.9]

lim cos(z) = cos(0) = Z(—l)" : ((2):;' =1

z—0
n=0

und
lim cos(x) = cos(m).
T—T

Aus Satz 12.38 wissen wir zudem, dafl

cos(m)?=1—sin(r)’=1-0=1
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gilt, so daB cos(m) € {1, —1}. Da der Cosinus auf dem Intervall [0, 7] streng monoton

fallend mit cos(0) = 1 ist, muB} somit cos(7) = —1 gelten. O

E) Eigenschaften des Sinus’ und des Cosinus’

Satz 16.13 (Eigenschaften des Sinus’ und des Cosinus’)

a. Firx eR gelten
sin(x + m) = —sin(x) wund cos(x + m) = — cos(x).
b. Firx € R gelten zudem
sin(z) € [-1,1]  und cos(z) € [—1,1].
c. Wir kénnen folgende Werte des Sinus und Cosinus explizit angeben:
Lo Jolg[s[ =% [2r]
: 1
sin(z) || 0 5|10 |-1]0
cos(z) || 1 \/iﬁ 0|—-1] 0|1
d. Sinus und Cosinus sind 2m-periodisch, d.h. fir x € R gelten
sin(x 4+ 2w) = sin(x) und  cos(z + 27) = cos(x).

e. Die Perioden von Sinus und Cosinus sind um % verschoben, d.h. fir v € R

gelten

, T
sin (x + 5) = cos(x)
und
™ .
cos <x — 5) = sin(x).
f.  Der Sinus
sin ; [_Z,E} L]
2°2

st streng monoton wachsend und bijektiv.

g. Die Nullstellen des Sinus sind genau die ganzzahligen Vielfachen von w, d.h.
sin(z) =0 <= azel{k-w|keZ},
und fiir den Cosinus gilt mithin
cos(x) =0 <= zx¢€ {g—i-k'ﬂ' kEZ}.
Beweis:

a. Aus den Additionstheoremen 12.38 erhalten wir

sin(x 4+ m) =sin(x) - cos(m) + sin(w) - cos(x)

=sin(x) - (—1) + 0 - cos(x) = —sin(z)
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und
cos(x 4+ m) =cos(x) - cos(m) — sin(z) - sin(m)
=cos(z) - (—1) — sin(z) - 0 = — cos(x).
Nach Satz 12.38 gilt

| sin(z)| < v/cos(z)? + sin(z)? = 1

und

| cos(x)| < \/cos(z)? + sin(x)? = 1.

Die Werte fiir z = 0 folgen unmittelbar aus der Definition von Sinus und
Cosinus als Potenzreihen

. > . 02n+1
und .
. 02n _

Die Werte fiir x = 7 folgen aus Satz 16.10 und Satz 16.12 oder alternativ aus
Teil a.. Mit Hilfe der Additionstheoreme 12.38 folgt dann

1= con(r) = cos (5 + ) = on (5) s (3)
= COS(7) = COS B 5 = COS 5 S11 5

und somit , ) ,
7T T -
0 < cos <—> = sin (—) —-1<0.
S 5 5 S
Damit miissen notwendigerweise

™
Z)Y=0
cos<2>

sm( )E{ 1,1}

gelten. Da wir aber aus Satz 16.10 wissen, dafl der Sinus auf dem Intervall
(0, ) strikt positiv ist, folgt

sin <z> =1.
2

Aus dem Additionstheorem fiir den Cosinus erhalten wir dann
0= cos (§) =cos (§+7) =cos (7) —sin (§)°
= CoS 5) = cos 1 T1) = cos 1 sin 1

und damit
T 2 ™ 2
cos (Z) = sin <Z> .

Aus Satz 12.38 wissen wir zudem

N 2 N 2 N 2
1:cos<z> —i—sin(Z) :2-COS(Z> ,

und

und damit
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Nach Satz 16.12 ist der Cosinus auf [0, 7| streng monoton fallend mit Nullstelle

bei 7, also muf cos (%) positiv sein, und aus Satz 16.10 wissen wir, dafl auch

sin (%) positiv ist. Mithin gilt

n(f)=e(7) =7
sin(—) =cos (=) =—.
4 4 V2
Die iibrigen Werte folgen, indem wir Teil a. auf die bisherigen Ergebnisse an-

wenden.

d. Durch Anwenden der Additionstheoreme 12.38 erhalten wir wie in Teil a.

sin(x + 27) =sin(x) - cos(27) + sin(27) - cos(x)
=sin(z) - 1 +0- cos(x) = sin(z)

und

cos(x + 2m) =cos(x) - cos(2m) — sin(x) - sin(27)

=cos(x) - 1 —sin(z) - 0 = cos(z).

e. Den Beweis iiberlassen wir dem Leser als Ubungsaufgabe.

f. Aus Teil a. und e. folgt
in(a) = cos (= ) = —cos (2 + )
sin(z) =cos (2 — 5 ) =—cos(z+ ),

so daf} die Aussage aus Satz 16.12 folgt.

g. Aus Teil a. und sin(7) = 0 folgt mit Induktion, daf sin(k-7) = 0 fur alle k € Z.
Ist umgekehrt x € R eine Nullstelle des Sinus, so gibt es eine ganze Zahl k € Z,
so daf3

0<z—Fk-m<m,

und da der Sinus im Intervall (0, 7) keine Nullstelle besitzt, mul mithin x = k-7
gelten. Aus Teil e. folgt dann die Aussage fiir die Nullstellen des Cosinus.

Bemerkung 16.14
Aus Satz 16.13 konnen wir den Verlauf der Graphen des Sinus und des Cosinus im
wesentlichen herleiten:

COS
— T~ — —
~ - ~
N
// S / > \\ /
¥ N 7 N1 }
’ N 4
\\ 7 AN // .
< s - .7 S1n

|
N}
3

|
N o
3

|
|

|
NI
S
S|
polw
3
\)
3
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F) Polarkoordinaten
Bemerkung 16.15 (Polarkoordinaten)
Ist x € R und betrachten wir ein rechtwinkliges Dreieck mit den Kathetenldngen
sin(x) und cos(z), so folgt wegen
cos(z)? +sin(r)* =1 = 1

aus dem Satz von Pythagoras, daf§ die Hypothenuse die Seitenlédnge 1 besitzt. D.h.
der Punkt

(cos(x),sin(x)) = cos(x) + i - sin(z) = exp(i - x) € C
liegt auf dem Einheitskreis und wir nennen x den Winkel im Bogenmaf}, den der

Strahl vom Ursprung durch diesen Punkt mit der z-Achse einschlieft (siche Abbil-
dung 7).

T

ABBILDUNG 7. Polarkoordinaten von e"* = cos(z) + i - sin(z)

Ist umgekehrt z = a + ib = (a,b) ein Punkt auf dem Einheitskreis, so folgt aus
1 = a* + b* sofort, daBf a € [—1,1] liegt. Da der Cosinus bijektiv auf dem Intervall
[0, 7] mit Bild [—1, 1] ist, gibt es genau ein € [0, 7] mit a = cos(x), und es gilt

sin(z)? =1 —cos(x)?> =1 —a® = V?,
d.h. b € {—sin(z),sin(x)} = {sin(—=x), sin(z)}. Wegen a = cos(z) = cos(—z) finden
wir also ein y € [—m, 7| mit

z=a+ib=cos(y)+i-sin(y) = e,
d.h. jeder Punkt auf dem Einheitskreis hat die Gestalt z = ¢*¥ mit y € R. Genauer
kann man sogar sagen, daf} es genau ein solches y € [—m, 7) gibt.

Wir haben damit die Behauptung aus Bemerkung 10.9 gezeigt, dafl jede komplexe
Zahl z sich schreiben 148t als

v = ‘Z| . ei-argz’
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und wir kénnen arg(z) im Intervall [—m, 7) eindeutig wéhlen. Wir nennen diese

Darstellung die Polarkoordinatendarstellung von z.

AuBlerdem haben wir damit auch Bemerkung 10.11 gezeigt, dal ndmlich jede kom-
plexe Zahl eine n-te Wurzel besitzt, da wir dazu nur die Polarkoordinatendarstellung

von 2z benotigt haben.

Man beachte, daf3 fiir n > 2 die Zahlen

2-k-m-i

e n mit k£=0,...,n—1

genau die n-ten Wurzeln aus 1 sind. Man nennt sie auch die n-ten Finheitswurzeln.

DaB sie in der Tat n-te Wurzeln von 1 sind, folgt unmittelbar aus
2k \ ™ ki .
<e n ) =e =cos(2-k-m)+i-sin(2-k-7m)=1.
Und dafl es keine weiteren n-ten Wurzeln geben kann, folgt aus der Tatsache, daf3
jede n-te Wurzel eine Nullstelle des Polynoms ¢t — 1 ist und dieses nach Bemerkung

13.12 hochstens n verschiedene Nullstellen besitzen kann.

G) Weitere trigonometrische Funktionen

Definition 16.16 (Tangens und Cotangens)
Die Funktion

tan : R\ Tikonlkez _)R:x'_)sm(x)
2 cos(z)
heifit Tangens und die Funktion
cos(x)
t: k-m|keZ :
cot : R\{k-7|keZ} —R x’_)sin(:c)

heifit Cotangens.

cot ll tan

ABBILDUNG 8. Tangens und Cotangens

Satz 16.17 (Tangens und Cotangens)
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Fiir x € R gelten
tan(—z) = —tan(z) wund cot(—x) = — cot(z)

und
tan(z + 7) = tan(z) wund cot(x 4+ m) = cot(x).
Der Tangens ist auf jedem der Intervalle (—g +k-m,5+k- 7r), k € 7., streng

monoton wachsend, stetig, bijektiv mit Bild R und punktsymmetrisch zu seiner

Nullstelle k - .

Der Cotangens ist auf jedem der Intervalle (k-m,(k+1)-7), k € Z, streng
monoton fallend, stetig, bijektiv mit Bild R und punktsymmetrisch zu seiner
Nullstelle L;l ST

Beweis:

a.

C.

Die Aussagen folgen unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen fiir den
Sinus und Cosinus in Satz 12.38 und Satz 16.13.

Fiir 0 <2 <y < 7 folgt aus der Monotonie des Cosinus (Satz 16.12) und des
Sinus (Satz 16.13)

cos(z) > cos(y) > 0
und

0 < sin(z) < sin(y),

so dafl mithin
sin(z)  sin(y)

tan(z) = cos(z) < cos(y) = tan(y).

Der Tangens ist auf dem Intervall [O, 5) also streng monoton wachsend. Wegen

tan(—z) = —tan(z) ist der Tangens aber punktsymmetrisch zum Ursprung

T

270}7 also streng monoton

und somit auch streng monoton wachsend auf (

T T

wachsend auf (—5, 5).

Wegen der Stetigkeit von Sinus und Cosinus erhalten wir zudem
lim sin(x)
lim tan(z) = ———— = - =
T lim cos(z) 0
3
und ' '
lim_sin(x)

.’L—)—i _]_

Aus dem Umkehrsatz 14.21 folgt dann, dafl die stetige Funktion

tan : (—g, g) — (—o0,0) =R
bijektiv ist. Aus Teil a. folgt die Aussage zur Punktsymmetrie, und zudem die
Aussage fiir die verschobenen Intervalle.

Die Aussage wird analog zur Aussage in Teil b. bewiesen.



§ 16. EXPONENTIALFUNKTION, LOGARITHMUS, TRIGONOMETRISCHE FUNKTIONEN179
L
Satz 16.18 (Arcusfunktionen)

a. Die Funktion sin : [-Z,%2

wachsende Umkehrabbildung, die wir Arcussinus nennen,

| — [=1,1] besitzt eine stetige, streng monoton

T

in:[~1,1] — [——,—}

arcsin : | ] 575

b. Die Funktion cos : [0, 7] — [—1, 1] besitzt eine stetige, streng monoton fallende
Umkehrabbildung, die wir Arcuscosinus nennen,

arccos : [—1,1] — [0, 7].

c. Die Funktion tan : (—g, g) — R besitzt eine stetige, streng monoton wach-

sende Umkehrabbildung, die wir Arcustangens nennen,

T
arctan : R — (——, —) .
2°2
d. Die Funktion cot : (0,7) — R besitzt eine stetige, streng monoton fallende
Umkehrabbildung, die wir Arcuscotangens nennen,

arccot : R — (0, 7).

Beweis: Die Aussagen folgen aus dem Umkehrsatz 14.21 zusammen mit den Mo-
notonieaussagen in den Satzen 16.12, 16.13 und 16.17. [

Aufgaben

Aufgabe 16.19
Sei f: R — R stetig mit f(z+y) = f(z)- f(y) fiir alle z,y € R und f(1) =a > 0.
Zeige, dann ist f = exp,.

Aufgabe 16.20
Lose die folgenden Gleichungen fiir x € R:
a. logy(z) —logy(z —6) = 3.
b. 4% 44 = 25+2 4 97,
c. logy(x+2)—log,(z —2) = 3.
d. 23—9& . 3:1:—1 — 62:5—3.

Aufgabe 16.21
Computer speichern Daten in Form von Bits, d.h. in Variablen, die nur die Wert 0
oder 1 annehmen kénnen.

a. Wie viele Bits benétigt ein Computer, um die Zahl 653 zu speichern?

b. Ein Algorithmus bendétige bei einem Eingabedatum mit n Bits nlog,(n) Re-
chenschritte. Berechne die Laufzeit in Rechenschritten fiir die Wert n = 10,

n = 256 und n = 1000.
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c. Was ist die kleinste Eingabe in Bits, fiir die der Algorithmus mindestens 100
Rechenschritte benotigt?
Aufgabe 16.22
a. Zeige, ist (a,)nen eine Nullfolge mit 0 # a, € R~ _; fiir alle n € IN, so gilt
1
lim (14 a,) =e.
n—oo

xT

b. Fiir x € R zeige lim,, (1 + %)n =e".
c. Fiir a € Rog zeige lim,, oo n - (Ya — 1) = In(a).

Aufgabe 16.23
Bestimme das Bild der folgenden Funktionen f und entscheide, ob diese injektiv
sind. Falls die Umkehrfunktion f~!: Im(f) — R existiert, ist sie dann stetig?

a. f:[-1,1] — R:z s logy(z? +1).
b. f:[0,00) — Rz 320 z. enetin,

Aufgabe 16.24 (Additionstheoreme fiir Tangens und Arcustangens)
a. Zeige das folgende Additionstheorem fiir den Tangens:

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) - tan(y)’

tan(z +y) =

wobei z,y,x +y € (—g, %) gelten soll.

b. Folgere daraus das folgende Additionstheorem fiir den Arcustangens:

arctan(z) + arctan(y) = arctan ( Tty ) :
11—y

c. Zeige die Gleichung

1 1 T
4-arctan| = | —arctan | — | = —.
(5) (239) 4
Aufgabe 16.25

a. Zeige, fiir alle z € R gilt die Gleichung
sin(3x) = 3 -sin(z) — 4 - sin®(2).
b. Zeige mit Hilfe der Formel in Teil a. die Gleichung
. <7r> 1
sin (=) = =.
6 2
Aufgabe 16.26 (Rechenregeln fiir die Arcusfunktionen)
Beweise die folgenden Gleichungen:

a. sin (arccos(z)) = V1 — 22 fiir z € [-1,1].
cos (arcsin(z)) = V1 — 22 fiir z € [-1,1].

(
sin (arctan(z)) = - fiir z € R.
( )

Vitaz?

1
NiE fir z € R.

cos (arctan(z)
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e. arcsin(z) = arctan (ﬁ) fir z € (—1,1).

f. arccos(r) = § — arctan <\/1+7> fir z € (—-1,1).

) fiir @ € (—1,1).
Aufgabe 16.27 (Eingangsfrage aus dem JEE advanced 2022)
Berechne die folgenden Ausdruck

g. arcsin(z) = 2 - arctan (

3 [ 2 N 1 (227 ©arct
— + arccos —_— — - arcsin _— arctan
2 24+ 72 4 24 72

7)
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§ 17 Differenzierbarkeit

A) Der Differenzenquotient

Definition 17.1 (Differenzenquotient)
EsseiU CR, f:U — R und a € U. Die Funktion

f(x) — f(a)

T —a

Diff;, : U\ {a} — R: 2z +—

heifit der Differenzenquotient von f an der Stelle a.

Fiir ein festes b ist der Wert des Differenzenquotienten Diff,(b) die Steigung der
Sekante sy 45 an den Graphen von f durch die Punkte (b, f(b)) und (a, f(a)), deren
Geradengleichung durch

_fO)—fla)  fla)-b—f(b)-a

T+
b—a b—a (29)
b) — b) —
IO gy SO-TE)
gegeben ist.
Yy
Graph(f)
- %

Beispiel 17.2
Ist f:R— R:2+~— 2" mit n > 1, so ist

" —a”
="t 4a- 2"t a4 a4t

Diﬁ‘ﬁa(l‘) =

r—a

fir z € R\ {a}.

B) Differenzierbarkeit und die Ableitung

Definition 17.3
Essei U C R, f: U — R eine Funktion und a € U. Wir nennen f differenzierbar
i a, wenn a ein Haufungspunkt von U ist und der Grenzwert

lim Diff () = lim 25 = (@)

r—a T—a Tr— a

cR

des Differenzenquotienten in a existiert. In diesem Fall schreiben wir

fl(a) = g—i(a) = lim M’

r—a T — Qa

und nennen diesen Grenzwert die Ableitung von f an der Stelle a.
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Wir nennen die Funktion f differenzierbar (auf U), wenn f in jedem Punkt von U

differenzierbar ist. In diesem Fall nennen wir die Funktion
[ 2U—R:x— f'(x)

die Ableitung von f. Beachte auch, dal dann insbesondere jeder Punkt von U ein
Héaufungspunkt von U sein muf!

Bemerkung 17.4

Der Definition liegt die Idee zugrunde, daf} sich die Sekante s, , fir + — a einer
Geraden anndhert, die im Punkt (a, f(a)) den Graphen von f berithrt und ihn
optimal linear approzimiert. Diese Gerade wollen wir die Tangente t;, von f in a
nennen, und der Grenzwert des Differenzenquotienten, d.h. die Steigung von sy, .
konvergiert dann fiir  — a gegen die Steigung der Tangenten. D.h. die Tangente
an den Graphen von f im Punkt (a, f(a)) hat die Geradengleichung

y=[(a)-z+(f(a) —a- f'(a)) = fla) + f(a) - (z = a),
die sich aus (29) ergibt, indem man den Grenzwert fiir b = x gegen a betrachtet.
y y

Sf7a7x

Beispiel 17.5
Die folgenden Funktionen sind alle auf ganz R definiert, und dort ist jeder Punkt
ein Haufungspunkt!

a. Fine konstante Funktion f: R — R : x > c ist differenzierbar auf R und die
Ableitung ist die Nullfunktion

f""R—R:z~0,

da fiir jedes a € R der Differenzenquotient Diff;, die Nullfunktion ist und
somit der Grenzwert f’(a) = 0 existiert.

b. Fiir n € N ist die Funktion
fTR— R:z— 2"
differenzierbar auf R mit Ableitung

ff*R—R:zn-a"
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da sich fiir a € R aus Beispiel 17.2 folgendes ergibt:

f'(a) = lim (2" +a-2" P +a " P+ +d" e+ d ) =na"

Die Betragsfunktion
|‘|:R— R:z— |z|

ist in @ = 0 nicht differenzierbar. In jedem anderen Punkt a ist sie jedoch
differenzierbar mit f’(a) = —1 falls a < 0 und f’(a) =1 falls a > 0.

Anschaulich bedeutet die Nicht-Differenzierbarkeit im Punkt a = 0, dal man
am Graphen im Ursprung keine klare Tangente findet.
Um die Nicht-Differenzierbarkeit in @ = 0 zu sehen, betrachten wir die Nullfolge

(ﬂ> . Die zugehorige Folge der Werte des Differenzenquotienten
n>1

(pir (51))_ = ( u ) = (1)

ist nicht konvergent. Mithin existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten

in @ = 0 nicht, und somit ist die Funktion in @ = 0 nicht differenzierbar.
AuBerdem, ist @ < 0 und = nahe bei a, so ist auch z < 0 und mithin

T—a

:\x|—]a| :—x—i-a:_l_)

Difff,a(l‘)

_1’
r—a T —a

und analog ist fiir ¢ > 0 und x nahe bei a auch = > 0, so daf}

Diff ,(2) = ol —la] _2—a | aney

Tr—a Tr—a

Damit ist auch gezeigt, dafy die Ableitung in allen Punkten a # 0 existiert.

Bemerkung 17.6

a.

Wie bei der Stetigkeit wollen wir auch bei der Differenzierbarkeit anmerken, dafl
es sich um eine [okale Eigenschaft der Funktion handelt. D.h. sie ist punktweise
definiert und héngt nur vom Verhalten der Funktion in einer sehr kleinen e-
Umgebung des betrachteten Punktes a ab!

Ist a ein Haufungspunkt von U und f : U — R, so ist f genau dann in a
differenzierbar, wenn der Grenzwert

lim fla+h)— f(a)

h—0 h

cR

existiert.

Um dies zu sehen ersetzt man im Differenzenquotienten einfach x — a durch h.
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c. Ist a ein Haufungspunkt von U und f : U — R, so ist f genau dann in a
differenzierbar, wenn es eine Zahl ¢ € R und eine Funktion p : U — R gibt,
so daf

f@) = f@+c (w—a)+p) und lim L0

v |z —a| U

gilt.

Man beachte, ist f differenzierbar in a, so wiahlt man ¢ = f’(a) und p(z) =
(Diffs4(z) — f'(a)) - (z — a). Umgekehrt, wenn ¢ und p existieren, so ist
Diff;,(z) = ¢+ 5(—2 und der Grenzwert des Differenzenquotienten existiert
nach Voraussetzung.

Wir erwiahnen diese dquivalente Formulierung der Differenzierbarkeit an dieser
Stelle, da sie fiir die Verallgemeinerung des Begriffes in der mehrdimensionalen
Analysis von Vorteil ist. Die Bedeutung der Bedingung ilg(]z % = ( ist, daf3 die
Funktion p, die den Unterschied des Differenzenquotienten und der Ableitung
beschreibt, sehr schnell gegen Null konvergiert fiir x — a, jedenfalls schneller

als die lineare Funktion z — a.

C) Differenzierbarkeit und Stetigkeit

Satz 17.7 (Differenzierbar impliziert stetig.)
Ist f : U — R differenzierbar in a, so ist f stetig in a.

Beweis: Da nach Voraussetzung a ein Haufungspunkt von U ist, miissen wir nach

Lemma 14.3 nur zeigen, daf§ lim f(z) = f(a) oder alternativ lim(f(xz) — f(a)) =0
Tr—a Tr—a

gilt. Nach Voraussetzung existiert der Grenzwert

@) — tim 1) = 1(@)

r—a Tr — Qa

€ R,

und da die Identitdt stetig ist, gilt zudem lim(z — a) = 0. Mithin erhalten wir aus
T—a

den Grenzwertsatzen fiur Funktionen 13.10

tim (f() ~ f(a)) =tim 7DD )
:}E}lw lim(z —a) = f'(a) -0 = 0.

Also ist f stetig in a. m

Beispiel 17.8
a. Die Umkehrung von Satz 17.7 gilt nicht, wie das Beispiel der Betragsfunktion
zeigt, die stetig in @ = 0 ist (siche Beispiel 14.6), ohne dort differenzierbar zu
sein (siehe Beispiel 17.5).

b. Die Funktion

2?2, wenn z & Q,

fR—R:2+—
0, wenn x € Q
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ist im Punkt a = 0 differenzierbar, weil

z2—0
Diffﬁo(ﬁt?) = gc_—OO

=0, wemnzeQ

=z, wennz & Q,

und deshalb
ilir(l) Diffo(z) =0

existiert. Die Funktion ist aber in keinem anderen Punkt 0 # a € R differen-
zierbar, weil sie in den anderen Punkten nicht mal stetig ist; denn fiir a # 0
enthilt jede noch so kleine Umgebung von a Punkte, an denen der Funktions-
wert 0 ist und Punkte, an denen der Funktionswert groBer als a? ist. f ist somit
ein Beispiel fiir einen Funktion, die in genau einem Punkt differenzierbar ist.

D) Ableitungsregeln — Linearitit, Produkt- und Quotientenregel

Proposition 17.9 (Linearitdt der Ableitung)
Seien f:U — R und g : U — R in a € U differenzierbar und sei c,d € R.
Dann ist ¢ - f +d - g differenzierbar in a mit (c- f +d-g)'(a) =c- f'(a) +d-¢'(a).

Beweis: Wir beachten zunéchst, dafl nach Voraussetzung a ein Hiufungspunkt von
U ist und daBB U jeweils der Definitionsbereich der Funktionen ist. Dann folgt aus
den Grenzwertsétzen fiir Funktionen 13.10, dafl der Grenzwert

(- f+d-g)(a) =lim &+ 9@ —c-fla) —d-gla)

r—a Tr—a
e lim @ =@ 9@) — gla)
T—a €T —Q T—a €T — Q

=c- f'(a) +d- g'(a)
existiert. O

Beispiel 17.10 (Polynomfunktionen sind differenzierbar.)
Ist f: R— R:xz~ Y ,_,ak 2" eine Polynomfunktion, so ist f differenzierbar
auf R mit

f’:R—>]R:x»—>Zk-ak-xk’1.
k=1
Dies folgt unmittelbar aus Proposition 17.9 und Beispiel 17.5.

Proposition 17.11 (Produktregel)
Seien f:U — R und g: U — R in a € U differenzierbar, so ist f - g differen-
zierbar in a mit

(f - 9)'(a) = f(a) - gla) + f(a) - g'(a).
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Beweis: Wir beachten, dafl nach Voraussetzung a ein Haufungspunkt von U ist und
daB U der Definitionsbereich von f - g ist. Der Differenzenquotient von f - g an der
Stelle a geniigt der Gleichung

Difr, () (@) 9(2) = () 9(a)

(@) gw) — £(a) - glx) + £(a) - gx) — f(@) - ga)
@) 9@~ (@) gw) | fla) - 9(x) ~ (@) gla)
@I | gy 9=

Da f und g in a differenzierbar sind und da g nach Satz 17.7 zudem stetig in a ist,
existiert damit der Grenzwert

(f-9)'(a) = lim Diff ;g o (2) = f'(a) - g(a) + f(a) - 4'(a)
aufgrund der Grenzwertsétze fiir Funktionen 13.10. [

Proposition 17.12 (Quotientenregel)
Seien f: U — R und g : U — R in a € U differenzierbar mit g(a) # 0, so ist
auch § {zx e U|g(x) # 0} — R differenzierbar in a mit

(i)' (o — @) 9(0) = T(0) -g'(a)

g g(a)?

Beweis: Wir miissen zunéchst einmal zeigen, dafl a ein Hiufungspunkt der Menge

Vi={xeU]|g(x)#0}
ist. Wegen Satz 17.7 ist g stetig in a, und da a ein Haufungspunkt von U ist gilt
somit
lim g(z) = g(a) # 0.
Dann folgt aus Proposition 13.10 c. aber bereits, dal a auch ein Haufungspunkt von
V ist.

Ferner gilt fiir den Differenzenquotienten

@ _ _9@)—g(a) 1

Diff:  (v) = 22 9@ _ . .
éa( ) r—a r—a g(x) - g(a)
Da g in a differenzierbar und stetig ist, existiert damit der Grenzwert
1y z) —g(a 1 /
— ) (a) = lim Diff: ,(z) = — lim 9() = gla) lim S (@) :
q T—a g’ T—a xr— a r—a g([) . g((],) g((J,)Q
Wenden wir nun die Produktformel 17.11 auf f - % an, so folgt das Ergebnis. O

Aus der Quotientenregel und Beispiel 17.10 folgt die folgende Aussage.
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Beispiel 17.13
Jede rationale Funktion £ : R\ {z € R | g(x) = 0} — R ist differenzierbar.

g
Z.B. gilt fir h: R\ {0} — R: 2+ - mit n > 1 fiir die Ableitung

n-xt ! n

B R\ {0} — R:z+— — =

r2n B pntl '

O

E) Ableitungsregeln — Ableitung der Umkehrfunktion und Kettenregel

Aufgrund des Umkehrsatzes fiir streng monotone Funktionen 14.21 sowie Bemerkung
14.22 wissen wir, daf eine stetige und streng monotone Funktion auf einem Intervall
eine stetige Umkehrfunktion besitzt. Dabei kann das Intervall offen, halboffen oder
abgeschlossen sein und es kann auch ein uneigentliches Intervall sein. Wir wenden uns
nun der Frage zu, ob die Umkehrfunktion differenzierbar ist, wenn f differenzierbar
ist.

Satz 17.14 (Ableitung der Umkehrfunktion)

Es sei I C R ein Intervall und f : I — R sei stetig und streng monoton (wachsend
oder fallend). Ist f differenzierbar in a und ist f'(a) # 0, so ist die Umkehrfunktion

fLaf) —1
differenzierbar in b := f(a) und es gilt

(f_l)/ (b) = 1 1

fila) — FF0)

Beweis: Aus dem Umkehrsatz 14.21 sowie Bemerkung 14.22 wissen wir, daf die
Umkehrfunktion

fLafI) — I
existiert und daf sie stetig und bijektiv ist.

Wir betrachten nun eine Folge (y,)new in f(I)\ {b} mit y,, — b. Da f~! stetig ist,
gilt dann

o= T yn) — f7H(0) = a.
Da f~! bijektiv ist, ist (z,)nen somit eine Folge in I\ {a}, die gegen a konvergiert.

Aufgrund der Grenzwertsétze fiir Folgen 11.15 erhalten wir dann

[ =) wwza 11
Yn — b f(mn> - f(a) Difff,a<xn) f/<a>7
und wegen des Folgenkriteriums fiir Grenzwerte 13.7 existiert somit der Grenzwert
—1 -1
(F71) (0) = lim Diff-1,(y) = lim ——=/—7—= = 7.
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Beispiel 17.15
Fir n > 2 ist die Funktion
f:]0,00) — [0,00) : x> 2"
streng monoton wachsend und stetig nach Beispiel 14.23 mit der Wurzelfunktion als
Umkehrfunktion und mit der Ableitung

f:[0,00) — [0,00) : x> - 2™t

Da f'(z) # 0 fiir x # 0, folgt aus Satz 17.14, dafi die Wurzelfunktion
{/-:10,00) — [0,00) 1y =y

auf dem Intervall (0, co) differenzierbar ist mit Ableitung

1 = l-y%fl_

n- (YY)t on

Im Falle von n = 2 erhalten wir insbesondere

Vi) =5

({‘/T)/:(O,oo)—)IR:yH

Wir wollen nun noch zeigen, daf§ die Wurzelfunktion {/- in @ = 0 in der Tat nicht

differenzierbar ist!

Dazu betrachten wir die Nullfolge (kin)

zenquotienten

reny und die zugehorigen Werte des Differen-

Diff ! =0 Tt —
110 » -— = = (0.]

\/70 kn kAn _ O

fir k — oo, da n > 2. Also existiert der Grenzwert des Differenzenquotienten in
a = 0 nicht, und somit ist die Wurzelfunktion dort auch nicht differenzierbar.
Proposition 17.16 (Kettenregel — duflere Ableitung X innere Ableitung)

Es seien f : U — R und g : V. — R Funktionen mit Im(f) CV und es seia € U.
Ist f differenzierbar in a und g differenzierbar in f(a), so ist go f differenzierbar in

a mat

(go f)(a) =4 (f(a))- f'(a).

Beweis: Wir definieren auf V eine Funktion durch

Diffy, sy (y) = LL=4LD - falls y # f(a),
g'(f(a)), falls y = f(a).

Da g in f(a) differenzierbar ist, gilt dann lif}(l : h(y) = h(f(a)), d.h. h ist stetig in
y—f(a
f(a). AuBerdem gilt fiir alle y € V

hy) - (y— f(a)) = g(y) — g(f(a)). (30)

h:V—)R:yH{
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Wir beachten nun noch, dafi nach Proposition 14.8 lim A(f(x)) = h(f(a)) = ¢'(f(a))
r—a

gilt, da die Funktion h stetig in f(a) und die Funktion f nach Satz 17.7 stetig in a

ist. Damit erhalten wir dann, daf§ der Grenzwert

o/ (@) = 9(f(@) @ h(F() - (f(x) = [(@))

(9o f)(a) =lim

z—a T —a T—a r—a
= lim A(f(x)) - lim w =¢'(f(a)) - f'(a)
existiert. ]

Beispiel 17.17
Die Funktion

h-R— R:x— va2+1
148t sich schreiben als g o f mit
fR—R:z—22+1

und g = +/-. Also ist h differenzierbar auf R mit Ableitung

) = () 10) = s B = s

mn x.

F) Stetige Differenzierbarkeit

Abschlielend wollen wir in diesem Abschnitt noch einige Begriffe einfithren, die im

folgenden niitzlich sein werden.

Definition 17.18
Essei U C R und f:U — R eine Funktion.

a. Wir nennen f stetig differenzierbar, wenn f differenzierbar auf U und f’ stetig
auf U ist.

b. Wir definieren die k-fache Differenzierbarkeit und die k-te Ableitung von f
rekursiv. f heifit 1-fach differenzierbar auf U, wenn f auf U differenzierbar
ist, und f1) := f’ heifit die erste Ableitung von f. Fir k > 1 heiBt f k-
fach differenzierbar, wenn f*~1 differenzierbar ist, und f* := ( f(kfl))/ heifit
dann die k-te Ableitung von f. Wir schreiben auch f© := f, " := f® und
f/// — f(3)-

c. f heiit k-fach stetig differenzierbar, wenn f k-fach differenzierbar auf U und
zudem %) stetig auf U ist. Mit

CH(U,R) := {f : U — R | f ist k-fach stetig differenzierbar}

bezeichnen wir die Menge der k-fach stetig differenzierbaren Funktionen auf U.
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d. f heilt unendlich oft differenzierbar auf U, wenn f € C*(U,R) fiir alle k > 1.
Wir bezeichnen mit

C*(U,R) :={f:U — R f ist unendlich oft differenzierbar}

die Menge der unendlich oft differenzierbaren Funktionen auf U.

Beispiel 17.19 (Nicht stetig differenzierbare Funktion)

a. Die Funktion

2% -sin (1), falls z # 0,

T

fR—R:z~
0, falls x = 0,

ist differenzierbar auf R, die Ableitung ist aber nicht stetig in a = 0. Der Beweis

ist ein Ubungsaufgabe, fiir die man unter anderem Korollar 18.22 benétigt.

b. Leitet man eine Polynomfunktion oder eine rationale Funktion ab, so erhélt
man wieder eine Polynomfunktion oder eine rationale Funktion mit dem je-
weils gleichen Definitionsbreich. Da diese wieder differenzierbar sind, sehen wir,
dafl Polynomfunktionen und rationale Funktionen unendlich oft differenzierbar

sind.

Bemerkung 17.20 (Uberall stetig, nirgendwo differenzierbar)
Betrachte die periodische Funktion g : R — R, deren Graph in folgendem Bild
dargestellt ist.

Die Funktion

—9(2" )

"R—R:z— - -
ist ein Beispiel fiir eine Funktion, die in jedem Punkt stetig (sieche Aufgabe 15.13)
und in keinem Punkt differenzierbar ist! Funktionen, die wie f gebildet werden,

nennt man auch Weiterstraf- Funktionen.

Aufgaben

Aufgabe 17.21
Bestimme mittels der Ableitungsregeln die Ableitung der folgenden Funktionen:

a. f:R—R:2~ 10+ x - cos(x).

b. g:]R—>R:xr—>e_3x-(x3—2x)2.
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Aufgabe 17.22
Fir n € {0, 1,2} sei

fn:[0,00) — R, z+— 2" -sin (3), firz>0,
e ’ 0, firax=0.

Welche der Funktionen sind stetig in a = 0, differenzierbar in a = 0, stetig differen-
zierbar auf [0, 00)?

Aufgabe 17.23 (Leibnitz-Regel)
Sein>1,U C R und f,g € C"(U,R) zwei n-fach differenzierbare Funktionen mit
gleichem Definitionsbereich. Zeige:

n

(F9=3" (Z) L k) L gy,

k=0

Aufgabe 17.24
Mit |z = max{z € Z | z < z} sei die Abrundung der reellen Zahl = € R bezeichnet.
Skizziere den Graphen der Funktion
- falls x #0,
Fi(-1,1) — R:z—{ 5] #
0, falls = = 0,

schematisch, iiberpriife, an welchen Stellen die Funktion differenzierbar ist, und be-
stimme dort die Ableitung.

Aufgabe 17.25
Bestimme fiir die folgenden Funktionen f : I — R ein maximales Intervall I, auf
dem sie differenzierbar sind, und berechne ihre Ableitungen:

A f(z)
b ()
c. f(z)=z-In(z)—=.
d f(x)
e f(x)

f. f(x)=e"".
Aufgabe 17.26

Fiir eine auf U differenzierbare Funktion f : U — R ohne Nullstellen nennen wir
L(f):= fT/ die logarithmische Ableitung von f.

Zeige die folgenden Rechenregeln fiir die logarithmische Ableitung:
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Aufgabe 17.27
Es sei f : R — R eine Funktion, die in a differenzierbar ist und es seien (x,)nen

und (Y, )nen zwei Folgen mit z,, < a < y,, und lim,,_,o, x, = lim,, o Yy, = a.

Dann gilt
Man zeige zudem, dafl die Aussage i.a. nicht mehr richtig ist, wenn man auf die
Voraussetzung x,, < a < y,, verzichtet.

Aufgabe 17.28
Zeige, daf die Funktion f in Bemerkung 17.20 in keinem Punkt ihres Definitionsbe-
reiches differenzierbar ist.

Aufgabe 17.29
Es sei f: R — R die Funktion aus Bemerkung 17.20 und

h:R—R:zw—z- f(z).

Zeige, h ist stetig auf ganz R, aber nur im Punkt a = 0 differenzierbar.
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§ 18 Der Mittelwertsatz und seine Anwendungen

A) Notwendige Bedingung fiir Extremstellen

Definition 18.1 (Extremstellen)
Es sei f: U — R eine Funktion und a € U.

a. f hat in a ein globales Mazimum, wenn f(a) > f(x) fir alle z € U.

b. f hat in a ein lokales Mazimum, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dal f(a) > f(z)
fir alle x € U N Us(a).

c. f hat in a ein globales Minimum, wenn f(a) < f(z) fur alle x € U.

d. f hat in a ein lokales Minimum, wenn es ein 6 > 0 gibt, so dafl f(a) < f(x)
fiir alle x € U N Us(a).

e. a heiBt Extremstelle und f(a) Extremum von f, wenn f in a ein lokales Mini-
mum oder ein lokales Maximum hat.
gl. Max. lok. Max.

lok. Min. lok. Min.  gl. Min.
[ ]

a b
Proposition 18.2 (Notwendige Bedingung fiir eine Extremstelle: f’(c)

Ist f: (a,b) — R in einer Extremstelle c¢ differenzierbar, so ist f'(c)

= 0)
0.

Beweis: Wir konnen ohne Einschréankung annehmen, dafl ¢ ein lokales Maximum
ist, da der Beweis fiir ein lokales Minimum dann durch Ubergang von f zu — f folgt.

Nach Definition gibt es ein 6 > 0, so dal f(c) > f(x) fur alle z € (a,b)N(c—0,c+9).
Ersetzen wir 6 durch min{d, b— ¢, c—a} so konnen wir annehmen, dafl (c—4,c+9) C
(a,b). Wir betrachten nun die Folgen (ay,),>2 und (b,),>2 mit

J

ap:=c——<c
n

und

)

b, =c+—>c

n
Dann konvergiert die Folge (a,,),>2 von links gegen ¢, und die Folge (b;,),>2 konver-
giert von rechts gegen c. Nun betrachten wir den Grenzwert des Differenzenquotien-
ten von f in ¢ fiir die beiden Folgen und beriicksichtigen, dafl stets f(a,)— f(c) <0
und f(b,) — f(c) < 0 gilt und dafl auflerdem a,, — ¢ < 0 und b, — ¢ > 0 gilt:

0§f<a;):£(0)—>f/(c)
und
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Fiir den Grenzwert f’(c) gilt also
0< f(e) <0,

und mithin

f'(e) =0.

Beispiel 18.3 a. Ist n > 2 gerade, so nimmt die Funktion
f-R—R:z+— 2"
in a = 0 ein globales Minimum an, und es gilt auch
f(0)=n-0""1=0.

b. Die Funktion f : (=1,1) — R : z + 2 hat in Null keine Extremstelle, da
f(z) <0 fir z < 0 und f(z) > 0 fiir z > 0, dennoch gilt f/(0) = 3 -0 = 0.
Die Bedingung f’(c) = 0 fiir eine Extremstelle ¢ ist also notwendig, aber sie ist
nicht hinreichend.

Bemerkung 18.4

Selbst wenn f auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] definiert und dort iiberall
differenzierbar ist, macht Proposition 18.2 keine Aussagen iiber die Ableitung in
den Randpunkten a und b, falls diese Extremstellen sind!

Die Funktion f : [-1,1] — R :  +— 2 nimmt in @ = —1 ihr globales Minimum
und in @ = 1 ihr globales Maximum an, aber die Ableitungen f'(—1) =3 = f'(1)
sind beide nicht Null.

B) Der Satz von Rolle und der Mittelwertsatz

Satz 18.5 (Satz von Rolle)
Ist a < b und ist f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) mit
fla) = f(b), so gibt es ein ¢ € (a,b) mit f'(c) = 0.

Beweis: Ist f konstant auf dem Intervall [a, b] so ist f'(¢) = 0 fiir jedes ¢ € (a,b).
Wir konnen also annehmen, daf§ es ein y € (a,b) mit f(y) # f(a) = f(b) gibt.

Wir betrachten zunéchst den Fall, daB f(y) > f(a) = f(b) gilt. Da f stetig auf dem
abgeschlossenen Intervall [a,b] ist, nimmt f dort nach Satz 14.16 sein Maximum
an, d.h. es gibt ein ¢ € [a,b] mit f(c) > f(x) fir alle z € [a,b]. ¢ ist also eine
Extremstelle, und wegen f(y) > f(a) = f(b), mufl ¢ € (a,b) gelten, so dafl wir
Proposition 18.2 anwenden kénnen und f’(¢) = 0 erhalten.

Der Fall f(y) < f(a) = f(b) geht analog, da dann ein globales Minimum von f in
(a,b) existiert. O



196 II. EINDIMENSIONALE ANALYSIS

Bemerkung 18.6

Der Satz von Rolle besagt insbesondere, dafl die Ableitung zwischen zwei Nullstellen
einer differenzierbaren Funktion mindestens einmal Null werden muf}, und im Beweis
haben wir gesehen, dal das daran liegt, dal die Funktion dort eine Extremstelle
besitzt.

Satz 18.7 (Mittelwertsatz)
Ist a < b und ist f : [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), so

gibt es ein c € (a,b) mit f'(c) = LO=L4).

Beweis: Die Funktion
g:la,bl HR:fo(x)—w-(x—a)
ist stetig auf [a, b] und differenzierbar auf (a,b). AuBerdem gilt g(a) = f(a) = g(b).
Aus dem Satz von Rolle 18.5 folgt die Existenz eines ¢ € (a, b) mit
£(6) ~ f(@)

0=9g(0) = () - 55—

Bemerkung 18.8
Der Mittelwertsatz besagt, dafl zwischen a und b ein ¢ liegt, in dem die Steigung der
Tangente t7. an den Graphen von f mit der Steigung der Sekante s, durch a und

b iibereinstimmt.

Beispiel 18.9
Betrachten wir die Funktion

f[-1,1] —R:zw— 2>

Aus dem Mittelwertsatz folgt, daf§ es ein ¢ € (—1,1) geben muf, so daf die Tangente
an den Graphen von f im Punkt (c,?) die Steigung

-y 2
1—(—1) 2
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hat. Da wir die Ableitungsfunktion kennen, konnen wir versuchen, ¢ zu bestimmen.

Es muf} gelten

1= f'(c)=3 .
Wir finden also zwei solcher Stellen:
1 1
c=— und c=-——7.

V3 V3
Korollar 18.10 (Allgemeiner Mittelwertsatz)
Ist a < b und sind f,g: [a,b] — R stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b), so

gibt es ein c € (a,b) mit ['(c) - (9(b) — g(a)) = () - (FB) — [()).
Beweis: Wir betrachten die Funktion

h:la,b] — Rz f(z)- (g(b) — gla)) — g(z) - (f(b) — f(a)).

h ist auf [a, b] stetig und auf (a,b) differenzierbar mit

h(a) = f(a) - g(b) — g(a) - f(b) = h(D).

Aus dem Satz von Rolle folgt, daf es ein ¢ € (a, b) gibt mit

0="n"(c)=f"(c)- (9(b) — gla)) — g'(c) - (f(b) — f(a)).

Bemerkung 18.11 (Geometrische Interpretation)

Wollen wir den allgemeinen Mittelwertsatz geometrisch interpretieren, brauchen wir
einen Vorgriff auf die mehrdimensionale Analysis. Sind f und g zwei Funktionen wie
in Korollar 18.10, dann definiert

¢ :la,b) — R?: t (f(t),g(t))

eine differenzierbare Abbildung vom Intervall [a,b] in die Ebene R?. Das Bild der
Abbildung ¢ ist eine ebene Kurve mit den Endpunkten (f(a), g(a))" und (f(b), g(b))*
(siche Abbildung 9). Die Richtung der Tangente an die Kurve im Punkt (f(c), g(c))*
kann man mit Hilfe des Gradienten bestimmen, denn wenn der Vektor

v(€) = Vip(e) = (f(0),¢'(e))’

nicht der Nullvektor ist, ist er ein Richtungsvektor der Tagente. Schauen wir uns

t

nun die Gleichung
g'(c) _ g(b) —g(a)

f'e) fb) = f(a)

an, die wir aus dem Allgemeinen Mittelwertsatz erhalten, so ist die linke Seite die

Steigung der Tangente an die Kurve im Punkt (f(c), g(c))" und die rechte Seite ist
die Steigung der Geraden durch die beiden Endpunkte der Geraden. Der Allgemeine
Mittelwertsatz sagt mithin, dass es einen Punkt auf der Kurve gibt, in dem die
Tangete parallel zur Geraden durch die beiden Endpunkte ist.
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ABBILDUNG 9. Geometrische Interpretation des Allgemeinen Mittelwertsatzes

C) Anwendungen des Mittelwertsatzes

Wir wollen uns nun den Anwendungen des Mittelwertsatzes zuwenden.

C.1) Konstante Funktionen

Proposition 18.12
Es sei f : la,b] — R stetig auf |a, b] und differenzierbar auf (a,b) mit f'(z) =0 fir

alle x € (a,b), dann ist f eine konstante Funktion.

Beweis: Sei z € (a,b], so ist f stetig auf [a, 2] und differenzierbar auf (a,z). Aus
dem Mittelwertsatz folgt dann, dafl es ein ¢ € (a,x) gibt mit

RN
r—a
Also gilt f(z) = f(a), und dies gilt fiir alle x € (a, b]. O

C.2) Monotonie und Ableitung

Mit Hilfe der Ableitung I8t sich bei differenzierbaren Funktionen ein hinreichendes

Kriterium fiir Monotonie angeben.

Proposition 18.13 (Hinreichendes Kriterium fiir Monotonie)

Es seia <bund f:[a,b] — R sei stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b).
a. Ist f'(x) > 0 fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton wachsend auf [a,b].

b. Ist f'(x) <0 fir alle x € (a,b), so ist f streng monoton fallend auf |a, b)].

Beweis: a. Es seien x,y € [a,b] mit x < y gegeben. Dann ist f stetig auf [z, y]
und differenzierbar auf (x,y). Aus dem Mittelwertsatz folgt deshalb, daf es ein
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¢ € (z,y) gibt mit
fy) = fl@)=f(e)-(y—=x)>0.
Also ist f streng monoton wachsend.

b. Der Beweis geht analog zum ersten Teil.

Beispiel 18.14
Betrachte fiir n > 1 die Funktion

f:0,00) — R:zw— 2™

Fiir die Ableitung gilt
fl(x)=n-2""1>0
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fir alle z € (0,00). Mithin ist die Funktion streng monoton wachsend auf jedem

Intervall [0,b] C [0, 00) und mithin auf [0, 00). Dies ist ein alternativer Beweis der

Aussage in Beispiel 14.19.

C.3) Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen

Proposition 18.15 (Hinreichende Bedingung fiir eine Extremstelle)
Es sei f: (a,b) — R eine zweifach differenzierbare Funktion und ¢ € (a,b).

a. Falls f'(c) =0 und f"(c) <0, so ist ¢ ein lokales Maximum.
b. Falls f'(c) =0 und f"(c) > 0, so ist ¢ ein lokales Minimum.
Beweis:

b. Nach Voraussetzung ist

T L — C T—cC T —cC :
Zuce = @ > 0 gibt es dann ein . > 0, so dafl
f"(e) _ @) _ ")
5 = e fe)<e= 5
fir alle z € (a,b) mit |z — ¢| < .. Insbesondere folgt fiir diese  dann
') ) oy 1(0)
> 5 + f(c) = 5 > 0.

(31)

Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, daf§ 4, so klein ist, dafl a < ¢—4, <

¢+ 9. < b gilt.

Fiir z € (¢ — 0, ¢) folgt aus (31) dann f’(x) < 0, und nach Proposition 18.13

ist f dann streng monoton fallend auf dem Intervall [¢c — ¢, ¢|.

Analog folgt fiir z € (¢,c+ d.) aus (31) f'(x) > 0 und aus Proposition 18.13

folgt, da8 f streng monoton wachsend auf dem Intervall [c, ¢ + d.] ist.
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Insbesondere heifit das, dafl f(c) < f(x) fir alle z € [¢ — d., c+ 0., so daB f in

¢ ein Minimum besitzt.

streng monoton

/\
fallend steigend
/\W

1 L [
1 T L
a c—e ¢ cte b

a. Die Aussage beweist man analog.

Beispiel 18.16
Wir betrachten die Funktion

f:R—R:2—2®—32° -1

Um mogliche Extremstellen zu finden, miissen wir die Nullstellen der ersten Ablei-
tung

f'(x) = 32* — 62
finden. Das ist fiir x = 0 und x = 2 der Fall. In diesen Punkten schauen wir uns die
zweite Ableitung

f"(z) =6x—6
an. Aus f”(0) = —6 < 0 folgt, dal in = 0 ein Maximum vorliegt, und aus
f"(2) =6 > 0 folgt, daf in = 2 ein Minimum vorliegt.

Bemerkung 18.17 (Hinreichende Bedingung fiir Extremstellen)

Anstatt zweifacher Differenzierbarkeit und der Bedingung an die zweite Ableitung
kann man auch einfach fordern, daf} die erste Ableitung in ¢ einen Vorzeichenwechsel
hat, wie wir ihn im Beweis von Proposition 18.15 aus den Bedingungen an f”(c)
ableiten.

C.4) Vertauschbarkeit von Grenzwert und Ableitung

Satz 18.18 (Vertauschbarkeit von Grenzwert und Ableitung)

Ist (fn)nen eine Funktionenfolge stetig differenzierbarer Funktionen auf dem In-
tervall [a,b], so daf (fn)new punktweise gegen f und (f!)nen gleichmdfig gegen g
konvergiert, dann ist f stetig differenzierbar auf [a,b] mit Ableitung f' = g.
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Beweis: Nach Voraussetzung sind die f! stetig auf [a, b], so da die Grenzfunktion
g als gleichméfliger Grenzwert stetiger Funktionen nach Satz 15.6 ebenfalls stetig
ist.

Sei nun € > 0 und ¢ € [a, b] gegeben, so miissen wir ein J. > 0 finden, so daf fiir alle
¢ # x € [a,b] mit |z — ¢| < J. auch

Dt () — g(c)| = | L=

— <
P glc)| <e

gilt, d.h. g(c) ist der Grenzwert des Differenzenquotienten von f in c.

Da (f!)nen gleichméBig gegen g konvergiert, gibt es ein n. € IN, so daf§
€
|fo(2) —g(2)] < 3

32
3 (32)
fir alle n > n. und alle x € [a, b] gilt.

Da g stetig in ¢ ist, gibt es zudem ein d. > 0, so daB fiir alle x € [a, b] mit |z —¢| < I,
auch
£
l9(z) —g(o) < 3 (33)
gilt.
Sei nun ¢ # = € [a,b] mit |z — ¢| < J. gegeben. Fiir n > n. konnen wir den

Mittelwertsatz 18.7 auf die differenzierbare Funktion f,, anwenden und finden somit

ein y zwischen x und ¢ mit

fn(2) — fu(c)

= f 34
) (34)
und da y zwischen = und ¢ liegt, gilt auch |y — ¢| < |z — ¢| < 6.
Setzen wir die obigen Ergebnisse nun zusammen, so erhalten wir

W@ = 1) ol @ g - (o)

xr —C
< ) — 9]+ 1g(y) — g(c)|
(32)(33) ¢ €

+ =
33 3
fiir alle n > n.. Lassen wir nun n gegen unendlich laufen, so erhalten wir fiir den

Grenzwert

f(x) = f(c)

r —cC

fn(2) = fu(c)

() <2-5<
—glc — < e,
T —c g - 3

= lim
n—oo

—g(c)

Damit haben wir gezeigt, daB8 f in einem beliebigen Punkt ¢ des Intervalls [a, b]

differenzierbar ist und dafl f’ = ¢ gilt. Da wir bereits wissen, dafl g stetig ist, ist f
mithin stetig differenzierbar auf [a, b]. O
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Bemerkung 18.19
a. Die Aussage in Satz 18.18 besagt, dafl
. . !/
T () = ( lim £,
d.h. die Grenzwertbildung fiir die Funktionenfolge (f,)nen vertauscht mit der
Ableitung!
Auf die Differenzenquotienten zuriickgefiihrt, bedeutet dies

i tim 228 = I@) gy 1) = fale)
n—oo r—a Tr—a T—ra n—00 T —a

Hier vertauschen zwei Grenzwertprozesse! Das ist eine Besonderheit!

b. Man kann in Satz 18.18 auf die Bedingung, dafl die Ableitungen f;, stetig sind,

verzichten. Der Beweis wird dann aber etwas technischer.

c¢. Auch wenn wir in Satz 18.18 nur die punktweise Konvergenz fiir die Fol-
ge (fn)new gefordert haben, erzwingt die gleichméBige Konvergenz der Folge
(f!)nen letztlich die gleichméBige Konvergenz der Folge (f,,)nen-

C.5) Ableitung von Potenzreihen

Korollar 18.20 (Ableitung von Potenzreihen)
Ist 3" jan - t" eine Potenzreihe iiber R mit Konvergenzradius r > 0, dann ist die

Funktion

f:(—r,r)—>]R:xl—>Zan-x"
n=0

differenzierbar auf (—r,r) und die Ableitung in x € (—r,r) ist gegeben durch
f/(l’> _ Zn Q- xnfl,
n=1
d.h. durch die formale Ableitung Y - n-ay,-t""' der Potenzreihe.

Beweis: Aus Aufgabe 12.53 wissen wir, da die beiden Reihen > ja, - ¢" und
ihre formale Ableitung Y 7 n-a, - t"~! den gleichen Konvergenzradius r besitzen.
Insbesondere definiert letztere Reihe eine Funktion

oo
g:(=rr) —>]R:a:r—>2n-an-x"_1,
n=1

die nach Korollar 15.7 stetig ist.

Sei nun a € (—r,r) gegeben. Wir wollen zeigen, dafl f in a differenzierbar ist mit
f'(a) = g(a).

Dazu setzen wir R := %MI < r,sodafl a € (—R, R) liegt. Die Folge (f,,)nen mit

faoi[FRB — Rz Y ap-a*

k=0
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konvergiert nach Satz 15.4 auf dem abgeschlossenen Intervall [—R, R| gleichmé&Big
gegen die Funktion f. Nach Beispiel 17.10 sind die f,, differenzierbar mit stetiger
Ableitung
fli[FREB — Rz Y keap-a"
k=1

Die Folge (f!)nen der Ableitungen konvergiert dann wieder nach Satz 15.4 auf
[— R, R] gleichméfig gegen g. Da die Voraussetzungen von Satz 18.18 erfiillt sind, ist
f auf [ R, R] differenzierbar mit f’ = g. Insbesondere ist f also in a differenzierbar

mit f'(a) = g(a). O
Da wir die Aussage des Korollars auch auf die formale Ableitung der Potenzreihe
anwenden konnen, erhalten wir durch Induktion die folgende Aussage.

Korollar 18.21 (Differenzierbarkeit von Potenzreihen)
Fine durch eine Potenzreihe definierte Funktion st auf ithrem Konvergenzbereich

unendlich oft differenzierbar.

Die Exponentialfunktion, der Sinus und der Cosinus sind also differenzierbar.

C.6) Ableitungen einiger spezieller Funktionen
Korollar 18.22 (Ableitungen wichtiger Funktionen)
a. Die Exponentialfunktion
exp:R—>R:xl—>§%i—7;
ist unendlich oft differenzierbar auf R mit Ableitung
exp’(z) = exp(x).

b. Der Sinus
x2n+1

(2n +1)!
ist unendlich oft differenzierbar auf R mit Ableitung

sin:]R—>R::r;n—>Z(—1)”~
n=0

sin’(z) = cos(x).

c. Der Cosinus

xQn

(2n)!
ist unendlich oft differenzierbar auf R mit Ableitung

COSZRHR:IHZ(—D”~
n=0

cos'(z) = —sin(x).
d. Fiir a € Ry ist die Exponentialfunktion zur Basis a
exp, : R — R : 2 — exp (2 - In(a))
stetig differenzierbar auf R mait Ableitung

expy () = In(a) - exp, ().
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e. Fira € Rsg mit a # 1 ist die Logarithmusfunktion zur Basis a
log, : (0,00) — R
stetig differenzierbar auf (0,00) mit Ableitung

log,, () = #n(a)-

Insbesondere gilt fiir die Ableitung des natiirlichen Logarithmus

1
In'(z) = ~.
() =
f.  Der Tangens
tan : (—E, Z) — R:z~— sin(z)
272 cos(x)
st auf (—%, g) stetig differenzierbar mit Ableitung
1
tan’(z) = .
an' () cos?(x)
g. Der Cotangens
cot: (0,m) — R:z Cés(x)
sin(z)
ist stetig differenzierbar auf (0, ) mit Ableitung
1
t/ = ———.
cot'(x) sin?(x)

h. Der Arcustangens ist auf R stetig differenzierbar mit

1
tan'(z) = :
arctan’(x) T2
i. Der Arcuscotangens ist auf R stetig differenzierbar mit
1
arccot'(r) = ——.
r (x) T
j. Der Arcussinus ist auf (—1,1) differenzierbar mit
1
arcsin’(z) =

V1—a?
k. Der Arcuscosinus ist auf (—1,1) differenzierbar mit

1
V1—a?

arccos’(z) = —

Beweis:

a. exp ist nach Korollar 18.20 und 18.21 unendlich oft differenzierbar auf R mit
Ableitung

exp'(z) = Zn ’
n=1

n

-1 00
' =
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b. sin ist nach Korollar 18.20 und 18.21 unendlich oft differenzierbar auf R mit
Ableitung

s () = D120+ 1) m =D (- éy;! = cos(a).

c. cos ist nach Korollar 18.20 und 18.21 unendlich oft differenzierbar auf R mit
Ableitung

_ ;(_1)nm = —sin(z).

d. Aus der Kettenregel erhalten wir, dafl die Exponentialfunktion zur Basis a

differenzierbar ist mit Ableitung
exp, (v) = In(a) - expy(z),

und diese Funktion ist offenbar wieder stetig.

e. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 folgt, dafl log, auf
(0, 00) differenzierbar ist, da die Ableitung der Exponentialfunktion exp, nie

Null wird. Fiir die Ableitung erhalten wir zudem

log! () — 1 B 1 1
B oxp (log, (¢)) — In(a) - exp, (log,(z))  In(a) &

Zudem ist die Ableitung offenbar stetig.

f. Aus der Quotientenregel erhalten wir, daf§ der Tangens in = € (—g, %) diffe-
renzierbar ist mit
sin’(x) - cos(x) — sin(z) - cos'(x)  sin(x)? 4 cos(x)? 1

tan'(x) = cos(z)? - cos(x)? N cos(z)?

Als Quotient stetiger Funktionen ist die Ableitung insbesondere stetig.

g. Aus der Quotientenregel erhalten wir, dafl der Cotangens in = € (0,7) diffe-
renzierbar ist mit
cos'(z) - sin(z) — cos(x) - sin’(z)  —cos(x)? — sin(z)? 1

COt,(l’) = SiIl((E)Q - Sjn(z)Q - _Sin(l‘)g'

Als Quotient stetiger Funktionen ist die Ableitung insbesondere stetig.

h. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 zusammen mit Satz

16.18 folgt, dal arctan auf R differenzierbar ist, da die Ableitung des Tangens
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nie Null wird auf (—%, %) Fiir die Ableitung erhalten wir zudem

1 1
- 1
cos? (arctan(z))

1 1

- sin? (arctan(z))+cos? (arctan(z)) = e (arctan(z)) +1
cos? (arctan(z)) cos? (arctan(z))

1 1
~tan(arctan(z))24+1 2241

tan’(z) = N
arctan’(z) tan’(arctan(z))

Die Ableitung ist zudem offenbar stetig.

i. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 zusammen mit Satz
16.18 folgt, dafl arccot auf R differenzierbar ist, da die Ableitung des Cotangens
nie Null wird auf (0, 7). Fiir die Ableitung erhalten wir zudem

arccot’ () ! !
cot’(arccot(z))  — m
1 1
- sin? (arccot (z))4-cos? (arccot(x)) - + CF)SZ(arccot (z))
sin? (arccot(z)) sin? (arccot(z))
1 1

1+ cot(arccot(z))? 1+
Die Ableitung ist zudem offenbar stetig.

j. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 zusammen mit Satz
16.18 folgt, daB arcsin auf (—1,1) differenzierbar ist, da die Ableitung des

m™ T

Sinus nie Null wird auf (—5, 5). Fiir die Ableitung erhalten wir zudem unter

Beriicksichtigung der Tatsache, dal der Cosinus auf (—g, g) positiv ist:
arcsin’(r) =— 1, = 1.
sin(arcsin(z))  cos(arcsin(z))
B 1 B 1
a \/cos?(arcsin(z)) a /1 — sin®(arcsin(z))
1

V-2

Die Ableitung ist zudem offenbar stetig.

k. Aus dem Satz zur Ableitung von Umkehrfunktionen 17.14 zusammen mit Satz
16.18 folgt, daB arccos auf (—1,1) differenzierbar ist, da die Ableitung des
Cosinus nie Null wird auf (0, 7). Fiir die Ableitung erhalten wir zudem unter
Beriicksichtigung der Tatsache, dafl der Sinus auf (0, 7) positiv ist:

b 1 B 1
arccos (z) ~ cos/(arccos(z))  —sin(arccos(z))
o 1 o 1
\/sin?(arccos(x)) /1 — cos?(arccos(z))
1

a V1—22
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Die Ableitung ist zudem offenbar stetig.

Bemerkung 18.23

Schaut man sich die Ableitungen der Funktionen in Korollar 18.22 d.-k. an, so kann
man leicht durch Induktion zeigen, dafl jede der Funktionen auf ihrem Definitions-
bereich unendlich oft differenzierbar ist.

Beispiel 18.24
Fir a € R ist die Funktion

a

f:(0,00) —R:z—2x
unendlich oft differenzierbar auf (0, co) mit
fl(x)=a- 2"

Um dies zu sehen, beachten wir, daf f(z) = exp(a-In(z)) gilt, so dafl f nach Korollar
18.22 die Verkettung zweier differenzierbarer Funktionen ist. Aus der Kettenregel
17.16 folgt dann
f'(z) = exp’ (a-In(z)) - ¢ exp (a-In(z)) - Sl
x x x
Dafl f sogar unendlich oft differenzierbar ist, folgt dann mit Induktion aus der

Tatsache, da3 f’ eine Funktion der gleichen Gestalt ist.

a—1

C.7) Die Regeln von de I’Hépital

Bemerkung 18.25 (Anwendung der Grenzwertsétze fiir Funktionen)
Es gibt Situationen, in denen man mit Hilfe der Grenzwersétze Grenzwerte der Form

lim f(x
i 1) _ )
e=e g(x) - lim g(z)

leicht bestimmen kann, egal ob es sich um eigentliche oder uneigentliche Grenzwerte
handelt:

o lim 5@ — 2 gy
o T2H1 11.%$2+1 1
lim exp(x)
. exp(x) 0 1
° — = = =
glcli% sin? () lim sin?(z) 0 0.
z—>02
li 1
o lim 2l — =0 T 1 =0
20 In(z) — limIn(z) = —oo
z—0 .
e lim arctan(z) __ xlgrolo arctan(z) — i Y
T - ; 1 -2
z—oo 1t3 ,uh%moo Itz ! 2
; 1
R . -
o lim - £EIS - Lo
€T —r 00

Aber es gibt auch Situationen, in denen die Grenzwertsitze nicht weiterhelfen:

 sin(z) . Hmsin(@) g () o Jm (),

lim = = = - oder lim = > = —

=0 /T 1111(1)\/5 0 z—00 I lim x 00
T— T—00
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In solchen Situationen kénnnen u.U. die Regeln von de ’'Hopital helfen.

Im folgenden Satz soll [—o0, 00] := R U {—00, 00} bezeichnen.

Satz 18.26 (Regeln von de I’'Hopital)
Seien a,b € [—oo,00] mit a < b, f,g: (a,b) — R differenzierbar und ¢ € |a,b].
Ferner gelte ¢'(x) # 0 fir alle z € (a,b) und lim gl(z) existiere eigentlich oder

z—c 9' (@)
uneigentlich.
a. Falls lim f(z) = lim g(z) = 0, so gilt lim £ = lim £
z—e r—c z—c 9(@) z—c 9 ()
b. Falls glﬁl_)Hig( x) € {00, —00}, so gilt llm g ;= 9161_>Hi glg;

Beweis: Wir beschranken uns im Beweis auf den Fall ¢ € R und & := lim g :8 € R.
xr—c

Die Fille ¢ € {—00,00} oder k € {—00, 00} beweist man analog.

Sei € > 0 gegeben, so miissen wir ein d. > 0 finden, so dafl

f

’ < (35)

fir alle ¢ # x € (a,b) mit |x — ¢| < Je.

Da £ Eq)) gegen k konvergiert fiir z gegen ¢, gibt es ein §. > 0, so daf fiir alle
0#76 (a,b) mit |z — ¢| < . auch

< - (36)

gilt.

Wir betrachten nun ¢ # x,y € (a,b) N (¢ — ., c+ 0.) mit x # y und wenden den
allgemeinen Mittelwertsatz 18.10 an. Dann gibt es ein z zwischen x und y mit

f'(2) - (9(x) = g(y)) = ¢'(2) - (f(z) = f(v))- (37)
Da z zwischen x und y liegt, gilt auch

€ (a,b)N(c— 0L, c+4L). (38)

Nach Voraussetzung ist ¢'(z) # 0, und wir behaupten, dal auch g(z) — g(y) # 0
gilt, da es nach dem Satz von Rolle 18.5 sonst ein w zwischen z und y geben wiirde
mit ¢'(w) = 0, was aber nach Voraussetzung nicht moglich ist. Damit kénnen wir
Gleichung (37) auch in der folgenden Form schreiben:

@) - fw) 1)
gx) —gly)  d'(2)
a. Wir betrachten nun den Fall, daf§ hm f(z) = limg(x ) = 0. Ist ¢ € (a,b), s
T—C

folgt aus der Stetigkeit von f und g automatlbch fle) = g( ). Ist ¢ & (a, b)
so kénnen wir f und g in ¢ stetig fortsetzen durch f(c ) = g(c).

(39)
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Aus (36), (38) und (39) folgt

und dies gilt fiir alle ¢ # z,y € (a,b) N (c — 0., ¢+ 0.) mit z # y. Da die
Funktionen f und ¢ nun stetig in ¢ mit Funktionswert 0 sind, kénnen wir y

gegen c gehen lassen und erhalten im Grenzwert

= lim
y—)C

| —

‘@_k‘:’ﬂx)_ﬂ@_k‘ g(x) —g(y

Dies gilt fiir alle ¢ # z € (a,b) N (¢ — ., ¢+ d.), so daf wir mit J. := 0. unsere

Aussage in diesem Fall bewiesen haben.

Wir kénnen annehmen, dafl f nicht konstant 0 in einer kleinen Umgebung von
c ist, da sonst auch k& = 0 gilt und (35) sicher erfiillt ist. Deshalb kénnen
wir ein ¢ # y € (a,b) N (¢ — 0, ¢+ L) festhalten mit f(y) # 0, und wegen
E_% g(x) = £oo konnen wir auch g(y) # 0 annehmen.

Aus lim g(z) = o0 folgt lim ﬁ = 0, und deshalb gibt es ein §” > 0, so dafl
Tr—C Tr—cC

1 €
7l < e o
fir alle z € (a,b) N (c — 07, ¢+ 0Y) mit = # ¢, .
Aus (36), (38) und (39) folgt, daB
fl@)—fW| _ [fl@)—fly) 3 .
S| < o= <= Y

fir alle z € (a,b) N (¢ — 6L, ¢+ d.) mit = # ¢,y, d.h. der Ausdruck ist auf dem

angegebenen Intervall nach oben beschrénkt.
Wegen lim ﬁ = 0 gibt es ein ¢ > 0 mit

x—c 9

< g
4-1g(y)l-s

i (12)

g(z)

fir alle z € (a,b) N (¢ — 02, c+ 0Y) mit = # ¢, .
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Nun setzen wir 6. := min{d.,0”,9”, |y — ¢|} und betrachten ein beliebiges
c#x € (a,b)N(c—0dzc+9:). (35) gilt dann auch in diesem Fall wegen

fl) ) ) fe) = Ffly)
o) "" .
_ W) S@) = f) gl@) —9y) /«‘
g(@)  g(x) —g(y) 9(x) ’
_ i) _f@) =S 9l | f@) = SW) A‘
g(x)  glx)—gly) g(x) g(z) —gy)
fW| , [f@) —f) g |fl@)—fly)
: g(x) - g(x) —gly) g(z) N g9(r) — g(y) k‘
| @) =) (9w ], | f=) - f)
o .q(:l')—fJ(y)’ OIMIGEED fl<e
S <4§1>S <4<2>ﬁ <36><3<8><39>%

Bemerkung 18.27 (Die Regeln von de I’'Hopital)
a. Wenn ¢ in Satz 18.26 eine Nullstelle der Funktionen f und ¢ ist und diese
lokal in ¢ beide stetig differenzierbar sind, dann kann man einen sehr einfachen
Beweis fiir die Aussage des Satzes geben:

f@)=f(c) im {@=f()
. f(l’) T e B }g% T—c B f/(C) o f/(I)
lim —= = lim = _ 1 .
voe g(x)  w—e SW=9) iy 9@=9)  gl(c)  ame g/(x)
r=e x—c T7€

Man beachte auch, dafl es hier nicht reicht, daf§ f und ¢ in ¢ differenzierbar
sind, da daraus noch nicht einmal die Existenz des Grenzwertes auf der rechten
Seite folgt. Dazu kann man sich z.B.

2% - sin (%), fiir x #£ 0,

fR—R:z—
0, firx =0
aus Beispiel 17.19 anschauen. Wir haben dort gezeigt, dafl diese Funktion in
¢ = 0 differenzierbar ist, dafl die Ableitung aber nicht stetig ist. Als zweite
Funktion wéhlen wir den Sinus g = sin. Dann haben f und g in c eine Nullstelle
und sind auf ganz R differenzierbar, aber der Grenzwert
lim f'(z) _ lim 2-x-sin (1) — cos (1)
a0 g/(x) 20 cos(x)

existiert nicht, da lim,_,o cos (%) nicht existiert, wie man leicht sieht.

b. Im Beweis von Satz 18.26 haben wir gesehen, dafl die Funktion g auf dem
Intervall [a, b] keinen Wert zweimal annehmen kann, da wegen des Satzes von
Rolle 18.5 die Ableitung ansonsten auch einmal Null wiirde. Insbesondere zeigt
das, daBB g hochstens eine Nullstelle haben kann! Die Bedingung ¢'(z) # 0 fiir
alle x € (a,b) erzwingt also, daf§ auch g(x) im wesentlichen ungleich Null ist.
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c. Ist ¢’ stetig, so mufl ¢’ auf (a,b) entweder stets positiv oder stets negativ sein.
Aus Proposition 18.13 folgt dann, dafi g streng monoton auf dem Intervall (a, b)
sein muf3. Das zeigt, fiir welchen Typ von Funktionen g man die Regeln von de

I’Hopital iiberhaupt nur anwenden kann!

d. Man beachte, dafl die zweite Regel von de I’'Hopital 18.26 nur in der Situation
lim f(z) = o0, d.h.

Tr—cC

}clg}: f(z) +00

limg(z) o0’
Tr—C
interessant ist, um den Grenzwert lim 2% zu bestimmen, da fiir lim f(z) =
g—sc 9(@) T—c

k € R schon aus den normalen Grenzwertsitzen

@) i)
ill)r(l: g(z) liing(x) 400 =0

folgen wiirde!

Beispiel 18.28
a. Wir betrachten die Funktionen f = sin und g = /- auf dem Intervall (0, c0).
Dort sind beide differenzierbar mit

lim f(z) = lim g(z) =0

x—0 x—0

und
g'(z) = ﬁ #0

fir alle z € (0, 00). Aus der ersten Regel von de 'Hopital 18.26 folgt dann

;1}3% sir\l/(;:) = }CILI%) 58 = }:IL% cos(z) -2 - v/x = cos(0) - 2- /0 = 0.

b. Wir betrachten die Funktionen

In:(0,00) — R

und

g:(0,00) — (0,00) : ¥+ 2* = exp (a - In(z))
fiir ein festes a € Rs. Nach Korollar 18.22 und Beispiel 18.24 sind beide
Funktionen differenzierbar auf (0, 00).

Da sowohl exp(z), als auch In(x) fiir x — oo gegen oo divergieren und da a
positiv ist, folgt aus den Grenzwertsétzen fiir uneigentliche Grenzwerte 13.17
lim g(z) = lim exp (a - In(z)) = oo.
T—00 T—>00

AuBlerdem gilt nach Beispiel 18.24

g(@)=a- 2" #0
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fir alle € (0,00). Aus der zweiten Regel von de I'Hopital 18.26 folgt dann

1 In’ 1 1 1
i ) g ) e g L —Y
o0 Tl T—00 g’(gj) r—o0 @ - 101 2—00 (4 - g(aj) 00

C.8) Wachstum der Exponentialfunktion

Korollar 18.29 (Wachstum der Exponentialfunktion)
Die Ezxponentialfunktion wdchst schneller als jede Polynomfunktion, d.h. ist f =
Son_gak - t* ein Polynom diber R, so gilt

lim /()

=0.
T—00 exp(z)

Beweis: Wir bezeichnen die zu f gehorige Polynomfunktion

f:R—)]R:xHZak-xk
k=0
wieder mit f. Dann ist f differenzierbar und die Ableitung von f ist die Polynom-

funktion zum Polynom

F=S keag ol
k=1

Ist f = ao konstant, so folgt die Aussage aus den Grenzwertsétzen,

i fl@) _ Qo

im = —

z—oo exp(z)  lim exp(x)
T—00

=0,

da lim exp(z) = oo.
T—00

Fiir ein allgemeines Polynom f # 0 fithrt man den Beweis am besten durch Induktion
nach dem Grad n des Polynoms. Den Fall n = 0 haben wir bereits betrachtet.
Ist n # 0, so konnen wir die zweite Regel von de I’'Hopital 18.26 anwenden, da
exp/(z) = exp(z) # 0 fiir alle z € R und da mh_)rgo exp(z) = oo gilt. Damit erhalten

wir
/ !
i @ @) @) ’
T—00 exp(gj) T—00 exp’(x) T—00 exp(x)
aber die rechte Seite ist dann Null nach Induktion. ]

Bemerkung 18.30

Korollar 18.29 besagt, dafl die Exponentialfunktion asymptotisch fiir x gegen oco er-
heblich viel schneller wéchst als jede Polynomfunktion. Das ist der Grund, weshalb
Algorithmen mit exponentiellem Laufzeitverhalten wesentlich schlechter sind als Al-
gorithmen mit polynomialem Laufzeitverhalten, zumindest wenn man Eingabedaten
beliebiger Grofle zulassen mochte. Fiir konkrete, hinreichend kleine Eingabedaten
mufl das nicht der Fall sein. Zudem gibt es Probleme, wie etwa die Berechnung
von Grobnerbasen, fiir die nur Algorithmen mit exponentiellem Laufzeitverhalten

bekannt sind. Damit mufl man dann ggf. leben.



§ 18. DER MITTELWERTSATZ UND SEINE ANWENDUNGEN 213

C.9) Der Satz von Taylor

Definition 18.31 (Taylorpolynome)
Essei f:U— Runda€U.

Ist f n-fach differenzierbar, so nennen wir das Polynom
.\~ /M) .
Tf,a = Z k‘ . (t - CI,)
k=0

das n-te Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt a.

Ist f unendlich oft differenzierbar, so nennen wir die Potenzreihe

> k)
Ty, = Z / k!(a) (t—a)*
k=0

die Taylorreihe von f mit Entwicklungspunkt a oder die Taylor-Entwicklung von f
im Punkt a. Beachte, stets gilt T7,(a) = Ty (a) = f(a).

Bemerkung 18.32 (Tangenten und das 1. Taylorpolynome)
Ist f: R — R differenzierbar, so ist die Gleichung der Tangente an den Graphen
von f im Punkt (a, f (a)) gegeben durch

y=fa) (z—a)+ fla) =Tj,(z).
D.h. das erste Taylorpolynom von f mit Entwicklungspunkt a ist die optimale lineare

Approximation der Funktion f lokal in a.

Die Idee ist nun, daBf mit steigendem n die Taylorpolynome 77, immer bessere
Approximationen von f lokal in a sein werden, und dafl im Grenzwert dann die
Taylorreihe vielleicht sogar mit f {ibereinstimmt. Das wird nicht immer aber doch
oft der Fall sein — siehe Beispiel 18.34! Funktionen, fiir die das gilt, nennt man

analytisch in a.

Man kann die Theorie der Differenzierbarkeit statt fiir Funktionen auf R auch fiir
Funktionen auf C einfiihren. In der Vorlesung Einfiihrung in die Funktionentheorie
wird das getan, und dort zeigt man, dafl iiber C jede einmal auf C differenzierba-
re Funktion schon analytisch ist, d.h. durch eine Potenzreihe gegeben und damit
unendlich oft differenzierbar ist! Die komplexen Zahlen verhalten sich also weit un-

komplizierter als die reellen Zahlen.

Beispiel 18.33 (Potenzreihen als Taylorreihen)
Ist > ,a, - t" eine Potenzreihe auf R mit Konvergenzradius r > 0, so ist die
Funktion
fi(=rr) —>]R:x»—>Zan-x"
n=0
nach Korollar 18.21 unendlich oft differenzierbar, und mittels Induktion nach n zeigt
man, daf

FM(0) = n!-ay,.
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Damit stimmt f also mit seiner Taylorreihe

T =3 =

auf dem Konvergenzbereich (—r,r) iiberein, und die Taylorpolynome

n
k=0

definieren eine Folge von Funktionen, die auf jedem abgeschlossenen Intervall
[—R, R] C (—r,r) gleichméfig gegen f konvergieren.

Beispiel 18.34

Die Funktion

exp ( — 1—12), falls x # 0,

fR—R:z—
0, falls x = 0,

ist unendlich oft differenzierbar mit £ (0) = 0 fiir alle n € IN. Insbesondere ist die
Taylorreihe von f also Null,

Tso=0.
In diesem Fall stimmt die Taylorreihe also nur im Punkt z = 0 mit der Funktion
tiberein, da f(x) # 0 fiir alle x # 0. Der Beweis ist Aufgabe 18.43.

Der Satz von Taylor sagt etwas dariiber aus, wie gut das n-te Taylorpolynom f

approximiert.

Satz 18.35 (Satz von Taylor — Restglied nach Lagrange)

Sei I ein Intervall, f : I — R eine n+1-fach differenzierbare Funktion und x,a € I.
Dann gibt es ein ¢ zwischen x und a, so daf

F 0 (e)
(n+1)!

Wir nennen die rechte Seite auch das Restglied des n-ten Taylorpolynoms.

(z —a)"

f(@) = Tf,(x) =

Beweis: Wir konnen ohne Einschrénkung z > a annehmen.

Dann definieren wir eine reelle Zahl

.. @ _ff(f))g;f” 0

und eine Funktion ¢ : [a, 2] — R durch

z

9(y) =f(x) = T}, (x) — ek (2 — )
"L ) p .
— (x)—kzo k'(y).(x—y)k (n+1)!,( — )t
") .
=f(x) = fly) - / k‘(y) (x —y)F CER Az — )"
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fir y € [a, 2] — man beachte hier, daf g eine Funktion in der Verdnderlichen y ist,
wahrend z konstant ist!

Nach Voraussetzung ist f n + 1-fach differenzierbar auf I, so da} die Funktion g
differenzierbar auf [a, z| ist, und mit Hilfe der Produktregel erhalten wir fiir die
Ableitung

n (k) (*) Y (n
g/<y>=—f’(y)—z(*’c;!(y)-@s—y)’f—f Y -k-($—y)k_1>+7fw-(x—y)

[ plern) (*) B
:f’(y)Z<f W)y S (y)-@y)k—l)m.(xy)”

] (k=1 !
n+1) 2
( 20 (- f’(y)> F iy
n+1) o — (n+1)
7n| 1,_ - w y) (x_y)n: fn' (y) '(x_y)n7

wobei wir beachten, dafl die Summe in der zweiten Zeile eine Teleskopsumme ist, so

daB nur die Randsummanden iibrig bleiben.

Zudem folgt aus der Definition von z

gla) = f(x) = TF,(x) -

z

G e =0

und aus der Definition des Taylorpolynoms folgt

mofR) (g P
=) =S I gy e = )~ ) =

Wir kénnen also den Satz von Rolle 18.5 anwenden und finden ein ¢ € (a, ) mit

0=g(c) = f:'“)(_c) (z =),
Da x — ¢ # 0, muBl
f(n—i-l)(c) — = (f(l‘) B T}fa(x)) ) (TL + 1)‘
(x —a)nt!
gelten, und damit
(n+1)
flx) = Tf,(v) = JETLTl()C') (z —a)"

Beispiel 18.36 (Naherungswert fiir die Eulersche Zahl e)
Wir betrachten die Funktion f = exp, z = 1 und @ = 0. Dann ist f™*!) = exp und
das n-te Taylorpolynom erfiillt

TeT)L(p 0( Tfa Z k'
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Mit Hilfe des Satzes von Taylor finden wir ein ¢ € (0, 1) mit

1
G—ZE

k=0

e 3

o |eXp(C)’ n+1
@] =0 <G < mr v

= o)~ T = ()

exp,0

wenn wir ausnutzen, dafl die Exponentialfunktion streng monoton wachsend und

positiv auf [0, 1] ist. Wenden wir diese Abschétzung mit n = 6 an, so erhalten wir

1957‘ 1 1

— < < .
“7 720 | 1680 ~ 1000
Die Dezimalzahldarstellung von % stimmt also bis zur dritten Nachkommastelle

mit der Zahl e iiberein, und daraus ersehen wir:
e=2,718....

Beispiel 18.37 (Taylor-Entwicklung des natiirlichen Logarithmus)

Wir wissen, dafl der natiirliche Logarithmus
In: (0,00) — R
unendlich oft differenzierbar mit Ableitung

1
In": (0,00) — R:z+— —
x
ist. Eine einfache Induktion zeigt, dafl fiir n > 1 dann
(n—1)!
xn

In™ : (0,00) — R: x> (=1)" L.

gilt. Das n-te Taylorpolynom mit Entwicklungspunkt 1 ist mithin

- n(k) - Tr — k
1) = W o= e

k=0 ’ k=1

Der Betrag aller Ableitungen von In ist auf dem Intervall [1,2] streng monoton
fallend, so daf} insbesondere

|ln(”+1)(c)| < |ln(”+1)(1)] =n!

fir jedes ¢ € [1,2] gilt. Mit dem Satz von Taylor finden wir zu x € [1,2] ein ¢
zwischen 1 und z < 2, so dafl

[ "V (e)] 1 1
1 - = : — Dt < :

Auf dem Intervall [1, 2] konvergiert die durch die Taylorpolynome definierte Funktio-
nenfolge mithin gleichméfig gegen die Funktion In, und zugleich konvergiert sie dort
gleichméBig gegen die durch die Taylorreihe definierte Funktion, d.h. fiir z € [1, 2]
gilt

In(z) = 3 (-t E2 DT

n
n=1
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Werten wir diese Gleichheit in x = 2 aus, so erhalten wir den Wert fiir die alternie-
rende harmonische Reihe als

3 (_;)n — _In(2).

C.10) Allgemeinere Bedingung fiir Extremstellen

Satz 18.38 (Allgemeinere Bedingung fiir Extremstellen)
Es sei f : (a,b) — R eine n + 1-fach stetig differenzierbare Funktion mit n € IN
und es sei c € (a,b) mit f'(c) = f"(c) =...= f™(c) =0 und f™+(c) # 0.

a. Fualls n gerade ist, so ist ¢ keine Extremstelle von f.

b.  Falls n ungerade und f")(c) < 0, so ist ¢ ein lokales Mazimum.

c.  Falls n ungerade und f"9(c) > 0, so ist c ein lokales Minimum.

Beweis: Wir konnen uns ohne Einschrinkung auf den Fall f"*U(¢) > 0 be-

schranken.

Weil f*+1 stetig ist und in ¢ nicht den Wert Null annimt, muf es nach Aufgabe
14.33 ein € > 0 geben, so dafl

fr(@) #0

fiir alle z € (c—¢,c+¢). Da (") stetig ist, garantiert der Zwischenwertsatz 14.12

dann, daB f™*Y in der Tat strikt positiv auf diesem Intervall ist.

Wir betrachten das n-te Taylorpolynom

3, =3 O = o+

k!
k=0 =1

(t—c)" = f(e)

ol
> o

von f mit Entwicklungspunkt ¢ sowie ein ¢ # x € (¢ — €,¢ + €). Aus dem Satz von
Taylor erhalten wir ein d, zwischen ¢ und z, so dafl

(n+1)
@)= 1(0) = ) - Tpdo) = L)

Man beachte, daf d, € (c — ¢, ¢+ ¢) liegen muB, so da8 f**+1(d,) > 0 ist.

(z— )"t

Ist n ungerade, so ist auch (z — ¢)"™! stets positiv, und wir erhalten
f(@) = f(c) =0

fir alle x € (¢ —€,c+ ¢), d.h. ¢ ist ein Minimum.

Ist n gerade, so wechselt (z — ¢)"™ in ¢ das Vorzeichen, d.h.

< 0 fallsz <e,
> 0 fallsx >ec.

f(x)—f(C){

In c liegt also keine Extremstelle vor. O]
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Im Fall n = 1 lautet die Bedingung fiir eine Extremstelle einfach f’(¢) = 0 und
f"(¢) # 0 und stimmt mit der Bedingung in Proposition 18.15 iiberein. Aber wir
haben diesmal vorausgesetzt, dafi die zweite Ableitung stetig ist. Darauf konnten

wir in Proposition 18.15 verzichten.

Beispiel 18.39

Betrachten wir die Funktion f : R — R : 2 + 2%, dann ist @ = 0 offenbar ein
globales Minimum, da f(x) > 0 fiir alle x # 0 gilt. Proposition 18.15 hétte uns
dieses Minimum nicht offenbart, da

fl(0)=4-0*=0, f"(0)=12-0°=0 und f"(0)=24-0=0

gilt. Aber wegen f#(0) = 24 > 0 weist Satz 18.38 @ = 0 als ein wenn auch nur
lokales Minimum aus.

Bemerkung 18.40

Man beachte, dafl die Funktion in Beispiel 18.34 im Punkt ¢ = 0 ein globales Mi-
nimum besitzt und unendlich oft differenzierbar ist, dafl aber alle Ableitungen im
Punkt a = 0 verschwinden! Satz 18.38 ist also nicht immer anwendbar, um Extrem-

stellen zu finden.

Aufgaben

Aufgabe 18.41
Sei f : (0,1] — R eine differenzierbare Funktion mit beschrankter Ableitung. Zeige,
dass f dann stetig in 0 fortsetzbar ist.

Aufgabe 18.42
Berechne die Ableitungen der folgenden Funktionen f : (a,00) — R.

T

a. f(x)=1In <M> mit a = 1.

b. f(r) =%t mit a = 4.

c. f(z) = VewsVa) mit a = 0.
Aufgabe 18.43
Zeige, daB fiir die Funktion

exp (—x%) fiir x # 0,
0 fir z = 0.

fR— R, z+— {
die folgenden Aussagen gelten:
a. Fiir alle n > 1 gibt es ein Polynom p,, € R[t], so daB fiir x # 0 gilt:

P = B e (<)

exp(— )
xk

b. Fiir alle £ € IN gilt lim = 0.
z—0
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c. Fiir alle n € N gilt f™(0) = 0.
d. feC®R,R) und Ty = 0.
Aufgabe 18.44 (Néherungsweise Berechnung von )
Betrachte die Funktion f = arctan auf R.
a. Berechne das dritte Taylorpolynom T})’,o von arctan mit Entwicklungspunkt 0.

b. Benutze T}S’O und Aufgabe 16.24 c., um 7 und damit 7 ndherungsweise zu be-
stimmen. Zeige dabei, dafl die in der Naherung bis auf zwei Nachkommastellen
exakt ist mit

T=3,14....

Aufgabe 18.45
Berechne die folgenden Grenzwerte:

a. limg, . 6252@:51 mit x < 7.
b. lim,_,; (ﬁ — ﬁ) mit x > 1.

c. lim,_,o 2% mit z > 0.

Aufgabe 18.46
Bestimme alle Extrema der Funktion f : [0,1] — R, z — (1 — z) - v/1 + 922.

Aufgabe 18.47
Berechne fiir die Funktion

f-R— (—g, g) , © — arctan(z)
das zweite Taylor-Polynom 7' f,o um 0 und gib eine Abschétzung fiir das Restglied
|f(x) = TFo(2)| auf dem Intervall [~1,1] an.

Aufgabe 18.48
Berechne fiir die Funktion

f:(—— —)—>R,xr—>

cos(z)
1— (22)*

das vierte Taylor-Polynom 7', um 0.

Hinweis: mit etwas Uberlegung kann man die Berechnung aller vier Ableitungen von f vermeiden.

Aufgabe 18.49
Beweise oder widerlege durch eine Gegenbeispiel die folgenden Aussagen:

a. Sei f:]a,b] — R eine stetige und auf (a, b) differenzierbare Funktion, so daf

lim f’(z) existiert. Dann ist f differenzierbar in a.
Tr—a

b. Sei f € C'([a,b],R) eine stetig differenzierbare streng monoton wachsende
Funktion. Dann gilt f'(z) > 0 fur alle « € [a, b].

Aufgabe 18.50 (Binomialreihe)
Zeige mit Hilfe der Taylorentwicklung des natiirlichen Logarithmus in Beispiel 18.37
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fir alle a € R\ IN und x € (—1,1) die Gleichheit

(1+2)" = i (Z) .

n=0
Siehe auch Aufgabe 12.59.

Aufgabe 18.51
Zeige, dafl die Funktion f: R — R : 2 — 2e® + €** — 1 streng monoton wachsend

ist, bestimme das Bild von f sowie die Umkehrfunktion und deren Ableitung.
Aufgabe 18.52 (Vorsicht bei den Regeln von de I’'Hopital)
Wir betrachten die beiden Funktionen
f:R— R:xz+— x+sin(x) - cos(z)
und
g:R— R:z+— f(x)-exp(sin(zx)).
Man zeige, daB lim, ,,, g(x) = oo gilt und dafl auch der Grenzwert lim, I'(@)

g'(x)
existiert, daf3 der Grenzwert lim,_, ., % aber trotzdem nicht mit der Regel von de

I’Hopital bestimmt werden kann. Welche Voraussetzung von Satz 18.26 ist verletzt?

Aufgabe 18.53
Bestimme alle Extremstellen von f: R — R : a2+ 2° — 22 — 8z + 1.

Aufgabe 18.54
Zeige, daf} die Funktion

forR—R:ax— 2% —3d%c+7

fiir keinen Parameterwert a € R~ drei nicht-negative Nullstellen hat.

Aufgabe 18.55

Bestimme eine monoton steigende, differenzierbare Funktion f : R — R mit

0, fiirz< —1,
fz) = )
4, fir x> 1.
Aufgabe 18.56
Bestimme fiir die Funktion f : [0, — R : 2 — I mit 0 < a < b einen Wert
¢ € (a,b) mit
f(b) = f(a)
I _
f (C) - b —a :
Aufgabe 18.57
Berechne die folgenden Grenzwerte mittels der Regeln von de 'Hopital:

. 1—
a. lim, . %(x)
s B
342243 "
22 41n(x)
z2—In(x) "

c. lim, .
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Aufgabe 18.58
Berechne die folgenden Grenzwerte mittels der Regeln von de I'Héopital:

. 20.11300
a. 11m$_>0 W.

: ef—x—1
b. lim, o T oos(a)”

c. lim, % mit 1 # a € Rxy.
Aufgabe 18.59
Es sei a € R mit a > 1 und
f:(0,00) — R:2+— z-log,(x).

Untersuche, auf welchen Teilintervallen des Definitionsbereichs die Funktion streng

monton wéchst bzw. fillt, und untersuche das Grenzverhalten fiir x — 0.

Aufgabe 18.60
Gegeben seien reelle Zahlen 0 < a; < as < ... < a, sowie die Funktion

f:]R—>]R:x&—>Z(x—ai)2.
i=1
Bestimme den minimalen Wert von f und die Stelle z € R, an der dieser Wert

angenommen wird.

Aufgabe 18.61
Berechne das dritte Taylorpolynom der folgenden Funktionen f : R — R im
angegebenen Entwicklungspunkt a:

a. f(r) =sin(x), a =

3
b. f(x) ="t 4 =0,

Hinweis: Mit etwas Uberlegung braucht man in Teil b. keine Ableitung zu berechnen!
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§ 19 Das Riemann-Integral

Wir werden in diesem Abschnitt im wesentlichen nur Funktionen betrachten, die auf
einem abgeschlossenen Intervall |a,b] definiert und die dort beschrinkt sind.

A) Obersummen und Untersummen

Definition 19.1 (Zerlegungen eines Intervalls)
Es seien a,b € R mit @ < b. Ein Tupel Z = (z¢,...,2,) mit n > 1 heifit eine
Zerlegqung des Intervalls [a, b], falls

a=Tog <11 <...<Tp_1 <, =n>0.
Die Zahl I(Z) := max{x; —x;_1 | i = 1,...,n} heifit die Ldnge oder Feinheit der
Zerlegung, die Menge supp(Z) := {zo,...,x,} ihr Trdger, die Zahl |Z| := n ihre
Machtigkeit und die x; ihre Stitzpunkte.

Eine zweite Zerlegung Z’ = (yo, - .., Ym) von [a, b] heiit Verfeinerung von Z, falls

{zoy .-, xn} CH{Y0,- -, Ym}-

Zu zwei Zerlegungen Z = (zo,...,2,) und Z' = (yo, ..., Ym) definieren wir
ZxZ" = (20,...,2),

indem wir die Elemente der Vereinigung supp(Z) U supp(Z’) = {2o,..., 2} der
GroBle nach ordnen. Sind Z und Z’ Zerlegungen des gleichen Intervalls, so nennen

wir Z x Z' ihre gemeinsame Verfeinerung.

Beispiel 19.2
Die Tupel Z = (0,1,3,5) und Z' = (0,2, 5) sind Zerlegungen von [0, 5] der Lange 2
bzw. 3, und die gemeinsame Verfeinerung von Z und 2’ ist Z x Z' = (0,1, 2, 3,5).

Definition 19.3 (Obersummen und Untersummen)
Sei f :[a,b] = R beschriankt, a < b, und Z = (o, ..., z,) eine Zerlegung von [a, b].

Wir definieren die Obersumme von f beziiglich Z als

n

OS(f,Z) = (2 —xi1) -sup{f(x) | x € [w;_1, 23]},

i=1

und die Untersumme von f beziiglich Z als

n

US(f, Z) := Z(zz — ;) -inf{f(x) | z € [z;_1, 2]}

i=1

OS(f,2)

[l 1 1 ! ] [l ! ! ! ]
T T T T T T T T T T

a=1=Ty T1 Ty T3 ra=0> a=2=y T3 T2 T3 Ta=0
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Beispiel 19.4
Wir betrachten die Identitét id : [0,1] — R : z +— = auf dem Intervall [0, 1] sowie
die folgende dquidistante Zerlegung der Linge %

1 2 -1
Z":(xo,...,mn):(0,—,—,...,n ,1).
n'n n

Auf einem Teilintervall [z;_1, z;] = [i_l ﬂ gilt dann

n ?

=inf {id(z) | 2 € [w;_1, 3]} = 221 =

und .
M; := sup { id(x) | T € [xi_l,aci]} =q; = %

Fiir die Unter- und Obersumme von id beziiglich Z ergibt sich unter Beriicksichti-
gung von Beispiel 7.11 damit

US(id, Z") :Zn:(;,; — 1) Z— _ 2(nn—2 1) :%_%
=1
und
08(id, 27) = 3 oy — 1) - M, = il izn_;l) %+%
=1
Lemma 19.5

Es sei f : [a,b] — R beschrankt mit | f(x)| < M fir alle x € [a,b], a <.
a. Ist Z' eine Verfeinerung der Zerleqgung Z von [a,b], so gelten
0<US(f,2")-US(f,Z2)<2-M-1(Z)- (12| — |Z2])

und
0 <OS(f,Z)— OS(f, Z’) <2-M-IU(Z)- (\Z’| — \ZD

Insbesondere gilt also

US(f.Z) < US(f,2') < OS(f,Z") < OS(f, Z).

b. Fir je zwei Zerlequngen Z und Z' von |a,b] gilt
US(f,Z) < OS(f,2").
c. FEs gelten

M- (b—a) <US(f,2) < OS(f.Z) < (b—a) - M.

Beweis:
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a. Essei Z = (zo,...,z,), und wir setzen fiir i = 1,...,n wieder

=inf {f(z) | z € [z;-1, 23] }.

Wir zeigen die Aussage zu den Untersummen fiir den Fall, daf§ Z’ einen Punkt
mehr enthélt als Z. Sei also Z' = (zo,...,2;-1,Y,%j,...,,). Dann gilt

m) :=inf {f(z) | # € [x;_1,y]} = my

und

mf = inf {f(z) | z € [y, z;]} > m;.

ir]

=Y (@i—mi1) -my+ (y —xj1) -mj+ (2, —y) - m,
i#]

<Z i = @ie1) s+ (Y — xie1) s mg A+ ( y) - mj
i#£]

Fiir die Differenz der beiden Terme erhalten wir

0 <US(f,2') — US(f, Z)
=(y —xj-1) - (M) —my) + (z; —y) - (m] —my)
<(y—aj-1)- (M + M)+ (z; —y)- (M+ M)

Fiir eine beliebige Verfeinerung Z’ von Z wenden wir dann Induktion an und

erhalten die Formel
0< US(f,Z’) - US(f,Z2)<2-M-Il(Z)- (]Z’\ — |Z])

Die Aussage fiir Obersummen zeigt man analog.

b. Wir betrachten die gemeinsame Verfeinerung Z *« 2’ = (yo, ..., yx). Wegen

=inf {f(z) | 2 € [yim1,y:]} <sup {f(z) |z € [yimr,wi]} =2 M.
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folgt dann
k

US(f,2) SUS(f, 2+ Z)) = 3 (g — 1) -y

i=1
k a.
< (i —yi1) - My = 0S(f, Z % 2') < OS(f, Z").
i=1
c. Die Aussage folgt aus a., da Z eine Verfeinerung der Zerlegung (a,b) ist und
da M >sup{f(z) |z € [a,b]} > inf {f(z) | z € [a,b]} > —M.
[]
Beispiel 19.6

In Beispiel 19.4 gilt US(id, Z") =

B) Riemann-integrierbare Funktionen

Da die Menge der Obersummen und die Menge der Untersummen nach Lem-

ma 19.5 c. beschrédnkt sind, konnen wir ihr Infimum und ihr Supremum betrachten.

Definition 19.7 (Riemann-integrierbar)
Es sei f : [a,b] — R beschrinkt, a < b. Wir definieren das Oberintegral

OI(f) :=inf { OS(f, Z) | Z Zerlegung von [a,b]}
von f und das Unterintegral
UI(f) :== sup{US(f, Z) ‘ Z Zerlegung von [a,b]}
von f. Wegen Lemma 19.5 b. und Lemma 8.16 gilt
UI(f) < OI(f).

Wir nennen f (Riemann-)integrierbar auf [a, b], falls UI(f) = OI(f). Dann heifit

/ f(z)dx .= OI(f) e R

das Integral von f auf [a,b].

Beispiel 19.8
Aus Beispiel 19.4 wissen wir fiir id : [0,1] — R

1 1 1 1
1 1y < UT(id) < 1) < N
5" 5, US(id, Z") < UI(id) < OI(id) < OS(id, Z") 5 + o™
fiir alle n € IN. Bilden wir nun den Grenzwert fiir n gegen unendlich, so erhalten wir
1 1
— = lim US(id, Z") < UI(id) < OI(id) < lim OS(id, Z2") = =,
2 n—o00 n—o00 2

d.h. id ist integrierbar auf [0, 1] mit

1

1

/ xdr = OI(id) = Ul(id) = 3
0
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Bemerkung 19.9 (Das Riemann-Integral als Fldcheninhalt)

Wenn die Funktion nur nicht-negative Werte annimmt, dann sind die Untersummen
von f nach oben beschrankt durch den Flacheninhalt I der Flache, die der Graph
von f mit der xz-Achse einschlieft, und die Obersummen von f sind durch diesen
nach unten beschrénkt. Aufgrund der Definition von OI(f) als Infimum und UI(f)
als Supremum gilt also stets UI(f) < I < OI(f). Dal f integrierbar ist, bedeutet
mithin nichts anderes, als dafl das Integral ff f(x)dx den Flacheninhalt der Fliche
beschreibt, die der Graph von f auf dem Intervall [a, b] mit der z-Achse einschliefit.

y

/_\/y = f(z)
/ /Fléiche von f auf [a, D]
: 2

Beispiel 19.10
a. Jede konstante Funktion f : [a,b] — R : x + c ist integrierbar mit

/abf(x)dx:(b—a)~c.

Denn dann gilt fiir jede Zerlegung Z = (zq, ..., x,) von [a, b] bereits

n n

OS(f,2)=> (zi—wia)-c=(b—a)-c=> (z;i—z41) c=US(f,2).

i=1 =1

b. Die Dirichletsche Sprungfunktion

0, fallsz € Q,

f:[O,l]—>R:x»—>{ I fllsrdQ

ist nicht integrierbar auf [0, 1]. Denn ist Z = (xy,...,x,) eine beliebige Zerle-
gung von [0, 1], so gibt es im Intervall [x;_;, x;] sowohl eine rationale Zahl, als
auch eine irrationale. Mithin gilt

n

US(f,Z) = (zi— 1) -0=0

i=1

und
n

OS(f,Z2) = (zi—wi1)-1=1

i=1
fiir jede Zerlegung Z, so dafl

UI(f) = 0 < 1 = OI(f).
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C) Das Riemannsche Integrabilititskriterium

Satz 19.11 (Riemannsches Integrabilitdtskriterium)
Sei f:[a,b] = R beschrinkt, a < b. Genau dann ist [ integrierbar auf [a,b], wenn

Ve>0 3Z Zerlegung von [a,b] : OS(f,Z) —US(f,Z) < e.

Beweis: =—>: Sei zunichst f integrierbar auf [a,b] und sei & > 0 gegeben. Auf-
grund der Definition von UI(f) als Supremum und OI(f) als Infimum und wegen
Proposition 8.15 gibt es Zerlegungen Z’ und Z” von [a, b] mit

O1(f) + = > 0S(/, 7) ST 08(, 7« 27)

und
I 19.5
UI(f) — 5 < US(f,Z") < US(f,Z'xZ").

Damit erhalten wir mit Z = Z’ * Z” und wegen UI(f) = OI(f)

OS(f,2) — US(f.2) < (OI(f) + g) — (u(f) - g) —.

<: Fiir £ := £ mit n > 1 gibt es eine Zerlegung Z" von [a, b] mit

L > 08(f,2") ~ US(f, 2") = OI(f) ~ UI(f) > 0.

Da die linke Seite der Ungleichung fiir n — oo gegen Null konvergiert, folgt im

Grenzwert
1
0= lim L > 0I(y)~ UI(f) > 0.
n—oo N
also OI(f) = UI(f). Mithin ist f integrierbar auf [a, b]. O

Das folgende Verschirfung des Riemannschen Integrabilitdtskriteriums sagt, dafl
fiir integrierbare Funktionen Untersummen und Obersummen schon beliebig nahe
beieinander und damit beim Wert des Integrals liegen, wenn nur die Lénge der
Zerlegung hinreichend klein gewéhlt ist.

Lemma 19.12 (Verschérfung des Riemannschen Integrabilitétskriteriums)

Ist f : [a,b] — R integrierbar, a < b, so gilt:

Ve>030. >0 : VZ Zerlegung mit [(Z) < 6. gilt OS(f,Z) —US(f,Z) <e.

Beweis: Sei € > 0 gegeben. Aus dem Riemannschen Integrabilitdatskriterium erhal-

ten wir eine Zerlegung Z’ von [a, b], so daB

OS(f,2") = US(f, 2") < (43)

DN | ™

Wir setzen nun

- C
() .

= ———— >0,
TTR|z|-M T
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wobei M := sup {|f(z)| | z € [a,b]}. Ist Z eine Zerlegung von [a,b] mit [(Z) < 4,
so folgt aus aus Lemma 19.5 und |Z x Z'| — |Z| < |Z|

OS(f,Z2)—OS(f, Z+xZ')<2-M-UZ)-(|ZxZ'|—|Z]) <2-M-6.-|Z'| = = (44)

=~ M

und

US(f,Z+2')—US(f,Z2) <2 -M-UZ)-(|1Z+Z'|—|Z|) <2-M-5.-|2'| = Z. (45)
Da Z % 7' eine Verfeinerung von Z’ ist, folgt aus (43) zusammen mit Lemma 19.5

OS(f,Z+ Z') ~ US(f.Z * Z') < OS(.Z') — US(f,Z') < (46)

DO | ™

Insgesamt erhalten wir damit

OS(f,Z)—US(f,Z)=0S(f,Z) —OS(f,Z«Z"Y+ OS(f,Zx Z") = US(f, Z = Z')

(44)(46)(45)

VUS(f,Z+2) —US(f,2) < 44

=1
pO| ™
=1 ™M

O

D) Zwei Klassen integrierbarer Funktionen

Im folgenden wollen wir das Riemannsche Integrabilititskriterium anwenden, um
von zwei wichtigen Klassen von Funktionen zu zeigen, daf sie integrierbar sind.

Satz 19.13 (Stetige Funktionen sind integrierbar.)
Ist f:[a,b] — R stetig, a < b, so ist f integrierbar auf [a,b].

Beweis: Da f stetig auf dem abgeschlossenen Intervall [a,b] ist, ist f dort be-
schriankt nach Proposition 14.15 und gleichméfig stetig nach Satz 14.28.

Sei nun € > 0 gegeben. Da f gleichmiflig stetig auf [a, b] ist, gibt es 0. > 0, so daf

[f(z) = fly)l <

€
b—a

(47)

fir alle x,y € [a, b] mit |z —y| < J.. Wir wihlen nun eine Zerlegung 7 = (zo, ..., z,)
mit Linge [(Z) < d.. Da f stetig auf [x;_1, ;] ist, existieren y;, z; € [z;_1, ;] mit

fy) =sup {f(v) |y € [wi—1, z3]}
und
flz) =inf {f(y) | y € [zi-1, 2]},

und wegen |y; — 2| < |z; — z;_1] < . folgt aus (47) zudem

9

0 flu) — fa0) < .
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Damit erhalten wir insbesondere

n

OS(f,2) = US(f,2) =) (i — xi1) - (f(wi) — f(z))

=1

- 15 15
<Z(l’i—$i_1)'b_a:<b—a)'b_a:8.
i=1

Somit ist f integrierbar nach dem Riemannschen Integrabilitatskriterium 19.11.

Beispiel 19.14
Wir betrachten die Funktion

0, fallsxz =0,

210, 1 R:
fil01] = QH{L falls £ 0

und die Zerlegung Z" = (O, %, 1) fiir n > 1. Dann gilt

US(f,Z”):(%—0)-0+(1_%).1:1—%

OS(f,Z”):(%—0)~1+(1—%)~1:

Wir erhalten also

Lo 12 = US(f, 27) < UI(f) < OI(f) < OS(f, 2") = 1.

und

Mithin ist f auf [0, 1] integrierbar mit

/Olf(:c)dle.

Dies zeigt, dafl eine Funktion nicht stetig sein muf}, um integrierbar zu sein.

Proposition 19.15 (Monotone Funktionen sind integrierbar.)

Ist [ :[a,b] — R monoton wachsend oder fallend, a < b, so ist f integrierbar.

229

Beweis: Wir kénnen ohne Einschrankung annehmen, dal f monoton wachsend

und nicht konstant ist. Insbesondere ist f(b) > f(a). AuBlerdem ist f beschrinkt,

da f(a) < f(z) < f(b) fir alle x € [a, b].

Sei € > 0 gegeben. Wir wéhlen eine natiirliche Zahl n so, dafl

1 €
— < ,
n o (b—a)-(f(b)— f(a))
und betrachten die Zerlegung 7 = (xy,...,x,) mit
b—a
rii=a+1- ( a).

n
Da f monoton wachsend ist, ist

sup { f(x) ‘ x € [ziy, 2]} = fla)
und

inf { f(z) | @ € [wi1, 2]} = f(wio1).

(48)
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Fiir die Ober- und Untersumme von f beziiglich Z folgt damit

n

OS(£,2) = US(£,2) = Y_(@: = zi) - (f(x) = f(zi-n))

_ Z b—a. (f(zq) — f(fl/'z‘—l)>

n

_b-a (f(xn) — f(x0))

:b e (]‘(b) — ]‘(a)) <4<8) €.

n

Somit ist f integrierbar nach dem Riemannschen Integrabilitdatskriterium 19.11. [

Beispiel 19.16
Die Funktion in Beispiel 19.14 ist monoton wachsend und deshalb nach Proposition
19.15 auch integrierbar. 19.15 sagt aber nichts iiber den Wert des Integrals aus!

E) Riemannsche Zwischensummen

Definition 19.17 (Riemannsche Zwischensummen)
Sei f :[a,b] — R beschriankt, a < b, und Z = (o, ..., ,) eine Zerlegung von [a, b].

Erfullt « = (a4, ..., a,) die Bedingung «; € [z;_1, ;] fiir i = 1,...,n, so nennen wir

n

ZS(f, Z,0) =Y (wi— @) - flw)

i=1
die Riemannsche Zwischensumme von f beziiglich der Zerlegung Z und den Zwi-

schenpunkten o.

a=x1 Ty 02 Ty x,=0
Das néchste Lemma sagt, dal man Obersummen und Untersummen beliebig gut
approximieren kann durch Zwischensummen.
Lemma 19.18 (Approximation von Ober- und Unter- durch Zwischensummen)
Sei f :]a,b] — R beschrinkt, a < b, Z eine Zerlegung von [a,b] und € > 0.
a. Dann gibt es Zwischenpunkte o mit 0 < OS(f, Z) — ZS(f, Z,a) < e.
b. Dann gibt es Zwischenpunkte 5 mit 0 < ZS(f, Z,5) — US(f, Z) < e.
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Beweis: Sei Z = (zg,...,x,) und sei

M; :=sup{ f(z) | @ € [wi_1, 2]}
Aufgrund der Definition von M; als Supremum der Funktionswerte auf dem Intervall

[z;_1,x;] gibt es ein a; € [z;_1,x;], so dafl

f(OZZ) > Mz — c

b —

Damit erhalten wir fiir o = (o, ..., ap)

OS(f,Z2) —ZS(f,Z.a) = Z(xi—xi,l)-(l\/[i—f(ai))

= (x, — x0) -

Damit ist a. gezeigt, und b. zeigt man analog. O

F) Riemannsches Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit

Satz 19.19 (Riemannsches Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit)

Es sei f:[a,b] — R eine beschrinkte Funktion, a < b, und I € R.

Genau dann ist f auf |a,b] integrierbar mit I = f:f(x) dz, wenn fir jede Folge
(Z™, ™) new von Zerlegungen von [a,b] und Zwischenpunkten mit [(Z™) — O gilt

Z8(f, 7" a") — 1.
Beweis:

= Essei (Z", a"),en eine Folge von Zerlegungen von [a, b] mit Zwischenpunk-
ten, so daf§ lim I(Z") =0, und sei [ = f: f(z)dx.

n—oo

Sei € > 0 gegeben. Wir miissen ein n. € IN finden, so dafl
ZS(f, 2", ") —I| <e (49)

fir alle n > n..
Da f integrierbar ist, gibt es nach Lemma 19.12 ein 6. > 0, so daf} fiir eine
Zerlegung Z von |a,b] aus I(Z) < J. auch

0S(f,2) =US(f,2) <« (50)
gilt. Wegen lim [(Z") = 0 gibt es ein n. € IN, so dal [(Z") < 0. fiir n > n..

n—oo
Fiir n > n,. leiten wir dann aus (50)

ZS(f, Z",a") — 1 < OS(f,Z") — 1 <OS(f,Z")—=US(f,Z") < e
her, sowie
ZS(f, Z", ™) =1 > US(f,Z") =1 >US(f,Z") — OS(f,Z") > —e.
Damit ist (49) fiir n > n. erfiillt, und das heifit ZS(f, Z", a") — 1.
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<=: Wir wollen das Riemannsche Integrabilitdtskriterium anwenden.
Sei dazu ¢ > 0 gegeben. Wir betrachten die Zerlegung Z" = (xf,...,z0),

n > 1, mit
h—
x =a+1- (b=a)
n
fiir ¢ = 0,...,n. Dann gilt
h—
lim {(Z") = lim —— =0,
n—o0 n— oo n
Wir wollen zunéchst
lim OS(f,Z") =1 (51)
n—oo

zeigen. Sei dazu € > 0 gegeben, dann miissen wir ein n. finden, so dafl
|OS(f,Z") - 1| < e

fiir alle n > n,. gilt.
Mit Lemma 19.18 finden wir zu n € IN Zwischenpunkte o™, so dafl

OS(f, Z") — ZS(f, Z", a") < g

Auflerdem gilt nach Voraussetzung

lim ZS(f, 2", a") =1,

n—o0

so daf} es ein n. gibt mit

|ZS(fuzn7an)_]| <%

fiir alle n > n.. Sei nun n > n. gegeben, dann folgt
S
2 2 7
Damit ist (51) gezeigt, und analog sieht man
lim US(f,Z2") =1
n—o0
Damit erhalten wir dann insgesamt

[ «— US(f, Z") < UI(f) < OL(f) < OS(f, Z") — 1,

so daf} aus dem Einschachtelungssatz 11.17

b
I=01) =Vif) = [ fla)ds

und insbesondere die Integrierbarkeit von f folgt.
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Beispiel 19.20
Die Funktion f : [0,0] — R : z + 2% b > 0, ist stetig und mithin integrierbar.

Setzen wir b
Xy = —,
n
so ist Z" = (xg,...,2,) eine Zerlegung von [0,b] mit Zwischenpunkten a” =
(x1,...,2,), und es gilt [(Z™) — 0. Um die Zwischensumme berechnen zu konnen,

verwenden wir die Formel
- n+1)-(2n+1
Z 2 n-(n )6 (2n )’ (52)

i=1
die man mit Hilfe von Induktion leicht zeigen kann. Damit ergibt sich
n 2 b?

ZS(f, 2" a") = Y (@ — i) - 23 _,22__

=1

_hf,zyz@p_‘n%n+U‘@n+U
R ond 6

=1
b3 1 1 b3
1 1 —_— —.
() (o)

Aus dem Riemannschen Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit 19.19 folgt dann

b 3
/xdx—b.
0 3

G) Rechenregeln fiir Integrale — Linearitit und Monotonie

Korollar 19.21 (Linearitét und Monotonie des Integrals)
Seien f,g : [a,b] — R integrierbar, a < b, und c,d € R.

a. Dann ist c- f +d - g integrierbar auf [a,b] mit

lz Ftd g L/f dx+d/"()d

b. Ist f(z) < g(z) fir alle x € [a,b], so ist auch

/f m</<@m

Beweis:
a. Wir beachten zunéchst, daf fir jede Zerlegung Z = (xy,...,x,) von [a, b] mit
Zwischenpunkten o = («, . .., ) offenbar gilt:

ZS(cf +dg, Z, o) = Y (i — wi1) - (cf + dg)(a)
i=1
:c-i(x—le flag) +d- Z i — i) - g(ay)
i=1

=c-ZS(f, Z,a) +d - 7S(g, Z,a).
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Es sei nun (Z", a™),en eine Folge von Zerlegungen von [a, b] und Zwischenpunk-
ten mit {(Z") — 0. Aus den Grenzwertsétzen fiir Folgen 11.15 und Satz 19.19
folgt dann

b b
ZS(cf+dg, Z",a") = c-ZS(f, Z", ") +d-ZS(g, Z", ™) —>c-/ f(x) d:1:+d-/ g(x) dx.

Das Riemannsche Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit 19.19 liefert dann die
Behauptung.

b. Essei (Z", a")nen eine Folge von Zerlegungen von [a, b] und Zwischenpunkten
mit [(Z") — 0. Wegen f(x) < g(z) fiir alle x € [a, b] gilt dann offenbar

/b flz)dx «— ZS(f, 2", a™) < ZS(g,Z",a") — /bg(m) dx,

wobei die Grenzwerte aus dem Riemannschen Folgenkriterium fiir Integrierbar-
keit folgen. Damit gilt dann aber auch fiir die Grenzwerte

/abf@) iz < /abg(:v) da.

O]

Beispiel 19.22
Aus Beispiel 19.10 und 19.20 erhalten wir aus der Linearitéit des Integrals

b b b

/ 3932+5d:1::3-/ $2d$+/ 5dx = b* + 5b.

0 0 0
H) Rechenregeln fiir Integrale — Additivitit
Bemerkung 19.23 (Aneinanderhéingen von Zerlegungen)
Ist Z/ = (xo,...,x,) eine Zerlegung von [a,c] und Z" = (yo,...,ym) eine Zerlegung
von [c,b], so ist Z' « Z" = (xo,...,%n,Y1,...,Ym) €ine Zerlegung von [a,b] und sie
entsteht durch aneinanderhéngen der beiden Zerlegungen. Ist o« = (g, ..., ;) ein
Tupel von Zwischenpunkten von Z’ und 5 = (f, ..., 5,,) ein Tupel von Zwischen-
punkten von Z” so definieren wir a U 8 = (aq,...,apn,f1,...,Bm) und erhalten

damit ein Tupel von Zwischenpunkten von 72’ x Z”.

AuBlerdem gelten offenbar
OS(f,Z'«Z")=0S(f,Z') + OS(f,Z2"),
US(f. 2+ 2") = US(f, Z') + US(f, 2"),
ZS(f, 7'« Z" a U B) =7S(f, Z' ) + ZS(f, Z", B).

Proposition 19.24 (Additivitit des Integrals)
Es sei f : [a,b] — R beschrinkt, a < b und c € (a,b).
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Genau dann ist [ integrierbar auf [a,b], wenn f integrierbar auf [a,c|] und auf [c, b

/abf(a;) dmz/acf(sc) dm+/cbf(x)d:c

Beweis: Es sei € > 0 gegeben.

ist. Zudem gilt dann

Ist f integrierbar auf [a,c] und auf [c,b], so gibt es wegen des Riemannschen In-
tegrabilitétskriteriums 19.11 Zerlegungen 7' = (xq,...,x,) von [a,c] und 2" =
(Yo, - -+, Ym) von [c, b], so dafl

OS(f, Z') — US(f, Z) < g
und
0S(f,2") — US(f, 2") < %
Dann ist aber Z = 7'« Z" = (zo,...,%n, Y1, - .., Ym) eine Zerlegung von [a, b] und
OS(f,2) = US(f,2) =(0S(f, Z") + OS(f.Z")) — (US(f, Z") + US(f,Z"))
=(0S(f,2") = US(f,Z")) + (OS(f, 2") — US(f,Z"))
<% + 5= €

Das Riemannsche Integrabilitatskriterium 19.11 impliziert also, da§ f auf [a, b] in-

tegrierbar ist.

Ist umgekehrt f auf [a,b] integrierbar, so gibt es wegen des Riemannschen Integra-
bilitdtskriteriums eine Zerlegung Z = (24, ...,2,) von [a,b] mit
OS(f,Z) —US(f,Z) < e.

Nach eventueller Verfeinerung kénnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dafl ¢ =
z; € supp(Z) ein Stiitzpunkt von Z ist. Dann ist Z’ := (xo,...,z;) eine Zerlegung
von [a, ] und Z" := (x;, ..., x,) eine Zerlegung von [c, b]. AuBerdem gilt Z = Z'« Z"
und

(OS(f7 Z/) o US(f7 Z,)) + (OS(f, ZH) - US(f7 Z//))

= (0S(f,2") + 08(f,2")) — (US(f,Z") + US(f,2"))

= OS(f,Z2) —US(f,Z) < e.
Mithin gilt auch

OS(f,Z") —US(f,Z') <e und OS(f,Z2")—US(f,2") <,

so daf} aus dem Riemannschen Integrabilitatskriterium 19.11 wieder folgt, daf f auf
[a, c] und auf [c, b] integrierbar ist.

Wir wihlen nun zwei Folgen (2", a™)uen und (2™, 5"),en von Zerlegungen von
la, c] bzw. von [c, b] mit Zwischenpunkten, so dafi lim [(Z™) = lim [(Z™) = 0. Wie
n—oo n—o0

oben kénnen wir die Zerlegungen Z™ und Z™" zu einer Zerlegung Z" := Z™ x Z™"
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von [a, b] zusammenfiigen und ebenfalls die Zwischenpunkte a” und 5" zu Zwischen-
punkten 4" := o™ Ul ™ von Z". Dann gilt [(Z") = max{l(Z™),(Z™")} — 0, und
somit folgt aus dem Folgenkriterium fiir Integrierbarkeit 19.19

b " b
f(x)dx «— ZS(f, Z", ") = ZS(f, 2™, a"™)+ZS(f, 2", B") — / f(z)dz+ | f(z)dx

a

O

Beispiel 19.25
Aus Proposition 19.24 und Beispiel 19.20 erhalten wir fiir 0 < a < b

b b a 3 3
b
/xzdx:/:era:—/ e =~ — L
a 0 0 3 3

I) Rechenregeln fiir Integrale — Dreiecksungleichung
Die Dreiecksungleichung fiir Summen liefert mit Induktion, daf3
lag + ... 4 an| < lar] + ...+ |ag|

gilt. Integrale sind verallgemeinerte Summen, und die Dreiecksungleichung nimmt
dann die folgende Gestalt an.

Proposition 19.26 (Dreiecksungleichung fiir Integrale)
Ist f:]a,b] — R integrierbar auf |a,b], a < b, so ist | f| integrierbar auf [a,b], und

es gilt
b
< / (@) da.

Wir nennen das Integral iber |f| auch den Fléacheninhalt, den der Graph von f auf

x) dx

dem Intervall [a,b] mit der x-Achse einschlieft.

Aﬂ VAN

Beweis: Wir betrachten die Funktion

foolab — Rz f(z), falls f(x) >0,
e - 0, falls f(z) < 0.

Dann gilt

fl=2-f+—F
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/\/\f /\[\Jn /\N
vvb ] b

|
a b

Wir wollen nun mit Hilfe des Riemannschen Integrabilititskriteriums zeigen, dafl f
auf [a, b] integrierbar ist. Sei & > 0 gegeben. Da f auf [a, b] integrierbar ist, gibt es
eine Zerlegung Z = (xo,...,x,) von |a, b, so daf

OS(f,Z) —=US(f,Z) < e.
Wir behaupten, daf§ fiir jede Teilmenge I C [a,b] die Ungleichung

sup{f+(2) |« € I} —inf{f1(x) | ¢ € I} < sup{f(2) | 2 € [} — inf{f(2) | 2 € I},
(53)
gilt. Dazu betrachten wir verschiedene Félle.

1. Fall: f(z) <0 fiir alle = € [: Dann gilt f, = 0 auf 7, so dafl die linke Seite
in (53) Null ist. Zugleich gilt

inf{f(z) |z eI} <sup{f(zx)|xzel} <0,
so daB die rechte Seite von (53) nicht-negativ ist. In diesem Fall gilt (53).
2. Fall: 3y,z € I mit f(y) <0< f(z): Also sup{fi(z)] = € I} =

sup{f(z)| = € I} und inf{f,(z)] x € I} = 0 > inf{f(x) | x € I}.
Damit gilt die Ungleichung (53).
3. Fall: f(x) >0 fiir alle x € I: Dann ist f = f, auf I und (53) gilt.

Damit haben wir gezeigt, dafl (53) stets erfiillt ist. Fiir die Differenz der Ober- und
Untersumme von f, ergibt sich mit [; := [x;_1, ;] dann

n

0(/2,2) = US(f.2) = 3_(os = t1-0) (sup{ [ (+) | & € 1} = { £y (s) | » € 1)

< Z —zi1) - (sup{f(z) | = € L[} — nf{f(x) | x € L})

:OS(f,Z) —-US(f,Z2) <¢
Mit Hilfe des Riemannschen Integrabilitatskriteriums 19.11 folgt dann, daf§ f, auf
[a, b] integrierbar ist. Aus der Linearitit des Integrals 19.21 folgt dann, dafi auch
fl=2-fs—F
auf [a, b] integrierbar ist.

Fiir eine Zerlegung Z = (xo, . .., x,) mit Zwischenpunkten oo = (o, ..., ) gilt

n

|ZS(f, Z )| = |> (i — wi1) - flw) <Z i —xi) - | flew)| = ZS(|f], Z, ).

i=1
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Sei nun (2", a™),en eine Folge von Zerlegungen von [a, b] und Zwischenpunkten mit
lim {(Z") = 0, dann folgt
n—oo
b
«— |ZS(f, Z", a™)| < ZS(|f|, Z", ") — | |f(z)|dx.

a

b
f(z)dx

Die Ungleichung bleibt fiir die Grenzwerte erhalten. m

Bemerkung 19.27
Es sei f : [a,b] — R integrierbar auf [a, b]. Wenden wir Proposition 19.24 zweimal
an, so sehen wir, dafl f auf jedem Teilintervall [c, d] von [a,b] mit ¢ < d ebenfalls

integrierbar ist. Wir definieren nun

/ccf(a:)dm =0

/dcf(x) dv = —/Cdf(x) dz.

Damit miissen die Integrationsgrenzen also nicht mehr verschieden sein, und die

und

untere Integrationsgrenze mufl auch nicht mehr die kleinere sein. Die Linearitét und

Additivitat des Integrals verallgemeinern sich dann in naheliegender Weise.

Aufgaben

Aufgabe 19.28
Wir nennen eine Funktion f : [a,b] — R stiickweise stetig, wenn es eine Zerlegung
Z = (zg,...,x,) von [a, b] gibt, so daf die Funktionen f; : [z;_1,z;] — R : 2z +— f(2)

firi=1,...,n auf (x;_1, ;) stetig sind und so daf die Grenzwerte lim f;(z) und
T—>T;—1

lim f;(x) in R existieren.

T—T;

Zeige, eine stiickweise stetige Funktion f : [a,b] — R ist integrierbar auf [a, b].
Aufgabe 19.29

Bestimme die folgenden Integrale.

a. f0§ %(m)dl’

1
b. [ Hﬁdw.

C. f_21 (8 (z—2)%+ @) dzx.
d. ff sin(z) cos(z)dx.
e. foi r2et®dz.

Aufgabe 19.30

Betrachte fir n € N die Zerlegung Z" = (0, 5+, =, . .., 25-+, 1) des Intervalls [0, 1]

)y T on
. . n__
mit den Zwischenpunkten o™ = (2%, 2%, ceey 22—nl, 1

). Zeige die folgenden Aussagen.

a. ZS(exp,Z",a") = (e—1) eV o fir y = o

Y
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b. lim &€=l =1.
y—0

c. Berechne fol e*dx mit Hilfe der Zwischensumme aus Aufgabenteil a..
Aufgabe 19.31

Sei f : [a,b] — R eine stetige Funktion mit f(x) > 0 fiir alle z € [a, b]. Desweiteren
existiere ein ¢ € [a,b] mit f(c) > 0. Zeige, daB fff(x)dx > 0 ist.

Aufgabe 19.32

Es sei f : [0,1] — Rsp eine Funktion, so daf es fiir jedes ¢ > 0 nur endlich
viele Werte z € [0,1] gibt mit f(z) > e. Zeige, f ist integrierbar auf [0,1] mit
fol f(z) de = 0.
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§ 20 Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung mit

Anwendungen

A) Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

Definition 20.1 (Stammfunktion)
Es sei I C R ein Intervall und f: I — R eine Funktion.
Eine differenzierbare Funktion F': [ — R mit F’ = f heifit Stammfunktion von f.

Proposition 20.2 (Stammfunktionen sind eindeutig bis auf eine Konstante.)
Sei I ein Intervall, f : I — R und F,G : I — R zwei Stammfunktionen von f.
Dann gibt es ein ¢ € R, so daf$ F(z) = G(z) + ¢ fir alle x € I.

Beweis: Wéhle einen Punkt a € I und setze ¢ := F(a) — G(a). Seinun a # b € [
gegeben, so miissen wir

F(b)=G(®)+c
zeigen. Wir konnen ohne Einschriankung annehmen, dafl a < b gilt. Nach Vorausset-

zung ist F'— G auf dem Intervall [a, b] C I differenzierbar, also ist F' — G dort auch
stetig. Wegen

(F—G)(x) = F'(z) - G'(z) = f(x) = f(z) =0

fir alle z € [a, b] folgt aus Proposition 18.12, dafl F' — G auf [a, b] konstant ist. Es
gilt also insbesondere, daf}

F(b) — G(b) = F(a) — G(a) = c.

Beispiel 20.3
Die Funktion F': [0,00) — R : 2 — 9”3—3 ist eine Stammfunktion von f : [0, 00) —
R: 2z~ 2% da F' = f. Man beachte, dafl wir aus Beispiel 19.20 wissen, daf

P =Y = [ 1)

Diese Beobachtung werden wir im folgenden Satz verallgemeinern.

Satz 20.4 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei I C R ein Intervall, f: I — R stetig und a € 1.
Dann ist die Funktion F : I — R :y — fay f(x)dx eine Stammfunktion von f.

Beweis: Sei ¢ € I gegeben. Wir miissen zeigen, dafl F' in ¢ differenzierbar ist mit
F'(¢) = f(c). Sei dazu wiederum € > 0 gegeben. Dann miissen wir ein 6. > 0 finden,
so daf
Fy) — F(c)
y—c
fir alle y € I mit 0 < |y — ¢| < 6. gilt.

—flo)| <e
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Da f stetig in c ist, gibt es ein . > 0, so dafl

£
@)= f()l < 5 (51)
fir alle z € I mit |z — ¢| < d.. Sei nun ¢ # y € I mit |y — ¢| < 0., dann gilt

Fly) — F(c)

V2HD po) = | ([ @ [Cr@ar) - s

19.24 1 ./yf(x)dx—f(c)
_ ]2 /f o - HLL=0)

y—=c

_ 1 / fa f(c) dx

ly — ¢
(54),19.21 |

ly — c|
ly—c| ¢

ly —c| 2

Korollar 20.5 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
Es sei f:[a,b] — R stetig und F' sei eine Stammfunktion von f. Dann gilt

/ F@)dz = F(b) — Fla).

Beweis: Wegen Satz 20.4 und 20.2 gibt eine Konstante ¢ € R, so dafl

:/ayf(x)dx—l—c

fiir alle y € I gilt. Setzen wir y = a ein, so erhalten wir

:/ f(x)dz+c=0+c=c,

und mithin gilt insbesondere

/ f(z)dx = F(b) —c= F(b) — F(a).

Bemerkung 20.6
Es sei I C R ein Intervall und f: I — R stetig.

a. Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 20.4 besagt im wesentli-

chen, daBl die Differentiation die Umkehrung der Integration ist.
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Ist F': I — R eine Stammfunktion von f und a,b € I, so schreiben wir auch

b
F([E)‘a = F(b) — F(a) :/ f(z)dx.

/ f(@) da

ein unbestimmtes Integral. Man verwendet ihn gemeinhin, um eine beliebige
Stammfunktion F' zu bezeichnen, und schreibt dann F(y) = [Y f(x) dx.

Wir nennen den Ausdruck

B) Stammfunktionen aus Ableitungen ablesen

Beispiel 20.7 (Einige ausgewihlte Stammfunktionen)

In den Abschnitten 17 und 18 haben wir fiir eine Vielzahl stetig differenzierbarer

Abbildungen die Ableitungen kennengelernt. Im Umkehrschlufl haben wir damit fiir

die Ableitungsfunktionen auch Stammfunktionen gefunden. Wir wollen fiir einige

wichtige Beispiele von Funktionen f hier die Stammfunktionen F' in tabellarischer

Form zusammenstellen.

S F=[f(z)dx f F=]f(z)dx
exp exp exp,, a#1 lnza) - exp,
cos sin sin — Cos

T 1 In rat, —1#aeR |z 227!
T — 121“ arctan ﬁ tan

Beispiel 20.8 (Fliacheninhalt eines Sinusbogens)

Wir kénnen den Fldcheninhalt unter einem der Bogen der Sinusfunktion berechnen

als

/ sin(z) de = — Cos(:v)‘;r = —cos(m) +cos(0)=1+1=2.
0

T
| ™

C) Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

Korollar 20.9 (Mittelwertsatz der Integralrechnung)
Es sei f: [a,b] — R stetig, a < b. Dann gibt es ein ¢ € (a,b) mit

b
/ f(z)dx = f(c) - (b—a).
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Beweis: Die Funktion F : [a,b] — R :y — [’ f(z) dz ist nach dem Hauptsatz der
Differential- und Integralrechnung 20.4 eine Stammfunktion von f und damit dif-
ferenzierbar. Aus dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung erhalten wir deshalb

ein ¢ € (a,b) mit

b
[ Fa)ds =)~ Fla) = F0)- (b= 0) = £(0) (b~ o)

m

Wir geben jetzt noch einen alternativen Beweis des Mittelwertsatzes der Integral-

rechnung, der den Zwischenwertsatz verwendet sowie die Tatsache, dafl stetige Funk-

tionen auf abgeschlossenen Intervallen ihr Maximum und Minimum haben. Er hat

den Vorteil, daf er sich direkt ins Mehrdimensionale verallgemeinern 1&8t.

Alternativer Beweis des Mittelwertsatzes 20.9: Da [ stetig auf [a,b] ist,
nimmt f auf [a,b] sein Minimum und sein Maximum an (siche Satz 14.16), d.h.
es gibt y, z € [a, b] mit

fly) < fx) < f(2)
fir alle z € [a,b]. Fiir die Zerlegung Z = (a,b) gilt dann

(b—a)- f(y) = US(f, 2) < / f(z)dz < OS(£,2) = (b—a) - f(2).

und damit

= | f@ds < s

Nach dem Zwischenwertsatz 14.12 nimmt f jeden Wert zwischen f(y) und f(z) fiir
ein geeignetes ¢ zwischen y und z an. Insbesondere gibt es also ein ¢ € (a,b) mit

fly) <

1 b
fo) == [ flayds
Daraus folgt die Behauptung. O]

Bemerkung 20.10 (Geometrische Interpretation des Mittelwertsatzes)

Der Mittelwertsatz besagt, dal das Rechteck mit den Seitenléngen b — a und f(c)
den gleichen Fliacheninhalt hat, wie die Fliche, die der Graph von f mit der z-Achse
einschlieft.
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D) Partielle Integration

Satz 20.11 (Partielle Integration)
Sind u,v : [a,b] — R stetig differenzierbar, dann gilt

Beweis: Aufgrund der Produktregel gilt (u - v)'(z) = u(z) - v'(z) + /() - v(z) fiir
x € [a,b], und mithin ist - v eine Stammfunktion von x — u(x)-v'(x) +u/(z) - v(x).
Da letztere Funktion stetig ist auf [a,b] folgt aus dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung 20.4 und wegen der Linearitét des Integrals 19.21

b b b
/ u(z)-v'(z) dx—l—/ u'(z)-v(z) dz :/ u(z)-v' (z)+u' () -v(z) de = u(x) - v(z)|,.
Damit ist die Aussage bewiesen. O

Bemerkung 20.12 (Partielle Integration als Umkehrung der Produktregel)

Die partielle Integration ist die Umkehrung der Produktregel. Man wendet sie an,
wenn man hofft, das Integral iiber u - v leichter berechnen zu kénnen als das iiber
u-v'. Auch mit partieller Integration kann man Stammfunktionen berechnen, indem

man b durch die Variable y ersetzt und a ignoriert.

Beispiel 20.13 (Stammfunktion von cos?)

Wir wollen eine Stammfunktion von cos? mit Hilfe partieller Integration berechnen.
Dazu betrachten wir u(z) = cos(z) und v'(x) = cos(z). Dann ist v(z) = sin(x), und
es gilt

/y cos®(z) dx :/y u(z) v (z) doe = u(z) - v(z)|” - /y o' (z) - v(x)de
= cos(x) - Sin(x)‘y — /y —sin’(x) dz
=cos(z) - sin(m)‘y - /y cos?(z) — 1dx

= cos(z) - sin(z)|” — /y cos?(z) dx + / ldx

=cos(z) - sin(x)‘y - /y cos?(x) dx + w’y.

2

—~

Addieren wir auf beiden Seiten [?cos?(z)dz und teilen durch 2, so erhalten wir

/ o () da =

E) Der Satz von Taylor

. (y + cos(y) - Sin(y)).

DN | —

Aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung und unter Anwendung
der Methode der partiellen Integration ergibt sich eine Integralform fiir das Restglied
im Satz von Taylor.
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Korollar 20.14 (Satz von Taylor — Restglied in Integralform)
Sei f: I — R n+ 1-fach stetig differenzierbar auf dem Intervall I und x,a € I.
Dann gilt

n+1
f(x) =17, (z) / f (z—y)"dy.

Beweis: Wir fithren den Beweis durch Induktion nach n. Fiir n = 0 gilt

F@) = Thue) = f0) = 5@ [y = [ -y ay

nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung 20.4.

Nun setzen wir voraus, dafl n > 1 ist und dafl die Aussage fiir n — 1 bereits gezeigt

ist und wir wollen sie fiir n zeigen. Aufgrund der Induktionsvoraussetzung gilt dann

 fn)
fla) =13 = [ L

Wir setzen nun u(y) := ’(c;n_)%? und v'(y) := (z — y)"! und wenden partielle In-
tegration an. Die Stammfunktion von v’ ist durch v(y) = w gegeben, so dafl

wir

fa) =13 = [ty = [Cuw) vy

x

= u(y) - v(y)

a

- /j u'(y) - v(y) dy

8

(n) —(r — )"
_ M) -y dy
(n—1)! n “ (n 1) n
(n) z p£(n+1)
00 gy [ n(y) oy
Bringen wir den Summanden fn—>,(“) - (z — a)™ auf die linke Seite, so erhalten wir
n n—1 f(n)( f n+1) n
@) = Tjala) = o) = T @) = @ = [ Y dy,
und damit folgt die Behauptung mittels des Prinzips der Induktion. [l

F) Die Substitutionsregel

Satz 20.15 (Substitutionsregel)
Es sei I C R ein Intervall, f : I — R stetig und ¢ : [a,b] — R stetig differen-
zierbar mit Im(p) C I. Dann gilt

o (b)

b
) dr = z)) - O (x) dx.
@) /afw( ) - o)
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Beweis: Da ¢ stetig ist, nimmt ¢ sein Minimum und sein Maximum an, d.h. es
gibt y, z € [a,b] mit v(y) < p(z) < p(2) fir alle € [a, b], und mithin ist

ein Intervall. Als stetige Funktion besitzt f nach dem Hauptsatz der Differential-
und Integralrechnung 20.4 auf diesem Intervall eine Stammfunktion F. Aus der
Kettenregel 17.16 folgt dann

(Fog)(x)=F'(p(x) - ¢'(x)=f(p)) ¢ (2),

so daf8 F o eine Stammfunktion von z — f(¢(z))-¢'(z) auf [a, b] ist. Dann kénnen

wir Korollar 20.5 anwenden und erhalten

v(b)

| 16@) ¢/ @) do ™ (Fop) )~ (Fop)(a) = F(e0)~F(ela) 2 [ f(a)de

(a)
[

Bemerkung 20.16 (Die Substitutionsregel als Umkehrung der Kettenregel)
a. Die Substitutionsregel ist die Umkehrung der Kettenregel.

b. Es ist iiblich, bei der Formel fiir die Substitutionsregel auf der linken Seite
statt der Variablen z die Variable z zu verwenden, so daf§ die Formel folgende

Gestalt hat:
o(b

) b
f(2)dz = / f (o) - @'(x) da.

#(a)
Man sagt dann, dafl man ¢(z) durch z substituiert oder umgekehrt, je nachdem
ob man die linke durch die rechte Seite ausrechnen will oder umgekehrt. Man
schreibt z = ¢(x).
Diese Schreibweise kann man nutzen, um sich fiir die Substitution eine Esels-

briicke zu bauen. In Anlehnung an die Schreibweise ¢’ = ?)_i kann man mit
z = p(z) dann auch
d
' (x)dx = é dr = dz

schreiben. Damit wird aus der Substitutionsformel ohne Integralgrenzen dann

[tea@n-vwan= [ 1) Far= [ 16)ae

c. Man kann mit Hilfe der Substitutionsregel auch Stammfunktionen ausrechnen,
indem man die Integrationsgrenze b durch die Variable y ersetzt und a ignoriert.

Beispiel 20.17 (Stammfunktion von z — x - exp(z?))
Wir wollen das Integral f: X - exp (xQ) dx fiir a,b € R berechnen. Dazu substituieren
wir z = 2%, d.h. wir betrachten ¢ : R — R: 2+ 22, ¢/(z) =2z und f: R — R :
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Z %(z). Da zudem f eine Stammfunktion von f ist, folgt damit
b b w(b)
/ - exp (2°) dz :/ flo(2)) - ¢ (z) da = (2)dz
a a w(a)
/b2 exp(z) g, _ &P (b*)  exp (a?)
g — Az = — .
a2 2 2 2

Beispiel 20.18 (Stammfunktion von tan)
Wir wollen eine Stammfunktion fiir den Tangens auf dem Intervall ( z ”) bestim-

T 202
men. Dazu substituieren wir z = cos(x), d.h. p(z) = cos(z), ¢'(z) = —sin(x) und
f(z) = —1. Dann erhalten wir
v v 1 ‘ v /
/ tan(z) dx :/ “eos@) (—sin(z)) dz = / fle(@)) - ¢'(z) do

cos(y) cos(y) 1
—/ f(z)dz —/ — dz

= ln(z)‘cos(y) =—1In (Cos(y)).

).

Also ist — In o cos eine Stammfunktion von tan auf ( -5,

Beispiel 20.19 (Stammfunktion von x +— /1 — 22)
Wir wollen mit Hilfe von Substitution eine Stammfunktion fiir die stetige Funktion

w3

f:l-L,1]] —R:z— V1-—22

bestimmen. Dazu substituieren wir z = sin(z), d.h. p(z) = sin(x), ¢'(x) = cos(z)
und b = arcsin(y). Dann definiert

Y »(b) b
)= [ VI=2de= [ @iz = [ flela)) - a)ds

arcsin(y)

\/1 — sin*(x) - cos(z) dx
arcsin(y)

\/ cos?(x) - cos(z) dx

I
T N T e

arcsin(y)
= cos?(z) dx
arcsin(y)
208 (z + cos(z) - sin(z
arcsin(y)
= — - (z + \/cos?(z) - sin(x))
arcsin(y)

- (z 4+ 4/1 —sin’*(z) - sin(z))

arcsin(y) +y - /1 — 32

2

eine Stammfunktion von f auf [—1,1].
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Beispiel 20.20 (Fldcheninhalt eines Kreises)
Wir wollen nun den Flacheninhalt eines Kreises berechnen. Die obere Hilfte des
Einheitskreises mit dem Ursprung als Mittelpunkt

K1(0) == {(z,y) e R* | 2* + y* = 1}
ist die Flache, die der Graph der Funktion
f:-L1] —R:z—V1—a?

mit der xz-Achse einschlief3t.

an

Mithin ist das Integral

1
1 )
+x-v1—22
T3 gy 2219 arcsin(x)
vV 22 dx 5

2 2

arcsin(1)  arcsin(—1) 7 < 7'(') .
B 4 2

die Halfte des Flacheninhaltes des Einheitskreises.

Der Kreis mit Radius » und dem Ursprung als Mittelpunkt ist
K. (0) :={(z,y) € R? ! 22yt = rg},

und sein Flacheninhalt ist entsprechend das Integral
2- / Vr? — x2dx.

Um dieses zu berechnen, substituieren wir z = £, d.h. (z) = £, ¢'(z) = %, ¢(r) = 1,
o(—r)=—1und f(z) = v1 — 22. Wir erhalten dann

/\/ —22dxr =212
=2. 72 /\/1—22d2—
-1

l\>|>l
I
=)
=

als Flacheninhalt von K,.(0).
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G) Partialbruchzerlegung

Bemerkung 20.21 (Partialbruchzerlegung)
Jede rationale Funktion r = § 1aBt sich schreiben als

S A ) (55)

g q
wobei h, p und ¢ Polynome sind mit deg(p) < deg(q). Dies folgt sofort mittels
einer einfachen Polynomdivision, wie sie in der Vorlesung Algebraische Strukturen

eingefiihrt wird.

Nicht offensichtlich ist, dafl sich der Bruch § als Summe von Ausdriicken der Form

A Bi+C
(—af " s (56)

fiir geeignete A, B, C, a,b,c € R mit 4b — a? > 0 schreiben 1i8t. Genauer kann man
zeigen, dafl wenn (¢t — a)™ bzw. (t? + bt + ¢)" die hochste Potenz von t — a bzw.
von t? + bt + c ist, die das Polynom ¢ teilt, so kommen in der Summe Ausdriicke
der Form (56) fiir k£ = 1,...,n vor. Eine solche Darstellung nennt man dann die
Partialbruchzerlequng von %. Wir werden unten in einem Beispiel sehen, wie man
diese unter Umsténden finden kann.

Eine rationale Funktion wie in (55) ist stetig auf ihrem Definitionsbereich, der eine
Vereinigung von endlich vielen Intervallen ist. Mithin ist sie auf allen abgeschlossenen
Teilintervallen ihres Definitionsbereiches integrierbar. Um nun eine Stammfunktion
von r zu bestimmen, reicht es im wesentlichen, Funktionen der Form (56) zu inte-
grieren. Dies ist mit Hilfe unserer bisherigen Methoden vergleichsweise einfach, sei
in der allgemeinen Form aber dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Beispiel 20.22 (Integration mit Partialbruchzerlegung)

a. Wir wollen das folgende Integral berechnen:

dzx.

/23x5+3x4+6x2+x—2
1 a3+ 22

Polynomdivision von 3t5 + 3t* + 6t> + ¢ — 2 durch ¢® + 2 liefert

35 + 3t + 612+t — 2 612+t — 2
. S+ 3t 46 + — 324 br+t—2 Fa P
t3 + ¢2 t3 412 q
Dabei faktorisiert ¢ als
q=1"-(t+1).

Das Prinzip der Partialbruchzerlegung 1463t uns nun nach Zahlen A, B,C' € R
suchen, so dafl
6t’+t—2 A B C

13 412 _t+t2+t+1
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gilt. Bringen wir die rechte Seite auf den Hauptnenner, so erhalten wir
66> +t—2 A-t-(t+1) B-(t+1) C-t?

3+ t2 3+ t2 3+ t2 3+ t2
(A+0C) - *+(A+B)-t+B
B 3+ t2 ‘

Ein Koeffizientenvergleich der Polynome im Zihler der beiden Seiten fiihrt zu
den Gleichungen:

A+C=6, A+B=1 und B=-2.
Daraus lesen wir ohne Schwierigkeiten
A=3, B=-2 und (C=3

ab. Fiir unser Integral ergibt sich daraus

295 4 2 2 2 2 2
-2 3 —2 3

/ el A0t da::/ 3x2dx+/ da:+/ 2dx+/ dz

1 e +IE 1 1 T 1 Z 1 $+1

2 2
:x3+3-ln(ac)+5+3-ln($+1)‘1

=8+3-In(2)+1+3-In(3) —1—-3-1In(l) —2—-3-In(2)
= 3.1n(3) + 6.
b. Wie sieht eine Stammfunktion zu folgender Funktion aus
22° +2° +1,
22 (1+a22)2
Das Prinzip der Partialbruchzerlegung 148t uns nach reellen Zahlen
A, B,C,D,E, F € R suchen, so dafl

W +2+1 A B_ Ct+D  Ei+F
2-(1+12)2 ¢t 2 1482 (1+12)2

T —

gilt. Bringen wir die rechte Seite auf den Hauptnenner, so erhalten wir
208+ 1241
2 (1+12)2
_(A+C)- P+ B+ D) t*+(2A+C+E)-t3+ (2B+D+F) - t*+A-t+B
B 2 (1+12)2 '

Durch Koeffizientenvergleich erhalten wir dann

A=0,B=1,C=0,D=-1, E=2 und F =0,

d.h.
20 +2+1 1 1,2
t2-(1+t2)2_t2 1+ ¢2 (1+t2)2'
Damit erhalten wir als Stammfunktion

Y ox3 4 12 +1 1 Y 2x
F(y):/ 22 (14 22)? /—dm—/ 1+x2dx+/ mda@

1
= — — —arctany —

1—|—y27
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wobei wir zur Berechnung des letzten Integrals die Substitution z = 1 + 22

vornehmen und so

vooo9g Ly 1
" dr = —dr = —=
| aape=] me=

erhalten.

H) Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration

Satz 20.23 (Vertauschbarkeit von Grenzwert und Integration)

Die Folge (fn)new stetiger Funktionen f, : [a,b] — R konvergiere auf [a,b], a < b,
gleichmdafig gegen f : [a,b] — R.

Dann ist auch die Grenzfunktion f stetig auf [a,b] und fir alle y € [a,b] gilt

n—oo a

/y f(z)dz = lim ’ fn(z) dx. (57)

D.h. der Grenzwert der Stammfunktionen der f, ist eine Stammfunktion von f.

Beweis: Nach Satz 15.6 ist f als gleichméafliger Grenzwert stetiger Funktionen ste-
tig. Da stetige Funktionen nach Satz 19.13 integrierbar sind, existieren die Integrale
in (57). Es bleibt, fir y € [a, b] zu zeigen, daB

lim yfn(x) dx = /y f(x)dx.

n—oo
Sei dazu € > 0 gegeben. Da (f,)nen auf [a, b] gleichméfig gegen f konvergiert, gibt
es ein n. € N, so daf3 fiir alle n > n. und fiir alle = € [a, 0]

3

[fulx) = fl2)] < T h—a) (58)
Dann gilt fiir n > n. auch
v Y 19.26 (Y 19.21,(58) [¥ c c
[ tterie = ["r@as) L [ ipute) - aae T [T S <
Damit ist die Behauptung gezeigt. O

Bemerkung 20.24
a. Wie in Bemerkung 18.19 wollen wir wieder darauf hinweisen, dafl wir in Satz
20.23 gezeigt haben, dafl zwei Grenzwertprozesse vertauschen. Es gilt ndmlich
b b
lim lim ZS(fn, Zm,a™) = li_>m fn(z) dx:/ f(z)dx = lim lim ZS(fn, Zm,a™).

n—00 Mm—00 mM—00 N—00

b. Ersetzen wir in Satz 20.23 die Voraussetzung stetig durch integrierbar, so wird

auch die Grenzfunktion f nur noch integrierbar sein, es gilt aber nach wie vor

b b
/ f(z)dx = lim [ f.(z)dx.

n—oo a
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c. Wir koénnen mit Satz 20.23 und dem Hauptsatz der Differential- und Inte-
gralrechnung 20.4 einen wesentlich kiirzeren Beweis der Vertauschbarkeit von
Grenzwert und Ableitung 18.18 geben:

Die Funktionen f,, in Satz 18.18 sind jeweils Stammfunktion von f!, und da
die f/ stetig sind, folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-

Faly) — Fula) = / ") da

Bilden wir auf beiden Seiten den Grenzwert, so folgt mit Satz 20.23

nung 20.5

J(y) = fla) «— fuly) /f dxﬁ/

Also ist

fir y € [a,b], so daBB f nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung 20.4 differenzierbar ist auf [a, b] mit

f'y) =0+g(y) = g(y)

fir alle y € [a, b].

I) Integration von Potenzreihen

Korollar 20.25 (Integration von Potenzreihen)

Es seiy " an - t" ein Potenzrethe iber R mit Konvergenzradius r > 0.

Dann ist die Funktion f : (—r,r) — R : 2z +— >~ ja, - 2" auf jedem Intervall
[a,b] C (—r,r) integrierbar und

F:(-rr)—R: yHZn—i—l ynt

ist eine Stammfunktion von f. Sie entsteht durch gliedweises Integrieren.

Beweis: Die Folge stetiger Funktionen (f,,),en mit

n

fo:(=r7) —>]R:a:r—>2ak-xk
k=0

konvergiert auf [a, b] gleichm#Big gegen f (siehe Satz 15.4). Also ist f nach Satz 15.6
stetig auf [a, b]. Fiir y € (—r,r) gilt nach Satz 20.23 zudem

n

Y 19.21 Ak k1
[ @i = i [ a2 J:%Zak [t 21V

Damit ist die Behauptung gezeigt. O]
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Man kann durch gliedweises Integrieren Stammfunktionen berechnen oder auch Po-
tenzreihendarstellungen von Funktionen aus der Potenzreihendarstellung ihrer Ab-

leitungen herleiten, wie wir im folgenden Beispiel sehen werden.

Beispiel 20.26 (Reihenentwicklung durch gliedweise Integration)
a. Die Potenzreihe zur Exponentialfunktion ist

o tn

m .
n=0

Durch gliedweises Integrieren erhalten wir die Potenzreihe

> 1 tn+1 o m

Zn%—l. n! :ZH’

n=0 ’ n=1

und diese definiert eine Stammfunktion von exp. Sie unterscheidet sich von der
bereits bekannten Stammfunktion exp von exp um die Konstante 1.

b. Die Funktion f : (—=1,00) — R : x +— In(1 4 z) ist differenzierbar mit

Ableitung
"(—1 — R:x :
Mit Hilfe der geometrischen Reihe sehen wir, dafl
1 - n - n n
fl(z) = =) Z(—l‘) = Z(—l) -
n=0 n=0

fiir alle € (—1,1) gilt. f’ ist dort also durch die Potenzreihe ) > (—1)" - "
gegeben. Durch gliedweises Integrieren finden wir eine Potenzreihendarstellung

einer Stammfunktion von f”:

—~ )" D),
%n—l—l.tﬂ_; n 't

auf dem Intervall (—1,1). Da auch f auf (—1,1) eine Stammfunktion von f’
ist und zwei Stammfunktionen sich nur um eine Konstante ¢ unterscheiden,
werten wir f und diese Potenzreihe in a = 0 aus, um ¢ zu bestimmen. Wir

erhalten damit

= O -3 U g —my -0 =0

Wir haben also eine Potenzreihendarstellung fiir f auf (—1,1) gefunden; fiir
z € (—1,1) gilt
e 1 n—1
In(1+x) = ZL a”

n
n=1
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Daraus ergibt sich dann die Potenzreihendarstellung fiir den natiirlichen Loga-

rithmus

In(z) = Z% Az —1)"

fiir alle = € (0,2), d.h. die Taylorreihenentwicklung des natiirlichen Logarith-
mus aus Beispiel 18.37 gilt auf ganz (0,2), und sie gilt auch im Punkt a = 2,
wie wir dort bereits gesehen haben.

Aufgaben

Aufgabe 20.27 (Nicht Riemann-integrierbare Funktion mit Stammfunktion)
Zeige, die Funktion
2?2 - sin (%) ,  wenn x > 0,

F:[0,1] - R:xw—
0, wenn x = 0

ist Stammfunktion einer nicht Riemann-integrierbaren Funktion.

Aufgabe 20.28
Sei f:(—1,1) — R, x — arctan(x).

a. Finde die Taylorreihenentwicklung von f mit Hilfe gliedweiser Integration.

b. Bestimme eine Reihendarstellung fiir § und 7.

Aufgabe 20.29
Es sei I ein Intervall und f : I — R eine stetig differenzierbare Funktion ohne
Nullstelle. Zeige, daB In(|f|) eine Stammfunktion von £ auf I ist.

!
Aufgabe 20.30
Berechne mittels Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion von

3

—> .
T 43 1 802 — 162 + 16

Aufgabe 20.31
Berechne die folgenden bestimmten und unbestimmten Integrale:
a. flol V8 + 2 dx.
2 gi4ox
b, [] wiaass dr.
c. [a?—sin(x)+ € du.
d. [sin(z)-e” dz.
e. fog x? - cos(z) du.

5 3z
£, o) dx.

g. ff In ( sin(:c)) - cos(z) du.
h. [eV® dz.
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Aufgabe 20.32
Ist f:]0,1] — R stetig, so gibt es ein ¢ € (0,1) mit fol f(z) 22 dx = %C)

Aufgabe 20.33
Berechne die folgenden bestimmten und unbestimmten Integrale:

a. fozw cos(kz) dz fiir k € IN.
b. fO% sin(z) cos(z)dx.

c. [ m dz, substituiere z = tan (%).

Aufgabe 20.34
Berechne mittels Partialbruchzerlegung eine Stammfunktion von
22° + 7ot + 92° + 922 + 62 — 5

—
v A+ 423 + 512 + 4+ 4

Aufgabe 20.35
Es sei f : [a,b] — R eine stetig differenzierbare Funktion und

b
g:]R—)IR:y»—)/ f(z) -sin(y - z) dx.

Zeige mit Hilfe partieller Integration lim g(y) =0 und lim g¢(y) = 0.

y—00 y——00

255
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§ 21 Uneigentliche Integrale

A) Uneigentliche Integrale

Definition 21.1 (Uneigentliche Integrale)

a.

Es seien a € R und b € RU {co} mit a < b, und f : [a,b) — R sei auf [a, y]
integrierbar fiir alle y € (a, b). Falls der Grenzwert

/bf(a:) dx := lig}) yf(:c) dr € RU {oo, —o0}

a

existiert, so nennen wir ihn ein uneigentliches Integral. Ist fj f(z)dx € R, so

nennen wir das uneigentliche Integral konvergent.

Es seien b € R und a € RU{—o0} mit a < b, und f : (a,b] — R sei auf [y, b]
integrierbar fiir alle y € (a,b). Falls der Grenzwert

b b
/ f(z)dx :=1lim | f(z)dx € RU{oco, —00}

*)
yay

existiert, so nennen wir ihn ein uneigentliches Integral. Ist fj f(z)dx € R, so
nennen wir das uneigentliche Intgral konvergent.

Es seien a € RU{—o0} und b € RU{oo} mit a < bund fiir f : (a,b) — R gebe
es ein ¢ € (a,b), so daB die uneigentlichen Integrale fcb f(@)dz und [ f(z)dx

konvergent sind, dann nennen wir auch

/abf(a:) iz = /acf(x) d:c+/cbf(x) da

ein konvergentes uneigentliches Integral. Aus der Additivitdat des Integrals folgt,
daB die Definition der linken Seite unabhéngig von der Wahl von ¢ ist.

Beispiel 21.2

a.

Das folgende uneigentliche Integral ist konvergent mit Grenzwert 1:

o0 Y
/ exp(—z)dzr = lim exp(—z) = lim —exp(—x))y = lim 1 —exp(—y) = 1.
0

b.

C.

y—oo Jg Y—+00 0 Yy—+00

Es sei a € R mit a # 1. Dann gilt fiir das uneigentliche Integral

> 1 ' Y u ) :L'_(H'l y
—dzr = lim " %dxr = lim
1 e y—oo [q y—oo —a + 1h

= lim =
y—oo 1 —a l1—a

yl=e 1 ] oo, fallsa<l,
a%l, falls a > 1.
Das folgende uneigentliche Integral ist konvergent mit Grenzwert 2:

1
1 ) y .
/0 mdxzilir%—?\/l—x‘o—2—31/12%2-\/1—1;—2.
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d. Der Flacheninhalt unter dem Graphen von f: R — R : z +— ﬁ ist

< 1 S| o1
dr = d d
/_Oo1+x2 v /0 1+ 22 x+/_m1+x2 ‘

y
= lim arctan(x)‘ + lim arctan(z)
Yy—00 0 y——o0

Yy
= lim arctan(y) — lim arctan(y) = 242
y—00 y——00 2 2

Bemerkung 21.3

Die Linearitit und die Monotonie des Integrals (siehe Korollar 19.21) sowie die
Additivitat des Integrals (siche Proposition 19.24) und die Dreiecksungleichung fiir
Integrale (siehe Proposition 19.26) gelten analog auch fiir uneigentliche Integrale.
Der Beweis folgt unmittelbar aus den entsprechenden Aussagen fiir Integrale zu-

sammen mit den Grenzwertsatzen 13.10.

B) Integralkriterium fiir Reihen

Lemma 21.4 (Monotoniekriterium fiir uneigentliche Integrale)

Es seia € R und b € RU{oo} mit a < b, und es sei f : [a,b) — Rso integrierbar

auf [a,y| fir alle y € (a,b). Gibt es ein s € R mit fay f(z)dx < s fir alle y € (a,b),
b

so ist [ f(x)dx konvergent.

Beweis: Die Funktion
)
F :a,b) —)]R:yr—>/ fx)dx

ist monoton wachsend, da f nur nicht-negative Werte annimmt.

Wir betrachten nun eine monoton wachsende Folge (a,,),en und die zugehorige Fol-
ge (F (an))n oy von Funktionswerten. Diese ist monoton wachsend und beschrénkt
durch s, mithin ist sie konvergent, d.h. es gibt ein I € R mit

/ f(z)dx = F(a,) — I.
Zu gegebenem € > 0 gibt es also ein n. € IN, so daf fiir alle n > n. gilt

[ — Flay) = |Flan) — I] < &.

Wir wollen nun zeigen, dafl fj f(z) dx gegen I konvergiert und unterscheiden dazu

die beiden Falle b = co und b € R.
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1. Fall: b = oo: Fiir € > 0 setzen wir nun s. := a,_, so daf fiir y € [a,00) mit
Yy > a,, dann

|F(y) —I|=1-F(y) <I—F(an,) <se,

gilt, da F" monoton wachsend ist. Mithin gilt

/Oof(x)dx: lim F(y) =1.

Yy—r00

2. Fall: b € R: Fiir ¢ > 0 setzen wir J. := b — a,_ > 0, so daf fiir y € [a,b) mit
b—y=l|y—>bl <d.=b—a, auchy > a, und damit

|[F(y) —I|=1-F(y) <I—F(an,) <e,

gilt, da F" monoton wachsend ist. Mithin gilt wieder

/Oof(x)dx: lim F(y)=1.

Yy—r00

Satz 21.5 (Integralkriterium fiir Reihen)
Es seia € N und f : [a,00) — Rsq sei monoton fallend und auf [a, c] integrierbar
fir alle ¢ € [a,00). Dann gilt:

/ f(x)dx ist konvergent — <= Z f(n) ist konvergent.

n=a

In dieser Situation gz’lt zudem
/ flz)dx < Z f(n

Beweis: Fiir m € IN mit m > a betrachten wir die Zerlegung

n= a+1

Zm = (a,a+1,a4+2,...,m)

des Intervalls [a, m]. Da f auf [a, m] monoton fallend ist, erhalten wir

> f(n) =US(f, Zy) /f Ydz < OS(f, Zn) = Z_f(n). (59)

Ist die Reihe > 7 f(n) konvergent und y € (a,00), so wihlen wir ein m € IN mit
y < m und aus (59) folgt dann

[ swan< [7 i < S fm) <Y fn),

n=a

so daB das Integral [ f(z)dx nach dem Monotoniekriterium 21.4 konvergent ist.

Ist umgekehrt das Integral faoo f(z) dx konvergent, so ist die Folge der Partialsum-

Zf /f < f(a /f

men
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monoton wachsend und beschrénkt, mithin konvergent.

Die Abschétzung fiir die Grenzwerte der Reihen und des Integrals folgt unmittelbar
aus (59), indem man m gegen unendlich gehen 148t. O]

Beispiel 21.6
Ist a € R mit a > 1, so ist die Reihe 7 | 1 konvergent, nach Satz 21.5 und Teil b.
von Beispiel 21.2 .

Bemerkung 21.7
Wenn [ f(z) dz konvergiert, so mufl nicht lim f(z) = 0 gelten!

T—r00

Wir betrachten eine Funktion f : [1,00) — R, die auf dem Intervall [n,n + 1] den

folgenden Graphen besitzt:
n

n n+L+ n+2 n+1

ntl 1 2 1

der Fldcheninhalt des obigen Dreiecks. Also ist das uneigentliche Integral

o8] n+1
[ =t [ dx—,}L%Zk2‘Z—<°°

1

Dann ist

konvergent, aber lim f(z) # 0, da

Tr—00
1
f (n + —3> =n — 00.
n
Aufgaben

Aufgabe 21.8
Berechne den Wert des uneigentlichen Integrals ff)

Aufgabe 21.9
Untersuche, fiir welche ¢ € R das uneigentliche Integral fooo x-e

ex

oo 1+e2®

dz.

~ dx konvergiert
und bestimme fiir diese den Wert des Integrals.

Aufgabe 21.10
a. Zeige, fir y € (0,00) ist das uneigentliche Integral

/ 2V~ exp(—x) dx
0

konvergent.
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b. Die Funktion I' : (0,00) — R:y > [;° a¥"" - exp(—z) dx erfiillt die Funktio-
nalgleichung
Iy+1) =y Ty
fir y € (0, 00).
c. FirneNgiltT'(n+1)=nl
Aufgabe 21.11
a. Zeige, fiir jedes y € (0, 00) ist die Funktion
1 1

2 (0 — R:iz— ——
g (’OO) o x Tr+y

streng monoton fallend.

b. Zeige mit Hilfe des Integralkriteriums fiir Reihen, dafl die Reihe
S ()
p ko k+y

fiir jedes y € (0, 00) konvergiert.

c. Zeige, die Folge (f,)nen mit
fn:(0,00) — R:2z— ! + Zn: !
n (0,00 LT — —_—
a? = (v + k)
konvergiert auf jedem Intervall [§, 00) mit § > 0 gleichmiflig gegen
f:(0,00) — R:z+— ! +i !
(0, 00 ST — —_—
’ a? = (x+k)?
d. Zeige, die Funktion

o)

1 1 1
F:(O,oo)—)]R:yH——-l—Z(———)
y Z\k k+y

ist eine Stammfunktion von f auf (0,00) und erfiillt fiir alle y € (0,00) die
Bedingungen F’(y) > 0 und F(y+ 1) — F(y) = 1.

Yy
e. Zeige, ist G : (0,00) — R eine differenzierbare Funktion mit G’(y) > 0 und
Gly+1) -Gy = zl/ fiir alle y € (0,00), so unterscheiden sich F' und G nur
um eine Konstante.

f. Zeige, die differenzierbare Funktion
F/
H:(0,00) — R:z+ (In (F(:C)))/ = F((j))
erfiillt die Bedingungen H'(y) > 0 und H(y+1)—H(y) = i fir alle y € (0, 00).
Man nennt H auch die Digammafunktion.

Hinweis zu Teil e.: setze F,,(y) = —L +>7_, (% - k-%y) und zeige G(y) — Fu(y) = Gly+n+1)=>1_, %;

Ty

nutze dies, um (G — F)’(y) > 0 fiir alle y zu zeigen; zeige ferner, dal G — F 1-periodisch ist und folgere
dann, dafl G — F konstant ist.
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Aufgabe 21.12

Zeige, fol 2t In(x)" dx = ((I_Jrlg—;fi fiir alle ¢ > —1 und fiir alle n € IN.

Aufgabe 21.13 (Cauchy-Kriterium fiir uneigentliche Integrale)
Es seien a,b € R mit a < bund f : [a,b) — R sei auf [a,y| integrierbar fiir alle
y € (a,b). Zeige, genau dann existiert das uneigentliche Integral fab f(z) dz, wenn

/:f(m) dx

Aufgabe 21.14 (Uneigentliche Integrale beschrankter Funktionen)
Es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b) — R sei eine beschriankte Funktion, die

Ve>0dc.€la,b) : Ve.<s<t<b gilt <e.

fir alle y € (a, b) auf [a,y) integrierbar ist. Zeige, dann ist das uneigentliche Integral
fab f(z) dx konvergent.
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