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1 EINLEITUNG

Die Vorlesung elementare Zahlentheorie setzt den Besuch der Vorlesung algebrai-
sche Strukturen voraus. Ich méchte diese Ausarbeitung deshalb damit beginnen, die
Ergebnisse aus den algebraischen Strukturen zusammenzustellen, die im Folgenden
als bekannt voraus gesetzt werden.

A) Begriffe und Ergebnisse aus den algebraischen Strukturen

Der erste Satz beschéftigt sich mit der algebraischen Struktur der ganzen Zahlen.
Satz 1.1 a. (Z,+,-) ist ein Integritdtsbereich mit Z* ={1,—1}.

b. (Z,+,-) ist ein euklidischer Ring mit dem Betrag als euklidischer Funktion.
Insbesondere gibt es fir a,b € Z, b # 0, eindeutig bestimmte ganze Zahlen
q,v € Z mit

a=q-b+r und 0<r<|bl

Man nennt diese Darstellung die Division mit Rest von a durch b.

c. (Zy+,-) ist ein Hauptidealring, d.h. fir jedes Ideal 1 < 7. gibt es eine ganze
Zahl a € 7., so daf

[=(a)z ={z-a|zeZ}

Bemerkung 1.2

In einem Integritiatsbereich haben wir den Begriff der Teilbarkeit eingefiihrt als a | b
falls b = a - ¢ ein Vielfaches von a ist. Damit konnten wir dann fiir Elemente a,
die weder Null noch eine Einheit sind, die Begriffe prim und irreduzibel definieren.
Dabei ist a prim, wenn aus a | b-c schon a | b oder a | ¢ folgt. Und a ist irreduzibel,
wenn aus a = b - ¢ folgt, dafl b oder c eine Einheit ist. Da Z ein Hauptidealring ist,
gilt in Z die folgende Beziehung:

P € Zist prim &= P ist irreduzibel.

In diesem Sinne ist die Zahl 2 sowohl prim als auch irreduzibel, und das gleiche trifft
auf die Zahl —2 zu. Wir wollen in dieser Vorlesung nun zwischen primen Elementen
(in obigem Sinn) und Primzahlen (im klassischen Sinn) unterscheiden, um einige
Zweideutigkeiten und umsténdliche Formulierungen zu vermeiden. Dazu dient die
folgende Definition.

Definition 1.3
Eine ganze Zahl p € Z heifit Primzahl, wenn p prim und positiv ist. Wir bezeichnen
mit

P ={p € Z | p ist Primzahl} C IN

die Menge der Primzahlen.

Satz 1.4 (Euklid)
|IP| = 0o, d.h. es gibt unendlich viele Primzahlen.
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Die Untersuchung der ganzen Zahlen, wie wir sie in dieser Vorlesung vornehmen
wollen, basiert letztlich auf einer weiteren strukturellen Eigenschaft des Ringes Z,
die als Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie bekannt ist, deren Beweis
nichtsdestotrotz bereits Gegenstand der algebraischen Strukturen war. Der Satz sagt
aus, daBl (Z,+,-) ein faktorieller Ring ist.

Theorem 1.5 (Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie)
Fiir jedes 0 # z € 7. gibt es eindeutig bestimmte, paarweise verschiedene Primzahlen
Piy---,Px € P und eindeutig bestimmte positive ganze Zahlen ny, ...,y € Zyp, SO
daf

2 = sign(z) - pM - pl%,

. 1, z>0,
sign(z) :=

wobei

—1, z<O.

Fiihren wir fir eine Primzahl p € P die Notation
ny(z) =max{neN | p" |z}

ein, so gilt
Ny, P ="Pi
n,(z) =
(2) { 0, sonst
und

z = sign(z Hp”"

peP
Wir nennen diese Darstellung die Primfaktorzerlegung von z.

Bemerkung 1.6

Eine unmittelbare Konsequenz des Fundamentalsatzes ist, dafl eine positive ganze
Zahl p genau dann eine Primzahl ist, wenn 1 und p ihre einzigen positiven Teiler
sind.

Der Vollstandigkeit halber setzen wir n,(0) := oo fiir p € P. O

Den Begriff der Teilbarkeit haben wir zudem mit Hilfe von Idealen auszudriicken
gelernt. Dabei bezeichnet ggT(a,b) fiir zwei ganze Zahlen a,b € Z die Menge
der grifiten gemeinsamen Teiler von a und b, und eine Zahl g € Z heiflt grofiter
gemeinsamer Teiler von a und b, wenn sie sowohl a als auch b teilt und wenn sie

von jeder anderen Zahl geteilt wird, die ihrerseits a und b teilt.

Bemerkung 1.7
Es seien a,b € Z.

a. alb & (a)z2()z & mny(a)<n,(b) Vpel.
b. alb&bla & (a)z=({d)z & nyla)=n,(b) VpeP & a==b.
c. gegeTla,b) < (a,b)z=(g9)z

d. geggl(a,b) = ggT(a,b) ={g,—g}
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Wieder wurde der Begriff des grofiten gemeinsamen Teilers in dieser Form eingefiihrt
fiir beliebige Integritédtsbereiche und ist nicht eindeutig. Die Zahlen 4 und 6 haben
zwei grofite gemeinsame Teiler, ndmlich 2 und —2. Wir wollen diese Doppeldeutigkeit

vermeiden, und fithren dazu folgende Definition ein.

Definition 1.8
Fiir a,b € Z, nicht beide Null, ist

ggt(a,b) := [ [ prime (@l € gT(a, b)
pelP
der positive grofite gemeinsame Teiler von a und b, und wir setzen ggt(0,0) = 0.
Wir nennen dann a und b teilerfremd, wenn ggt(a,b) = 1.

Aufgabe 1.9
Zeige, fiir a,b,c € Z gilt ggt(a,b) = ggt(a + ¢ - b, b).

Man beachte auch, dal man ggt(a,b) mit Hilfe des Fuklidischen Algorithmus be-

rechnen kann.

Analog zu den grofiten gemeinsamen Teilern haben wir kleinste gemeinsame Viel-
fache von a und b eingefiihrt als Zahlen, die sowohl von a als auch von b geteilt
werden und jede andere Zahl mit dieser Eigenschaft ihrerseits teilen. Mit kgV(a, b)
bezeichnen wir die Menge aller kleinsten gemeinsamen Vielfachen von a und b. Der
Begriff ist dual zum grofiten gemeinsamen Teiler und folgende einfachen Eigenschaf-

ten gelten.

Bemerkung 1.10
Es seien a,b € Z \ {0}.

a. kekgV(a,b) < (a)zN(blz = (k)z.

b. ke€kgV(a,b) = kgV(a,b)={k,—k}.

c. kgv(a,b):=T[ p praxinp(@ne(v)) ¢ koV(a,b).
d. |a-b]=ggt(a,b) kev(a,b).

Aufgrund der letzten Gleichheit kann kgv(a, b) ebenfalls mit Hilfe des Euklidischen
Algorithmus berechnet werden.

In den algebraischen Strukturen wurde eine Aquivalenzrelation auf den ganzen Zah-
len eingefiihrt, die fiir die vorliegende Vorlesung von zentraler Bedeutung ist, die

Kongruenz ganzer Zahlen.

Bemerkung 1.11

Seien a,b,n € 7Z, dann heilen a und b zueinander kongruent modulo mn, falls
n | a —b. Wir schreiben dann a = b (mod n) und nennen n den Modulus der
Kongruenz modulo n. Dies bedeutet, dal a und b bei Division mit Rest durch n
den gleichen Rest haben, und falls 0 < b < n, so heifit es, dafl b der Rest von a bei
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Division mit Rest durch n ist. Wir werden diese Gleichwertigkeit immer wieder in

der Form verwenden, daf3
a=b(modn) <= ahatdie Forma=n-k+ b fiir ein k € Z.
Die Kongruenz modulo n ist eine Aquivalenzrelation mit genau n paarweise ver-
schiedenen Aquivalenzklassen 0,1,...,n — 1, wobei
a={a+n-z|zeZ.

Wenn wir verdeutlichen wollen, daB @ eine Aquivalenzklasse in Z, ist, so schreiben

wir @, statt @. Wir bezeichnen die Menge der Aquivalenzklassen mit
Zn={0,1,...,n—T}.

Fiir zwei Aquivalenzklassen @, b € Z, haben wir eine Addition

a+b:=a+b
und eine Multiplikation
a-b:=a-b
eingefithrt und gezeigt, daf§ beide unabhéngig von der Wahl der Représentanten
sind.
Satz 1.12

(Ziny +, ) ist ein kommutativer Ring mit Eins und die Einheitengruppe von Z ist
7 = {H € Zn ‘ get(a,n) = 1}.
Insbesondere ist Z.,, genau dann ein Korper, wenn n prim ist.

Der chinesische Restsatz ist ein Ergebnis der algebraischen Strukturen, das fiir unsere

Vorlesung von zentraler Bedeutung ist.

Satz 1.13 (Chinesischer Restsatz)
Sind Ny, ..., € Z paarweise teilerfremd, so ist die Abbildung

Linymyy — Liny X oo X Loy 22 (Z,...,Z)

ein Isomorphismus von Ringen. Sie induziert einen Isomorphismus der Einheiten-
gruppen

Lo, — Ly X oo XL Z 5 (Z,...,Z).
Die Surjektivitit des Ringisomorphismus bedeutet, dafS zu beliebigen aq,...,ax € Z

ewne Losung des Kongruenzgleichungssystems

Xx = a; (modny),
X = Q (mod le),
X = ax (mod ny).

existiert, und die Injektivitdt bedeutet, dafS sich je zwei Lésungen um ein Vielfaches

von Ny - - - Ny unterscheiden.
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Der chinesische Restsatz zeigt, dal Z,, x Z., zyklisch ist, wenn m und n teilerfremd
sind. Er sagt aber nichts iiber den Fall, dal m und n einen gemeinsamen Teiler ha-
ben. Auch dieser Fall wurde in den algebraischen Strukturen betrachtet, zusammen
mit einigen anderen Eigenschaften zyklischer Gruppen, die wir uns abschliefend ins
Gedéchtnis rufen wollen.

Satz 1.14
a. Sind myn € Z-o mit ggt(m,n) # 1, so ist Zn X Zyn nicht zyklisch.

b. Ist G eine zyklische Gruppe der Ordnung n, so ist G = Z,.
c. Jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist zyklisch.
d. Eine endliche zyklische Gruppe besitzt zu jedem Teiler der Gruppenordnung

genau eine Untergruppe dieser Ordnung. Ist G = (g) und d ein Teiler von

n = |G|, so ist <g%> die Untergruppe der Ordnung d.

e. Ist G eine Gruppe, g € G ein Element von Ordnung o(g) =n und 0 #k € Z,

so gilt
(kyn) —  n

kI ggt(k,n)’

o(gk) _ kgv

B) Einige “elementare” Fragen zu den ganzen Zahlen

Nachdem geklart ist, welche Eigenschaften der ganzen Zahlen wir als bekannt vor-
aussetzen, mochte ich einige Fragen formulieren, die einen Eindruck davon geben,
womit sich die elementare Zahlentheorie beschéftigt. Dabei ist das elementare an den
Fragen der Umstand, dal zu ihrem Verstdndnis nur der klassische Begriff der Prim-
zahl bekannt sein mufl. Der mathematische Schwierigkeitsgrad moglicher Antworten
auf die Fragen ist sehr unterschiedlich und zum Teil alles andere als elementar. Wir
wollen es dem Leser zunéichst anheim stellen, sich an Antworten zu versuchen — sei
es durch Beweis, Gegenbeispiel oder auch nur durch Argumente, die die aufgestellte
These stiitzen.

Einige der Fragen werden in den folgenden Kapiteln wieder aufgegriffen, und die
bis dahin entwickelte Theorie wird genutzt, um die Fragen ganz oder teilweise zu
beantworten. Wir werden bei jeder Frage vermerken, in welchen Kapiteln sie wieder
auftauchen.

Die erste Frage beschiftigt sich mit der Anzahl von Primzahlen, die bestimmten
Bedingungen geniigen, etwa einen vorgegebenen Rest bei Division mit Rest durch

eine vorgegebene Zahl haben.

Frage A: (Kapitel 4)
a. Wie viele Primzahlen p geniigen der Bedingung mit p = 0 (mod 4)7
b. Wie viele Primzahlen p geniigen der Bedingung mit p = 1 (mod 4)?
c. Wie viele Primzahlen p geniigen der Bedingung mit p = 2 (mod 4)?



d. Wie viele Primzahlen p geniigen der Bedingung mit p = 3 (mod 4)?

Eine andere Bedingung, die man an Primzahlen stellen kann, fithrt zum Begriff der
Primzahlzwillinge. Ist fiir eine Primzahl p auch p + 2 eine Primzahl, so nennt man
(p,p +2) ein Primzahlzwillingspaar. (3,5) und (5,7) sind solche Primzahlzwillings-
paare.

Frage B: Gibt es unendlich viele Primzwillingspaare?

Primzahlen sind dadurch ausgezeichnet, dafl sie nur zwei positive Teiler besitzen.
Man kann sich auch andere Eigenschaften ganzer Zahlen aussuchen und versuchen,
alle Zahlen mit diesen Eigenschaften zu finden, sofern es nur endlich viele sind.

Die Zahl 6 hat die ungewohnliche Eigenschaft, dafl sie die Summe ihrer echten Teiler
ist, d.h.
6=1+2+3= > d

1<d<6
dlé

Zahlen mit dieser Eigenschaft nennt man vollkommene Zahlen. Etwas formaler aus-

gedriickt heiflit eine positive ganze Zahl z € Z~o vollkommen, wenn

Eine weitere Zahl, fiir die dies gilt ist 28 =1+2+4+7+ 14.

Frage C: (Kapitel 3)

a. Wie viele gerade vollkommene Zahlen gibt es?

b. Gibt es auch ungerade vollkommene Zahlen?

Aufgrund des Fundamentalsatzes der elementaren Zahlentheorie ist die Anzahl

np(z) an Primteilern einer Zahl z eine wohldefinierte Grofle, namlich
np(z) = ) my(z).
peP
Schauen wir uns einige Werte von np(z) an.
z |[1)2|3|4]5]6|7[8]9[10]11]12]13]|14]
w1112 1121132 2113 12|

Ist np(z) ofter eine gerade Zahl oder 6fter eine ungerade? In dieser Form ist die Frage
sicher wenig sinnvoll, ist doch z.B. np(2*) gerade sobald k gerade ist und ungerade
sobald dies fiir k zutrifft, so dafl beide Félle unendlich oft eintreten. Beschranken wir
uns aber auf diejenigen ganzen Zahlen, die zwischen 1 und einer fest vorgegebenen
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Zahl n liegen, so verschwindet das eben angedeutete Problem. Wir fithren dazu
folgende Notation ein:

gn:|{z€ZH <z<n, n]p(z)EO(modZ)}‘ eN
und

U, = }{zeZl] <z<n, np(z) =1 (modZ)}‘ e IN.
Fiir n = 14 erhalten wir

g = [{1,4,6,9,10,14}| =6
und
uy =1{2,3,5,7,8,11,12,13}| = 8.

Betrachtet man obige Tabelle, so stellt man fest, dafl fiir alle 2 < n < 14 gilt

U, > gn. Dies scheint auch nicht zu verwundern, denn wann immer wir eine Zahl z
haben, die sich als Produkt von einer geraden Anzahl an Primteilern schreiben 148t,
so lassen sich aus den Primteilern der Zahl mindestens zwei kleinere Zahlen bilden,

die eine ungerade Anzahl an Primteilern haben. Dies legt die folgende Frage nahe.

Frage D: (Kapitel 3) Gilt u,, > g, fiir alle n > 27

Der Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie impliziert, dafl die Primzahlen
die Elementarbausteine der ganzen Zahlen sind. Als solche spielen sie eine wesent-
liche Rolle fiir die Theorie. Aber auch bei praktischen Anwendungen von zahlen-
theoretischen Ergebnissen, etwa in der Kryptographie, stehen sie im Zentrum des
Interesses, wie wir in Kapitel 5 noch sehen werden. Von daher wére es schon, eine
algebraische oder analytische Funktion zu besitzen, die Primzahlen produziert, d.h.,
die ihren Bildbereich in P hat. Dahin zielt die néchste Frage.

Frage E: (Kapitel 4)
a. Ist n? +n + 41 eine Primzahl fiir alle n > 0?

b. Ist 29 — 1 eine Primzahl fiir alle q € P?

c. Ist 22") + 1 eine Primzahl fiir alle n € IN?

Ebenso wichtig wie die Frage, wie man Primzahlen konstruieren kann, sind Kriterien,
die es erlauben, festzustellen, ob eine Zahl eine Primzahl ist. Wie steht es um die

im folgenden formulierten Bedingungen?

Frage F: (Kapitel 4)

a. p ungerade, 3tp,5{p = pebP?
bopeP &= pl2p—27



c.peP < pl(p—1+1)?

Der Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie kldrt im Prinzip, auf welche
Weise eine ganze Zahl multiplikativ zerlegt werden kann. Die vollkommenen Zahlen
setzen diese multiplikative Zerlegung mit einer additiven Zerlegung in Bezichung.
Man kann aber auch eine Vielzahl anderer additiver Zerlegungen einer ganzen Zahl
betrachten, etwa indem man Primzahlen zuldt, die nicht notwendigerweise Teiler
der Zahl sind.

Frage G:

a. Ist jede gerade Zahl z > 4 Summe zweier Primzahlen?

b. Welche ungeraden Zahlen sind Summe zweier Primzahlen?

Man kann sich aber auch géanzlich von den Primzahlen 16sen und andere Bedingungen

an die Summanden stellen.

Frage H: (Kapitel 4 + 8) Welche Zahlen n € IN lassen sich als Summe zweier
Quadratzahlen darstellen, d.h. fiir welche n € IN hat die Gleichung

X +y*=n

eine Losung (x,y) € Z? iiber den ganzen Zahlen?

Beschréinkt man sich hier auf Zahlen n = z?, die selbst Quadratzahlen sind, so erhilt
man eine Gleichung
X2yl =22,

die an den Satz von Pythagoras erinnert. Ein Tripel (x,y,z) positiver Zahlen, das
dieser Gleichung geniigt, représentiert die Seitenldngen eines rechtwinkligen Drei-
ecks, wobei z die Lénge der Hypothenuse ist. Man nennt solche Zahlentripel deshalb
auch pythagoreische Zahlentripel. (3,4,5) ist sicher das bekannteste pythagoreische
Zahlentripel.

Frage I: (Kapitel 8) Kann man alle pythagoreischen Zahlentripel angeben?

Die obige Gleichung 148t sich natiirlich in vielfacher Weise verallgemeinern, und stets
kénnen wir die Frage nach ihrer Losbarkeit stellen.



Frage J: Welche ganzzahligen Losungen besitzt die Gleichung x™ +y™ = z" fiir ein
festes n > 37

Frage K: (Kapitel 8) Ist die Gleichung x* — 1141y? = 1 nicht-trivial l16sbar iiber
Z? D.h. gibt es eine ganze Zahl 0 # y € Z, so dal \/1141y%2 4+ 1 eine ganze Zahl
ist?

Gleichungen wie sie in den Fragen H bis K betrachtet wurden, sind Spezialfille von
sogenannten diophantischen Gleichungen. Dabei handelt es sich um Gleichungen der

Form
F=0

wobei F € Z[xq,...,%,] ein Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten in den Unbe-
stimmten xi,...,X, ist. Man sagt, die diophantische Gleichung F = 0 ist losbar,
wenn es ganze Zahlen zq,...,z, € Z gibt, so dafl F(zy,...,z,) Null ist. Ein Grofteil
der Vorlesung wird sich mit der Losbarkeit diophantischer Gleichungen beschéftigen.
Die betrachteten Gleichungen werden aber so speziell sein, dafl wir an dieser Stelle
nicht weiter auf die Bedeutung des Polynomrings Z[x;,...,%,] eingehen miissen.

C) Einige “elementare” Antworten

Wir wollen im folgenden versuchen, die obigen Fragen zu beantworten, soweit das mit
unseren elementaren Mitteln moglich ist. Etliche Male wird uns aber nur der Verweis
auf den Verlauf der Vorlesung oder auf tiefergehende Literatur der Zahlentheorie
bleiben, und zu einigen Fragen ist die Antwort bislang schlicht unbekannt. Ich hoffe,
Ihr habt Euch eigene Antworten zu den Fragen iiberlegt, Beispiele gerechnet, eigene
Vermutungen dazu aufgestellt, bevor Thr den folgenden Abschnitt lest. Falls dies
nicht der Fall ist, holt es nach. Die Antworten sind weit interessanter, wenn Ihr sie

mit Furer eigenen Intuition vergleichen kénnt.

Zu Frage A: Bei der ersten Frage geht es um den Rest einer Primzahl bei Division
durch vier. Ist der Rest Null, so ist die Zahl durch 4 = 2 - 2 teilbar und damit keine
Primzahl. Die Antwort zu Teil a. lautet mithin, dafl keine Primzahl Rest 0 modulo
4 haben kann. Ahnlich leicht ist Teil c. zu beantworten. Denn wenn der Rest 2 ist
bei Division mit Rest durch 4, so ist die Zahl von der Form 4 -k+2=2-(2k+ 1)
und mithin gerade. Die einzige gerade Primzahl ist aber 2. Es gibt also genau eine
Primzahl, die modulo 4 den Rest 2 hat.

Bei den Resten 1 und 3 handelt es sich um ungerade Zahlen, und in die erste Ka-
tegorie fallen z.B. 5, 13 und 17, in die zweite die Primzahlen 7, 11 und 19. Dies
erweckt den ersten Eindruck, dafl es genauso viele Primzahlen mit Rest 1 gibt wie
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mit Rest 3, was in Anbetracht der Tatsache, dal es unendlich viele Primzahlen gibt,
zunéchst nur heiflen soll, dafl es auch jeweils unendlich viele Primzahlen der Form

4.k+1 bzw. 4-k+3

gibt. Das ist in der Tat auch richtig, aber der Beweis ist unterschiedlich schwierig.
Den letzteren Fall konnen wir gleich mit dhnlichen Argumenten beweisen wie den
Satz des Euklid. Den ersteren Fall miissen wir auf Kapitel 4 (siche Korollar 4.9)
verschieben.

Proposition 1.15
FEs gibt unendlich viele Primzahlen p € P mit p = 3 (mod 4).

Beweis: Nehmen wir an, es gidbe nur endlich viele solcher Primzahlen
Pi=4-kK+3...,pn=4-k,+3€P
mit kq,...,k, € Z. Dann betrachten wir die Zahl
z=4-p1--pn—1=4-(p1---pn—1)+3 =3 (mod 4). (1)

Nach dem Fundamentalsatz ist z das Produkt von Primzahlen qi,...,qm € P.
Wiren diese alle von der Form q; =4 -1, + 1 mit i € Z, so hétte z = q1--- qn
nach Aufgabe 1.16 Rest 1 modulo 4, im Widerspruch zu (1). Mithin stimmt eine der
Primzahlen ¢; mit einer der Primzahlen pj iiberein. Dann gilt aber

Pi=dildi--qm=z=4-pi---pn—1,
was nicht moglich ist. 0

Aufgabe 1.16
Sind z1,...,zy € Z mit z; = 1 (mod 4), so gilt z;---z, = 1 (mod 4).

Proposition 1.15 ist ein Spezialfall des Primzahlsatzes fiir arithmetische Progressio-
nen von Dirichlet, den wir hier zwar formulieren, dessen Beweis aber die Mittel

unserer Vorlesung weit iibersteigt.

Bemerkung 1.17 (Primzahlsatz von Dirichlet fiir arithmetische Progressionen)
Sind n,r € Z zwei teilerfremde Zahlen, so ist

‘{pEIPIpEr(modn)H:oo.

Zu Frage B: Es ist nicht bekannt, ob es unendlich viele Primzahlzwillingspaare gibt.
Alle bisherigen Versuche, die Frage zu beantworten, sind gescheitert. Das grofite im
April 2014 bekannte Primzahlzwillingspaar war

(3756801695685 - 2°°°°7 — 1 | 3756801695685 - 2°°°%7 + 1) .

Bezeichnen wir mit

m:R—R:x—|[{peP|p<xj
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die Primzahlverteilungsfunktion und betrachten wir einige Werte dieser Funktion
(siche [RU95, p. 74]),

X (%)
10 4
102 25
103 168
10 1229
10° 9592
106 78498
107 664579
108 5761445
10° | 50847534
10'° | 455052512

so sehen wir, dafl der Quotient @ fiir groBlere Werte von x immer kleiner wird. Etwas
salopp ausgedriickt bedeutet das, mit zunehmender Grofie werden Primzahlen immer
seltener. Der Grofie Primzahlsatz sagt etwas exakter aus, wie sich obiger Quotient
verhélt, wenn x gegen unendlich strebt:

oom(x) - In(x)
lim ————= =1,
X—00 X

d.h. @ ~ IHEX). Der Beweis dieses Satzes ist wieder jenseits unserer Mdoglichkeiten,
aber seine Interpretation 148t es mit zunehmender Grofle der Zahlen immer unwahr-
scheinlicher erscheinen, daf3 auf eine Primzahl sehr bald wieder eine Primzahl folgt.
Das legt nahe, dal es nur endlich viele Primzahlzwillinge gibt. Daf§ diese Schluf3fol-
gerung unzuléssig ist, wurde kiirzlich in der Arbeit [GPY05] gezeigt. Es gibt immer
wieder Primzahlen, die dicht beieinander liegen. Also gibt es wohl doch unendlich

viele Primzahlzwillinge?

Eine verbliiffend einfache Frage, auf die die Mathematik die Antwort bislang schuldig
geblieben ist!

Aufgabe 1.18
Ist (p,p + 2) ein Primzahlzwillingspaar mit p > 5, so ist p =5 (mod 6).

Zu Frage C: Wir haben eine positive ganze Zahl z € Z.y vollkommen genannt,

wenn

Summe ihrer echten positiven Teiler ist. Die Teilersummenfunktion

0:2Z-g— R:z— Z d,

1<d<z
d|z
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die einer positiven ganzen Zahl z die Summe aller positiven Teiler zuordnet, hat
bessere Eigenschaften, und es gilt

z ist vollkommen <= o0(z) = 2z.

Wir haben auch schon einige Beispiele fiir vollkommene Zahlen gesehen, und ich will
die Liste hier noch etwas ergénzen:

z Teilersummenzerlegung
6 = 1+243
28 = 14+2+44+7+14

496 1+2+4+8+16+31+62+ 124+ 248
8128 = 1+2+4+4+8+16+32+ 64+ 127 4254 + 508 + 1016 + 2032 + 4064

Diese vier vollkommenen Zahlen waren bereits Euklid bekannt. Die néchst grofiere
nicht mehr, was nicht verwundert, wenn wir uns die folgende Liste der fiinften bis

zehnten vollkommenen Zahl anschauen:

33.550.336

8.589.869.056

137.438.691.328

2.305.843.008.139.952.128
2.658.455.991.569.831.744.654.692.615.953.842.176
191.561.942.608.236.107.294.793.378.084.303.638.130.997.321.548.169.216

Wieviel Arbeit ist es eigentlich, zu zeigen, dafl die hier angegebenen Zahlen wirklich
genau die ersten zehn vollkommenen Zahlen sind? Wenn man naiv an diese Frage
herangeht, und schlicht alle Zahlen bis zu der grofiten oben angegebenen testen
mochte, indem man deren Teilersumme bestimmt, so wird man recht alt iiber dem
Problem. Wir werden in Beispiel 3.8 und Satz 1.19 sehen und in Kapitel 3 beweisen,
daB es mit ein wenig theoretischer Vorarbeit gar nicht so viel rechnerischen Aufwands
bedarf.

Es fallt unmittelbar auf, dafl die angegebenen Zahlen alle gerade sind, und dies fiihrt
uns zur zweiten der Fragen, die wir im Zusammenhang mit vollkommenen Zahlen
gestellt haben. Es ist bis heute unbekannt, ob es iiberhaupt ungerade vollkommene
Zahlen gibt. Es ist kein Beispiel bekannt, aber es konnte auch noch niemand zeigen,
daB es keine ungerade vollkommene Zahl geben kann. Dies ist ein weiteres Beispiel
fiir eine sehr einfach zu formulierende Frage, auf die die Mathematiker nach wie vor
eine Antwort schuldig bleiben.

Ich sollte gleich vorweg sagen, dal wir auch nicht wissen, ob es unendlich viele
gerade vollkommene Zahlen gibt oder nur endlich viele! Dennoch sind wir bei dieser
Frage ein ganzes Stiick weiter. Die Struktur, d.h. die Primfaktorzerlegung, gerader
vollkommener Zahlen ist bekannt (siehe Satz 1.19), und sie ist mit einem Aspekt
von Frage E eng verkniipft.
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Man beachte dabei, dafl jede gerade ganze Zahl z die Gestalt z = 2° - a hat, wobei
s > 1 eine positive ganze Zahl und a € Z ungerade ist. Aus technischen Griinden
ist es dabei sinnvoll, den Exponenten s um eins zu verschieben, was wir dadurch

erreichen, daf§ wir ihn durch q — 1 mit q > 2 ersetzen.

Satz 1.19 (Euklid)
Es seiz = 2971 . a € Z eine positive gerade ganze Zahl mit a € 7. ungerade und

q > 2. Genau dann ist z vollkommen, wenn a = 29—1 gilt und a eine Primzahl ist.

Mit diesem Satz haben wir die Suche nach vollkommenen Zahlen auf die Suche nach
Primzahlen der Form 29 — 1 reduziert. Darauf kommen wir in Frage E zuriick. Wir

wollen an dieser Stelle nur noch einige Beispiele betrachten.

Beispiel 1.20
Setzen wir fiir q kleine Werte ein, so erhalten wir die Tabelle in Abbildung 1.

q a=29—1 Primzahl? | z =297 a.

2 3 ja 6=2-3

3 7 ja 28=2%.7

4 15 nein —

5 31 ja 496 = 24 . 31

6 63 nein —

7 127 ja 8.128 =2°.127

13 8.191 ja 33.509.376

17 131.071 ja 8.589.869.056

19 524.287 ja 137.438.691.328

31 2.147.483.647 ja 8. vollkommene Zahl
61 2.305.843.009.213.693.951 ja 9. vollkommene Zahl
89 | 618.970.019.642.690.137.449.562.111 ja 10. vollkommene Zahl

ABBILDUNG 1. Vollkommene Zahlen

Wir sehen, wenn wir den obigen Satz anwenden, konnen wir mit vergleichsweise
wenig Rechnungen alle geraden vollkommenen Zahlen bis zu einer vorgegebenen
Grofle bestimmen, zumindest theoretisch. Denn es bleibt das Problem, bei einer
Zahl wie 618.970.019.642.690.137.449.562.111 zu entscheiden, ob sie prim ist oder
nicht!

Weiter oben haben wir angemerkt, dafl es bislang weder gelungen ist, eine ungera-
de vollkommene Zahl zu finden, noch zu zeigen, dafl es keine gibt. Es sind jedoch
Teilergebnisse bekannt. So weifl man, dafl eine ungerade vollkommene Zahl minde-
stens acht verschiedene Primfaktoren besitzt, und dafl sie mindestens 300 Ziffern
hat. Acht Primfaktoren ist sicherlich keine besonders grofie Einschrinkung, wo es
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doch unendlich viele Primzahlen gibt. Aber wenn es unter den ersten 103%

ganzen
Zahlen keine ungerade vollkommene Zahl gibt, ist das nicht so gut wie ein Beweis,

daB es keine geben kann? Dazu sollte man die Antwort auf die néchste Frage lesen.

Zu Frage D: Die Vermutung, u,, > g, fiir n > 2, geht auf den ungarischen Ma-
thematiker Georg Pélya zuriick, der sie um 1919 aufstellte (siche [Pol19]). Er hatte
gute Griinde, anzunehmen, dafl die Ungleichung gilt. Ein erstes Argument fiir die
Korrektheit haben wir bereits oben gegeben. Zudem priifte er seine Vermutung fiir
alle natiirlichen Zahlen bis 1500. Und schliefllich héngt die Korrektheit dieser Ver-
mutung mit einer anderen, weit bekannteren Vermutung zusammen, der Riemann-
schen Vermutung zu den Nullstellen der riemannschen Zetafunktion. Der Beweis
der Vermutung von Pdlya wiirde zugleich einen Beweis fiir die riemannsche Vermu-
tung liefern, die zu dem Zeitpunkt, als Pélya seine Vermutung aufstellte immerhin
schon 60 Jahre einer befriedigenden Antwort harrte, und von deren Richtigkeit man
allenthalben {iberzeugt war. Dafl Pélya nicht mehr Beispiele rechnete, lag schlicht
am Fehlen von Computern und vielleicht auch einer groBeren Anzahl rechenwilliger
Studenten.

Pélyas Frage stand ihrerseits etwa 40 Jahre im Raum, ehe eine Antwort gegeben
werden konnte, zundchst noch ohne den Einsatz von Rechnern. Es gelang Colin
Haselgrove 1958 zu zeigen, dal es in der Tat unendlich viele Zahlen n gibt, fiir
die u, < gy gilt, ohne auch nur eine einzige solche Zahl benennen zu koénnen (siche
[Has58]). Das gelang erst zwei Jahre spéter, und der Grund dafiir ist recht offensicht-
lich, wenn man sich die kleinste natiirliche Zahl n > 2 betrachtet, fiir die u, < g,
gilt (siche [Tan80)):

n = 906.150.257.

Fiir dieses n gilt u,, = g, — 1. Die groite bekannte Differenz ist g, —w, = 828.

Pélyas Vermutung ist also falsch, und das Gegenbeispiel hat schon eine beachtliche
Grofle. Das sollte eine erste Warnung davor sein, einen Beweis durch das Testen
vieler Zahlen ersetzen zu wollen!

Die riemannsche Vermutung harrt im Ubrigen weiter ihrer Antwort, nun schon fast
seit 150 Jahren, denn Podlyas Vermutung hétte die riemannsche Vermutung zwar

impliziert, nicht aber umgekehrt.

Zu Frage E, Teil a.: Die Funktion n — n?+mn+41 ist eine sehr bemerkenswerte
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Funktion. Betrachten wir ihre Werte fiir n =0,...,39:

n 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
nf+n+411| 41| 43 | 47 | 53 61 71 8 | 97 | 113 | 131
n 10 | 11 12 13 14 15 16 17 18 19
n?+n+41|151 | 173 | 197 | 223 | 251 | 281 | 313 | 347 | 383 | 421
n 20 | 21 22 | 23 | 24 | 25 | 26 | 27 | 28 | 29
n?+n+41|461| 503 | 547 | 593 | 641 | 691 | 743 | 797 | 853 | 911
n 30 | 31 32 | 33 | 34 | 35| 36 | 37 | 38 | 39
n?+n+411(971{1033 1097 | 1163 | 1231 | 1301 | 1373 | 1447 | 1523 | 1601

Der Wert von n? +n+41 ist in jedem dieser Beispiele eine Primzahl. Die erste Zahl
n fiir die das nicht mehr der Fall ist, ist n = 40. Dann ist n> +n +41 = 1681 = 412,
Ein Polynom so kleinen Grades, das eine so grofle Anzahl an Primzahlen produziert

ist ein Kuriosum.

Im Ubrigen kann kein Polynom wirklich eine Primzahl erzeugende Funktion sein.

Proposition 1.21
Es sei f € Z[t] ein Polynom mit deg(f) > 1, so gibt es kein ng € N mit f(n) € P
fur alle n > ny.

Beweis: Sei f € Z[t] ein Polynom, fiir das es ein ng € IN gibt mit f(n) € P fiir alle
n > ny. Nach Voraussetzung ist

p:="f(ny) € P
eine Primzahl und fiir j € IN gilt ng = ng +j - p (mod p). Nach Aufgabe 1.22 gilt
deshalb
f(no +j - p) = f(no) =0 (mod p),
d.h. p ist ein Teiler der ganzen Zahl f(ng+j-p). Da f(ny+j-p) nach Voraussetzung

eine Primzahl ist, bedeutet das f(ny +j - p) = p fiir alle j € IN. Aber dann hat das
Polynom

g:=f—peZ[tl CQt]
unendlich viele Nullstellen. Aus der Vorlesung algebraische Strukturen wissen wir,

daf das nur geht, wenn g = 0 das Nullpolynom ist. Also ist f = p ein Polynom vom
Grad 0. 0

Aufgabe 1.22
Ist f € Z[t] ein Polynom und sind a,b,n € Z ganze Zahlen mit a = b (mod n), so
ist f(a) = f(b) (mod n).

Zu Frage E, Teil b.: In Satz 1.19 haben wir gesehen, dafl die Zahl a = 297'-(24—1)
genau dann vollkommen ist, wenn 29 — 1 eine Primzahl ist. Primzahlen der Form

Mg =29 — 1 mit q > 2 nennen wir Mersennesche Primzahlen.
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Zudem werden wir in Beispiel 3.8 sehen, daf§ dies fiir
qe1{2,3,5,7,13,17,19,31,61,89}

der Fall ist. Dem geiibten Auge fillt auf, dafl diese Zahlen Primzahlen sind. Das
ist kein Zufall, wie Proposition 1.23 zeigt. Ist Mg eine Primzahl, so trifft dies auf
q notwendigerweise ebenfalls zu. Aber nicht jede Primzahl q fithrt auch zu einer
Mersenneschen Primzahl:

2N 1 =2047 = 23 - 89.

Der franzosische Mathematiker Marin Mersenne gab 1644 eine Liste der Mersen-
neschen Primzahlen fiir 2 < q < 257, die allerdings Fehler enthielt, was nicht so
verwundert, wenn man bedenkt, wie rasch die Zahlen anwachsen. So erkannte er

z.B. nicht, daf3

Mj357=231.584.178.474.632.390.847.141.970.017.375.815.706.539.969.331.281.128.078.915.168.015.826.259.279.871

keine Primzahl ist. Ein verzeihlicher Fehler, wie mir scheint, wenn man bedenkt, dafl
ihm keine elektronischen Hilfsmittel zur Faktorisierung zur Verfiigung standen. Der

Leser mag sich daran versuchen, die Primfaktorzerlegung von Mjs7 zu finden.

Die grofite im April 2014 bekannte Mersennesche Primzahl ist zugleich die grofite
zur Zeit iiberhaupt bekannte Primzahl:

Ms7.ss5.161 = 2°7016T 1,

Die zugehérige vollkommene Zahl hat mehr als 17 Millionen Ziffern.

Bislang (Stand April 2014) hat man nur 48 Mersennesche Primzahlen finden konnen,
und es ist ein weiteres offenes Problem, ob es unendlich viele Mersennesche Primzah-
len gibt! Wer sich an der Suche nach weiteren Mersenneschen Primzahlen beteiligen
mochte, kann dies iiber das GIMPS-Projekt tun:

http://www.mersenne.org

Proposition 1.23 (Mersennesche Primzahlen)
Ist Mg = 29 —1 € P, q > 2, eine Mersennesche Primzahl, so ist q € P eine

Primzahl.

Beweis: Ist q keine Primzahl, so gibt es ganze Zahlen myn > 2 mit ¢ = m - n.
Dann ist

n—1

Mg = (@™ =1) = @7 =1)- ) 2™

i=0
ein Produkt von zwei positiven Zahlen, die beide grofier als 1 sind. Mithin ist M4

nicht irreduzibel, also keine Primzahl. [l
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Zu Frage E, Teil c.: Wir haben gesehen, dafl keine polynomiale Funktion prim-
zahlerzeugend sein kann und dafl die exponentielle Funktion P — Z : q — 29 —1
auch nicht funktioniert. Beides war Pierre de Fermat (1601-1665) bekannt, und er
versuchte sich an einer doppelt exponentiellen Funktion. Er stellte die Vermutung
auf, daf3 die Fermatschen Zahlen

Frpi=2%" 41

fiir alle n € IN Primzahlen sind. Man nennt Primzahlen dieser Form Fermatsche
Primzahlen. Er verifizierte seine Behauptung fir n =0,...,4:

n F.

0 3 = 241

1 5 = 2241

2 17 = 2%41

3 257 = 2841

4165537 = 2°4+1

Leonard Euler zeigte 1732, dafl aber schon die néchste Fermatsche Zahl
Fs = 2% +1 =4.294.967.297 = 641 - 6.700.417

keine Primzahl mehr ist. Aufgrund des schnellen Wachstums der Exponentialfunk-
tion, ist es schwierig, die Fermatschen Zahlen fiir wachsendes n zu untersuchen.
Bislang ist es gelungen, fiir Fs,...,Fy; die zugehorige Primfaktorzerlegung anzuge-

ben, und keine von ihnen ist eine Primzahl.

Es wire in der Tat interessant, weitere Fermatsche Primzahlen zu finden, denn Carl
Friedrich Gauf3 (1777-1855) zeigte, dal das regelméflige n-Eck fiir ungerades n genau
dann mit Zirkel und Lineal zu konstruieren ist, wenn n ein Produkt verschiedener
Fermatscher Primzahlen ist. Fragen dieser Art werden in der Vorlesung Einfiihrung
i die Algebra behandelt.

Bemerkung 1.24
Ist p=29+1 € P, so ist p notwendigerweise eine Fermatsche Primzahl, d.h. ¢ = 2"
fiir ein n € IN.

Beweis: Ist p eine Primzahl und q = 2" - k mit k € Z-, ungerade. Dann hat p die
Zerlegung

p=1+2"%=1— (2" = (1+2®). ¥ (22",

wobei das zweite Gleichheitszeichen ausnutzt, dafl k ungerade ist, und das dritte auf
die Summenformel der geometrischen Reihe zuriick geht. Da der erste der beiden
Faktoren, 1+ 22" gréBer als 1 ist und da p eine Primzahl ist, muf} der zweite Faktor

1 sein. Das geht aber nur, wenn er nur einen Summanden hat, k also 1 ist. 0
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Zu Frage F, Teil a.: Der Test “p ungerade, 3 { p, 5 t p impliziert p € P”
funktioniert fiir die positiven ganzen Zahlen bis 48 und liefert die Primzahlen
7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47. Bei der Zahl 49 = 7 - 7 versagt er jedoch.
Es wére schon, einen solch einfachen Test der Primzahleigenschaft zu haben, aber

das zu erwarten, ist etwas viel verlangt.

Zu Frage F, Teil b.: Vor etwa 2500 Jahren verwendeten die Chinesen den Test
pelP & pl(2F-2),

um fiir eine Zahl festzustellen, ob sie eine Primzahl ist. Schauen wir uns kleine
Beispiele an:

Pl2P—=2|p|(2P=2)?|pecP?
2 2 ja ja

3 6 ja ja

4 14 nein nein
5 30 ja ja

6 62 nein nein
7 126 ja ja

8 254 nein nein

Das sieht doch recht iiberzeugend aus. Die Aussage ist dennoch nicht korrekt. Ob-
wohl 341 = 11 - 31 keine Primzahl ist, gilt

341|234 — 2,

Es ist das kleinste Gegenbeispiel und die Zahl 234" —2 hat bereits 106 Ziffern. Insofern
verwundert es nicht, dafl der Fehler vor 2500 Jahren nicht aufgefallen ist. Ich wiirde
auch nicht unbedingt dazu raten, die Zahl 2**! — 2 auszurechnen, um zu zeigen, da8
341 ein Teiler ist. Mit ein wenig Theorie folgt dieses Resultat leicht (siche Bemerkung
4.6). Zugleich werden wir zeigen, dafl immerhin eine der beiden obigen Implikationen
richtig ist (siehe Korollar 4.5):

peP — pl(2"-2) 2)

Zwar sind Zahlen, die der Bedingung p | (2P — 2) geniigen, nicht notwendigerweise
Primzahlen, aber sie haben interessante Eigenschaften, aufgrund derer sie fiir man-
che Anwendungen fast so gut geeignet sind wie Primzahlen. Man nennt sie deshalb
Pseudoprimzahlen zur Basis 2. Wir iiberlassen es dem Leser, zu zeigen, dafl alle
Fermatschen Zahlen F,, n € IN, Pseudoprimzahlen zur Basis 2 sind (siehe Aufgabe
1.25) und ebenso alle Mersenneschen Zahlen My, q € PP, (siche Aufgabe 4.8).

Aufgabe 1.25
Jede Fermatsche Zahl F, = 2?" +1, n € IN, ist eine Pseudoprimzahl.
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Zu Frage F, Teil c.: Der Test
peP = pl(p-N1+1)

funktioniert! Dies ist im wesentlichen die Aussage des Satzes von Wilson, den wir
im Laufe der Vorlesung beweisen werden (siehe Korollar 4.9). Einen praktischen
Nutzen als Primzahltest hat die Bedingung allerdings nicht, da die Fakultdt eine
viel zu schnell wachsende Funktion auf IN ist. Man kann das Ergebnis des Satzes

jedoch verwenden, um weitere interessante Fragen zu losen.

Die folgende Aufgabe beweist eine der beiden Folgerichtungen der obigen Aussage.

Aufgabe 1.26
Ist n € Z mit n > 4 keine Primzahl, so gilt n | (n — 1)L

Zu Frage G: Die Antwort auf Teil b. ist leicht zu geben. Damit eine ungerade Zahl
z Summe zweier Primzahlen ist, muf} eine der beiden Primzahlen notwendigerweise
2 sein. Mithin ist

p+212#peP}

genau die Menge der ungeraden Zahlen, die Summe zweier Primzahlen sind, und
diese Menge ist unendlich. Schrinken wir die Frage darauf ein, wann eine Primzahl
q € P Summe zweier Primzahlen ist, so stellen wir fest, daf§ dies genau dann der
Fall ist, wenn (q — 2, q) ein Primzahlzwilling ist. Ob es davon unendlich viele gibt,
ist nicht bekannt, wie wir in Frage B gesehen haben.

Teil a. der Frage behandelt die sogenannte Goldbachsche Vermutung, die Christian
Goldbach im Zusammenwirken mit Leonard Euler 1742 aufstellte, und die besagt,
daf jede gerade Zahl Summe zweier Primzahlen ist.

z |4 | 6| 8 101214 16 | 18| 20 |
pP+q||2+2|3+3|3+5[5+5[5+7[7+7[5+11[7+11|7+13]

Eine solche Zerlegung ist natiirlich nicht notwendigerweise eindeutig bestimmt:
16=5+11=3+13.

Im Ubrigen ist bis heute unbekannt, ob die Goldbachsche Vermutung zutrifft oder

nicht. Sie ist ein weiteres elementares ungelostes Problem.

Zu Frage H: Es geht um die Frage, welche natiirlichen Zahlen n sich als Summe
zweier Quadratzahlen darstellen lassen. Indem man systematisch alle natiirlichen



20

Zahlen quadriert und Summen bildet, kann man erste Beispiele konstruieren:
0=0? + 0?
1=0%+ 12
2=12 412
4=0% + 2?
5=1%+ 27
8=22 + 22
9=0° 4 3?
Wir wollen noch mehr Beispiele anfiithren, geben dabei aber nicht mehr die Zerlegung

an. Zudem ordnen wir sie schematisch, so dafl eine gewisse Struktur erkennbar wird:

o 1 2 .- 4 5

8§ 910 - - 13
16 17 18 - 20

25 26 - - 29

32 - 34 - 36 37

40 41 - - - 45

49 50 - 52 53

Ein Punkt in der Tabelle deutet an, dal die Zahl nicht Summe zweier Quadrate ist.
Es fallt auf, daf die vierte, die siebte und die achte Spalte leer bleiben. Eine Zahl in
der vierten Spalte hat modulo 8 den Rest 3, analoges gilt fiir die Zahlen der Spalten
sieben und acht. Um solche Zahlen scheint es also nicht gut bestellt zu sein, bei dieser
Fragestellung. Es wird eines der Hauptanliegen dieser Vorlesung sein, die Zahlen n
vollstdndig zu klassifizieren, die sich als Summe zweier Quadratzahlen schreiben
lassen (siche Satz 4.15 und 8.52). Dabei soll klassifizieren bedeuten, da8 wir die
Primfaktorzerlegung der zuléssigen Zahlen n angeben. Den Fall, dafi n eine Primzahl
mit Rest Eins modulo vier ist, behandeln wir in Satz 4.13. Fiir den allgemeinen Fall

geben wir zwei unabhéngige Beweise in Satz 4.15 und in Satz 8.52.

Zu Frage I: Wir wollen alle Tripel (x,y, z) positiver ganzer Zahlen bestimmen, die
der Bedingung

X +yt =2 (3)
geniigen. Da diese als ganzzahlige Seitenldngen von rechtwinkligen Dreiecken auf-
treten, haben wir sie pythagoreische Zahlentripel genannt. Wir nennen ein pythago-
reisches Zahlentripel teilerfremd, falls es keine Primzahl gibt, die alle drei Zahlen x,
y und z teilt. Aufgrund von (3) sind die drei Zahlen genau dann teilerfremd, wenn
x und y teilerfremd sind. Wir werden weiter unten im Zusammenhang mit linea-
ren diophantischen Gleichungen den Begriff teilerfremd genauer untersuchen (siehe
Definition 2.1).

Satz 1.27 (Klassifikation pythagoreischer Zahlentripel)
Es seien x,y,z € Zio positive ganze Zahlen.
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a. Genau dann ist (x,y,z) ein pythagoreisches Zahlentripel, wenn fir alle a €
Z~o auch (a-x,a-y,a-z) ein pythagoreisches Zahlentripel ist.

b. Ist (x,y,z) ein teilerfremdes pythagoreisches Zahlentripel, so ist genau eine
der beiden Zahlen x odery eine gerade Zahl und z ist auf alle Fille ungerade.

c. Genau dann ist (x,y,z) ein teilerfremdes pythagoreisches Zahlentripel mit un-

geradem x, wenn es positive ganze Zahlen u,v € Zi-o mit
u>v, get(u,v)=1 und uwu—v=1(mod2)

qibt, so daf

x=uw—Vv, y=2-u-v und z=u>++V.

Bemerkung 1.28

Bevor wir den Satz beweisen, wollen wir anmerken, dafl damit die pythagoreischen
Zahlentripel vollsténdig klassifiziert sind. Teil a. sagt aus, dafl es reicht, die teiler-
fremden pythagoreischen Zahlentripel zu bestimmen, um alle zu kennen. Da (x,y, z)
genau dann ein pythagoreisches Zahlentripel ist, wenn dies auf (y, x, z) zutrifft, folgt
aus Teil b., daBl in Teil c. alle teilerfremden pythagoreischen Zahlentripel bis auf Ver-

tauschung von x und y bestimmt werden.
Man beachte auch, dal die Bedingung in Teil c. konstruktiv ist:

Pythagoreische Zahlentripel
2

ulv|x=w—v|y=2-uv|z=u+v? | +y’ =z
211 3 4 5 25
312 5 12 13 169
411 15 8 17 289

In Kapitel 8 geben wir in Satz 8.50 einen alternativen Beweis der “Hinrichtung” in
Teil c. von Satz 1.27. Er verwendet die Theorie der Zahlkorper, die wir dort einfithren
und macht verstindlich, wie es zu der Zerlegung x = u?> —v? und y = 2uv kommt
(siche Seite 114).

Beweis von Satz 1.27:
a. Fiir a € Z-, gilt
(a-x)+(a-y)?—(a-2)=a* (x¥*+y*—2%),

und da Z ein Integritatsbereich ist, ist dieser Ausdruck genau dann Null, wenn
x? +1y? = 2% gilt. Dies beweist Teil a. der Aussage.

b. Betrachten wir die Gleichung
X2yt =22
modulo 2, so sehen wir, dal nur die folgenden drei Félle méglich sind:

e z ist gerade und
— x und y sind beide auch gerade, oder



22

— x und y sind beide ungerade.
e z ist ungerade und genau eine der Zahlen x und y ist ungerade.
Im ersten Fall hétten die Zahlen x, y und z den gemeinsamen Primteiler 2 im
Widerspruch zur Voraussetzung. Wiaren x =2-k+ 1 und y =2 -1+ 1 beide

ungerade, so wire
Z=x"+y"=4 (K +k+1+1)+2=2 (mod 4),

im Widerspruch dazu, daf z? als Quadrat einer geraden Zahl durch 4 teilbar
sein muf. Mithin ist z ungerade und genau eine der Zahlen x und y ist gerade.

. Sei zunéchst (x,y, z) ein teilerfremdes pythagoreisches Zahlentripel mit unge-

radem x. Dann sind nach Teil b. y gerade und z ungerade und mithin gibt es
ganze Zahlen a,b,c € Z- so, daf3

y=2-a, z—x=2-b und z+x=2-c.
Fiir einen Primteiler p € P von b und ¢ wiirde

plb+c=z,
ple—b=x,
pl2:b-2-c=(z—x)-(z+x) =2 —x* =y°

gelten. Da p eine Primzahl ist, wiirde p dann auch y teilen, im Widerspruch zur
Annahme, dal die Zahlen x, y und z keinen gemeinsamen Primteiler haben.

Mithin sind b und c teilerfremd. Betrachten wir die Primfaktorzerlegung von
Yy =4-b-c,

so folgt aus der Teilerfremdheit von b und ¢, dafl b und ¢ Quadratzahlen sein
miissen, d.h. es gibt Zahlen u,v € Z., mit

b=v* und c¢=1u’

Damit gilt
z=c+b=uw+v, x=c—b=t—Vudy=v4-b.-c=2-u-v.

Zudem sind mit b und ¢ auch u und v teilerfremd, aus x > 0 folgt u > v, und
da x = (w+Vv) - (u—v) ungerade ist, kann uw — v nicht gerade sein.
Seien nun umgekehrt teilerfremde Zahlen u,v € Z-y, so dal w — v eine

ungerade positive Zahl ist. Setzen wir

x=u—v, y:=2-u-v und z:=u’+V

so gilt

X Hyr=ut—2- 1w Vv 4 vV =ut 42w Vv =2
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Also ist (x,y,z) ein pythagoreisches Zahlentripel und es bleibt nur zu zeigen,
dafl die Zahlen x, y und z keinen gemeinsamen Teiler haben. Dazu nehmen

wir an, p € P sei ein Teiler dieser drei Zahlen. Dann gilt
plz+x=2-u und plz—x=2-V.

Da u und v teilerfremd sind, mufl notwendigerweise p = 2 gelten. Aber nach
Voraussetzung ist 2 kein Teiler von u — v und mithin weder ein Teiler von
u+v=(u—v)+2-vnoch von x = (u+v) - (u—v). Also gibt es keine solche
Primzahl p.

O

Zu Frage J: Diese Frage ist auch als Fermats letzter Satz bekannt. 1637 schrieb
Pierre de Fermat eine Randnotiz in seine Ausgabe von Diophantus’ Arithmetica, in
der er behauptete, einen Beweis dafiir erbracht zu haben, dafl die Gleichung
X"yt =z"

fiir n > 3 keine ganzzahlige Losung besitze, bei der nicht mindestens eine der Zahlen
x, Yy oder z Null ist. Er schrieb dort auch, daf§ der Rand leider zu schmal sei, seinen
Beweis zu fassen. Da dieser Beweis von Fermat auch in keinem anderen Schriftstiick
tiberliefert ist, kann nicht geklart werden, ob er in der Tat iiber einen (korrekten)
Beweis verfiigte. Falsche Beweis(versuch)e gab es seither in reichlicher Anzahl, aber
fiir Jahrhunderte zéhlte die Aussage Fermats als die Fermatsche Vermutung zu den
vielen ungeltsten elementaren Problemen der Zahlentheorie, bis 1993. In diesem Jahr
bewies Andrew Wiles eine andere, weit tiefliegendere Vermutung von Taniyama und

Shimura zur Modularitdat von elliptischen Kurven, die dank der Vorarbeit anderer
Mathematiker Fermats Vermutung als richtig erwies.

Die Fermatsche Vermutung, oder nun zu recht Fermats letzter Satz, ist ein gutes
Beispiel dafiir, wie eine scheinbar simple Frage die Entwicklung von schwierigen
mathematischen Theorien anstoflen und befliigeln kann. Angesichts der schweren
Maschinerie, die aufgeboten wurde, um den Satz zu beweisen, moégen Zweifel an der
Frage erlaubt sein, ob Fermat wirklich einen Beweis seiner Behauptung hatte, aber
zumindest scheint es sehr glaubhaft, dafi er nicht auf den Rand von Diophantus’

Arithmetica pafite.

Fiir einige spezielle Werte von n waren Beweise der Aussage seit langem bekannt.
Fermat selbst gab einen Beweis fiir n = 4; auf Leonhard Euler geht ein Beweis fiir
n = 3 zuriick (1753); 1825 bewiesen Peter Gustav Lejeune-Dirichlet und Adrien-
Marie Legendre die Aussage fiir n = 5; der Fall n = 7 wurde 1839 von Gabriel
Lamé gezeigt.

Fermats letzter Satz fiir den Fall n = 4 ist eine unmittelbare Folgerung aus der
folgenden Aufgabe.
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Aufgabe 1.29
Zeige, es gibt keine ganzen positiven Zahlen x,y,z € Z-y, so daB x* +y* = z2.

Hinweis, man betrachte ein solches Tripel mit minimalem z und wende zweimal Satz 1.27 zur Klassifikation

der pythagoreischen Zahlentripel an.

Zu Frage K: Diese Frage ist noch besser geeignet als Frage D, um zu zeigen, daf} es
gefdahrlich ist, die ersten paar Millionen positiver ganzer Zahlen zu testen, um eine
allgemeingiiltige Aussage iiber alle ganzen Zahlen zu treffen. Es gibt unendlich viele
positive Zahlen y € Z-,, so daf} die reelle Zahl

V141 2+ 1ez

wieder eine ganze Zahl ist, aber die kleinste solche Zahl hat 26 Ziffern:
30.693.385.322.765.657.197.397.208.

Wir haben oben gesehen, dafl diese Frage gleichwertig zur Suche einer ganzzahligen
Losung der Gleichung

x*—1141 - y* =1
ist. Man nennt Gleichungen der Form

x?—d-y?==+1

Pellsche Gleichungen, wenn d € Zi-y keine Quadratzahl ist. Wir kommen auf
die Losbarkeit solcher Gleichungen im Zusammenhang mit den quadratischen
Zahlkorpern zuriick (siehe Korollar 8.23 und Bemerkung 8.24).

Dies soll als erste Antwort auf die oben gestellten Fragen geniigen. Einige der Pro-
bleme werden im Verlauf der Vorlesung wieder auftauchen, und wir werden sehen,

wie die entwickelte Theorie dazu beitrégt, Licht ins Dunkel zu bringen.
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2 LINEARE DIOPHANTISCHE GLEICHUNGEN

Wir haben schon am Ende von Kapitel 1, Abschnitt B) darauf hingewiesen, dafl die
Losbarkeit von diophantischen Gleichungen ein zentrales Thema dieser Vorlesung
ist. Wir wollen hier den einfachsten Fall, dafl namlich alle Exponenten der Varia-
blen in der Gleichung 1 sind, vollstéindig 16sen. Dazu verallgemeinern wir zunéchst
den Begriff des grifiten gemeinsamen Teilers, der aus den algebraischen Strukturen
bekannt ist.

Definition 2.1

Es seien z1,...,z, € Z ganze Zahlen. Eine ganze Zahl g € Z heifit grifiter gemein-
samer Teiler von z;,...,z,, wenn sie folgenden beiden Eigenschaften geniigt:
e gz firallei=1,...,n, und

e VheZmith|z firallei=1,...,ngilt h|g.

Wir bezeichnen mit ggT(z1,...,z,) die Menge der grofiten gemeinsamen Teiler von

Z1y...yZn, und wir nennen zi,...,z, teilerfremd, wenn 1 € ggT(z;,...,2).

Man beachte, daf} die erste Bedingung bedeutet, dafl g ein Teiler von zy,...,z, ist,

und die zweite Bedingung fafit den Begriff grifler als jeder andere Teiler zu sein.

Fiir den Fall n = 2 stimmt die Definition mit der Definition der Vorlesung algebrai-
sche Strukturen {iiberein, und die Aussagen der folgenden Proposition wurden fiir
diesen Fall in derselben Vorlesung bewiesen. Der Beweis der allgemeineren Aussage

ist dem Leser als Ubungsaufgabe {iberlassen. Allerdings mochte ich an dieser Stelle

in Erinnerung rufen, daf§ das Erzeugnis von z;,...,z, € Z,
(Z1y.euyzn)z = ﬂ [={a;-z1+...+an-z4 | ay,...,a, € Z},
Z1yeeryZn €E1KZ

der Schnitt aller Ideale ist, die z,...,z, enthalten, und zugleich die Menge der

Z-Linearkombinationen von zi,...,z, ist.

Proposition 2.2
Es seien z1,...,z, € 7 ganze Zahlen.

a. g € ggT(z1,...,2,) genau dann, wenn g € ggT (ggt(z1,22), 23y, 2n).

b. g € ggT(z1,...,2n) genau dann, wenn (g)z = (Z1y. .., Zn)z.

c. Ist g € ggT(z1,...,2n), so ist ggT(z1,...,24) ={g,—g}

d. Wenn nicht alle z; Null sind, dann gilt

ggt(zry ... zn) o= [ [pmime o))l € g (2.0 2).
pelP

Bemerkung 2.3
Man beachte, dal aus Teil c¢. und d. folgt, daBl ggt(z1,...,2z,) der eindeutig be-

stimmte positive grofite gemeinsame Teiler von z;,...,z, ist. Damit sind z;,...,z,
genau dann teilerfremd, wenn ggt(zq,...,z,) = 1.
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Aus Teil b. folgt, dal es ganze Zahlen ay,...,a, € Z gibt, so dafl

get(z1y...yzn) =ar-z1+ ...+ an - zn. (4)

Im Fall n = 2 haben wir in der Vorlesung algebraische Strukturen gesehen, dafl
man mittels des Euklidischen Algorithmus den positiven gréfiten gemeinsamen Tei-
ler ggt(zq,2;) berechnen kann, und daf man dariiber hinaus durch Riickeinsetzen
auch Zahlen a; und a; bestimmen kann mit ggt(zy,2z;) = a7 -z1 + a; - z;. Teil a. von
Proposition 2.2 zeigt nun, dafl man induktiv mittels des Euklidischen Algorithmus
auch den positiven groBten gemeinsamen Teiler ggt(zq,...,z,) von zq,...,2z, be-
stimmen kann. Zudem kann man durch sukzessives Riickeinsetzen auch die Zahlen

aiy...,ay in (4) bestimmen.

Beispiel 2.4
Betrachten wir die Zahlen z; = 70, z; = 84 und z3; = 105. Wir berechnen zunéchst
get (70, 84).
84 =1-70+14
70=5-14+0
— get(70,84) =14
Dann berechnen wir ggt (ggt(70, 84), 105) = ggt(14,105):
1056 =7-14+7
14=2.-7+0
— got(14,105) =7

Nun konnen wir sukzessive riickeinsetzen. Aus der zweiten ggt-Berechnung erhalten
wir
7=1-105—7-14,
und die erste liefert uns
14=1-84—-1-70.
Setzen wir beide Gleichungen ineinander ein, so erhalten wir:

00t(70,84,105) =7 =1-105—7-(1-84—1-70) =7-70—7 -84 +1-105.

Mit den Bezeichnungen aus Bemerkung 2.3 ist also a; =7, a; = —7 und a3 = 1.

Eine unmittelbare Folgerung aus Proposition 2.2 ist die Losbarkeit linearer diophan-

tischer Gleichungen.

Satz 2.5 (Lineare diophantische Gleichungen)
Seien CoyC1y...,Cn € Z ganze Zahlen, so daf$ ¢q,...,cn nicht alle Null sind. Genau
dann besitzt die lineare diophantische Gleichung

Co=C-X1+...+Ch Xpn

eine Losung in 7., wenn ggt(cq,...,Cn) die Zahl cq teilt.
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Beweis: Genau dann gibt es ganze Zahlen z;,...,z, € Z mit

Co=¢C-zZ1+...+¢Cn-Zn,

wenn
ceEfcr-ar+...+ch-anlay...,an € Z} ={(C1y...,Cn)z-

Aber nach Proposition 2.2 ist dieses Ideal von ggt(cy,...,cn) erzeugt, so dafi ¢

genau dann darin enthalten ist, wenn ggt(cy,...,c,) ein Teiler von ¢y ist. 0

Bemerkung 2.6
Der Satz gibt ein Kriterium, wie man feststellen kann, ob eine lineare diophantische
Gleichung losbar ist, und die Ausfiithrungen in Bemerkung 2.3 zeigen, wie man eine

Losung bestimmen kann. Ist ndmlich
g=ggtlciy...,cn)=ar-c1+...+an-cq
und
Co=10o"9,
so haben wir mit
co=cr-(ar-ap)+...+cn-(an-ap)
eine Losung gefunden.

Beispiel 2.7
Wir wollen eine Losung der linearen diophantischen Gleichung

21 =70 % +84-x + 105 - x3 (5)

bestimmen. Wir wissen aus Beispiel 2.4, dafl 7 = ggt(70, 84, 105) der positive grofite
gemeinsame Teiler von 70, 84 und 105 ist. Damit gilt

ggt(70,84,105) =7 | 3.7 =21,
so dafl die Gleichung (5) losbar ist in Z. Zudem wissen wir aus Beispiel 2.4, daf§
7=7-70—7-8441-105
ist. Damit losen also x; = 7-3 =21, x, = —7-3 =-2lund x3 =1-3 =3

Gleichung (5), d.h.
21=70-21+484-(—21)+105 - 3.

Die Losung einer linearen diophantischen Gleichung ist natiirlich nicht eindeutig
bestimmt, und in aller Regel ist es etwas aufwendig, alle Losungen oder, woran man
meist interessiert ist, alle positiven Losungen anzugeben. Wenn man aber nur zwei
Variablen hat, kann man die Menge aller Losungen sogar noch in einer geschlossenen
Form angeben.
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Aufgabe 2.8
Es seien CoyC1y,C2, 1,0y € 7, mit ggt(C1,Cz) | co und ggt(C1,Cz) =a-C1+az-cCy.
Zeige, genau dann ist (z,z;) € Z? eine Losung der diophantischen Gleichung

Co =C1-X1+C2-Xp,
wenn es ein k € Z gibt, so dafl

Co - 4 Cz'k Co - Qy C1-k
und z, =

z = + — .
"7 get(er,ca) | gat(er,cy) ggt(ci,c2)  ggt(er,ca)

Das folgende Beispiel zeigt, weshalb man in aller Regel an positiven Lésungen in-
teressiert ist.

Aufgabe 2.9

Ein Straflenverkaufer verkauft Luftballons, kleine zu 56 Cent das Stiick und grofie zu
84 Cent. Am Abend hat er 55,44 Euro in der Tasche. Wieviele Ballons von welcher
Grofle hat er verkauft?

Bemerkung 2.10
Satz 2.5 liefert auch ein Kriterium dafiir, wann eine lineare Kongruenzgleichung der
Form

Cl X)+...+C Xk = ¢ (modn)

fiir gegebene ganze Zahlen cy,...,cx € Z und n € Z-, losbar ist. Dies ist genau

dann der Fall, wenn

ggt(cry...,cp,n) | co.
Der Grund dafiir ist, daf§ die Losbarkeit der Kongruenzgleichung gleichwertig zur
Losbarkeit der linearen diophantischen Gleichung

Cl1 X1+ ...+ Ck Xx+MN-Xyp1 =Co
ist.
Insbesondere erhalten wir fiir a,b € Z und n € Z-, also, daf3
a-x = b (modn)
genau dann mit x € Z losbar ist, wenn
ggt(a,n) | b.

Die Losung x kann dann mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus berechnet werden.
Ist d = ggt(a,n) und gilt
a-x'+n-y' =4d,
dann ist
x=x'- b €
d

eine Losung.
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3 MULTIPLIKATIVE ZAHLENTHEORETISCHE FUNKTIONEN

Wir haben auf Seite 11 die Teilersummenfunktion o : Z~o — Z~o kennen gelernt,
die einer positiven ganzen Zahl die Summe ihrer positiven Teiler zuordnet. Diese
Funktion wird uns bei der Untersuchung vollkommener Zahlen gute Dienste leisten,
siehe Beispiel 3.8 sowie den Beweis von Satz 1.19 auf Seite 34. Dabei kommt uns
zupasse, dafl die Funktion fiir ein Produkt teilerfremder Zahlen mit der Multiplika-
tion vertréaglich ist (siehe Korollar 3.7). Es gibt eine ganze Reihe solcher Funktionen
auf den positiven ganzen Zahlen, die in verschiedenen Fragen der Zahlentheorie eine
wichtige Rolle spielen (siche auch Bemerkung 3.23). Es lohnt deshalb, die Klasse
solcher multiplikativer zahlentheoretischer Funktionen genauer zu untersuchen.

Definition 3.1
Eine Funktion « : Z-y — R heifit zahlentheoretisch oder arithmetisch. Eine zah-
lentheoretische Funktion « heifit multiplikativ, wenn
x(a-b) =w«(a) - «(b) firalle a,b € Z-y mit ggt(a,b) =1.
Wir wollen mit
Z ={a:”Z-9y — R | « ist multiplikativ}

die Menge der multiplikativen zahlentheoretischen Funktionen bezeichnen.

Da wir in diesem Kapitel nur zahlentheoretische Funktionen betrachten wollen, wer-
den wir den Zusatz zahlentheoretisch meist weglassen und nur von multiplikativen
Funktionen sprechen.

Beispiel 3.2
a. Die Nullfunktion 0 : Z-9o — R : z — 0 ist eine multiplikative Funktion, die
aber keinerlei wesentliche Information in sich birgt.

b. Auch die kleinstmogliche Stérung der Nullfunktion, die eine multiplikative
Funktion liefern konnte (siche Lemma 3.3 a.), tut dies, ndmlich die Funktion

1, fallsz=1,

4 R:
0 im0 ZH{O, falls 2 # 1.

Erstaunlich ist allerdings, daf} sich aus ihr bereits interessante Informationen
gewinnen lassen, wie wir weiter unten sehen werden. Das gilt auch fiir das

néchste Beispiel.
c¢. Die konstante Funktion
e:Z-y— R:z—1
ist multiplikativ.
d. Ebenso ist die identische Abbildung
1:Z-g— R:z—z

eine multiplikative Funktion.
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Lemma 3.3
a. Ist eine multiplikative Funktion o nicht die Nullfunktion, so ist x(1) = 1.

b. Eine zahlentheoretische Funktion « : Zi~y — R ist genau dann multiplikativ,
wenn
() = [ [(p™®) = «(pi) -~ ex(pi*) (6)
pelP
fiir alle z € Zi-o mit Primfaktorzerlequng z =py" - --pp* gilt.

c. Zwei multiplikative Funktionen 0 # «, 3 € Z sind genau dann gleich, wenn
fiir alle Primzahlen p € P und fiir alle positiven ganzen Zahlen n € Zi~o

a(p") =B(p")-
Beweis: a. Ist z € Z-o mit «(z) # 0, so konnen wir in der Gleichung
1-a(z) =a(z) = (1 -2) = (1) - x(2)
«(z) kiirzen und erhalten (1) =1.
b. Wir kénnen ohne Einschrénkung voraussetzen, dafl o« nicht die Nullfunktion
ist.

Ist o multiplikativ und hat z die Primfaktorzerlegung z = pj"'---py*, so
folgt

«(z) = OC(P;”) . (x(pfklk> _ H (X(pnp(z))

pelP
mittels Induktion nach der Anzahl k der Primteiler von z. Beachte dabei, dafl

x(p™@) =1, wenn p & {p1, ..., i}
Nehmen wir nun umgekehrt an, da§ (6) gilt und dafi a,b € Z.o mit
get(a,b) =1 und Primfaktorzerlegung

ni+1

a=p;-opt baw. b=pig'-pt

gegeben sind. Dann sind py,...,px paarweise verschieden und a - b hat die
Primfaktorzerlegung
a-b=ppit.
Mithin gilt
afa-b) = a(py") - a(pl") - x(piii') -+ x(pi) = @) - x(b)
und o ist multiplikativ.
c. Sind o« und B gleich, so stimmen ihre Werte fiir p™ sicher iiberein. Stimmen
umgekehrt die Werte von o« und f3 fiir alle p™ mit p € P und n € Z., {iberein,
so gilt nach Teil a. und b. fiir z € Z,

(z) =] Ja(p™®) = B(p™™) = B(2).

pelP pelP
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Wir wollen nun ein zentrales Konstruktionsverfahren zum Erzeugen weiterer mul-
tiplikativer Funktionen kennenlernen und dieses verwenden, interessante neue mul-
tiplikative Funktionen zu finden. Dabei werden wir sehen, dafl die Menge Z der
multiplikativen zahlentheoretischen Funktionen selbst eine interessante algebraische
Struktur besitzt.

Definition 3.4
Fiir zwei Funktionen «, 3 € Z definieren wir die Dirichlet-Faltung von « und 3 als
z
x*xPB:Zsg—R:z— Z oc(d)-B(a).

1<d<z
d|z

Satz 3.5

(Z, %) ist eine kommutative Halbgruppe mit neutralem Element o.
D.h. wenn « ,p undy multiplikative Funktionen sind, so gilt

1) o B ust multiplikativ,

3
4

)
2) (oexB)xy=oax*(Bx*vy),
) ok B =pxc, und

)

X*0=0x*xX=«X.

Beweis: 1) Hat z € Z.( die Primfaktorzerlegung
z=pl Pl
so ist die Menge der Teiler von z gerade
{deZo|1<d<z,dlz}={p" - -pi*|0<mi<my,i=1,...,k},
und deshalb

(o B)(z Z Z cepe) By T ™)

ka

—Z Z a(p™) - Bpr ™) - B(p ™)

mk—O

=(n:i_oa<pm-s< ) (Zo« )

=(ocx B)(pY) -+ -+ (e B)(py*)-
Mithin ist o« * 3 multiplikativ nach Lemma 3.3.
3) Fiir p € P und n € Z-, gilt nach Definition

(ccxB)(PY) = Y «(p)-B(P) = Y B(P)-«(p") =(B*x)(p")

0<k,1<n 0<k,1<n
k+1l=n k+1l=n

und mit Lemma 3.3 stimmen o * 3 und 3 * o« dann {iberein.
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2) Firp € P und n € Z., gilt

((xB)xy)(P™) = D (xxB)(P*) - v(p")

0<k,1<n
k+1=n

= > > «(P)-B(P) v

0<k,1<n 0<i,j<n
k+l=n i+H=k

= > «(P)-BE) v

0<ij,l<n
it+j+l=n

= > > «(P)-B(P) v

0<i,k<n 0<j,1<n
itk=n j+l=k

= > «(ph) - (B*v)(pY)

0<i,k<n
i+k=n

=(ocx (B 7)) (p")

und nach Lemma 3.3 stimmen (o * 3) *y und o * (f *y) deshalb iiberein.

4) Da o(d) =0 fiir alle d # 1, gilt fiir z € Z-

(oxa)(z) = ) ofd)-a(3) =oll)-alz) = xlz).
1%5\1?2

Aus der Kommutativitéit der Faltung folgt zudem o x 0 = «.

O

Im Sommersemester 2009 habe ich die Aufgabe gestellt, zu beweisen, dal Z \ {0}
sogar eine Gruppe ist. Den folgenden Beweis der Aussage hat Felix Boos im Anschluf

an seine Priifung gegeben.

Korollar 3.6
(Z\ {0}, *) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element o.

Beweis: Wegen Satz 3.5 reicht es, zu zeigen, dafl jedes Element in Z\{0} ein Inverses
besitzt. Sei also 0 # « € Z gegeben. Wir setzen zunédchst (1) := 1, und fir p € P

und k > 1 definieren wir rekursiv

B(p*):i=—> B(p")-alp* ). (7)

Damit haben wir eine Funktion (3 fiir alle Primzahlpotenzen definiert, und diese

setzen wir zu einer Funktion auf Z-o fort durch die Vorschrift

B:Zoo— Rz [[B(P™").

peP
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Wegen Lemma 3.3 b. ist 3 multiplikativ. Aulerdem gilt fir p € P und k > 1

k k—1
(Bxo)(p) =D BP)-x(p) =) Bp)-x(p*)+B(p")
i=0 i=0

k—1 k—1
< D> B - x(P =D B - x(pF) =0=o0(p").
=0 i=0

Mithin folgt 3 * « = o aus Lemma 3.3 c., da weder (3, noch « die Nullfunktion
sind. ]

Im Zusammenhang mit den vollkommenen Zahlen in Frage C der Einleitung haben
wir die Teilersummenfunktion

0:Z-g— R:z— Z d

1<d<z
d|z

eingefiihrt. Diese entsteht durch Faltung und ist ein nicht-triviales Beispiel fiir eine

multiplikative Funktion.

Korollar 3.7 (Teilersummenfunktion)
Die Teilersummenfunktion o = 1ix e ist multiplikativ, und firp € P undn € IN gilt

n pn-H — 1
o =,
(") ==
Beweis: Aus der Definition von o folgt unmittelbar die Gleichheit 0 = 1% e, so dafl
o nach Satz 3.5 multiplikativ ist. Zudem beachte man, dafl die positiven Teiler von

p" genau die Zahlen 1,p,p?,...,p" sind, so daB8 deren Summe
pn+1__1
O-(pn) :]+p_}_p2+...+pn:pT
ist, wobei das letzte Gleichheitszeichen aus der Summenformel der geometrischen
Reihe folgt. O

Das Ergebnis des Korollars erlaubt es uns, aus der Primfaktorzerlegung einer Zahl
mittels einer sehr kurzen Rechnung festzustellen, ob die Zahl eine vollkommene Zahl
ist.

Beispiel 3.8

Fiir die auf Seite 12 angegebene fiinfte vollkommene Zahl erhalten wir die Primfak-

torzerlegung
33.550.336 = 2'* - 8191.
Damit gilt
81912 —1 2B -1
0(33.550.336) = . =67.100.672 = 2 - 33.550.336.

8191 —1 21
Die Zahl ist also vollkommen, auch wenn die Rechnung per Hand einige Zeit in

Anspruch nimmt.
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Auf die gleiche Weise kénnen wir fiir Zahlen zeigen, daf} sie nicht vollkommen sind.
Dies leiten wir z.B. aus der Primfaktorzerlegung

52 =22.13

und dem daraus resultierenden Wert
132 -1
12

(23—1):@-7:987&2-52.

0(52) = B

O

Nun sind wir in der Lage, die Charakterisierung gerader vollkommener Zahlen, die
wir in Satz 1.19 gegeben haben, zu beweisen und damit einen Teilaspekt von Frage

C in der Einleitung zu beantworten.

Beweis von Satz 1.19: Setzen wir zunéchst voraus, daf§ a = 29 —1 eine Primzahl
ist. Dann ist z = 297" a die Primfaktorzerlegung von z und aus Korollar 3.7 erhalten
wir
201 a?—1
G(Z): 'a :a'(a+1):a'2q:2'l.
2—1 a-—1

Also ist z eine vollkommene Zahl.

Sei nun umgekehrt z eine vollkommene Zahl, d.h. o(z) = 2-z = 29 - a. Nach

Voraussetzung sind 297" und a teilerfremd, so dafl wir mit Korollar 3.7
29 a=o0(z) =029 ") - 0(a) = (29—1) - o(a)

erhalten. Losen wir die Gleichung nach o(a) auf so folgt

2 B o B
201 YT Ty YT 4T a7

Insbesondere gilt dann aber

o(a)

a
b.—zq_1 =

da sowohl o(a) als auch a ganze Zahlen sind. Damit sind sowohl a als auch b positive

ola)—a €,

Teiler von a, b < a und fiir die Teilersummenfunktion angewendet auf a gilt

a+b=o(a)= Z d.
]ETSQ

Dies ist nur moglich, wenn a und b die einzigen Teiler von a sind, was notwendig
b =1 zur Folge hat, d.h.

a=29-1.

Zudem ist eine Zahl mit nur zwei positiven Teilern eine Primzahl. 0

Statt der Teilersummenfunktion kann man auch die Teileranzahlfunktion oder die
Teilerproduktfunktion betrachten, was wir in der folgenden Aufgabe tun wollen.



35

Aufgabe 3.9
Fiir eine positive ganze Zahl z € Z., bezeichnen wir mit

T(z) = ]{de Z | d!z}|

die Anzahl der positiven Teiler von z, und mit

P(z) = H d

dlz

das Produkt aller positiven Teiler. Zeige:

a. T = e x e ist multiplikativ.

b. 1(z) = [T ep (np(z) 4+ 1) fiir alle z € Z,.

T(z
2

c. P(z) =z ' fiir alle z € Zi~y.

d. Ist P eine multiplikative Funktion?

Wir wollen als néchstes zeigen, dafl die Funktion e eine Inverse besitzt, die Mdbius-
sche u-Funktion. Dazu erinnern wir uns, daf§ wir auf Seite 6 die Anzahl

np(z) = ) ny(z)
peP
der Primteiler einer ganzen Zahl z eingefiithrt haben.
Definition 3.10

Die zahlentheoretische Funktion

0, falls es ein p € P gibt mit n,(z) > T,

Ly — Rz
e : { (=12 fallsn,(z) <1 firallep € P

heifit die Mobiussche p-Funktion.

Wenn wir eine Zahl quadratfrei nennen, wenn sie von keiner Quadratzahl aufler 1
geteilt wird, so gibt die Mobiussche p-Funktion an, ob eine Zahl quadratfrei ist oder
nicht.

Beispiel 3.11

Zur Verdeutlichung wollen wir einige Werte der Mébiusschen p-Funktion angeben:

z_|
n(z) |

1] 2|3 [4]5 ]6| 7 [8]9]10]11]12]
===t fofof 1 [=1] 0]

Proposition 3.12
Die Mobiussche w-Funktion ist multiplikativ, und es gilt

L*xe=ex*xlL=o0,

d.h. w st in Z das Inverse zu e.
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Beweis: Sind a,b € Z-., mit ggt(a,b) = 1, so teilt keine Primzahl sowohl a, als
auch b. Mithin kénnen n,(a) und n,(b) nicht beide ungleich Null sein, so daf

npy(a-b) = max{n,(a),n,(b)} (8)

und

np(a-b) =) myla-b)=> (ny(a)+ny(b)) =np(a)+np(b). (9)

pelP pelP
Aus (8) folgt
wa-b) =0 <= u(a)=0oder u(b) =0,
so daff in diesem Fall u(a-b) =0 = p(a) - u(b). Sind pu(a) und u(b) beide ungleich
Null, so folgt aus (9)
ula-b) = (=1)le® = (—)lel. (=) ® = y(a) - u(b).

Mithin ist n € Z.

Sei nun p € P und n € Z-, dann gilt

(uxe)(p™) =D n(p") -e(p™ ) =ull) +ulp) =0=o(p").

i=0
Damit ist u* e = o nach Lemma 3.3 und e x 1 = o wegen der Kommutativitat der
Faltung. 0

Die zentrale Bedeutung der Moébiusschen p-Funktion liegt darin, dafl sie eine zah-
lentheoretische Funktion mit ihrer Summatorfunktion in Bezichung setzt.

Definition 3.13
Fiir « € Z definieren wir die Summatorfunktion von « als

axxe:Z-o— R:z— Z o(d).

1<d<z
d|z

Satz 3.14 (Mobiusscher Umkehrsatz)
Ist « € Z eine multiplikative Funktion, dann ist die Summatorfunktion 3 von «

multiplikativ und es gilt « = 3 * W, d.h.

oz) = Y Bld)-n(3).

1<d<z
d|z

Beweis: Da « und e multiplikativ sind, trifft dies nach Satz 3.5 auch auf p = axe
zu. Zudem folgt aus Proposition 3.12

x=a*x0=o0x*(exu) =(ox*xe)xuw=_px*LW.
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Wir wollen nun die fiir unsere Vorlesung wichtigste multiplikative Funktion
einfithren, die Fulersche @-Funktion. Dazu erinnern wir uns an die multiplikati-
ve Gruppe Z des Ringes (Zn, +, ) aus Satz 1.12, deren erste Eigenschaften in den
algebraischen Strukturen untersucht wurden. Im folgenden Kapitel 6 werden wir uns
die Struktur der Gruppe nédher anschauen.

Definition 3.15
Wir definieren die Fulersche @-Funktion durch

¢©: 70— R:ne|Z)={acZ|1<a<n,ggt(a,n) =1},
wobei die letzte Gleichheit wegen Satz 1.12 gilt.
In der folgenden Proposition wollen wir die Restklasse einer ganzen Zahl z in einem
Restklassenring Zy mit z, bezeichnen, da wir z modulo verschiedener Residuen be-
trachten miissen. Zudem sollte man beachten, daf§ das kartesische Produkt Z,, x Z,

beziiglich der komponentenweisen Addition und Multiplikation ein Ring ist und daf}
analog 7, x Z}, beziiglich der komponentenweisen Multiplikation eine Gruppe ist.

Satz 3.16
Sind myn € Z- teilerfremd, so ist die Abbildung

L — Ly X 1 - Zonn — (Zimy Zn)

o
ein Isomorphismus von Gruppen. Insbesondere gilt also
e(m-n)=e(m)-en),

und @ € Z st eine multiplikative Funktion.

Beweis: Die Isomorphie der Gruppen ist Teil der Aussage des Chinesischen Rest-
satzes 1.13.

Insbesondere gilt dann

o(m-n) =|Z .| =Zy, x 23| = 23| - 127 = ¢(m) - ¢(n).

Korollar 3.17
Firp e P undn € Z-y gilt

und fiir z € Zi=o gilt
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Beweis: Eine Zahl ist genau dann nicht zu p™ teilerfremd, wenn p ein Teiler dieser
Zahl ist. Deshalb ist die Menge der zu p™ nicht teilerfremden Zahlen zwischen 1 und
p" gerade

{zeZ|1<z<phget(z,p) #1} ={p-k|[T<k<p"'}.
Die Michtigkeit dieser Menge ist p™~' und ihr Komplement in
{zeZ|1<z<p"}
hat nach Definition die Méchtigkeit (p(p“), so daf
e(p") =p"—p"
gilt. Der Rest folgt aus Lemma 3.3, da ¢ nach Satz 3.16 multiplikativ ist. O

Korollar 3.18 (Rekursionsformel der Eulerschen @-Funktion)
Die Summatorfunktion der Fulerschen @-Funktion ist i, d.h. fir z € Zi~y gilt

Y e(d) ==z

1<d<z
d|z

Durch Umstellen der Gleichung erhalten wir eine Rekursionsformel zur Berechnung
der Werte der Fulerschen @-Funktion:
elz)=z— )Y ¢(d).

1<d<z

d|z
Beweis: Da die Summatorfunktion ¢ * e von ¢ und die Funktion i beide multi-
plikativ sind, reicht es nach Lemma 3.3 zu zeigen, dafl sie fiir p™ mit p € P und
n € Z- libereinstimmen. Dazu wenden wir das Ergebnis von Korollar 3.17 an und
erhalten

n

(@xe)(p") =) o(p)) =1 +i P —p") =p" =i(p").

j=0

Bemerkung 3.19

Sowohl die explizite Formel aus Korollar 3.17 wie auch die Rekursionsformel aus
Korollar 3.18 kénnen dazu verwendet werden, die Méchtigkeit der Einheitengruppe
7 zu bestimmen, ohne die Elemente explizit anzugeben. Z.B. ist

Z55l = 0(12) = (2%) - 0(3) = (4=2) - (3 -1) = 4.
Aufgrund von Satz 1.12 wissen wir, dafl
z;, = {1,5,7,77).
Wir wollen hier noch einige Werte von ¢ festhalten:
n  [|2|3]4|5]6|7[8]9[10]11]12]13|14]15]
em) =1zl | 1]2]2]4]2]6]4a|6|a]10[4[12] 6] 8]
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Bemerkung 3.20
Wir haben in Korollar 3.18 gesehen, dafl die scheinbar uninteressante multiplikative
Funktion i die Summatorfunktion der sehr interessanten multiplikativen Funktion

@ ist, was wir auch ausdriicken kénnen als
@ =1x*, (10)

d.h. durch Faltung mit p wird i zu ¢. Fiir die iibrigen multiplikativen Funktionen,
die wir kennen gelernt haben, gelten dhnliche Beziehungen. In der folgenden Tabelle
geben wir fiir bestimmte multiplikative Funktionen ihre Summatorfunktionen an:

o« |o|ifnfofe
oc*eHi‘o‘o‘e‘T

B
i
£

1

Die Aussage der ersten Spalte ist Korollar 3.18; die der zweiten Spalte folgt aus der
Definition von o7; die der dritten Spalte ist Proposition 3.12; die der vierten folgt aus
Satz 3.5; die der fiinften ergibt sich aus Aufgabe 3.9; und die letzte Spalte ergibt
sich aus (10)

. . . (Z z
0l2) = (Lri)(a) = (wxi)(z) = 3 w(@)-i (3) = 2 @) g,
d|z d|z
indem man beide Seiten durch i(z) = z teilt:

(2) (d)
2=2-y B2y Ray=(Yee) @

1 1

1<d<z 1<d<z
d|z d|z

Dies ist ein Beispiel fiir multiplikative Funktionen, die nicht nur ganzzahligen Werte

annehmen.

Bemerkung 3.21

Fiir die Definition der Faltung von o« und (3 benétigt man eigentlich nicht, dafl
die Funktionen multiplikativ sind, die Definition funktioniert fiir beliebige zahlen-
theoretische Funktionen. Dies gilt analog fiir die Summatorfunktion. Ferner kann
man die Eigenschaften 2)-4) in Satz 3.5 zeigen, wenn man nur voraussetzt, daf die
Funktionen «, 3 und 7y dort zahlentheoretisch sind. Die Reduktion auf Primzahlen,
die wir fiir 2) und 3) verwendet haben, ist nicht notwendig. Entsprechend gilt auch
der M6biussche Umkehrsatz fiir beliebige zahlentheoretische Funktionen. Wir haben
auf diese allgemeineren Aussagen verzichtet, da alle Funktionen, die uns in diesem
Kapitel interessieren, multiplikativ sind.

Aufgabe 3.22
Die Liouvillesche A-Funktion ist definiert durch

AN:Zoo— R:zm— (—1)w0E,
Zeige:

a. A € Z, d.h. A ist multiplikativ.
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b. Fiir die Summatorfunktion A = A % e von A gilt

{ 1, fallsdaeZ: z=d,
0

, sonst.

Alz)= ) Ad)=
13(\1%2

Bemerkung 3.23

Die Liouvillesche A-Funktion ist eng mit Pdlyas Vermutung in Frage D der Einleitung
verbunden. Mit der dortigen Notation gilt

L(n):=) Alk) =gn—1un
k=1

und Pdlya vermutete, daf§ L(n) nie positiv ist.
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4 DIE SATZE VON EULER, FERMAT UND WILSON

Wir wollen in diesem Kapitel die Eulersche @-Funktion verwenden, um einen Satz
von Euler zu formulieren, aus dem wir dann eine Reihe interessanter Folgerungen
ziehen werden. Insbesondere wollen wir Fermats Losbarkeitsaussage zur diophanti-
schen Gleichung

fiir positive Zahlen n beweisen.

Der Beweis des Satzes von Euler ist eine einfache Anwendung des Satzes von La-
grange, den wir bereits in den algebraischen Strukturen kennen gelernt haben. Dazu

wollen wir uns an einige Begriffe der Gruppentheorie erinnern.

Bemerkung 4.1
Ist (G,-) eine Gruppe mit neutralem Element e und ist g € G, so ist

(9) =1{g" 1k €Z}<G
die von g erzeugte Untergruppe von G und
o(g) =l(g)l =inf{k € Z.o | g = e} € Z.o U{oo}
ist die Ordnung von g. Wir wissen, daf3
g-=e = o(g)|k.
Zudem impliziert der Satz von Lagrange fiir eine endliche Gruppe G, dafl

o(g) | G|

und somit

g¢ =e. (11)

Eine unmittelbare Folgerung aus dem letzten Sachverhalt ist der folgende Satz von
Euler.

Satz 4.2 (Euler)
Fiir positive ganze Zahlen k,n € Zo mit ggt(k,n) =1 gilt

k®™ =1 (mod n).

Beweis: Da k und n teilerfremd sind, ist k € Z* eine Einheit in Z,. Mithin folgt
aus (11)
Eﬂp(ﬂ) . ElZ;I -7
- ]
was gleichbedeutend zur Aussage des Satzes ist. U

Bemerkung 4.3
Man kann den Satz von Euler auch verwenden, um eine einfache lineare Kongruenz-
gleichung der Form

a-x=b (modmn) (12)
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zu l6sen. Da wir die Kongruenzgleichung auch als Gleichung
Ty - X = by,

in Z,, auffassen konnen, wissen wir, dafl sie genau dann fiir jedes b l6sbar ist, wenn
a, € Z ist, d.h. wenn ggt(a,n) =1 (vgl. Bemerkung 2.10). In diesem Fall kénnten
wir das Inverse von @, mittels des Euklidischen Algorithmus bestimmen und beide

Seiten der Gleichung damit multiplizieren.

Alternativ konnen wir aber auch den Satz von Euler anwenden, der uns das Inverse

von a, als

vorgibt. Deshalb gilt also

16st das Kongruenzgleichungssystem (12).

Wollen wir z.B. die Kongruenzgleichung
7-x =5 (mod 12)
16sen, so berechnen wir zunéchst ¢(12) =4 und erhalten somit
x =701 5=73.5=1715=142-12+ 11

als eine mogliche Losung, und wenn wir sie modulo 12 reduzieren, so ist x = 11 die
eindeutige Losung zwischen 0 und 11.

Aufgabe 4.4
Es seien p,q € P mit p # q, aber p— 1] q— 1. Dann gilt
297" = 1 (mod pq)
fiir z € Z-o mit ggt(z,pq) = 1. d

Der kleine Satz von Fermat ist ein Spezialfall des Satzes von Euler.

Korollar 4.5 (Kleiner Satz von Fermat)
Ist p € P eine Primzahl, so gilt fiir alle k € Z

kP =k (mod p).
Beweis: Wenn p ein Teiler von k ist, so sind beide Seiten der Kongruenzgleichung

kongruent zu Null modulo p. Ist p kein Teiler von k, so sind p und k teilerfremd

und der Satz von Euler liefert
P! =%k°P =1 (mod p).

Multipliziert man diese Gleichung mit k, so erhélt man die gewiinschte Aussage. [
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Bemerkung 4.6
Aus dem kleinen Satz von Fermat folgt unmittelbar:

peP = pl|(2P-2). (13)

Dies ist die korrekte Richtung des vermeintlichen Primzahltestes aus dem alten
China, der in Kapitel 1 in Frage F, Teil b. angesprochen wurde. Wir haben bereits
angemerkt, dafl die Umkehrung nicht gilt, da etwa die zusammengesetzte Zahl p =
341 = 11-31 ebenfalls diese Eigenschaft hat. Der Nachweis kann mit Hilfe des Satzes

2341

von Euler gefiihrt werden, ohne dafi dazu — 2 ausgerechnet werden muf, und ist

dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

Wir haben in der Einleitung bereits erwéhnt, dafl zusammengesetzte Zahlen p fiir
die p ein Teiler von kP — k ist, Pseudoprimzahlen zur Basis k genannt werden. 341

ist deshalb eine Pseudoprimzahl zur Basis 2.

Wie in (13) liefert der Satz von Euler eine Bedingung, die eine Primzahl notwendi-
gerweise erfiillen muf:

K'=1 (mod p), wenn ggt(k,p)=1T.

Diese kann man verwenden, um zu testen, ob eine Zahl moglicherweise eine Prim-
zahl ist. Ist die Kongruenzgleichung fiir ein k verletzt, so ist p keine Primzahl.
Andernfalls ist sie entweder eine Primzahl oder eine sehr spezielle zusammengesetz-
te Zahl, eine sogenannte Carmichael-Zahl. Man nennt ein solches Verfahren auch
einen Primzahltest.

Aufgabe 4.7
Verwende den Satz von Euler, um zu zeigen, dafi 341 ein Teiler von 23*' — 2 ist.

Aufgabe 4.8
Verwende den kleinen Satz von Fermat, um zu zeigen, dafl jede Mersennesche Zahl
My = 29— 1 mit q € P eine Pseudoprimzahl zur Basis 2 ist.

Der Satz von Euler impliziert dariiber hinaus auch den Satz von Wilson. Dazu
erinnern wir uns daran, daf§ ein Polynom vom Grad n iiber einem Kérper K héchstens
n Nullstellen in K besitzt.

Korollar 4.9 (Satz von Wilson)
Ist p € P eine Primzahl, so ist
(p—1)! = —1 (mod p).
Beweis: Ist p = 2, so gilt ohnehin (2 —1)! =1 = —1 (mod 2), so dafl wir p als
ungerade voraussetzen konnen.

Wir betrachten das Polynom

f=t""1-1€Zlt.
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Da Z, nach Satz 1.12 ein Korper ist, besitzt f htchstens p—1 verschiedene Nullstellen
in Z,. Zugleich folgt aber aus dem Satz von Euler, dafl die Elemente

1,...,p—T1€%7,

Nullstellen von f sind. Also besitzt f genau p — 1 verschiedene Nullstellen in 7, und
wir kénnen diese sukzessive abspalten, so dafl f vollstédndig zerfillt:

f=(t—T) - (t—p—T).

Multiplizieren wir die rechte Seite der Gleichung aus und vergleichen nur den kon-

stanten Koeflizienten, so erhalten wir

~T=1P"(p =Dl =(p—T1)},

da p ungerade ist. Diese Gleichung ist aber gleichwertig zur Aussage des Satzes. [

Beispiel 4.10
Die beiden folgenden Beispiele verifizieren die Aussage des Satzes von Wilson:

(7—11=720=7-103—1=—1 (mod 7)
und

(17 —1)! = 20.922.789.888.000 = 17 - 123.0752.346.353 — 1 = —1 (mod 17).

Unser néchstes Ziel ist es, die Losbarkeit der diophantischen Gleichung
K +yt=p
fiir Primzahlen p € P zu untersuchen, und wir werden sehen, dafl diese eng verbun-
den ist mit der Frage, ob das Polynom
t?+1 € Z,[t]

eine Nullstelle besitzt oder nicht, sowie mit Frage A, Teil b. der Einleitung. Fiir den
Beweis benotigen wir Dirichlets bekanntes Schubfachprinzip sowie einen sich daraus
ergebenden Satz von Thue.

Bemerkung 4.11 (Dirichlets Schubfachprinzip)
Eine Abbildung & : A — B endlicher Mengen mit |A| > |B| ist nicht injektiv.

Etwas anschaulicher ausgedriickt bedeutet dies: Werden n Teile auf weniger als n

Schubféacher verteilt, so enthélt mindestens ein Schubfach mindestens zwei Teile.
O

Satz 4.12 (Thue)
Es sein € Zy keine Quadratzahl und a € 7. beliebig. Dann gibt es ein (0,0) #
(x,y) € Z* mit

a-x=y (modn) und —vVn<xy<yn.
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Beweis: Es sei m = min{k € Z | y/n < k} und
A={(xy)eZ*0<xy<ynk.
Wir betrachten die Abbildung
x:A—Zn:(xyl—a-x—vy.
Da nach Voraussetzung n keine Quadratzahl ist, gilt
Al =m? >n=1Z,|

Nach Dirichlets Schubfachprinzip ist « nicht injektiv, d.h. es gibt zwei verschiedene
(X,)y/)> (X”>y”) € A mit

a-x'—y' =a-x"—y"” €.
Dann gilt aber
a-(x'—x")=y'—y” (mod n)

und
—vn<x' —x"\y' —y" < vn.
[

Mit dieser Vorbereitung sind wir nun in der Lage, folgenden Satz von Fermat zu

beweisen.

Satz 4.13 (Fermat)
Fiir eine ungerade Primzahl p € P sind folgende Aussagen gleichwertig:

a. Die diophantische Gleichung x* +y? =p besitzt eine Lisung (x,y) € Z*.
b. Das Polynom f =t>+1 € Z,[t] hat eine Nullstelle in Z,.
c. p=1 (mod4).
Insbesondere ist eine ungerade Primzahl genau dann Summe zweier Quadrate, wenn
sie kongruent zu Eins modulo Vier ist.
Beweis: b. = a.: Sei a € Z so, da3 @ eine Nullstelle von f ist, dann ist
a=-1¢€7, (14)
Nach dem Satz von Thue 4.12 gibt es (0,0) # (x,y) € Z?* mit
a-XxX=ye€Z, und —p<xy<p. (15)
Aus (14) und (15) erhalten wir
X' =a X =y €7,
und mithin
X2 +y2=0E€ Z,.
Es gibt also ein k € Z, so daf§
X +yt=%k-p.
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Aus (15) folgt aber
0<x*+y*<2-p,
so daB k =1 und x* +y? = p.
a. =— c.: Sind x,y € Z mit

X +y?=p, (16)

dann koénnen nicht x und y beide gerade oder beide ungerade sein, da p unge-
rade ist. Wir konnen also ohne Einschriankung annehmen, dafl x gerade und
y ungerade ist, d.h. x =2-kund y =1+ 2 -1 fiir gewisse k,l € Z. Dann gilt
aber

Pp=x4+1y*=4-K+4-(P+1)+1 =1 (mod 4).

c. = b.: Ist p =1 (mod 4), so ist die Zahl

_p-1
2
eine gerade Zahl. In Z, gilt
p—k=—-k
fiir 1 <k <mn, und aus dem Satz von Wilson 4.9 folgt dann
— _ 7 3 = pxs) 3
1 =12 bl e = (p—1)
=12 L p=it o p B (p—1)
T 35 1 —1 -3 1
=1 .2 (=l R e = )

= (=)rnl® =l
Fiir die letzte Gleichung beachten wir, dafl n gerade ist. Insgesamt erhalten

wir damit, dafl n! eine Nullstelle von f ist.

O

Bemerkung 4.14

Der Beweis von Satz 4.13 verwendet das nicht-konstruktive Schubfachprinzip, so dafl
er keinerlei Hinweis darauf gibt, wie man eine Losung von x?+y?* = p finden kénnte,
wenn p = 1 (mod 4) ist.

Der Satz macht zudem nur Aussagen iiber ungerade Primzahlen. Fiir die einzige

gerade Primzahl p gilt jedoch trivialerweise, dafl
P+12=2

eine Losung der betrachteten diophantischen Gleichung ist und daf t> + 1 € Z,[t]
die Nullstelle 1 besitzt, withrend p =2 # 1 (mod 4). O

Damit ist Frage H der Einleitung fiir Primzahlen geklart. In Satz 8.52 verwenden
wir die Theorie der Zahlkorper, um fiir beliebige natiirliche Zahlen zu entscheiden,

wann sie Summe zweier Quadratzahlen sind. Den folgenden elementaren Beweis der
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Aussage von Satz 8.52 hat Lars Simon, ein Teilnehmer der Vorlesung im Sommer-
semester 2008, in seiner Priifung zur Vorlesung gegeben. Er hat ihn sich bei der

Vorbereitung zur Priifung iiberlegt.

Satz 4.15 (Fermat)
Fiir eine positive ganze Zahl n € Z~o sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

a. 1 ist Summe zweier Quadratzahlen.
b. Die diophantische Gleichung x* +y? =n besitzt eine Lisung (x,y) € 7.
c. Falls g € P mit q = 3 (mod 4), dann ist ng(n) gerade.

FEine solche Zahl n besitzt also eine Primfaktorzerlegung der Form

n=2% i p g™ (17)
mat
pi = 1 (mod 4)
und
q; = 3 (mod 4).

Beweis: Die Aussagen in a. und b. sind offensichtlich dquivalent, so daf} es reicht
zu zeigen, dafl a. und c. dquivalent sind.

c. = a.: Wir wollen nun zunéchst voraussetzen, dafl nq(n) gerade ist fiir jede
Primzahl q mit ¢ = 3 (mod 4). Dann hat n eine Primfaktorzerlegung der Form
(17). Nach dem Satz von Fermat 4.13 und Bemerkung 4.14 sind py, ..., px und
2 jeweils Summe zweier Quadratzahlen. Auflerdem ist auch

2B

g’ gt = (g} - gfh)? 407

Summe zweier Quadratzahlen. Mithin ist n das Produkt von Zahlen, die je-
weils Summe zweier Quadratzahlen sind, und ist damit selbst Summe zweier
Quadratzahlen nach Lemma 4.16.

a. =—> c.: Sei nun umgekehrt n Summe zweier Quadratzahlen und nehmen wir
an, es gibe eine Primzahl q € P mit q = 3 (mod 4) und ng(n) ungerade. Wir
betrachten die Menge My aller Summen N von Quadratzahlen, fiir die ng(N)
ungerade ist. Dann ist n € My, und die nicht-leere Menge M, natiirlicher
Zahlen besitzt ein Minimum m. Wegen m € M, gibt es ganze Zahlen x,y € Z
mit m = x? +y? und ng(m) = 2k + 1 > 1 ist ungerade.

Wir unterscheiden zwei Fille.
1. Fall: q {y: Dann ist § € Zj eine Einheit und aus

X +yl=m=0¢€Z,

folgt
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D.h. X -y ist eine Nullstelle von t* + 1 € Zg[t], was nach Satz 4.13
q = 1 (mod 4) bedingt, im Widerspruch zur Annahme q = 3 (mod q).
2. Fall: q | y: Dann ist auch
q | m— yz — XZ)

und da ¢ eine Primzahl ist, ist q auch ein Teiler von x. Fiir die ganzen
Zahlen a = 7,b = % € Z gilt dann

22: =a’+bv*e”
q

ng (%) =ng(m)—-2=2k—-1.
Also ist qﬂz € My und qﬂz ist echt kleiner als m, im Widerspruch dazu,
daB m das Minimum von M ist.

O

Lemma 4.16
Es seien ny,...,ny € Z~y Zahlen, die jeweils Summe zweier Quadratzahlen sind,

dann ist auch thr Produkt n, ---ny Summe zweier Quadratzahlen.

Beweis: Wir fithren den Beweis mit Induktion nach k, wobei die Aussage fiir k =1
trivialerweise erfiillt ist. Sei also k > 2. Per Induktion wissen wir, da gibt Zahlen
a,b € Z mit

A+l =mn Cee My,
und nach Voraussetzung gibt es auBerdem Zahlen ¢,d € Z mit ¢? 4+ d?> = ny. Wir
setzen nun x = ac —bd € Z und y = ad + bc € Z, dann gilt

x* +y® = (ac —bd)* + (ad + bc)* = (@’ + b)) - (* + d?) =1y - - -y
U

Wir wollen uns nun Frage A, Teil b. der Einleitung zuwenden und beweisen, dafl es
unendlich viele Primzahlen p gibt, die der Bedingung von Satz 4.13 geniigen. Dazu

erinnern wir uns an die Reduktion modulo p, den Ringhomomorphismus
n n
Gp 1 ZIH — Zylt] 1 ) -t Y @t
k=0 k=0

der einem Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten ein Polynom in Z,[t] zuordnet,
indem die Restklassen der Koeffizienten modulo p betrachtet werden. In den alge-
braischen Strukturen haben wir diesen Ringhomomorphismus fiir beliebige positive
ganze Zahlen p betrachtet, hier konnen wir uns auf den Fall beschrénken, dafl p eine

Primzahl ist. Wir wollen eine kiirzere Notation einfithren:

fp == dp(f) € Z,[t].
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DaBl ¢, ein Ringhomomorphismus ist, bedeutet unter anderem, dafl

(f-9)p="f,-gp, und (f+g),=f,+g, fiirf,geZ[tl.

In der Vorlesung algebraische Strukturen haben wir zudem fiir Polynome iiber
Korpern gezeigt, dafl die Zahl der Nullstellen eines Polynoms durch seinen Grad be-
schriankt ist, sofern es nicht das Nullpolynom ist. Wir verallgemeinern diese Aussage
nun und zeigen, dafl ein nicht-konstantes Polynom mit ganzzahligen Koeffizienten
jeden Wert nur endlich oft annehmen kann.

Lemma 4.17
Ist k € Z und f € Z[t] ein nicht-konstantes Polynom vom Grad deg(f) =n, so ist

{zeZ|f(z) =k} <n.

Beweis: Dazu betrachten wir das Polynom
g=~f—keQt
als Polynom mit rationalen Koeffizienten. Dann ist
zeZlt) =K =|zeZ]g(z) =0)| <,

da das Polynom g nicht das Nullpolynom ist und deshalb hochstens deg(g) =
deg(f) = n Nullstellen hat. Dabei geht ein, dal @ ein Korper ist. O

Damit kénnen wir den folgenden Satz beweisen, der mit Hilfe des Satzes von Fermat
Frage A, Teil b. aus der Einleitung beantwortet.

Satz 4.18
Ist £ € Z[t] ein nicht-konstantes Polynom, dann gibt es unendlich viele Primzahlen
p € P, so daf die Reduktion f, € Z,[t] von f modulo p eine Nullstelle in Z, hat.

Beweis: Da f nicht konstant ist, hat f die Form
f=a, - t"+an - t" -4+ a-t+ao
mit a; € Z und n = deg(f) > 1.

Hat f eine Nullstelle a € Z, so ist @, € Z, eine Nullstelle von f, fiir jede Prim-
zahl p € P. Wir kénnen deshalb annehmen, dafl f keine Nullstelle in Z besitzt.
Insbesondere ist dann

ao = f(0) # 0. (18)

Wir wollen nun zeigen, wenn py,...,px € P Primzahlen sind, so dafl f,; eine Null-
stelle in Z,, besitzt, dann gibt es eine Primzahl

p e ]P\{ph---)pk})

so da8 auch f, eine Nullstelle in Z, besitzt. Die Aussage des Satzes folgt dann per
Induktion.
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Seien also p1,...,px € P wie oben gegeben. Wir betrachten das Polynom
flaopr - pe-t) =ag-(pr---pu)"Qn-t"+...4ao-(p1-- - px)-ai-t+ao = ap-g € Zltl,
wobei

g=b,-t"+...by-t+1€Zlt]
mit

bi=ay - (pr-px) @i € Z
Man beachte, dafl b; durch pj teilbar ist fir i = 1,...,m und j = 1,...,k. Da
nach (18) ap # 0 und da n > 1, ist g kein konstantes Polynom. Wegen Lemma
4.17 gibt es also eine ganze Zahl z € Z, so daB g(z) &€ {—1,0,1}, und wegen des

Fundamentalsatzes der elementaren Zahlentheorie gibt es mithin eine Primzahl p €
P, die die ganze Zahl g(z) teilt, d.h.

9p (Zp> = Q(Z)p =0, € Z,. (19)
Dann gilt aber

f_p(ao P11 Px - Zp) :a_Op . gp(zp> :61”
und damit hat f, eine Nullstelle in Z,. Es bleibt zu zeigen, dai p & {p1,...,px}. Da

p; ein Teiler von b ist fiir alle j = 1,...,kund i = 1,...,n, gilt
9pj(zpi) :b_npj 'z;j +"'+b_1pj " Zp; +ij :ij 7A6m’
so dafl wegen (19) p #p; fiirj =1,...,k. O

Korollar 4.19
Es gibt unendlich viele Primzahlen p € P mit p =1 (mod 4).

Beweis: Nach Satz 4.18 gibt es unendlich viele Primzahlen p, so daf§ die Reduktion
von t* + 1 modulo p eine Nullstelle in Z, hat. Aus Satz 4.13 folgt dann, daf} es
unendlich viele Primzahlen p gibt, deren Rest modulo 4 Eins ist. U
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5 DAs RSA-VERFAHREN

In den Medien wird im Zusammenhang mit der Zeit, in der wir leben, immer wieder
vom Kommunikationszeitalter gesprochen, weil der massenhafte Austausch von In-
formation, wie er heutzutage mittels elektronischer Medien maoglich ist, ein pragen-
des Merkmal zu sein scheint. Der Austausch von Information ist aber seit jeher
unsicher, da die Kanéle, iiber die die Information ausgetauscht wird, in aller Regel
storanfallig sind.

.
ana

Ein zentrales Problem dabei ist es, zu verhindern, dafl ein Storenfried die Information

mithéren und wverstehen oder unbemerkt verindern kann. Da wir den Kanal als
unsicher annehmen, kénnen wir das Mithdren in aller Regel nicht verhindern. Also
muf} beim Verstehen und Verédndern angesetzt werden. Den Zweig der Mathematik,
der sich mit diesem Problem beschéftigt, nennt man Kryptographie. Die Grundidee
ist, den Text zu verschliisseln.

Sender Empfanger

Schliissel Schiissel

Storenfried
Geheimtext Orentre s | Geheimtext

In der einfachsten Form der aus dem alten Rom iiberlieferten Caesar-Chiffre ver-
tauscht man die Buchstaben der Nachricht zyklisch, z.B.

a|blcld|e|...|x|y|z
U I R AN LIl
minfo(p|q|...[) k|l

Der Schliissel besteht hierbei aus einer einzigen Zahl, ndmlich um wieviel Buchsta-
ben man das “a” nach rechts geschiftet hat; im obigen Beispiel ist dies 12. Eine
solch einfache Verschliisselung ist natiirlich auch sehr einfach von einem Storenfried
zu brechen. Aber sie weist ein wichtiges Merkmal auf, das auch allen der nach Cae-
sar entwickelten Verschliisselungsverfahren bis ins letzte Jahrhundert eigen war: der
gleiche Schliissel dient zum Verschliisseln und zum Entschliisseln, muf} also geheim
bleiben! Man nennt solche Verschliisselungsverfahren deshalb symmetrisch, und ei-
nes ihrer wesentlichen Sicherheitsrisiken besteht darin, daf§ Sender und Empfanger
zunéchst einmal den geheimen Schliissel austauschen miissen, ohne dabei abgehort

werden zu konnen.
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Eine Idee von Whitfield Diffie und Martin Hellman (siehe [DH76]) aus den siebziger

Jahren revolutionierte die Kryptographie. Zum Ver- und Entschliisseln sollten zwei
unterschiedliche Schliissel verwendet werden, und die Kenntnis von einem der bei-
den und der Nachricht sollte es nicht erlauben, auf den anderen zuriickzuschlieflen.
So konnte der Sender einen der beiden Schliissel geheim halten, den anderen aber
offentlich bekannt geben. Damit ist es leicht, eine Nachricht so zu verschliisseln, dafl
dem Empfanger jede Verdnderung auffallen wiirde. Wir stellen dies in dem folgenden
Schema dar, wobei gSS fiir den geheimen Schliissel des Senders steht und 0SS fiir
den dffentlichen Schliissel des Senders:

Sender Empfanger (20)

9SS 5SS

. Storenfried :
Geheimtext orente s | Geheimtext

Der Storenfried kann die Nachricht zwar abfangen, mit dem (auch ihm bekannten)

offentlichen Schliissel entschliisseln und kennt dann deren Inhalt. Da ihm aber der
geheime Schliissel fehlt, kann er die Nachricht nicht verfilschen, wieder verschliisseln
und gefilscht weiter schicken.

Wenn man die Nachricht geheim halten mochte, sollte der Empfianger je einen ge-
heimen und offentlichen Schliissel haben. Wie dann die Verschliisselung aussehen
kann, stellen wir in folgendem Schema dar, wobei wir fiir den geheimen Schliissel
des Empfiangers die Abkiirzung gSFE verwenden und fiir seinen 6ffentlichen Schliissel
die Abkiirzung 0SE:

Sender Empfénger (21)

6SE gSE

, Storenfried -
Geheimtext orente s | Geheimtext

Da der Storenfried den geheimen Schliissel des Empfangers nicht kennt, kann er die

Nachricht auch nicht entschliisseln. Verschliisselungsverfahren dieser Art nennt man
asymmetrisch, oder spezieller public-key-Verfahren. Aber damit ein solches Verfah-
ren funktionieren kann, mufl es einigen wichtigen Anforderungen gentigen, und um
dies zu beschreiben sollten wir den Begriff der Verschliisselung etwas mathemati-

scher fassen.

Bei der Caesar Chiffre aus obigem Beispiel werden Textblécke verschliisselt, die
aus einem einzigen Buchstaben bestehen, und man kann die Verschliisselung als
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Abbildung
fk : N — N

der Menge
N = {a’b) C? d’ e’ f) g)h) i?j)k) ]') m)n) O)p) q)r’ S’t?u’v)w)x)y)z}

in sich selbst auffassen, die von dem Schliissel k abhéngt (in obigem Beispiel k = 12)
und die Nachricht um k Stellen verschiebt — wobei wir im Alphabet mit a weiter
machen, wenn wir bei z angekommen sind. Wichtig ist dabei, da} die Funktion
eine Umkehrfunktion besitzt, die es erlaubt, den Prozef riickgéngig zu machen. In
unserem Fall ist dies die Funktion f_y, die eine Nachricht um k Stellen nach links
verschiebt. Auch sie hdngt von einem Schliissel ab, und es ist im wesentlichen der
gleiche Schliissel — das Verschliisselungsverfahren ist symmetrisch! Da man fiir jeden
zuldssigen Schliissel eine Funktion fy zum Verschliisseln benétigt, spricht man auch
von einer Familie von Funktionen {f | k € S}, wobei S die Menge der zuldssigen
Schliissel sein soll. Im Fall der Caesar Chiffre konnten wir S = {—25,—24,...,24, 25}

wahlen.

Im Allgemeinen wird man Textblocke grofierer Lange verschliisseln, und man wird
sie in aller Regel zuniichst durch einen einfachen Ubersetzungsmechanismus in Zif-
fern iiberfithren, um leichter die Methoden der Mathematik anwenden zu konnen.
Bei der Caesar Chiffre konnte man z.B. die Buchstaben durch ihre Position im Al-
phabet ersetzen, a = 1, b = 2, etc., und man koénnte N auf dem Weg etwa mit
{1,2,...,26} oder gar mit Z,s gleichsetzen. Jedenfalls schadet es nichts, wenn wir
vereinfachend davon ausgehen, dafl die Nachricht, die wir verschliisseln wollen aus
einer Zahl besteht! Fiir das oben beschriebene public key Verfahren benotigen wir
dann eine Familie von bijektiven Funktionen F = {f, : N' — N | k € S} auf der
Menge N der Nachrichten, so daf fiir jeden Schliissel gS € S ein Schliissel 6S € S

existiert mit
fgS @) fﬁg = fi)'S o fgS = ld_/\/’ . (22)

Die Abbildung fss ist dann die Inverse von fgs, so dal man die Bedingung (22) auch
alternativ schreiben koénnte als

ficS = f€s.

Die beiden Eigenschaften in (22) bedeuten fiir die Anwendung, dafl es egal ist, ob
man den Offentlichen oder den geheimen Schliissel zum Verschliisseln verwendet,
der jeweils andere kann zum Entschlisseln verwendet werden. Das haben wir in den
beiden oben beschriebenen Anwendungen (siehe (20) und (21)) bereits ausgenutzt.

Ein ungemein wichtiger Punkt dabei ist natiirlich, daf§ man aus der Kenntnis der
Familie F sowie eines gegebenen offentlichen Schliissels 0S keine Chance hat, den
zugehorigen geheimen Schliissel gS zu bestimmen. Dabei heifit keine Chance nicht,
daB es prinzipiell unmdoglich ist, sondern dafl der notwendige Rechenaufwand nicht in
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sinnvoller Zeit zu bewerkstelligen ist. Zugleich mufl der Rechenaufwand zur Bestim-
mung von fi(n) bei gegebenem n und k sehr gering sein, damit man das Verfahren

auch praktisch anwenden kann!

Eine solche Familie von Funktionen haben Ronald Rivest, Adi Shamir und Leo-
nard Adleman 1977 (siehe [RSAT78]) gefunden, und daraus ist das RSA-Verfahren
entstanden, das aus mathematischer Sicht nicht mehr als die Primfaktorzerlegung
der ganzen Zahlen und ein paar einfache Ergebnisse wie den Chinesischen Restsatz
oder den Satz von Euler braucht — Ergebnisse, die wir im Rahmen dieser Vorlesung
kennengelernt haben. Entscheidend dabei ist folgende Erkenntnis: so einfach die Zer-
legung einer Zahl in Primfaktoren im Prinzip auch ist, so schwierig ist sie doch ganz
konkret durchzufiithren (selbst fir gute Computer), wenn die Zahlen einmal mehrere
hundert Ziffern besitzen!

Im RSA-Verfahren verwenden wir den folgenden Sachverhalt.

Satz 5.1
Es seien p,q € P zwei verschiedene Primzahlen, n =p - q und ¢ € Z eine ganze
Zahl mit ¢ =1 (mod @(n)). Dann gilt fir jedes m € Z,

m® = m (mod n).

Beweis: Nach Voraussetzung gibt es ein k € Z, so dafl

c=k-om)+1=k-(p—1)-(q—1)+1£0. (23)

Wir wollen nun zeigen, dafl

m

¢ m (mod p) (24)
gilt. Ist p ein Teiler von m, so ist
m® = 0 =m (mod p).
Ist p kein Teiler von m, so gilt nach dem Satz von Euler 4.2
mP =m®? = 1 (mod p),

und mithin

c (2) ( )k'(q4) '

m mP! m = 16 m =m (mod p).

Damit ist (24) gezeigt, und analog sehen wir
m® = m (mod q). (25)
Aus dem Chinesischen Restsatz 1.13 wissen wir, dafl die Abbildung
Tt Ly — Ly X Lg : X — (XpyXgq)

ein Isomorphismus ist, und wir haben gerade gesehen, daf3

7 (Mey) = (M, me,) “ 2%, M) = 7 (70,)
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gilt. Aus der Injektivitdt von 7t folgt also

m® = m (mod n).

Damit sind wir in der Lage, das RSA-Verfahren zu beschreiben.

Bemerkung 5.2 (Das RSA-Verfahren)

Das RSA-Verfahren dient zum Verschliisseln von Nachrichten m, die aus gan-
zen Zahlen zwischen 0 und einer vorgegebenen (grofien) Schranke M liegen, d.h.
m € {0,1,...,M}. Um das Verfahren anzuwenden, muf} also eine beliebige ande-
re Nachricht zunéchst in eine oder mehrere Nachrichten dieses Formats iiberfiihrt

werden, wie oben beschrieben.

Jeder Teilnehmer am Verfahren wahlt nun zunéchst zwei groe Primzahlen p, q € P,
so daf} ihr Produkt

n=p-q>M
grofler als M ist.

Dann berechnet er @(n) = (p—1) - (q — 1) und wéhlt eine Zahl 1 < e < @(n) mit

ggt (e, @(n)) =1.

Um e zu finden, kann er solange zufillig eine Zahl zwischen 2 und @(n)— 1 wéhlen
und mit dem Euklidischen Algorithmus ggt(e, @(n)) bestimmen, bis letzterer Eins
ist. Das ist nicht schwierig!

Anschlieflend berechnet er mit Hilfe des Erweiterten Euklidischen Algorithmus eine
Zahl T < d < @(n) mit
d-e =1 (mod (p(n)),

d.h. er berechnet das Inverse von € in Zg). Der &ffentliche Schliissel ist dann das
Tupel
0S = (d,n)
und der geheime Schliissel ist das Tupel
gS = (e,n).
Es ist sehr wichtig, dafl die Zahlen

p, g ud @)
geheim bleiben!

Die Nachricht m identifizieren wir nun mit ihrer Restklasse in Z, und verwenden
fiir einen Schliissel S = (a,n) zum Ver- oder Entschliisseln die einfache Funktion
fg = f(a‘n) : Zn — Zn i X = X

Wegen Satz 5.1 gilt fiir das gewéhlte Schliisselpaar 6S = (d,n) und gS = (e,n)

(fs 0 fos) (M) =M Z W € Zy
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und
(fgs o fss) (M) = M ¢ mez,.

Wie bereits mehrfach erwéhnt, beruht die Sicherheit des RSA-Verfahrens darauf,
daf es fiir sehr grofle Primzahlen p und q fast unméglich ist, mit vertretbarem
Aufwand aus n die Zahlen p und q zu bestimmen. Ohne die Kenntnis von p und
q ist es im allgemeinen aber unmoglich @(n) zu berechnen, und ohne die Kenntnis
von @(n) kann man aus d keine Riickschliisse auf e ziehen! Sehr grofle Primzahlen
in diesem Zusammenhang haben mehr als 100 Ziffern. O

Abschliefend mochte ich noch darauf hinweisen, dafl beim RSA-Verfahren die Fa-
milie der Funktionen, die zum Verschliisseln verwendet werden, nicht auf einer ein-
heitlichen Menge N definiert sind. Denn verschiedene Teilnehmer verwenden aus
Griinden der Sicherheit des Systems verschiedene Zahlen n, und die Funktionen
sind auf der Menge Z.,, definiert. Es ist aber offensichtlich, wie die in der Einleitung
zu diesem Kapitel eingefiihrten Begriffe erweitert werden miissen, damit auch formal
alles wieder schon zusammen pafit.

Man kann die Aussage in Satz 5.1 leicht verallgemeinern (siche Aufgabe 5.3), und
die Verallgemeinerung zeigt, dal man im RSA-Verfahren statt des Produktes von
zwei verschiedenen Primzahlen auch ein Produkt von mehr als zwei Primzahlen
verwenden koénnte, solange diese nur verschieden sind. Die Sicherheit wiirde dadurch
aber nicht erhoht, da bei etwa gleicher Lange von n wesentlich kleinere Primzahlen

verwendet werden miifiten und damit die Faktorisierung einfacher wiirde.
Aufgabe 5.3

Zeige, fiir eine ganze Zahl n € Z mit n > 2 sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

a. n ist ein Produkt paarweise verschiedener Primzahlen.

b. Fiir alle a € Z gilt a®™*!" = a (mod n).

c. Fiirallea € Zund b € Z mit b =1 (mod ¢@(n)) gilt a® = a (mod n).
Aufgabe 5.4
Bestimme zu den Primzahlen p = 17 und q = 31 geeignete 6ffentliche und geheime

Schliissel (d,n) und (e,n), und verschliissele und entschliissele die Nachricht m =
105.
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6 PRIMITIVWURZELN MODULO N

Wir wollen uns in diesem Kapitel mit den Polynomen der Form
tm—1
beschéftigen. Betrachten wir das Polynom als ein Polynom in C[t], so ist
G= {e%

die Menge der Nullstellen von t™ — 1 in C. Man nennt diese auch die m-ten Ein-

kz],...,m}

heitswurzeln. g,h € G geniigen der Gleichung
(g-h)m=g™-h"=1-1=1,
so da8 G beziiglich der Multiplikation abgeschlossen ist, d.h. g-h € G. Da G endlich

ist, reicht dies, um zu zeigen, dal G eine Untergruppe der multiplikativen Gruppe
(C*,-) des Korpers C ist. Die Gruppe (G,-) ist zudem zyklisch, da jedes Element
von G eine Potenz von Gy = e m ist, d.h.

G= {Cm»QZn))Cm} = <Cm>
Man nennt einen Erzeuger von G auch eine primitive m-te Einheitswurzel, und
ist in aller Regel nicht die einzige. Ist ggt(k, m) = 1, so liefert die Bézout-Identitét
ganze Zahlen a,b € Z, so daf}
l=a-k+b-m.
Folglich ist
a- . a b a a
=G0 = (Gn)" - (GR) " = (Gn) ™ 17 = (Gh) " € (Gw)
und damit notwendigerweise auch
G =(Cn)-

Also ist (:‘;1 in diesem Fall eine primitive m-te Einheitswurzel. Ist umgekehrt Cl% eine
primitive m-te Einheitswurzel, so hat ¥, die Ordnung m und aus den algebraischen
Strukturen (siehe Satz 1.14) wissen wir, wie die Ordnung von (, und die von ¥
zusammenhéngen:
o) eoE) o) m

" k ggt(k,0(Cm))  getlk,m)’

Der grofite gemeinsame Teiler von k und m ist also Eins. Wir erhalten damit:

¥ ist genau dann eine primitive m-te Einheitswurzel, wenn ggt(k, m) = 1.

Insbesondere gibt es fiir jedes m € Z-o genau ¢(m) primitive m-te Einheitswurzeln
in C.

Wie sieht das aus, wenn man die komplexen Zahlen C durch den Ring Z, ersetzt?

Hat das Polynom

t"™ —1 € Zyl[t]
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dann immer noch Nullstellen? Bilden diese immer noch eine Gruppe beziiglich der
Multiplikation? Ist diese Gruppe nach wie vor zyklisch? Lassen sich die primitiven

Einheitswurzeln also auf Z, verallgemeinern?
Bemerkung 6.1
Die Antwort auf zwei der Fragen ist offensichtlich und das mit dem gleichen Argu-
ment wie oben. Aus

ar=1
folgt

aeZy,
und wenn @, b € Z* beides Nullstellen von t™ — 1 sind, dann gilt

(@-p)"=a™b

so daB auch @- b eine Nullstelle von t™ — 1 ist. Mithin ist die Menge

Gmn={a ez, |am=1}

der Nullstellen von t™—1 € Z,[t] in Z, abgeschlossen beziiglich der Multiplikation.
Dale Gy, ist die Menge nicht leer und als endliche Menge damit eine Untergruppe

von (Z7,-), d.h.
(Gm,na ) S (Z:n )

Insbesondere hat t™ — 1 also Nullstellen in Z,.

Uns interessiert im folgenden nur der Fall

m = @(n),
da dann der Satz von Euler 4.2
a?*M™ —7
fiir alle @ € Z; impliziert, d.h.
Gomn = Zy

und Z; ist genau die Menge der Nullstellen von
to™ —T € Z,[t].

Offen bleibt also die Frage, ob Gym)n = Z;, zyklisch ist und die primitiven @(n)-ten
Einheitswurzeln sich fiir diesen Fall verallgemeinern lassen. 0

Dies fithrt uns zu folgender Definition.

Definition 6.2
Eine positive ganze Zahl a € Z heilt Primitivwurzel modulo n, falls

Zi={a"|k=1,...,9(n)} = (a).
Dies ist gleichwertig dazu, dal @ in Z die Ordnung @(n) hat.

Beachte, daf fiir eine Primitivwurzel a modulo n zwangslaufig ggt(a,n) =1 gilt.
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Die Frage, ob es eine Primitivwurzel modulo n gibt, ist gleichwertig zur Frage, ob
die Gruppe Z}, zyklisch ist. Wir werden uns deshalb zunéchst mit Eigenschaften von

zyklischen Gruppen auseinandersetzen miissen.

A) Die Struktur zyklischer Gruppen

In der Vorlesung algebraische Strukturen haben wir bereits gezeigt, dafl eine zy-
klische Gruppe der Ordnung n isomorph zur additiven Gruppe (Z,,+) ist. Zudem
haben wir dort gesehen, daf§ jede Untergruppe einer zyklischen Gruppe wieder zy-
klisch ist und dafl es zu jedem Teiler der Gruppenordnung genau eine Untergruppe
dieser Ordnung gibt (vgl. Satz 1.14). Wir wollen nun zeigen, dafl diese Eigenschaften
zyklische Gruppen charakterisieren.

Satz 6.3 (Charakterisierung zyklischer Gruppen)
Fiir eine endliche Gruppe (G, -) sind die folgenden Aussagen dquivalent:

a. G ist zyklisch.

b. G hat fiir jeden Teiler d von |G| genau eine Untergruppe der Ordnung d.

c. G hat fiir jeden Teiler d von |G| héochstens eine Untergruppe der Ordnung d.
d. G hat fir jeden Teiler d von |G| hichstens @(d) Elemente der Ordnung d.
e. G hat fiir jeden Teiler d von |G| genau @(d) Elemente der Ordnung d.

Insbesondere, fir G = (g) mit o(g) = n ist <g%> die Untergruppe der Ordnung d
und jede Untergruppe von G ist zyklisch.

Beweis: Es sei n = |G| die Ordnung von G.

a. = b.: Diese Aussage wurde bereits in der Vorlesung algebraische Strukturen
bewiesen, siehe Satz 1.14.

b. = c.: Dies gilt offenbar.

c. =—> d.: Es sei d ein Teiler von n. Enthélt G ein Element h der Ordnung d,
so erzeugt dieses eine zyklische Untergruppe U = (h) von G. Da G héchstens
eine Untergruppe der Ordnung d enthélt, mufl jedes weitere Element von G
mit Ordnung d bereits in U enthalten sein. Mithin ist

{geGlo(g)=d}|=|{geUlolg) =d}| = |{Ta € Z] | o(Ta) = d}|,

wobei die letzte Gleichung daher riihrt, daf§ U als zyklische Gruppe der Ord-
nung d isomorph zu Z, ist. Die Ordnung von My berechnet sich fiir 1 <m < d
laut Satz 1.14 als
kgv(m,d) d

m ~ ggt(m,d)’

o(Mg) =

wie wir aus der Vorlesung algebraische Strukturen wissen. Mithin ist diese
Ordnung genau dann d, wenn ggt(m, d) = 1 gilt, und wir erhalten

{Ta € Zalo(Ma) =d}| =|{m |1 <m<d, ggt(m,d) =1} = ¢(d).
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Sobald G ein Element der Ordnung d enthélt, enthélt die Gruppe also genau
¢@(d) Elemente der Ordnung d. Insgesamt enthélt sie damit hochstens ¢(d)
Elemente der Ordnung d.

d. — e.: Nach Voraussetzung gilt

{ge Gl olg)=d} < old) (26)

fiir alle d | n. Da aufgrund des Satzes von Lagrange

G= |J{geGlolg)=d}
1<d<n
d|n

gilt mithin unter Beriicksichtigung der Rekusionsformel fiir die Eulersche -
Funktion Korollar 3.18

n=IG=) |{geGlolg=a)< ) o(d=n
e i

Dies bedingt, dafl die Ungleichungen (26) alle Gleichungen sein miissen.

e. — a.: Nach Voraussetzung enthilt G genau @(n) > 1 Elemente der Ord-
nung n = |G|, und jedes dieser Elemente mufl zwangsldufig ein Erzeuger von
G sein. G ist also zyklisch.

Daf in einer zyklischen Gruppe der Ordnung n mit Erzeuger g die Untergruppe
der Ordnung d von g4 erzeugt wird, wurde bereits in der Vorlesung algebraische
Strukturen bewiesen, siehe Satz 1.14. O

Bemerkung 6.4

Satz 6.3 sagt aus, dafl zyklische Gruppen dadurch charakterisiert sind, dafl sie zu
jedem Teiler der Gruppenordnung genau eine Untergruppe dieser Ordnung besitzen,
oder alternativ dadurch, daf sie zu jedem Teiler d der Gruppenordnung genau ¢(d)
Elemente dieser Ordnung besitzen. Dabei sagen die Teile b. und e. exakt, was in
einer zyklischen Gruppe tatséchlich gilt. Wozu braucht man dann die schwécheren
Aussagen c. und d.? Sie sind hilfreich, wenn man zeigen méchte, daf eine gegebene
Gruppe zyklisch ist, da ihre Verifikation weniger Aufwand bedeutet. ([l

Die Lagebeziehung der Untergruppen einer zyklischen Gruppe zu einander ist leicht
zu beschreiben.

Korollar 6.5
Ist G eine endliche zyklische Gruppe und sind U,V < G Untergruppen von G, so ist

U genau dann in V enthalten, wenn |U| ein Teiler von |V| ist.

Beweis: Seien G = (g), n = |G|, k = [U] und 1 = [V, so ist U = (g*) und
V= <g%>. Ist k ein Teiler von 1, d.h. l = m - k fiir ein m € Z, so ist
g% = (g%)m cV

und somit ist U in V enthalten.
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Ist umgekehrt U in V enthalten, so ist die Ordnung von U aufgrund des Satzes von
Lagrange ein Teiler der Ordnung von V. U

Wir haben in den algebraischen Strukturen gesehen, dafl das kartesische Produkt
zweier Gruppen mittels der komponentenweisen Operation wieder eine Gruppe ist.
Die analoge Aussage fiir mehr als zwei Gruppen gilt entsprechend. Man spricht
dann vom (dufieren) direkten Produkt der Gruppen. Es gibt Eigenschaften, die sich
von den einzelnen Gruppen auf das direkte Produkt iibertragen. Sind alle Gruppen
abelsch, so ist das direkte Produkt abelsch. Wenn die einzelnen Faktoren zyklisch
sind, ist dann auch das direkte Produkt zyklisch?

Proposition 6.6 (Produkte zyklischer Gruppen)
Seien Gy,..., Gy endliche Gruppen. Genau dann ist das direkte Produkt Gyx---x Gy,

zyklisch, wenn Gy, ..., Gy zyklisch sind von paarweise teilerfremder Ordnung.

Beweis: Wir setzen m; = |Gi|, 1 =1,...,n. Sind die G; zyklisch, so gilt G; = Zn,,,
und wenn zudem die m; paarweise teilerfremd sind, dann folgt aus dem Chinesischen
Restsatz 1.13

G X oo XGn=2nm, X oo X Loy, = Limyoomye
Insbesondere ist die Gruppe also zyklisch.

Ist umgekehrt G = G; x ... X Gy zyklisch, so ist G; isomorph zur Untergruppe

{(eG1)°")eGi_1)gi) eGH_])"')eGn) | gi € Gl}

von G und damit zyklisch nach Satz 6.3. Insbesondere ist also wieder Gi = Zy,,.
Wir miissen noch zeigen, daf§ die m; paarweise teilerfremd sind. Hétten m; und m;
fiir ein Paar i < j einen gemeinsamen Teiler, so wére Z,,, X ij = Gi X Gj nicht
zyklisch nach Satz 1.14. Analog zu obiger Betrachtung ist G; X Gj aber isomorph zu
einer Untergruppe von G und mufl mithin zyklisch sein nach Satz 6.3. Also sind m;
und my teilerfremd. 0

B) Die Struktur von Z}

Mit den obigen Vorarbeiten wollen wir nun die Struktur der primen Restklassengrup-
pe 7 untersuchen und dabei insbesondere angeben, fiir welche n Primitivwurzeln
modulo n existieren und wie man sie ggf. finden kann. Wir betrachten zunéchst den
Fall, da n eine Primzahl ist.

Satz 6.7 (Lambert-Euler-Gau$)
Ist (G,-) eine endliche Untergruppe der multiplikativen Gruppe eines Korpers
(K, +,-), soist G zyklisch.

Insbesondere st (Z;, -) zyklisch und es gibt Primitivwurzeln modulo p fir p € P.
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Beweis: Sei U < G eine Untergruppe von G der Ordnung d, wobei d ein Teiler von
|G| ist, so gilt nach dem Satz von Lagrange

ul =yl =1

fiir jedes u € U. Damit sind die d Elemente von U Nullstellen des Polynoms
t—1 e KItl.

Da dieses Polynom hochstens d Nullstellen besitzt, kann es keine zweite Untergruppe
von G der Ordnung d geben. Damit ist G aufgrund von Satz 6.3 zyklisch. U

Bemerkung 6.8

Der Beweis der Existenz von Primitivwurzeln modulo einer Primzahl ist nicht kon-
struktiv. Um sie zu finden bleibt keine andere Wahl, als die Ordnungen der Elemente
von Zy auszurechnen. Allerdings sollte man dabei geschickt vorgehen. Ist etwa a kei-
ne Primitivwurzel modulo p, so kann auch keine Potenz von a eine Primitivwurzel
modulo p sein. Zudem gibt es aufgrund von Satz 6.3 zwischen 1 und p — 1 genau

@(p — 1) Primitivwurzeln modulo p.

Wir wollen nun eine Primitivwurzel modulo p = 17 bestimmen. Die Elemente von
73}, sind

N

1, 2, ..., T6.

Aus
2 =T6==1
folgt 2’ =T und
0(2) =8 <16 =1Z}l.
Mithin sind
2, 4=7",8=2, 16=2', 15=2", 13=2", 9=2', uwnd T7=2"

keine Primitivwurzeln modulo 17. Nach Satz 6.3 gibt es in Zj, genau @(16) = 8

Erzeuger von Zj-, so daf§

3,5 6, 7, 10, 11, 12 und 14
Ordnung 16 haben. D.h.

3, 5, 6, 7, 10, 11, 12 und 14
sind Primitivwurzeln modulo 17. O
Als néchstes wollen wir zeigen, wie man aus einer Primitivwurzel modulo p ggf.

eine Primitivwurzel modulo einer Potenz von p gewinnen kann. Dazu bendtigen wir

folgende Hilfsaussagen fiir die Ordnungen von @, in Z;k fiir diverse p und k.

Lemma 6.9
FEs seip € P, k € Z-o und a € Z mit ggt(a,p) =1, dann gilt

o(aun) € {o(ax),p-o(@x)}.
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Beweis: Da eine Zahl genau dann teilerfremd zu p* ist, wenn sie teilerfremd zu
p*t1ist, ist die Abbildung

7T . Z;k+1 — Z;k :zpk+] — zpk
definiert, und sie ist offenbar ein Gruppenhomomorphismus und surjektiv, da

Zvir = {Zper | 1 < 2 <p*', gat(z,p) = 1}

und
Zh = {Zy |1 <z <pS gatz,p) = 1.
Aufgrund des Homomorphiesatzes gilt deshalb

Zinl  pr(p—1)

Ker =p.
[Rerll = Z5l P (p—1) P

Betrachten wir die Untergruppe
U = (Qper) < Zes
von Z;k“, dann ist das Bild
(W) = (@) < Z
von U unter der Abbildung 7t in Z;k erzeugt von @pk. Schrinken wir 7t auf U ein,
my : U — m(U),
so ist der Kern von 7y
Ker(my) = {Z € U | n(Zpen) = T} < {Z € Zior | m(Zpeer) = T } = Ker(n)

eine Untergruppe von Ker(7) und hat nach dem Satz von Lagrange deshalb die
Ordnung 1 oder p. Wenden wir nun den Homomorphiesatz auf m an, so erhalten

o(@yr1) = Ul =|Ker(my)| - (W) = | Ker(my)| - o(@yr) € {o(@px),p-o(@x)}.
U
Lemma 6.10

FEs seien a € Z, p € P und k € Z-o mit ggt(a,p) = 1 und k-p > 3. Falls
o(@x) =(p—1)-p™ und o(@p+1) = (p—1) - p™"', dann ist

o(@pe2) = (p—1) - p™*
Beweis: Aus o(@,x) = (p—1)-p™ folgt

a® " =1 (mod p"), (27)
und wegen o(@yi1) = (p—1) - p™' gilt

alP P" £ 1 (mod p**). (28)
Wegen (27) gibt es dann ein b € Z, so da8

a® Pt =14+ b-pk (29)
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und wegen (28) gilt
pto. (30)

Potenzieren wir Gleichung (29) mit p, so erhalten wir

p—1
a®P- P (] +b .pk)p =14+b- pk+1 + Z (TJ)) . b .pj'k +bP .pk'P. (31)
j=2
Fiir j = 2,--+,p —1 teilt p den Binomialkoeffizienten (¥) und j -k >2 -k >k+1,
so daf3

(1]9) b p™* = 0 (mod p**2).

Die Voraussetzung k - p > 3 impliziert zudem k - p > k + 2, so dafl auch
b? - p*? = 0 (mod p**?).

Damit erhalten wir aus (31) und (30)

nm+1

a1 = 1+b-p*" # 1 (mod p*),

da p kein Teiler von b ist. Mithin ist die Ordnung von Qx> ungleich der Ordnung

(p—1)-p™" = o(@yxs+1) von @pesr, so daff aus Lemma 6.9
Tz =p-0(qperr) = (p—1) - p™+?

folgt. U

Wir wollen nun zunéchst die Existenz von Primitivwurzeln modulo Primzahlqua-

draten zeigen.

Satz 6.11 (Jacobi)
Es sei p € P und a € Z sei eine Primitivwurzel modulo p, dann ist a oder a + p

eine Primitivwurzel modulo p*. Insbesondere ist Z;z zyklisch fir alle p € P.

Beweis: Ist a eine Primitivwurzel modulo p, so gilt insbesondere ggt(a,p) = 1 und
aus Lemma 6.9 folgt dann, dafl

o(a,:) € {o(a,),0(a) pt={p—1,(p—1) p-
In letzterem Fall ist a eine Primitivwurzel modulo p?, so da§ wir o(ﬁpz) =p—1
annehmen koénnen, d.h.
a®' = 1 (mod p?). (32)

Wir miissen nun zeigen, daf3
o(@Fpy)=@—1)-p.

Nehmen wir an, dies sei nicht der Fall. Wegen a + p = a (mod p) ist mit a auch
a+ p eine Primitivwurzel modulo p, und mit dem gleichen Argument wie eben gilt

dann auch
o(a+p,)=p-1.
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Ubersetzen wir dies in eine Kongruenzgleichung, so erhalten wir modulo p?

p—1

—1 , ,

1 = (a—l—p)p_‘:ap_‘+(p—1)-p-ap_z+p2~2 (pj ).pl—l.ap—H
j=2

=a" '+ (p-D-p-a*? =1+(p—1)-p-a”? (mod p?),
wobei wir fiir die letzte Kongruenz (32) verwenden. Dies bedingt
(p—1)-p-a’? = 0 (mod p?),
so daB8 p ein Teiler von aP~? ist, im Widerspruch zur Voraussetzung, dafl p eine
Primzahl und a als Primitivwurzel modulo p teilerfremd zu p ist.

Also ist a + p eine Primitivwurzel modulo p?. O

Beispiel 6.12

7 ist eine Primitivwurzel modulo 5, da
77=49=4 (mod5), 77 =343=3(mod5) und 7*=2401=1 (mod5).
Da aber auch
7* = 2401 = 1(mod 25),
ist 7 keine Primitivwurzel modulo 25. Aus Satz 6.11 folgt dann aber, da} 12 eine
Primitivwurzel modulo 25 ist. 0
Ist p eine ungerade Primzahl, so existieren auch Primitivwurzeln modulo allen p*.

Satz 6.13 (Primitivwurzeln modulo p*)
Es seip € P ungerade und a sei eine Primitivwurzel modulo p und modulo p?, dann

ist a eine Primitivwurzel modulo p* fiir alle k € Ziy.

Insbesondere ist Z;k zyklisch fiir 2 #p € P und k € Z,.

Beweis: Ist a eine Primitivwurzel modulo p und modulo p?, so gilt
o(@)=p—1 und o(@.)=(p—1)-p.
Mittels Induktion folgt dann aus Lemma 6.10 (hier geht p # 2 ein)
o(@y) =(p—1-p,
d.h. a ist eine Primitivwurzel modulo p*.

Da es aufgrund der Sétze 6.7 und 6.11 ein a € Z gibt, welches Primitivwurzel
modulo p und modulo p? ist, ist damit Z;k zyklisch fiir alle k € Z.-,. 0J

Beispiel 6.14
Wegen 2 = 7 (mod 5) ist 2 nach Beispiel 6.12 eine Primitivwurzel modulo 5. Zudem
folgt wegen Lemma 6.9 aus

2 =16 # 1 (mod 25),

daf 0(225) =5. 0(25) =5-4 = @(25). 2 ist also auch eine Primitivwurzel modulo
25. Wegen Satz 6.13 ist 2 dann eine Primitivwurzel modulo 5* fiir alle k € Zo. O
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Aufgabe 6.15
Zeige, da 2 eine Primitivwurzel modulo 3 fiir alle k € Z., ist.

Das folgende Beispiel zeigt die Notwendigkeit der Bedingung “p ungerade”.

Beispiel 6.16
Es gilt
Zs = {18,3s,58, 73}
und
3 =5 =7 =Ts
Die Gruppe Zg ist also nicht zyklisch, da sie kein Element der Ordnung 4 enthélt.
Beachtet man, dal 73 = —1g und 35 = —1g - 53, so gilt

Zy=(—Ts) - (5s).
Als nicht-zyklische Gruppe der Ordnung 4 ist Z3 isomorph zur Kleinschen Vierer-
gruppe Zip X 7. [l

Das Beispiel ist ein Spezialfall des folgenden Satzes.

Satz 6.17 (Struktur von Z3,)
Fiirk > 3 gilt

0(5) =272
und
= (T} - (Boe) = Zy X Zye 2.
Insbesondere ist 7.5, nicht zyklisch fiir k > 3.

Beweis: FEine leichte Rechnung zeigt
5=1(mod4), 5= 5(mod8), und 5*=25 = 1 (mod 8),

so daf
O(gzz) =1=(2-1)-2° und 0(523) =2=2-1)-2.

Lemma 6.10 impliziert dann per Induktion nach k, daf3
0(5x) = 22,

Wir wollen nun zeigen, dafl

< - T2k> ﬂ <§2k> - {Tzk}. (33)
Da

< - T2k> - {Tzk, —Tzk}

reicht es dazu, zu zeigen, dal —1y & <§2k>. Nehmen wir das Gegenteil an, so gilt
mit geeigneten m € Z-o und b € Z

—1=5"4+2%.b=5"=1 (mod 4),

was offenbar falsch ist.
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Da 7, abelsch ist, ist das Produkt < — T2k> . <§2k> eine Untergruppe von 7Zj,. Aus
der Produktformel folgt dann wegen (33)

(= Tp) - (5)| = (=T [Go)] o(=Ty) - 0(5y) =2 = |Zi.

IERICY
Mithin ist
Zy = {(—Tyx)- (5x) (34)
das innere direkte Produkt einer zyklischen Untergruppe der Ordnung 2 mit einer
zyklischen Untergruppe der Ordnung 252
Wir definieren nun die Abbildung
o Zy X Lz — Loy : (Mg, Tgez) = (— 1) - (5ax) "™

Man sieht leicht, daf§ o« wohldefiniert ist, sprich nicht von der Wahl der Vertreter
fir m, bzw. fiir My.2 abhéngt. Zudem ist & ein Gruppenhomomorphismus, da 73,
abelsch ist und da die Potenzgesetze gelten, und o ist wegen (34) surjektiv. Da
sowohl Zi; X Ziy«2, als auch 73, genau 251 Elemente enthalten, mu o dann bijektiv
sein. Die beiden Gruppen sind also isomorph. O
Satz 6.18 (GauB, Disquisitiones, Art. 92)
Fiir eine positive ganze Zahl n € Z~o mit Primfaktorzerlegung n =pi" - -pp* gilt
7 %Zp?] X o0 X szk.

Insbesondere, 7, ist genau dann zyklisch, wenn
ne{2,4,p2-p°|2#peP ke Z,}.

Es emistieren also nur fir diese 1 Primitivwurzeln modulo n, und es gibt dann
jeweils genau (p((p(n)) Primitivwurzeln, die modulo n paarweise nicht kongruent
zueinander sind.

Beweis: Aus Satz 1.13 folgt
7, = ZPT] X oo X Zpgk.
Wegen Proposition 6.6 ist Z; genau dann zyklisch, wenn die Z;m alle zyklisch und

von paarweise teilerfremder Ordnung sind.

Wegen |Z3] = 1 und wegen der Sitze 6.11 und 6.13 ist Z7 fiir n € {2,4,p%,2-p* |2 #
p € P,k € Z-o} mithin zyklisch.

Nehmen wir nun an, dal Z;, zyklisch ist. Falls eines der p; ungerade ist, dann teilt
pi — 1 die Ordnung von Z;?i, so dafl diese gerade ist. Mithin konnen keine zwei
ungeraden Primteiler in n vorkommen. Da zudem 73, nur fiir k = 1 ungerade
Ordnung hat und nur fiir k < 2 zyklisch ist, mufl notwendig

n€{2»4»pk»2'pk|p S P>k€ Z>O}

gelten.
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DaB es fiir die angegebenen n jeweils @(@(n)) Primitivwurzeln gibt, die paarwei-
se modulo n nicht kongruent zueinander sind, folgt aus Satz 6.3, da es (p((p(n))
Elemente der Ordnung @(n) in Z: gibt. O

Die folgende Aufgabe gibt einen Hinweis darauf, wie man Primitivwurzeln modulo
2 - p* finden kann.

Aufgabe 6.19
Essei 2#p € P, k € Z- und a € Z eine Primitivwurzel modulo p*.

a. Ist a ungerade, so ist a eine Primitivwurzel modulo 2 - p*.

b. Ist a gerade, so ist a + p* eine Primitivwurzel modulo 2 - p*.

Aufgabe 6.20
a. Bestimme eine Primitivwurzel modulo n = 98.

b. Zeige, dal 2 eine Primitivwurzel modulo n = 2197 ist.
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7 DAS QUADRATISCHE REZIPROZITATSGESETZ

In den Kapiteln 2 und 4 haben wir die Losbarkeit linearer Kongruenzgleichungen
der Form
a-x+b = 0(modn) (35)

bei gegebenen a,b € Z, a # 0, und n € Z-, betrachtet. Da Gleichung (35) dquiva-
lent ist zu

a-x = —b (mod n),
ist (35) genau dann losbar, wenn

get(a,n) | b.

Die Losung erhalten wir entweder mit Hilfe des Euklidischen Algorithmus (siche
Bemerkungen 2.3 und 2.6) oder durch Anwenden des Satzes von Euler (siche Be-
merkung 4.3).

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit quadratischen Kongruenzgleichungen in einer
Veranderlichen beschéftigen, d.h. mit Gleichungen der Form

a-x*+b-x+c = 0 (modn) (36)

bei gegebenen a,b,c € Z, a # 0, und n € Z-,. Da 4a ungleich Null ist, 16st x die

Gleichung (36) genau dann, wenn x die Gleichung

(2a-x +b)* + (4ac —b?) = 4a’ - x*+4ab-x+4ac = 0 (mod 4an) (37)

16st. Setzen wir y = 2ax + b, d = b* —4ac und m = 4an, dann hat (37) die Form!

y? = d (mod m). (38)

Gelingt es uns, eine Losung y € Z fir (38) zu finden, dann reduziert sich die

Losbarkeit von (36) damit auf die Losbarkeit der linearen Kongruenz
2a-x = y—>b (mod m),

d.h. auf die Frage, ob
2a = ggt(2a, m) ‘ y—b.
Es reicht also, sich fiir die Frage der Losbarkeit allgemeiner quadratischer Kongru-

enzgleichungen mit Gleichungen der Form (38) auseinanderzusetzen.

Der Chinesische Restsatz erlaubt es, die Gleichung (38) auf den Fall zu reduzieren,

daBl m eine Primzahlpotenz ist. Hat namlich m die Primfaktorzerlegung
n n
m=pie P

I Anmerkung: d ist die Diskriminante des Polynoms ax? 4+ bx + ¢, und diese ist genau dann
Null, wenn das Polynom iiber den komplexen Zahlen eine doppelte Nullstelle hat. Ist sie grofer als
Null, kann man iiber den reellen Zahlen die Losung von ax? +bx+c¢ =0 als x = %a\/a angeben.
In Z., ist das Teilen durch 2a sowie das Ziehen von Quadratwurzeln jedoch im allgemeinen nicht
zuléssig. Die Frage, wann wir in Z.,, durch 2a teilen kénnen, haben wir bereits gelost, und dieses

Kapitel beschéftigt sich nun mit der Frage, wann eine Zahl d eine Quadratwurzel in Z., besitzt.
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so liefert der Isomorphismus

7,1111,... an)

oc.Zm—>Zp?1><...><ZpEk.zmr—>(p ) Zyn

des Chinesischen Restsatzes, daf es genau dann ein y € Z mit
y? = d (mod m)

gibt, wenn yi,...,Yyx € Z mit
yi = d (mod pi¥)

fir i = 1,...,k existieren. Denn aus der Existenz von y folgt mit y; = y die
Gleichung

(ap;W yooo )a.p:k) == (X(am) - (X«(gfn) - (mf);n yoee ,mf)zk))

und umgekehrt folgt aus der Existenz von yi,...,yx fiir das Urbild y,, von

(mp;w Yoo ,mp;:k) unter o unmittelbar
—2 —2 —2 = 3 3
Oé(ym) = (y]p;” yoee )Ukp:k) = (dp?] yeooy dpzk) = (X(dm),
so daB die Bijektivitit von o uns y> = d (mod m) liefert.
Wir haben die Eingangsfrage der Losbarkeit einer allgemeinen quadratischen Kon-
gruenzgleichung in einer Verdnderlichen (36) nun im wesentlichen reduziert auf die
Betrachtung der Losbarkeit einer quadratischen Gleichung der Form
x* = a (mod p*) (39)
fiir eine ganze Zahl a € Z, p € P eine Primzahl und k € Z-,.

Die folgende Aufgabe zeigt, daf es dabei reicht, den Fall ggt(a,p) = 1 in den Griff

zu bekommen.

Aufgabe 7.1
Es sei p € P eine Primzahl, k € Z-o und a =p™ - b € Z mit ggt(b,p) = 1.

a. Ist m > k, so hat die Gleichung x* = a (mod p*) eine Losung in Z.
b. Ist 0 < m < k, so sind die folgenden Aussagen gleichwertig:
(i) x* = a (mod p*) hat eine Losung in Z.

kfm)

(i) m ist gerade und die Gleichung y?> = b (mod p ist in Z losbar.

Im weiteren Verlauf des Kapitels beschranken wir uns deshalb auf die Frage nach
der Losbarkeit von (39) im Fall, da8 die Primzahl p kein Teiler von a ist. Dies fiihrt
zu folgender Definition, bei der die Bedingung ggt(a,n) = 1 fiir n = p* genau der
Bedingung p t a entspricht.

Definition 7.2
Es sei n € Z-y und a € Z mit ggt(a,n) = 1. Die Zahl a heiflt quadratischer Rest
modulo n, falls die Gleichung

X~ = a (mod n)
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eine Losung x € Z besitzt. Andernfalls heiflt a ein quadratischer Nichtrest modulo
n. Wir bezeichnen mit

QR, = {En ez, | a ist quadratischer Rest modulo n} = {%2 | X € Zfl}
die Menge der Quadrate in 7, und mit
QNR,, = {Hn €Zy ‘ a ist quadratischer Nichtrest modulo n}
die Menge der Nichtquadrate in Z7,.

Bemerkung 7.3

Man beachte, dafl aufgrund der Definition die Restklasse jedes quadratischen Restes
bzw. Nichtrestes a modulo n in Z, eine Einheit ist, da ggt(a,n) = 1 vorausgesetzt
wird, und daf3

QNR,, = Z, \ QR,..

Zudem ist Gleichung (39) fir den Fall ggt(a,p) =1 genau dann losbar, wenn a ein
quadratischer Rest modulo p* ist.

Die Primzahl 2 spielt wie so oft eine gesonderte Rolle, die jedoch einen vergleichs-
weise einfachen Zugang erlaubt. Die Losbarkeit von (39) fiir den Fall p = 2 und
ggt(a,p) = 1 wird durch die folgende Aufgabe vollstdndig beantwortet.

Aufgabe 7.4 (Quadratische Reste modulo 2)
a. a ist genau dann quadratischer Rest modulo 2, wenn a ungerade ist.

b. a ist genau dann quadratischer Rest modulo 4, wenn a = 1 (mod 4).
c. Fiir a € Z sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

(i) aist ein quadratischer Rest modulo 2* fiir alle k > 3.

(ii) a ist ein quadratischer Rest modulo 8.

(iii) a = 1 (mod 8).

Da die Losbarkeit von (39) fiir die Primzahl 2 durch die Aufgaben 7.1 und 7.4
vollstéandig gelost ist, konnen wir uns von jetzt an auf die Betrachtung wungera-
der Primzahlen beschrénken. Der folgende Satz gibt Kriterien, die es erlauben, die
Losbarkeit von (39) fiir ungerade Primzahlen zu entscheiden. Allerdings sind diese

Kriterien weit weniger explizit als die Kriterien in Aufgabe 7.4.

Satz 7.5 (Primitivwurzelkriterium)

Es sei p € P eine ungerade Primzahl, a € 7 mit ggt(a,p) =1 und k € Zy.

a. Die folgenden Aussagen sind gleichwertig:
(i) a ist quadratischer Rest modulo p*, d.h. @y € QR .

(ii) Fir jede Primitivwurzel b modulo p* gibt es ein m € Z, so daf Gy =
—2m

bor
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(iii) Es gibt eine Primitivwurzel b modulo p* und ein m € Z, so daf [N
—2m

byr

(iv) Die Ordnung von Gy in Z, teilt %1 p* 1, d.h.

o B = 1 (mod p").

Insbesondere gilt fiir jede Primitivwurzel b modulo p*
—2m —1
QRpk:{bz ‘1§m§pT-pk_l}.

b. a ist genau dann ein quadratischer Rest modulo p*, wenn a ein quadratischer
Rest modulo p ist.

Beweis:  a. (i) = (ii): Ist a ein quadratischer Rest modulo p*, so gibt es
ein x € Z mit
X*=ac Z.:;k)
und ist b eine Primitivwurzel modulo p¥, so gibt es ein m € Z mit
X=b" €Z,.
Damit gilt
a=x=b"
(ii) = (iii): Dies gilt offenbar, da p ungerade ist und es nach Satz 6.13
Primitivwurzeln modulo p* gibt.

(iii) = (iv): Ist b eine Primitivwurzel modulo p* und @ = Bzm, so gilt

a(p—nz-pk*‘ _ (Em) (p—1)-p*! 7
Fiir die letzte Gleichung beachten wir, da8 @(p*) = (p — 1) - p*! die
Ordnung der Gruppe Z;k ist.

k—1

(iv) = (): Es sein = (p—1) -p* " = @(p*). Nach Voraussetzung ist
o(@) ein Teiler von Pz;] pel =1

so daf es eine ganze Zahl ¢ € Z gibt
mit

n=2-c-o(q).
Da p ungerade ist, gibt es eine Primitivwurzel b modulo p* und ein

L€ Z, so dafl
—1

a:b GZ:k.

Aus Satz 1.14 folgt

n
tn,l) = —=2-
gg (n) ) O(a) C)
so daf3 | eine gerade Zahl ist, d.h. 1 = 2 - m fiir ein m € Z. Damit gilt
dann fiir x =b™

x> =b™™ =b' = a (mod p*),

und a ist ein quadratischer Rest modulo p*.
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b. Ist a ein quadratischer Rest modulo p¥, so gibt es x,c € Z mit
a=x*+c-p* = x* (mod p),

so dafl a auch ein quadratischer Rest modulo p ist.

Ist nun a umgekehrt ein quadratischer Rest modulo p, so ist die Ordnung
von @, nach Teil a. ein Teiler von P;—] und aus Lemma 6.9 folgt dann mit
Induktion nach k, dal es ein 0 <1 < k — 1 gibt mit

_ _ —1 N
(@) = of@,) -p | P51 9.

Deshalb ist a nach Teil a. ein quadratischer Rest modulo p*.

O

Bemerkung 7.6

Teil b. in Satz 7.5 reduziert das reduzierte Eingangsproblem (39) fiir ungerade Prim-
zahlen p und fiir Zahlen a mit ggt(a,p) = 1 nochmals, da es nun reicht zu testen,
ob a ein quadratischer Rest modulo p ist, um die Antwort zugleich fiir alle Potenzen

von p zu erhalten.

Fiir groe Primzahlen p sind die Kriterien, die der Satz liefert aber nicht praktikabel:

e Primitivwurzeln modulo p zu finden und @, als Potenz einer solchen darzu-
stellen, ist zu aufwendig, da keine guten Algorithmen dafiir bekannt sind, und
e a"7 modulo P zu bestimmen ist nicht unbedingt leichter.

Qualitativ unterscheiden sich die Kriterien in Teil (iii) und in Teil (iv) wesentlich.
Priift man das Kriterium in Teil (iii) nach und findet eine Primitivwurzel b und
den zugehorigen Exponenten m, so hat man eine Losung x = b™ der Gleichung
x* = a (mod p) gefunden. Priift man hingegen fiir Teil (iv) nach, daf

p-1

az = 1 (mod p),

so weil man lediglich, daf die Gleichung x* = a (mod p) l6sbar ist, man hat jedoch

keinerlei Hinweis auf eine Losung.

Wir wollen uns im weiteren Verlauf des Kapitels mit der Frage der Ldsbarkeit
beschéftigen, ohne uns um eine Methode zur Findung einer Losung zu kiimmern.
D.h. wir suchen ein einfaches Verfahren, das es uns erlaubt, zu entscheiden, ob

ein gegebenes a ein quadratischer Rest modulo einer ungeraden Primzahl p ist oder
nicht. OJ

Wieviele Quadrate und Nichtquadrate gibt es modulo einer ungeraden Primzahl?

Satz 7.7
Ist p € P eine ungerade Primzahl, so ist die Menge der Quadrate (QRp,J eine
Untergruppe von (Zy,-), und es gibt genau

_ _elp) _p-1
QR, | =|QNR, | = 5= ==
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quadratische Reste modulo p und ebensoviele quadratische Nichtreste.

Beweis: Da die Gruppe (Z, -) abelsch ist, ist die Abbildung
o L —— L X X

ein Gruppenhomomorphismus, dessen Bild Im(«) die Menge QR,, der Quadrate in
Z, ist. Damit ist QR,, eine Untergruppe von Zs.
Zudem ist X genau dann in Ker(«), wenn X* = 1, d.h. wenn X eine Nullstelle des
Polynoms t? — 1 = (t — T) . (t + T) ist. Da Z, ein Korper ist, hat dieses Polynom
nur die Nullstellen T und —T1, und diese sind verschieden, da p ungerade ist. Somit
gilt

| Ker(a)| = |{T, —T}‘ =2,

und aus dem Homomorphiesatz

B ozl p—1
QR | = |Im(a)| = IKerr()cx)l =3

folgt die Behauptung, da

—1
QNR, | = |5 = |QR, | = F——.

O

Wir fithren nun das Legendre-Symbol ein, das ein niitzliches Hilfsmittel bei der Be-
trachtung quadratischer Reste und Nichtreste ist.

Definition 7.8
Es sei p € P eine Primzahl und a € Z. Wir definieren das Legendre-Symbol a nach
p durch

. 1, falls ﬁp € QR,,

P 0, fallsp|a.

Das Legendre-Symbol gibt also an, ob a ein quadratischer Rest modulo p ist oder
nicht. Es reicht deshalb, eine effiziente Methode zur Berechnung des Legendre-
Symbols zu finden.

Beispiel 7.9
Firp =11 gilt

12=1, 22=4, 3*=9, 4=16=5(mod 11), 5> =25=3 (mod 11)
und|QRH|:w:5. Mithin ist

und fiir das Legendre-Symbol gilt:
a |o|1|2|3]4]5]6]|7]8]92]10]
@ [ofr[=—rfrfrfr]=rf=1]=1]r]-1]
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Eines der Kriterien in Satz 7.5 formuliert sich mit Hilfe des Legendre-Symbols wie
folgt und geht auf Leonard Euler zuriick.

Satz 7.10 (Euler-Kriterium)
Es sei p € P eine ungerade Primzahl und a € 7., dann gilt

(g) = o7 (mod p).

Beweis: Ist p ein Teiler von a, so sind beide Seiten der Kongruenzgleichung kon-
gruent zu Null modulo p, so dafl wir davon ausgehen konnen, dal p kein Teiler von

a ist.

Nach Definition ist (%) genau dann Eins, wenn a ein quadratischer Rest modulo p
ist, und dieses ist nach Satz 7.5 genau dann der Fall, wenn AT =1 (mod p) ist.
Andernfalls ist ( ) = —1 und

y
az =-—1 (mod p),
da 6% nach dem Satz von Euler 4.2 eine der beiden Nullstellen 1 oder —1 des
Polynoms t> — 1 € Z,(t] ist und nicht 1 sein kann. O

Bemerkung 7.11
Bei gegebenem p € P kénnen wir das Legendre-Symbol als Abbildung

DRSS

auffassen. Schrinken wir sie auf Z- ein, so ist sie fiir ungerade p eine multiplikative
zahlentheoretische Funktion im Sinne von Definition 3.1, wie wir in der folgenden
Proposition zeigen. 0

Wir wollen einige elementare Eigenschaften des Legendre-Symbols herleiten.

Korollar 7.12 (Das Legendre-Symbol)
Es seien p € P und a,b € Z. Dann gelten

a. Falls a = b (mod p), so ist (%) = (%).
b. Falls ggt(a,p) =1, so ist (%) =1.
c. Ist p eine ungerade Primzahl, so gilt
a-b a b
(5)-6)6)
Insbesondere ist die Funktion

(Z5, ) — ((1,1),)  ap s (g)

ein Gruppenhomomorphismus, dessen Kern QR ist.
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Nk

d. Hat a die Primfaktorzerlegung a = py'---p

§-@)- )"

Beweis: Teil a. ist klar, da das Legendre-Symbol von a nach p nach Definition nur

und ist p € P eine ungerade
Primzahl, so ist

von der Klasse @ € Z, abhéngt, und Teil b. ist ebenfalls klar, da a’ ein quadratischer
Rest modulo p ist, sobald p kein Teiler von a ist.

Aus dem Euler-Kriterium 7.10 folgt

<a_b) = (ab)? — a7 b7 = (2> . (E) (mod p),
p p p

und da p eine ungerade Primzahl ist, so daB 1 % —1 (mod p), folgt

(5)-6)-6)

P ) \p/)’

Damit ist die Multiplikativitét in Teil c. gezeigt. Man beachte auch, dafl die Abbil-
dung

« _ a
(va') — ({]>_]}) ) s Qp = (E)
wegen Teil a. wohldefiniert ist und wegen der Multiplikativitdt ein Gruppenhomo-

morphismus ist, dessen Kern nach Definition des Legendre-Symbols genau die Qua-
drate in Z; sind. Teil d. folgt aus Teil c. mittels Induktion. 0

Bemerkung 7.13

Jede Gruppe mit zwei Elementen ist isomorph zur Gruppe ({1,—1},-), wobei das

neutrale Element auf 1 abgebildet werden mufl. Da QR,, eine Untergruppe von Z;
1Z3|

vom Index R = 2 ist, hat die Faktorgruppe Z;/QR, genau zwei Elemente und
P

die Abbildung

1, falls@e QR,,
—1, falls @ ¢ QR,, d.h. @ € QNR,,

ist ein Gruppenisomorphismus. Verkniipfen wir « mit der Restklassenabbildung
v:Zy — Z,/ QR :a—a- QR,,

die ihrerseits ein Gruppenhomomorphismus ist, so erhalten wir wieder einen Grup-

penhomomorphismus
xov:Zy—{l,—-1}:am— (2)
P

Dies ist ein konzeptionellerer Beweis fiir die Aussage in Teil c. von Korollar 7.12 in
dem Fall, dafl p weder a noch b teilt. O

Indem wir fiir ungerade Primzahlen den Term (—1 )? betrachten, erhalten wir aus
dem Euler-Kriterium den Ersten Ergdinzungssatz zum Quadratischen Reziprozitits-

gesetz, welcher uns das Legendre-Symbol zu —1 berechnet.
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Korollar 7.14 (Erster Ergianzungsatz zum Quadratischen Reziprozititsgesetz)
Istp € P, so gilt

(—1) B 1, fallsp =1 (mod 4) oder p =2,
p/) | =1, fallsp=3(mod4).

Bemerkung 7.15

Alternativ héatte man das Korollar auch aus dem Satz von Fermat 4.13 ableiten
konnen, der besagt, dal das Polynom t> + 1 € Z,[t] genau dann eine Nullstelle in
Z, besitzt, wenn p = 1 (mod 4) ist. Daf t? +1¢ Z,[t] eine Nullstelle in Z, besitzt,
heifit aber gerade, daB —1 ein Quadrat in Z, ist, daf also —1 ein Quadratischer Rest
modulo p ist.

Das letzte Argument zeigt, dafl man umgekehrt auch Korollar 7.14 verwenden kann,
um einen alternativen Beweis fiir die Aquivalenz von Teil b. und c. im Satz von
Fermat 4.13 zu geben. U

Wir suchen nach wie vor eine bessere Moglichkeit, Legendre-Symbole berechnen zu

konnen.

Bisher haben wir in aller Regel die Zahlen 1,2,...,p —1 als Vertretersystem fiir die
Restklassen in Z; betrachtet. Fiir die folgenden Uberlegungen ist es aber besser, die
Vertreter symmetrisch verteilt um den Nullpunkt zu wihlen.

Definition 7.16
Es sei p € P eine ungerade Primzahl und k = P;—] Wir bezeichnen die Menge

MR, = {—k,—k+1,...,=1,1,2,...,k} = {#r | 1 < r < k}.

als Menge der Minimalreste modulo p. Sie ist ein Vertretersystem von Zg, d.h. jedes
Element von Z7 ist Restklasse genau eines Elementes in MRy,

Ist @ € Z mit ggt(a,p) =T undist 1 <n < ]’2;1, so gibt es genau ein 1., € MR,
mit
n-a = rqn (mod p),
und wir setzen
1, fallstqn >0,
—1, fallsTqn <O

—1
vayp:Hn‘sa’nz—l,n:L...,pT}‘.

Ean = Sign(ra,n) - {

sowie

Beispiel 7.17
Wir betrachten p =11 und a = 3.

MRH - {_5» _4» _33 _2> _1> 1>2> 3>4> 5}
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ist die Menge der Minimalreste modulo 11, und es gilt:

13 = 3(mod1l) = 131=3 = e€33=1
2.3 = S5(mod1l) = 13,=-5 = ¢&3,=—1
3:3 = 2(mod 11) = m33=—2 = ¢e33=—1
4.3 = T(mod1l) = 7134 =1 — e34=1
5:3 = 4(mod1l) = m35=4 = ¢e5=1
Insbesondere gilt damit vz 17 = 2. 0

Mit obiger Notation konnen wir folgende Formel von Gaufl zur Berechnung des

Legendre-Symbols formulieren.

Satz 7.18 (Lemma von Gau$)
Ist p € P eine ungerade Primzahl und a € 7. mit ggt(a,p) =1, so gilt

a
,
(—) — o oo Ept = (<10
p 2

Beweis: Es sei k = Pz;]
Wir beachten zunéchst, dal —m - a = —r1 (mod p) und daf die Abbildung
Wo:Zy — Zy M= T-a=TNa
bijektiv ist, da @ in Z, invertierbar ist. Das Bild von p, ist
Z; = Im(pa) = (@77 | T € MRy}
={am,—an|1<n<k}
={Tam Tan [ 1= n <k}
Da die Menge p — 1 Elemente enthalten muf}; mufl notwendigerweise
=TamyTan | T < <k} =MR, ={-k,...,—1,1,...,k}
gelten. Das ist aber nur moglich, wenn

{|‘ra,n| } 1 Sngk} :{])2))k}

gilt, und damit erhalten wir
k
Kl=1-2---(k=1) -k =] [lranl-
n=1

Modulo p impliziert diese Gleichung

K K K K K
K _
k! a“= | |na: | |ra,n:| ||ra,n|-| |£a,n:k!- | |£a,n.
n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

Da p kein Teiler von k! ist, ist k! invertierbar modulo p, und wir erhalten modulo p

K
ak = He‘l»“ (mod p).
n=1
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Aus dem Euler-Kriterium folgt deshalb

a k
(_) = H €an = (_1)\/(”))
p n=1
da 1 # —1 (mod p). O

Beispiel 7.19
Aus Beispiel 7.17 erhalten wir mit Hilfe des Lemmas von Gauf}, daf}

3
(ﬁ) = €371°€32°-€33°€34"E35 = (—1)2 =1

3 ist also ein quadratischer Rest modulo 11, was wir in Beispiel 7.9 bereits gesehen
haben.

Korollar 7.20 (Zweiter Ergénzungsatz zum Quadratischen Reziprozitéitsgesetz)
Ist p € P eine ungerade Primzahl, so gilt

<2) C st 1 Jellsp =41 (mod ),
7 | -1, falls p=+3 (mod 8).

Beweis: Der Beweis ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

O

Mit Hilfe des Lemmas von Gaufl kénnen wir eine weitere Formel fiir die Berech-
nung des Legendre-Symbols angeben, die uns schliellich den Beweis des zentralen
Ergebnisses dieses Kapitels, des Quadratischen Reziprozititsgesetzes, erlaubt. Dazu

benotigen wir folgende Notation.

Definition 7.21
Fiir eine reelle Zahl r € R definieren wir den ganzen Anteil oder die Abrundung von
T als

It] =max{ze Z|z<r}eZ.

Ist p € P eine ungerade Primzahl und a € Z, so setzen wir

]JZ;]
an
=3 |
b ; 5
Im Beweis des folgenden Lemmas verwenden wir die offensichtliche Beziehung
lz+7]=z+[r] (41)
fiir ze Z und r € R.

Lemma 7.22
Es sei p € P eine ungerade Primzahl und a € 7, mit ggt(a,p) = 1. Dann gilt

(2) =,
P
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und falls a ungerade ist, gilt zudem

P

Beweis: Fiir den ersten Teil der Behauptung reicht es wegen des Lemmas von Gaufl
7.18 zu zeigen, daf3
)

€an = (_])L v

firn=1,..., 5

Mit Hilfe von (41) sehen wir

Sl 5l G B (G-

Da der zweite Summand nur die Werte Null und Eins annehmen kann, ist diese Zahl
genau dann gerade, wenn der zweite Summand Null ist, d.h. wenn

SESHR

an—p- {%J < % (42)

Daan—p- {%‘J der Rest von an bei Division mit Rest durch p ist und da I keine

was gleichwertig ist zu

ganze Zahl ist, ist (42) wiederum gleichwertig zu
Tan > 0,
d.h. e4n = 1. Der erste Teil der Aussage ist damit gezeigt.

Fiir den zweiten Teil der Aussage betrachten wir zunéchst

—1

R

L P -

|
ML

Satpp

3
L

“d
N

p—1 . ptl pr—1

p—1

2

an

= - = S, 2 2 - s,
_1_pJ+;n )p+ 2 »P+ 8

=

Da a ungerade ist, ist a + p gerade und %E € 7. Mit Hilfe der Rechenregeln fiir
das Legendre-Symbol und dem bereits bewiesenen ersten Teil des Lemmas erhalten

wir damit:

56 -6 -5 -5) -6

atp -
= () = e e
P

Aus dem zweiten Ergidnzungssatz 7.20 folgt dann

P
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O

Nun sind wir endlich in der Lage, das Quadratische Reziprozititsgesetz zu zeigen.
Die Aussage war bereits Euler bekannt, der jedoch keinen Beweis fiir ihre Kor-
rektheit geben konnte. Legendre gelang es, einige Spezialfille zu beweisen, bevor
schliellich Gaufl 1796 einen ersten vollstdndigen Beweis lieferte. Die Aussage faszi-
nierte Gaufl so sehr, daf§ er im Laufe der Jahre sieben weitere Beweise dafiir gab.
Nach Gaufl haben viele andere Mathematiker weitere Beweise fiir dieses Gesetz ge-
funden und die dabei entwickelten Methoden haben die Zahlentheorie wesentlich
voran gebracht. Diese Tatsache trégt vielleicht mehr zur Bedeutung des Quadrati-
schen Reziprozitiatsgesetztes bei, als die eigentliche Aussage selbst.

Das Quadratische Reziprozititsgesetz ist im Gegensatz zu den beiden bereits be-
wiesenen Ergéinzungssétzen keine explizite Formel zur Berechnung eines Legendre-
Symbols. Vielmehr beschreibt es die Beziehung zwischen den Legendre-Symbolen
(%) und (%) fiir zwei Primzahlen p und q. Allerdings kann man dann unter Zuhil-
fenahme der Rechenregeln 7.12 ein beliebiges Legendre-Symbol rasch auf bekannte

Spezialfille reduzieren.

Satz 7.23 (Quadratisches Reziprozitétsgesetz)
Es seien p,q € P zwei verschiedene ungerade Primzahlen. Dann gilt

P q p=1.g-1
- |=)=(=1)7Z 7.
(&) G)=c

(p _(%)) fallsp = 3 (mod 4) und q = 3 (mod 4)
d

Insbesondere gilt also

(%) ,  Sonst.

Beweis: Wenden wir die zweite Formel in Lemma 7.22 auf die beiden Legendre-
Symbole (%) und (%) an, so erhalten wir

(E) . (ﬂ) — (_])Sp»q . (_])Sq‘p — (_])Sp,q+sq‘p_
a) \p

Es reicht deshalb,

p—1 q—1
SpatSap="F5"" "5

zu zeigen. Dazu betrachten wir die Menge
—1 q—1
M = qn—pm)1§n§T, 1 gmgT .
Wir wollen zunéchst zeigen, dafl M genau %1 . 9;—] Elemente enthélt.
Sind T <n,n’ < pg—] und 1 <m,m’ < ﬂg—] mit qn —pm = gqn’ —pm/, so gilt

p-(m'—=m)=q-(n'—n)
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mit 3 3
Oglm’—mlgq% und Ogln/—nlgp%.

Da die Primzahl p kein Teiler von q ist, mufl deshalb n” —n = 0 gelten und damit
n=n und m =m.

Wir erhalten daraus, dafl

p—1 q—1
M| =
Ml =— >

Das gleiche Argument liefert auch
0¢ M.
Wir zerlegen die Menge M nun in ihren negativen und ihren positiven Teil,
N={zeM|z<0} und P={zeM|z>0.
Damit erhalten wir

gn—pmeN n<me§ZZ — 1<n< {?J,
wobei wir fiir die letzte Aquivalenz beachten, daB }%” ¢ 7. Wir kénnen N deshalb
seinerseits folgendermaflen disjunkt zerlegen:

a1

2
N = U {qn—pm‘ 1<n< V%NLJ}
m=1
Damit gilt dann
3%1
m
N= |5 =S
m=1 - q
und analog erhélt man
p—1
2 qn
p=3 ?J S

n=1

Insgesamt haben wir wie gefordert gezeigt, dafl

1 g1
pT.qT:|M|:|N|+|P|=5p,q+5q»p'

Beispiel 7.24
Ist 62 ein quadratischer Rest modulo 1317 Da 131 eine Primzahl ist und 62 die
Primfaktorzerlegung 62 = 2 - 31 hat, gilt

(w5) - () ()

Aus dem Zweiten Ergdnzungssatz zum Quadratischen Reziprozititsgesetz 7.20 folgt

2\
(131)
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da 131 =16-84+3 = 3 (mod 8). Um (%) auszurechnen, wollen wir das Quadratische

Reziprozitéitsgesetz 7.23 sowie die Rechenregeln 7.12 anwenden. Danach gilt

) -()- )00

wobei wir folgende Kongruenzen ausnutzen: 131 = 3 (mod 4), 31 = 3 (mod 4),
131 =7 (mod 31), 7 =3 (mod 4), 31 =3 (mod 7) und 7 = 1 (mod 3).

62
(55r) == =n =

so daBl 62 ein quadratischer Rest modulo 131 ist. Insbesondere gibt es also eine ganze
Zahl x € Z mit

Insgesamt erhalten wir also

x* = 62 (mod 131).
Es ist ein weit schwierigeres Unterfangen, ein solches x zu finden, wéhrend es wieder

leicht ist, zu tiberpriifen, da x = 18 und x = 113 mogliche Losungen sind:
182 =324 =2-1314+62 = 62 (mod 131)

und
1132 =12769 =97 -131 + 62 = 62 (mod 131).

Es sind die beiden einzigen Loésungen zwischen 1 und 131. U

Wir wollen das Kapitel mit einem Beispiel abschliefen, in dem wir eine allgemeine
quadratische Kongruenzgleichung mit den Eingangsiiberlegungen des Kapitels sowie
den hier entwickelten Methoden auf Losbarkeit {iberpriifen und 16sen.

Beispiel 7.25

Ist die Kongruenzgleichung
3-x*4+x+4 = 0 (mod 126) (43)
l6sbar? Durch quadratische Ergénzung transformieren wir die Gleichung zu
y? = —47 (mod 1512) (44)
mit y = 6x + 1 (mod 1512).
Da m = 1512 die Primfaktorzerlegung
m=1512=2>.3.7

besitzt, wenden wir uns nun also den folgenden drei Kongruenzgleichungen zu:

y> = —47 = 1 (mod 8), (45)

Y = —47 = 7 (mod 27), (46)
und

y? = —47 = 2 (mod 7). (47)

Gleichung (45) ist nach Aufgabe 7.4 16sbar und offenbar ist y; = 1 eine Losung,.
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Um zu sehen, daf (46) ebenfalls 1osbar ist, reicht es wegen Satz 7.5, das Legendre-
Symbol (%) zu berechnen, fiir das gilt

H-()-

Damit ist 7 ein quadratischer Rest modulo 3 und mithin modulo 27. Um eine Lésung
Yz von (46) zu bestimmen, miissen wir 7 aber als Potenz einer Primitivwurzel modulo
27 darstellen. Nach Aufgabe 6.15 ist 2 eine Primitivwurzel modulo 27 und man
rechnet nach, dafl

21 = 65536 = 2427 -27+7 = 7 (mod 27)
ist. Damit ist y, = 13 = 256 = 28 (mod 27) eine Losung von (46).

Nach dem Zweiten Ergénzungssatz 7.20 gilt (%) =1,da7 = —1 (mod 8), und mithin
ist (47) losbar. Auflerdem gilt fiir y3 = 3 offenbar

y;=9 = 2 (mod 7).
Wir wollen nun das Tripel (y1,y2,y3) = (1,13, 3) mittels des Chinesischen Restsat-
zes von Zig X Zy7 X Zi7 nach Zis1; liften. Dazu bestimmen wir zunéchst die Inversen

von Ny = 27 -7 = 189 modulo ny = 8, N, = 8 -7 = 56 modulo n, = 27 und
N3 =827 =216 modulo n3 = 7. Da in Z3 jedes Element selbstinvers ist, ist

x;1 =5 = 189 (mod 8)
das Inverse zu Ny modulo ny. Ferner gilt
N, =56 = 2 (mod 27) und 2-14=28 = 1 (mod 27),
so dafl x; = 14 das Inverse von N; modulo n; ist. SchliefSlich gilt
N; =216 = 6 (mod7) und 6-6=36 = 1 (mod 7),

so dafl N3 modulo n3; wieder selbstinvers ist und x3 = 6 als Inverses verwendet

werden kann.

Der Chinesische Restsatz liefert dann
Yyr-x1-Ni+yz-x2-Na+y3-x3-N3=1-5-1894+13-14-56+3 -6 - 216
=945+ 10192 4+ 3888 = 15025 = —95 =y (mod 1512)
als Losung der Kongruenzgleichung (44)
y? = —47 (mod 1512).
Nun miissen wir uns noch mit der Losung der linearen Kongruenzgleichung
6x+1 = y=—95 (mod 1512)

befassen. Diese ist gleichwertig zu

6x = —96 (mod 1512). (48)
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Wir wissen bereits, dafl 6 der groite gemeinsame Teiler von 6 und 1512 ist, und fiir
die Losbarkeit ist also zu priifen, ob 6 ein Teiler von —96 ist. Da dies der Fall ist,
ist Gleichung (48) lésbar und

==

ist eine Losung von (48) und damit von (43). Da wir wissen, dafl mit x auch x+k-126

X —16

fiir jedes k € Z eine Losung von (43) ist, liefert uns x die Losung
x = 110 (mod 126)

von (43) in {0,...,125}. Es ist nicht die einzige Losung der Gleichung. Zwischen 0
und 125 hat (43) genau die vier Losungen

11, 47, 74 und 110.
Man beachte, dafy das Polynom
3.t Ht+4 € Zlt]

vom Grad zwei damit mehr als zwei Nullstellen hat. Dies ist moglich, da Z,6 Null-
teiler enthélt (vgl. Lemma 4.17). O

Aufgabe 7.26
Ist die Fermatsche Zahl F, = 2?") 41 eine Primzahl und n > 1, so gilt
Fn—1

3777 = —1 (mod F,).

Aufgabe 7.27
a. Zeige mit Hilfe des Primitivwurzelkriteriums, dafl a = 77 ein quadratischer
Rest modulo n = 2197 ist und finde eine Lésung von x? = a (mod 2197).

b. Zeige mit Hilfe des Quadratischen Reziprozitiatsgesetzes, dafi a = 77 ein qua-
dratischer Rest modulo n = 2197 ist.

c. Ist 195 ein quadratischer Rest modulo 19017

Aufgabe 7.28
Es sei p € P eine ungerade Primzahl und a € Z.o mit ggt(a,p) = 1. Zeige:

a. Wq @2y — 21 Z— a-z ist bijektiv, d.h.
o € Sym(Z;) =8, 1.

b. Fiir das Signum der Permutation p, gilt

sgn(ita) = (9)
P

{peP|p = %1 (mod 8)}

Aufgabe 7.29
Die Menge

enthalt unendlich viele Elemente.
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Aufgabe 7.30
Es sei p € P eine ungerade Primzahl und k,m € Z mit ggt(p, km) = 1. Falls die
diophantische Gleichung

x*—m-y*=k-p

eine Losung hat, dann ist das Legendre-Symbol (%) =1
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8 QUADRATISCHE ZAHLKORPER

Ausgangspunkt fiir die Betrachtungen dieses Kapitels sollen die diophantischen Glei-

chungen

X —m-y*=n

fiir gegebene Zahlen m,n € Z sein. Die linke Seite der Gleichung 148t sich iiber den
komplexen Zahlen zerlegen als

X¥—m-y'=(x—vm-y) (x+vm-y),
wobei

vymecC

eine der beiden Nullstellen des Polynoms
t? —m e C[t]

ist, d.h. eine der beiden komplexen Quadratwurzeln aus m. Dies fithrt uns dazu,
Zahlen der Form

Xx+vm-y mit x,y€Z
zu betrachten.

Wir wollen im folgenden die Konvention verwenden, daf fiir eine positive Zahl m mit
vm die positive reelle Quadratwurzel von m bezeichnet wird, und fiir eine negative

Zahl m bezeichnet y/m die komplexe Quadratwurzel von m in der oberen Halbebene.

A) Der Ring der ganzen Zahlen in Q[,/m]

Bemerkung 8.1
Es sei S ein kommutativer Ring mit Eins und R C S sei ein Unterring von S. Ist
w € S Nullstelle eines Polynoms

f=t"4+ g -t ...+ - t+ xo € R[],
dann wissen wir aus der Vorlesung algebraische Strukturen, dafl
Rlwl ={a+a - w+-+ani-w"'|a...,a,1 €R}
das Bild des Einsetzhomomorphismus
@y :R[t] — S:g— g(w)
und damit ein Unterring von S ist.

Korollar 8.2
Es sei m € Z keine Quadratzahl, dann ist

Q[vm] ={a+b-vm|abeQ}

ein Unterkorper von C und

Zlvm]={a+b-vm|abeZ}
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ein Unterring von Q[y/m].

Beweis: /m ist Nullstelle des quadratischen Polynoms
t* —m € Z[t] C C[t]

Nach Bemerkung 8.1 ist Q[/m] damit ein Unterring von € und wir miissen nur
zeigen, dafl das multiplikative Inverse von 0 #x =a+b-y/m € Q [\/ﬂ_l} wieder in
Q[v/m] liegt. Da m keine Quadratzahl ist und (a,b) # (0,0), ist a? # b? - m und

1 a b
x @—-b-m az—bz-m'meQ[\/T—n]'
Mithin ist Q[v/m] ein Unterkérper von €. Damit ist dann Z[/m] nach Bemerkung

8.1 seinerseits ein Unterring von Q[y/m], da
t? —m € Z[t] C Q[vm][tl.

O

Definition 8.3
Es sei ein m € Z keine Quadratzahl. Ist m < 0, so nennen wir den Korper Q [\/m]
einen imagindr-quadratischen Zahlkérper, und ist m > 0 so nennen wir ihn einen

reell-quadratischen Zahlkéorper.

Wir wollen in diesem Kapitel die Ringe Z [\/T_n} als Unterringe von Q [\/n_ﬂ untersu-
chen. Dabei stellt sich heraus, dafl sie nicht immer die erstrebenswerten Eigenschaf-
ten besitzen. Falls m eine quadratfreie Zahl mit Rest Eins bei Division durch Vier
ist, so sollte man lieber zu einem etwas gréfleren Unterring von Q[\/ﬂ_i] wechseln,

wie wir in Satz 8.16 sehen werden.

Korollar 8.4
Fs sei 1 #m € Z eine quadratfreie Zahl und

{¢ﬁ,ﬂmanL3ﬁmdM>
Wy =

I/m - falls m =1 (mod 4).

Dann st
Zlwnl ={a+b - wn|abeZ}
ein Unterring von Q[y/m], der Z[\/m] enthiilt.

Beweis: Wir konnen annehmen, dal m = 1 (mod 4) gilt, da die Aussage ansonsten
bereits aus Korollar 8.2 folgt. Dann gibt es aber eine ganze Zahl k € Z, so daf
m =4-k+ 1, und deshalb ist

2
m

w

—wm—k:]+2'\/n_1+m—]+2\/n_l—k=0,

4
d.h. wy, € Q ist dann Nullstelle des quadratischen Polynoms

t? —t—k e Z[t] C Q[t].
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Also ist Z[wy,] nach Bemerkung 8.1 ein Unterring von Q[y/m]. Fiir a+b-y/m €
Z[/m| mit a,b € Z gilt zudem

a+b-vm=(a—b)+2b-wn € Zlwyl,
so daB Z[wy,] den Ring Z[v/m] enthilt. O

Beispiel 8.5
a. Ist m = —1, so ist v/—1 =1 die imaginére Einheit und

7An zz[\/ﬁ] —Zlw_={a+b-ilabeZ}
ist der Ring der ganzen Gaufischen Zahlen.
b. Ist m = 2, so ist
Z|V2| = Zlw)) = {a+b- V2| a,b € Z}.
c. Ist m =5, so ist

1++5
2

Z[\/g]:{a+b~\/§|a,b€Z};{a+b~ ‘a,beZ}:Z[ws,].

O

Bemerkung 8.6
Ein Q-Vektorraum (V,+, ) mit einer Multiplikation

0:VxV—7YV,

so dafl (V,+,0) ein Ring wird und so daf} das verallgemeinerte Assoziativgesetz

q-(xoy)=(q-x)oy

fiir g € Q und x,y € V gilt, heifit eine Q-Algebra. Die Dimension als Q-Vektorraum
nennt man die Dimension der Q-Algebra, und eine Basis von V als Q-Vektorraum
nennt man eine Basis der Q-Algebra. Jeder Korper, der QQ als Unterkorper enthélt,
ist offenbar eine Q-Algebra.

Wie bei allen algebraischen Strukturen fordert man auch bei Algebrenhomomorphis-
men, dafl sie mit der gegebenen Struktur vertrdglich sind, d.h. sie sollten mit der
Addition, der Skalarmultiplikation und der Multiplikation vertréiglich sein und die
Eins auf die Eins abbilden. Ist ein Algebrenhomomorphismus ¢ : V — V bijektiv,
so nennt man ihn einen Algebrenautomorphismus. U

Daf§ die Zahl m keine Quadratzahl oder gar quadratfrei ist, ist fiir die Aussage in
folgendem Korollar besonders wichtig und dann auch fiir Definition 8.8.

Korollar 8.7
Ist m € Z keine Quadratzahl, dann ist Q[ﬁ} eine 2-dimensionale Q-Algebra mait
Basis

(1, ).
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Insbesondere sind die Zahlen a und b in der Darstellung eines Elementes a+b-y/m
in Q[vm], Z[ym] bzw. Zlw.y] eindeutig bestimmd.

Beweis: Nach Bemerkung 8.6 ist Q[\/T_n} eine Q-Algebra, da @ ein Unterkorper
von Q[v/m] ist. Zudem ist {1,y/m} offenbar ein Erzeugendensystem von

Q[vm] ={a-1+b-vm|abeq)
als Q-Vektorraum, da jedes Element von Q[\/h—l] eine Q-Linearkombination von 1

und /m ist.

Es bleibt zu zeigen, dafl diese beiden Zahlen linear unabhéngig iiber @) sind. Seien
dazu a,b € Q mit
a-1+b-y/m=0.
Wire b # 0, so wire
¢ﬁ=—%eQ
im Widerspruch dazu, dafl m keine Quadratzahl ist. Also ist b = 0, und damit auch
0O=a-T4+b-v/m=a.

Wir haben also gezeigt, dal 1 und /m linear unabhiingig iiber @ sind. Als Erzeugen-
densystem von Q[/m] ist {1,y/m} damit eine Basis, und Q[/m| hat insbesondere

die Dimension zwei. O

Wir fithren nun auf Q[v/m] und damit auch auf Z[/m] drei Operationen ein, die bei
den folgenden Betrachtungen eine wesentliche Rolle spielen werden: die Konjugation,
die Spur und die Norm.

Definition 8.8
Es sei m € Z keine Quadratzahl.

a. Die Abbildung
K:Q[vm|] —Q[vm]:a+b-vm—a—b-v/m

heiBt die Konjugation auf Q[/m]. Sie ist wohldefiniert, weil die Darstellung
eines Elementes in Q[/m] als a +b - /m eindeutig ist!

b. Die Abbildung
S:Q[\/n_ﬂ — Q:x— x+ K(x)
heiBt die Spur auf Q[y/m], d.h.
S(a+b-vm)=2-a€cqQ.
c. Die Abbildung

N:Q[\/n_ﬂ — Q:x— x-K(x)
heiBt die Norm auf Q[y/m], d.h.

N(a+b-ym)=a’—m- b’ €Q.
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d. Firx € Q [ﬁ} nennen wir das Polynom
Xe = (t=x) - (t=K(x)) =t = S(x) - t + N(x) € Qt]
das charakteristische Polynom von Xx.

Bemerkung 8.9
Ist m < 0, so ist die Konjugation genau die komplexe Konjugation, d.h.

K(x) =X,
die Spur ist das Doppelte des Realteils, d.h.
S(x) =2 - Re(x),
und die Norm ist dann das Betragsquadrat, d.h.
N(x) = |x°.
Das gilt nicht, wenn m > 0 ist, da dann Q[\/n_l] C R. 0

Bemerkung 8.10
Betrachten wir Q[v/m] als Q-Vektorraum und ist x = a+b - y/m € Q[y/m], so ist die Abbildung

Fo:Qvm] — Q[vm] iy = x-y
eine Q-lineare Abbildung. Wir kénnen also die Matrixdarstellung von Fx beziiglich der Basis B = {1, ﬁ}
bestimmen:
Fx(1)=x-T=x=a-1+b-vm

und
Fo(vm) =x-vm=mb-T+a-vm.

Wir erhalten als Matrixdarstellung deshalb die Matrix

M- (5 ).

Fiir die Spur und die Determinante der linearen Abbildung Fy, d.h. dieser Matrix, gilt

Spur(Fyx) = Spur (ME(FX)) =2-a=S5(x)
und

det(F,) = det (ME(F,)) = a* —m- b* = N(x).
Auflerdem gilt fiir das charakteristische Polynom xa einer 2 x 2-Matrix A
xa = t2 — Spur(A) - t + det(A),

so dafl wir insbesondere

XFx = Xpmry) =t —S(x) -t + N(x) = xx
erhalten. Wir haben in Definition 8.8 also eigentlich keine neuen Begriffe eingefiihrt, wir haben lediglich

Begriffe, die aus der linearen Algebra bekannt sind, neu interpretiert.
Diese Interpretation liefert uns eine wichtige Eigenschaft der Norm frei Haus:
Nx)=0 < x=0,

denn Q[y/m] ist ein Kérper, so daB x genau dann ungleich Null ist, wenn die Multiplikation F, mit x eine
bijektive Abbildung ist, was wiederum gleichwertig dazu ist, dafl die Determinante det(Fx) = N(x) nicht

Null ist. Wir geben unten einen alternativen Beweis. (|

Die folgenden Eigenschaften der Konjugation, der Spur und der Norm sind einfach
zu sehen und fiir spatere Rechnungen sehr hilfreich.
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Proposition 8.11 (Konjugation, Spur, Norm)
Es sei m € Zi keine Quadratzahl.

a. K ist ein selbst-inverser Q-Algebrenautomorphismus, d.h.

Kix+y) = K(x)+K(y),
Kx-y) = K(x)-K(y),
Kla-x) = a-K(x),
K(K(x)) = «x

firx,y € Q[\/ﬂ_l] und a € Q.
b. Q = Eig(K, 1) ist der Figenraum von K zum FEigenwert 1, d.h.

Kix)=x < xe€Q.

@]

. Die Spur ist eine Q-lineare Abbildung.
d. Die Norm ist multiplikativ, d.h. N(x -y) = N(x) - N(y) fir x,y € Q[v/m].
. Fiirx € Q[\/T_n} gilt

@

N(x)=0 < x=0.
f. X(z[vm]) € Z[ym] und K(Z[wy]) C Zlw].
Beweis: a. Die vier Eigenschaften erhélt man unmittelbar durch Einsetzen der
Definition.
b. Seix=a+b-y/meQ [\/ﬂ_l] gegeben, dann gilt
Kx)=x & -b-vVym=b-Vm & b=0 < x€Q,
wobei wir fiir die letzte Aquivalenz ausnutzen, daf /m & Q.
c. Dies folgt unmittelbar aus der Definition.
d. Es seien x,y € Q[y/m]. Dann gilt mit Teil a.
N{x-y) =x-y-Klx-y) =x-y-Kx)-Kly) = N(x) - N(y).
e. Da Q[v/m] ein Korper ist, gilt fiir x € Q[y/m]
x-K(x)=N(x)=0 & (x=0 oder K(x)=0) < x=0,
wobei wir fiir die letzte Aquivalenz ausnutzen, dafl K bijektiv ist.

f. Die Aussage fiir Z[\/n_i] ist offensichtlich, so da} wir nur noch Z[w,,] mit
m = 1 (mod 4) betrachten miissen. Ist x = a+b - w,, € Z[w], so ist

2a+b b
X = > +E’\/m
und
2 b b
K(x) = a2+ — 5 Vm=(a+b)=b-wy € Zlwyl.
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Definition 8.12
Eine Zahl x € Q[ﬁ] heifit ganz oder ganz algebraisch oder ganz tber Z., falls

xx =t —S(x) -t + N(x) € Z[t],

d.h. falls
S(x) €Z und N(x) e Z.

Beispiel 8.13
Die Zahl ws = % + % V5 € Q[\/g] ist ganz, da

1 1 1

dagegen ist die Zahl x = % € Q[\/g} nicht ganz, da

N(x):%¢Z.

Bemerkung 8.14

In der Vorlesung Einfiihrung in die Algebra nennt man eine Zahl x € C algebraisch iiber Q, wenn es ein
Polynom 0 # f € Q[t] mit Koeffizienten in @ gibt, so dal x eine Nullstelle von f ist. Die Menge aller
Polynome, die x als Nullstelle haben, bilden ein Ideal, und da Q[t] ein Hauptidealring ist, gibt es genau
ein Polynom py mit Hdéchstkoeffizient Eins, das dieses Ideal erzeugt, d.h.

(hx)ou ={f € Qlt] | f(x) =0}

Man nennt py das Minimalpolynom von x, und es teilt jedes andere Polynom in Q[t], das x als Nullstelle

hat. Insbesondere ist [y also irreduzibel.

Ist x € Q [ﬁ] fiir ein Nicht-Quadrat m, so wissen wir, dafl x eine Nullstelle des charakteristischen Poly-
noms Xx € Q[t] ist. Die Elemente von Q [\/ﬁ] sind also alle algebraisch iiber Q und das Minimalpolynom
px von x teilt xx. Da xx Grad Zwei hat, gilt offenbar

XxZF WU = Ik=t—x & x€Q. (49)

Man mochte mit dem Begriff ganz algebraisch die Theorie der algebraischen Elemente vom Koérper @ auf
den Ring Z iibertragen. Das fithrt zu Problemen. Da @Q ein Kérper ist, kann man iiber @ jedes Poly-
nom durch Multiplikation mit dem Inversen des Hochstkoeffizienten in ein Polynom iiberfiihren, welches
Hochstkoeffizient Eins hat, ohne die Nullstellen des Polynoms zu verdndern. Fiir Polynome mit ganzzahli-
gen Koeffizienten gilt das nicht mehr. Dividiert man die Koeffizienten, so werden sie im allgemeinen nicht

mehr ganzzahlig sein.

Allgemein nennt man eine komplexe Zahl deshalb ganz oder ganz algebraisch iiber Z, wenn es ein Polynom
04 f=t"+an_1 AT+ 4 ao € Z[t] mit Hdéchstkoeffizient Eins gibt, so dafl x eine Nullstelle von f ist.
Da wir f als Polynom in Q[t] auffassen konnen, ist x dann algebraisch und py teilt f in Q[t]. Andererseits
konnen wir unter den 0 # f € Z[t] mit x als Nullstelle ein f von minimalem Grad wihlen. Dann muf} f in
Z[t] irreduzibel sein, und ein Ergebnis der Algebra, das als Lemma von Gauf bekannt ist (aber nichts mit
dem Lemma von Gauf} 7.18 zu tun hat), besagt dann, daf} f bereits irreduzibel in Q[t] ist. Da i, ein Teiler
des irreduziblen Polynoms f ist, miissen diese notwendigerweise assoziiert sein, dafl heifit sie unterscheiden
sich nur um einen Faktor a € @, und da beide Hochstkoeffizient Eins haben, mul a = 1 gelten, d.h.

pux = f € Z[t]. Aus diesem hier nur zitierten Lemma von Gauf} folgt also
x € C ist ganz iiber Z <= uy € Z[t].
Fiir den Fall x € Q[\/ﬁ}, an dem wir in dieser Vorlesung interessiert sind, folgt dann mit (49)

x € Q[vm] ist ganz iiber Z ‘= € Zlt] = X« € Zltl.
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Dies zeigt, dal unsere Definition 8.12 gleichwertig zu der allgemeineren Definition ist, die nur fordert, dafl

x Nullstelle irgendeines Polynoms in Z[t] mit Héchstkoeffizient Eins sein soll.
Ziel der Bemerkung war allein diese Erkenntnis, die fiir unsere Vorlesung eigentlich irrelevant ist. Sie soll

dazu dienen, die Ergebnisse in spiteren Semestern besser einordnen zu kénnen. O

Bemerkung 8.15

Wir haben bislang meist vorausgesetzt, dafl die Zahl m keine Quadratzahl ist. Um
die Ringe Q [ﬁ] zu untersuchen, kann man sich jedoch auf den Fall zuriick ziehen,
daB m quadratfrei und ungleich 1 ist. Denn jede ganze Zahl m 1a3t sich zerlegen als

m=k*n

mit k € Z und n quadratfrei, und ist m keine Quadratzahl, so ist n zudem ungleich
Eins. Dann gilt aber offenbar

da
a+b-vym=a+b-k-yn.

Wir werden uns im folgenden deshalb meist darauf beschréanken, den Fall einer qua-
dratfreien Zahl m # 1 zu betrachten. Man beachte iibrigens, daf§ die Konjugation,
die Norm, die Spur und das charakteristische Polynom eines Elementes nur vom qua-
dratischen Zahlkorper, nicht aber von seiner Darstellung als Q [\/11_1] oder @ [\/T_t}
abhéngen!

Satz 8.16 (Ring der ganzen Zahlen)
Ist 1 £ m € Z eine quadratfreie ganze Zahl, so ist

Zlwy] = {X € Q[\/a] ‘ X 1st ganz} .

Insbesondere ist die Menge der ganzen Zahlen in Q[v/m] ein Unterring von Q[v/m],
den man auch als ganzen Abschlufl von Z in Q[ﬁ} bezeichnet oder als den Ring
der ganzen Zahlen in Q[y/m].

Beweis: Es sei zunéichst x = a+b - /m € Q[y/m] ganz. Dann gilt
2-a=S(x)€Z und a—m-b*=N(x)€Z.

Es muf} also eine ganze Zahl ¢ € Z geben mit

a— c
=5
Ist b =12 € Q ein Bruch in gekiirzter Form, dann erhalten wir mit 4 - a?=c’ e’
zudem
4.-m-u?
# =4.-m-b*=—4. (az—m-bz) +4.a%cZ.
v

Da m quadratfrei ist, mufl jeder Primteiler p von v zugleich ein Teiler von 4 - u?
sein und damit mufl notwendigerweise p = 2 gelten, da u und v nach Voraussetzung
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teilerfremd sind. Man sieht auch, daf§ der Primteiler 2 héchstens einmal vorkommen
kann, so dafl d := 27“ € 7 gilt und

d
b=—-.
2
Fiir die Norm von x erhalten wir also
2 X dZ
ch =a’—m-b*=N(x) € Z,

so daB die ganze Zahl ¢ —m - d? durch 4 teilbar sein muf, d.h.
c2—m-d?> = 0 (mod 4). (50)
Wir schreiben nun
c=v+2-k und d=58+2-1

mit k,1 € Z und v,8 € {0,1}. Man beachte, da8 y* =y und & = §. (50) nimmt
dann die Form

0=c—md’=y-—md+4- (yk+k*—msl—ml*) = y—m- 5 (mod 4)
an, d.h.
Y = m-d (mod 4). (51)
Nun wollen wir die verschiedenen Méglichkeiten fiir den Rest von m bei Division
mit Rest durch 4 betrachten:
1. Fall: m = 1 (mod 4): Dann ist
Y = m-& = 6 (mod 4),

und da vy, 6 € {0, 1} mufl notwendigerweise y = & gelten. Es folgt

c—d 14+ vm
7 Td T =

2. Fall: m = 2 (mod 4) oder m = 3 (mod 4): Dann gilt

X =

(k=1 +d-wy, € Zlwy].

Y = m-6 = 2-8(mod4)
bzw.

Y = m-d = 3-0 (mod 4),
was fiir v, 0 € {0, 1} nur moglich ist, wenn y = 0 = 8. In diesem Fall gilt
¢
2

Da der Fall m = 0 (mod 4) fiir ein quadratfreies m nicht auftreten kann, ist damit

d
X = —I—E-\/T_n:k—lrbwme Z[vVm] = Zlw,).
gezeigt, daff die ganzen Elemente von Q[v/m] in Z[w,,] enthalten sind.

Sei nun umgekehrt x = a+b - w,, € Zlwn], a,b € Z. Wir miissen zeigen, dafl S(x)
und N(x) ganze Zahlen sind, dann ist x ein ganzes Element in Q[/m].
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1. Fall: m = 1 (mod 4): Dann gilt

S(X):s<2a;b+g-\/ﬁ> =2a+beZ
und
2a+b)? b’ 1-
N(X):¥_m.1:(az+ab)+Tm'bz€Za

da T —m nach Voraussetzung durch 4 teilbar ist.
2. Fall: m =2 (mod 4) oder m = 3 (mod 4): Dann gilt

S(x)=2-a€Z und N(Kx)=a*—m-b’eZ.

In beiden Féllen ist x = a + b - w,, also ganz. ([l

Bemerkung 8.17

Wir haben in Bemerkung 8.14 fiir beliebige komplexe Zahlen definiert, wann sie ganz iiber Z heiflen. Ist
R ein Unterring von C so kann man ganz allgemein zeigen, dafl die ganzen Elemente in R einen Unterring
von R bilden, den man wieder den ganzen Abschlul von Z in R nennt. Dies verallgemeinert die Aussage
von Satz 8.16. Fiir den Beweis verwendet man eine geeignete Fassung des Satzes von Cayley-Hamilton und
erspart sich damit, den ganzen Abschlufl von Z in R konkret auszurechnen, was meist ein weit schwierigeres

Unterfangen ist. a

Wir haben dieses Kapitel mit der Frage begonnen, wann eine diophantische Glei-
chung der Form
x*—m-yf=n

bei gegebenem m und n 16sbar ist. Mit der eingefiihrten Notation 148t sich die Frage
wie folgt umformulieren, wobei wir z =x +y - /m fiir x,y € Z betrachten.

Bemerkung 8.18
Fiir m € Z kein Quadrat und n € Z sind folgende Aussagen gleichwertig:

a. Die diophantische Gleichung x> —m - y? = n besitzt eine Losung.

b. Es gibt ein z € Z[y/m] mit N(z) = n.

Wir kénnen diese Aussage umgekehrt auch verwenden, um aus der Losbarkeit der
diophantischen Gleichung Riickschliisse auf die ganzen Zahlen zu ziehen, die als
Norm eines ganzen Elementes von Q[ﬁ] auftreten konnen. Wenden wir dieses
Korollar etwa mit m = —1 und einer ungeraden Primzahl n € P an, so ist Z[w,]
der Ring der ganzen Gaufischen Zahlen und unter Beriicksichtigung des Satzes von

Fermat 4.13 erhalten wir das folgende Korollar.

Korollar 8.19

Fiir eine ungerade Primzahl p € P sind die folgenden Aussagen gleichwertig:

a. Es gibt ein z € Z[i] mit N(z) = p.
b. Die diophantische Gleichung x* +y? = p ist losbar.
c. p = 1 (mod4).
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B) Die Einheiten in Z[w,]

Wenn man interessante Ringe wie die Ringe der ganzen Zahlen in Q [\/T_n] gefunden
hat, dann mochte ein Algebraiker auch ihre Struktur ndher untersuchen. Dazu gehort
zu allererst, dafl er ihre Einheiten finden mochte. Diese sind auf interessante Weise
mit den Pellschen Gleichungen der Einleitung (siche S. 24) verkniipft, wie wir am

Ende dieses Abschnitts sehen werden.

Zunéchst beschreiben wir die Einheiten von Z[w.,] durch eine Eigenschaft, die die
Norm involviert. Diese konnen wir dann ausnutzen, um Z[w,,]* fiir negative m

vollsténdig zu beschreiben.

Satz 8.20 (Einheiten im Ring der ganzen Zahlen)
Es sei 1 #m € Z eine quadratfreie ganze Zahl. Dann ist

Zlwy]" = {x € Zlwn] [ N(x) = £1}
die Gruppe der Einheiten in Z[wy,].

*

Beweis: Ist x € Z[w,,]* eine Einheit, so gibt es ein y € Z[w,]* mit x -y = 1. Da

x und y ganz sind, ist N(x), N(y) € Z und auflerdem gilt

T=N(1) =N(x-y) =N(x) - N(y).
Dies zeigt, dafl N(x) € Z* ={1,—1} eine Einheit in Z ist, also N(x) = +1.
Ist umgekehrt x € Z[w,] mit N(x) = 1, dann ist

y= NG = +K(x) € Zlwn]
und
N y:x-K(x) 1
N(x)
Mithin ist x eine Einheit in Z[w,y,]. O

Beispiel 8.21
a. Wir betrachten m = 3 und u =2 — /3 € Z[\/m]. Dann ist

Nu) =u-Ku) = (2-v3)- (2++v3) =1,
so daB u ein Einheit in Z[\/m] ist. Zudem gilt
! =Ku) =2+ V3.
b. Ist m = —3 und

14+ v—3
wn = — 2 € Zlwy,
dann gilt

2 .12
N(wm):%:])

so dafl wy, in diesem Fall eine Einheit in Z[w,,] ist. Das Inverse von w,, ist
_1—+/=3

w ' =K(wy) = — = —(Ufm
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und damit gilt
w® =1.

Wy, ist also eine primitive sechste Einheitswurzel (vgl. S. 57).

Fiir negative m, d.h. im imaginédr-quadratischen Fall, stellt sich die Gruppe der
Einheiten als sehr einfach heraus. Sie ist stets endlich und besteht meist nur aus den

trivialen Elementen 1 und —1.

Korollar 8.22 (Einheiten im Ring der ganzen Zahlen)
Es sei m € Ziy eine negative quadratfreie ganze Zahl. Dann gilt

{1,—1,i,—i} = (1), falls m = —1,
Zlwn]* =< {1,-1, Wy — W, w2, —w2 } = (W), falls m=-3,
{1>—1} = <—1>, sonst.

Insbesondere ist die Finheitengruppe 2w * zyklisch.

Beweis: Der Beweis ist dem Leser als Ubungsaufgabe iiberlassen.

O

Der reell-quadratische Fall, d.h. m > 0, den man zunéchst als einfacher wéhnen
konnte, da er nur reelle Zahlen involviert und nicht der Erweiterung auf die kom-
plexen Zahlen bedarf, erweist sich als weitaus schwieriger. Die Einheitengruppe ist
in diesem Fall unendlich, genauer gesagt ist sie das direkte Produkt einer unendli-
chen zyklischen Gruppe mit einer Gruppe der Ordnung 2, wie der Leser in Aufgabe
8.27 zeigen darf. Dafl der reell-quadratische Fall der schwierigere ist, gilt aber nicht
nur fiir die Einheiten, diese Tatsache wird uns auch im folgenden Abschnitt wieder

begegnen.

Korollar 8.23 (Einheiten im Ring der ganzen Zahlen)
Ist m € Zi-q kein Quadrat, dann gibt es unendlich viele Zahlen in Z. [\/ﬁ} mit Norm
Fins. Insbesondere gilt fir eine quadratfreie positive Zahl m € Z

‘Z[wm]*| = o0.

Die Hauptarbeit im folgenden Beweis besteht darin, iiberhaupt eine Zahl ¢ € Z [\/m]
mit Norm Eins zu finden, die nicht +1 ist. Dabei ist die Grundidee, die irrationale
Zahl y/m durch eine Folge rationaler Zahlen g—: zu approximieren. Wir werden im

wesentlichen

1

an
< —2
n

b VT

fordern. Dafl dies moglich ist, ist naheliegend, da @ dicht in R liegt. Wir wollen

dann zeigen, dafl eine Teilfolge der x, = a, + by, - /M konstante Norm hat und
paarweise verschiedenen Betrag. Unter den Folgengliedern dieser Teilfolge finden

wir schliellich zwei x; und x; so, daf3
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die gesuchte Zahl ist. Unklar ist dabei lediglich, warum e wirklich in Z[/m] liegt.
Die Potenzen von ¢ stellen sich als paarweise verschieden heraus, so dafl damit

letztendlich die unendlich vielen Einheiten in Z[w.,] gefunden sind.

Beweis: Da jedes Element von Z[\/m] C Z[wy,] mit Norm Eins eine Einheit in
Zlwy,] ist, reicht es zu zeigen, dafl es unendlich viele Elemente in Z [\/ﬂ_’l,] mit Norm
Eins gibt. Die wesentliche Arbeit dabei wird sein, iiberhaupt ein Element

€€ Z[m \{]»_]}

von Norm Eins zu finden. Da der Beweis sehr umfangreich ist, zerlegen wir ihn in

mehrere Schritte. Dabei verwenden wir die Abbildung
1:Z[vm] — Z[ym]:a+b-v/m— b,
die es uns erlaubt eine Zahl x = a +b - y/m als
x=a—bym+2-bym=Kx)+2-I(x)-vm (52)
zu schreiben.

1. Schritt: 3 (x,)2, C Z[\/ﬂ_‘t} s K (x| < Tll und 0 < I(x,) < n:
Fiir k =0,...,n betrachten wir die reellen Zahlen

o=k -vm—|k-vm| €10,1)

im halb-offenen Intervall [0,1). Wir konnen dieses Intervall dquidistant in n
Teilintervalle der Lange % zerlegen

n—1 ..
. +1
[O» 1) = |:l» ]—) .
)LJO n n

Dann mufl mindestens eines der n Teilintervalle mindestens zwei der n + 1
Zahlen 7¢,...,1, enthalten. Sind 1 und 1, 0 < 1 < k < n, im gleichen
Teilintervall, so ist ihr Abstand echt kleiner als %, und mit

bo=k—1€Z und a,=[k-vm|—|[l-vm|eZ
folgt
@ — by = (LK) -V~ (U v — [k Vi) = il <

und

0< by, <n.

Setzen wir x, = a, + b, - v/m, so haben wir unsere Folge gefunden.



100

2. Schritt: Vn=1,...,00 : [N(x,)| < 11—1 xnl <K T+2-/me
Dies folgt aus einer einfachen Rechnung, bei der wir im zweitletzten Schritt
I(xn) < n ausnutzen sowie mehrfach, dafl [K(x,)| < %:

INOa)| =1K(xn) - xnl = [K(xn)] - [xn]

<L @ D) 42 1x0) - v
n n

<L (Kl +2 - 1(x) - V)

glz+z-m§ 14+2-vm.

3

3. Schritt: Vz € Z[ym] : {xn | xn = £2}| < 00t
Nehmen wir im Gegenteil an, daB es fiir ein festes z € Z[/m] eine Teilfolge
(Xn, )52 gibt mit x,,, = %z fiir alle 1, so folgt

1 1 —o0
IN(z2)] = IN(Fx,) = NGt )| < — « x| = — - 21 =2 0,
n n

d.h.
N(Xm) = N(Z) = O)
und damit x,, = 0, im Widerspruch zu I(x,,) # 0.
4. Schritt: 3 (z)2, C Z[ym] : Vi#j gilt z; # £z, aber N(z;) = N(z):

Wir wollen die Folge (zy)32; als Teilfolge der Folge (x,)2%; finden. Dazu
beachten wir, dafl nach dem 2. Schritt

N(xy) € [-1=2-vm,1+2-ym|NZ

eine ganze Zahl im beschrénkten Intervall [-1 —2-y/m,1+2-/m] ist. Da
es in diesem Intervall nur endlich viele ganze Zahlen gibt, miissen unendlich
viele der x, die gleiche Norm haben. D.h. es gibt eine Teilfolge (y1){°, von

(xn)224, so daB
N(yi) = N(y;)
fiirallei,j = 1,...,00. Nach dem 3. Schritt kann es fiir jedes der y; nur endlich

viele andere y; geben kann mit y; = y;. Es muf also eine Teilfolge (z,)32,
von (Y1), geben, so dafl

zi # +z
fiir 1 # j. Man kann sie wie folgt konstruieren: wihle z; = y; und setze i) =1,
wéhle dann rekursiv fiir L > 2 ein i; > 1, so, daf}

Wilyi =%z S{yry. .o, Y1)

und setze z; = yy,.
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5. Schritt: d ¢ € Z[\/n_i} \{1,—1} : N(¢) =1:
Wir setzen n = N(z;) und betrachten die Abbildung
{zZ|l=1,...,00} — Zp X Zn:a+b-y/m— (E,B).

Wegen Schritt 4 ist der Definitionsbereich der Abbildung unendlich, der Ziel-
bereich enthilt aber nur m? Elemente. Mithin mufl es zwei Folgenglieder
zi=a+b-ymund z; =c+d-/m, i+#j, geben, deren Bilder in Z, x Z,

iibereinstimmen, d.h.
a =c(modn) und b = d(modn). (53)

Wir wollen nun zeigen, dafl

:%:AN]((Z(]?) _ ac—nmderbc:Lad_mEQ[m

in der Tat ein Element in Z[/m] \ {1,—1} von Norm Eins ist.

Dazu beachten wir, dafl modulo n

ac —mbd (g) a?—m-b>=N(z;)=n = 0 (mod n)
und
(53)
bc—ad = ba—ab =0 (mod n).

Also sind die ganzen Zahlen ac —mbd und bc — ad durch n teilbar und

e € Z[vm].

Zudem folgt aus der Multiplikativitdt der Norm
N(z
N(e) = (z) mn

N(z) n
und da nach dem 4. Schritt z; # £z gilt zudem & # £1.
6. Schritt: |{x € Z[y/m] | N(x) =1}| = cc:
Wir wollen nun zeigen, dafl die ™ € Z[\/n_l}, n = 1,...,00, paarweise ver-
schiedene Elemente von Z [ﬁ} mit Norm Eins sind. Aus der Multiplikativitét

der Norm folgt unmittelbar

Nehmen wir nun
ek — ¢l
fiir ein Paar (k,1) mit k > 1> 1 an. Dann gilt

k—l_]
— by

und da ¢ € R und da Eins in R bestenfalls die k — l-ten Wurzeln 1 und —1
besitzt, mufl € = +1 gelten. Das steht aber im Widerspruch zur Wahl von ¢ im

5. Schritt. Also sind die €™, n = 1,..., 00, paarweise verschiedene Elemente

in Z[y/m] der Norm Eins.
0
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Bemerkung 8.24

Die Hauptaussage von Korollar 8.23 besteht darin, dafl es unendlich viele Elemente
in Z [\/T_n] von Norm Eins gibt. Dabei haben wir fiir m nur vorausgesetzt, dal m kein
Quadrat ist, so dafi y/m eine irrationale Zahl ist. Die Aussage ist damit gleichwertig
zu folgendem Korollar {iber die Anzahl der Lésungen der Pellschen Gleichung

x> —m-y =1,

mit der wir uns bereits in der Einleitung in Frage K beschéftigt haben (siehe S. 24).

Obwohl die Gleichungen von Euler dem englischen Mathematiker Pell zugeschrieben
wurden, scheint sich letzterer nie mit ihnen beschiftigt zu haben. Sie gehen wohl
vielmehr auf Fermat zuriick und werden von manchen Autoren deshalb auch Fermat-
Pellsche Gleichungen genannt. Unter diesem Namen verbergen sich neben den oben
genannten Gleichungen auch die Gleichungen der Form

X —m-yt =1,

deren Losung zu Elementen der Norm —1 in Z [\/ m} gehoren. Auch von diesen gibt
es oft unendlich viele, was wir in dieser Vorlesung aber nicht zeigen wollen.

Korollar 8.25 (Pellsche Gleichung)
Es sei m € Z-y eine positive Zahl, die kein Quadrat ist, dann hat die Pellsche
Gleichung

X —m-y? =1

unendlich viele Losungen.

Bemerkung 8.26 (Pellsche Gleichung)

Der Beweis von Korollar 8.23 ist konstruktiv und man kann aus ihm einen Algo-
rithmus zum Finden einer Einheit in Z[w,]* mit Norm Eins ableiten, d.h. einen
Algorithmus zur Lésung der Pellschen Gleichung x> —m -y? = 1.

Dazu berechnet man sukzessive fiir n € IN, ganze Zahlen a, € Z und 0 < b, <n
so, daf} |a, — by - v/m| = [K(x,)] < T]—l Da man fiir ein festes n nur endlich viele b,
zu testen hat, kommen auch nur endlich viele a, in Frage. Man tut dies solange, bis
man ein Paar x; = a; +b;-y/m und X; = a;+bj- v/m gefunden hat, so daB x; # £xi,
N(xi) = N(x;), a; = a; (mod N(x{)) und b; = b; (mod N(x;)). Dabei mul man im
Prinzip im n-ten Schritt x,, mit allen vorherigen x; vergleichen. Dieser Algorithmus

ist ganz offensichtlich nicht effizient.

Losungen der Pellschen Gleichungen und damit Einheiten in Z[w,]* mit Norm =+1
berechnet man besser mit Hilfe einer Kettenbruchentwicklung von \/m, ein Thema,

auf das wir aus Zeitgriinden in dieser Vorlesung nicht eingehen kénnen. U

Die folgende Aufgabe beschreibt die Struktur der Einheitengruppe Zlw,,] fiir ein
quadratfreies positives m vollstéindig. Die Hauptarbeit besteht dabei darin, zu zei-
gen, dafl das Minimum

min {x € Zlwn!l*

x>1}
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existiert. Diese kleinste Einheit, die grofler als Eins ist, wird Fundamentaleinheit in
Z[w,] genannt, da sie alle anderen erzeugt.

Aufgabe 8.27 (Struktur der Einheitengruppe)
Es sei m € Z. eine quadratfreie Zahl, dann bilden die positiven Einheiten in Z[w,]
eine zyklische Gruppe

Z[wm]io - {X € Z[wm]*

X>O},

die von der kleinsten Einheit grofler Eins, der sogenannten Fundamentaleinheit er-

zeugt wird, d.h. von

¢ = min {x € Zlwy]* | x> 1}.

Zudem gilt
Zlwn = {+e" |neZ} ={1,-1} Zlwnl, =7, x Z,
d.h. Z[w,,]* ist das direkte Produkt einer zyklischen Gruppe der Ordnung zwei und

einer unendlichen zyklischen Gruppe.

Bemerkung 8.28 (Fundamentaleinheit)
Um zu zeigen, daf} es eine Fundamentaleinheit in Z[w.,] fiir ein quadratfreies m > 1
gibt, haben wir die Existenz einer Einheit von Norm Eins ausgenutzt. Dies bedeutet

jedoch nicht, dafl die Fundamentaleinheit Norm Eins haben mu#f.

Die Beweise von Korollar 8.23 und Aufgabe 8.27 sind konstruktiv, so dafl man auf
diesem Weg im Prinzip eine Fundamentaleinheit bestimmen koénnte. Allerdings ist
der resultierende Algorithmus nicht effizient. Die folgende Aufgabe liefert einen weit
besseren Ansatz zur Suche nach einer Fundamentaleinheit.

Aufgabe 8.29 (Fundamentaleinheit)
Es sei m € Z-1 quadratfrei.

a.Ist m = 2,3 (mod4) und ¢ = a+b-y/m € Zlw,l, a,b € Z, eine
Fundamentaleinheit von Z[w,,], dann sind a,b > 0 und

b=min{y€Z.|Ix€Z : ¥ —m- -y’ ==+1}.

b.Ist m = 1 (mod4) und ¢ = #ﬁ € Zlwnl, a,b € Z, eine Fundamental-
einheit von Z[w,,], dann sind a,b > 0 und

b:min{y€Z>o‘E|x€Z : xz—m-yzziél}.

Bemerkung 8.30 (Frage K)
Die Aufgabe zeigt uns unter anderem, dafl Fundamentaleinheiten sehr grof§ sein
konnen. In der Einleitung (siche S. 24) haben wir die Pellsche Gleichung

x*—1141-y* =1
betrachtet und angemerkt, daf3
(x,y) = (1036782394157223963237125215, 30693385322765657197397208)
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die Losung mit minimalem positiven y ist. Die Pellsche Gleichung
x? — 1141 - y? = —1

hat in diesem Fall keine Losung, wie man mit Hilfe von Kettenbruchkriterien zeigen
kann. Die Fundamentaleinheit in Z[w1141] ist deshalb

e = 1036782394157223963237125215 + 30693385322765657197397208 - vV 1141.
Sie liegt iibrigens in Z[\/ﬂlﬂ}, obwohl 1141 = 1 (mod 4).

Wer glaubt, ¢ sei eine ungewohnlich groffe Fundamentaleinheit, der sollte es mit
m = 1.000.099 versuchen. In diesem Fall hat in der Fundamentaleinheit a +b - /m
die Zahl b 1115 Ziffern. O

C) Primfaktorzerlegung in Z[w,]

Unser Ziel ist es nach wie vor, die Struktur der Ringe der ganzen Zahlen Z[w,]
besser zu verstehen. In den algebraischen Strukturen haben wir uns mit zwei anderen
Ringen beschéftigt, mit den ganzen Zahlen Z und mit Polynomringen iiber Kérpern.
Die wesentliche Strukturaussage dort war die Existenz einer Primfaktorzerlegung.
Die Bedeutung dieser Strukturaussage fiir Z zeigt sich darin, dafl die ganze Vorlesung
Elementare Zahlentheorie auf diesem zentralen Ergebnis basiert. Es wird deshalb
zurecht Fundamentalsatz der elementaren Zahlentheorie genannt. Gibt es in den
Ringen der ganzen Zahlen Z[w.,] ebenfalls eine Primfaktorzerlegung?

Bevor wir uns dieser Frage widmen, wollen wir einige Begriffe aus den algebraischen
Strukturen in Erinnerung rufen (vgl. auch S. 1ff.).
Bemerkung 8.31
Ein Integritatsbereich R heiflt euklidisch, wenn es eine Funktion
v:R\{0} — NN
gibt, so daf es fiir alle x,y € R\ {0} eine Division mit Rest der Form
X=q-y+r

mit g, T € R gibt, wobei entweder r = 0 oder v(r) < v(y). Wir nennen v dann eine
euklidische Funktion von R.

Ein Integritdtsbereich R heifit faktoriell, falls jedes 0 £ x € R\ R* sich als Produkt
von endlich vielen Primelementen schreiben 148t, d.h.

X =P} Pl (54)
Piy.., Pr Prim, (pi)r # (pj)r fiir i #j und ny,...,ny € Z-o. Man nennt die Dar-
stellung (54) dann die Primfaktorzerlegung von x. Sie ist im wesentlichen eindeutig,
d.h. bis auf die Reihenfolge sind die Ideale (p;) und die Exponenten n; eindeutig
bestimmt. Daf fiir das Primelement p; nur sein Ideal eindeutig bestimmt ist, heifit,

daBl p; bis auf das Produkt mit einer Einheit festgelegt ist. Bei Z hief dies, dafl
p: bis auf sein Vorzeichen feststand, bei K[t] bis auf ein Skalar ungleich Null, bei
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den Ringen Z[w,,] wird das von m abhidngen, wie wir im letzten Abschnitt gezeigt
haben. O

Ein zentrales Ergebnis der Vorlesung algebraische Strukturen besagt, daf jeder eukli-
dische Ring faktoriell ist, und wir haben dieses Ergebnis verwendet, um die Existenz
der Primfaktorzerlegung in 7Z und in Polynomringen zu beweisen. Es ist also nahe-
liegend, auch bei den Z[w.,] zunichst zu fragen, ob sie euklidisch sind. Fiir den
Ring der ganzen Gaufischen Zahlen Z[i] = Z[w_;] wissen wir das bereits aus den
Ubungen zur Vorlesung algebraische Strukturen. Wir wiederholen den Beweis hier

und verallgemeinern ihn ein wenig, so dafl er einige andere Z[w,,] einschlieft.

Satz 8.32 (Euklidische Ringe ganzer Zahlen)
Fir m € {—2,—1,2,3} ist der Ring Z[wn] euklidisch mit dem Normbetrag

IN|: Z[wm]) — N :x — [N(x)]

als euklidischer Funktion. Insbesondere ist Z[wy,] dann auch faktoriell.

Beweis: Wir miissen die Existenz einer Division mit Rest zeigen. Seien dazu x,y €
Zw] \ {0} gegeben, dann ist

§:a+b.mec@wn—q

mit a,b € Q C R. Da eine reelle Zahl hochstens den Abstand % von der néchstge-
legenen ganzen Zahl haben kann, gibt es ganze Zahlen ¢, d € Z mit

1 1

Wir setzen nun
q=c+d-vmeZ[yVm] C Z[w,]
und
rT=x—q- -y € Zlwnl.
Damit gilt zunéchst offenbar
xX=q-y+r,
und wir miissen nur noch zeigen, dafl
0 < IN(r)[ < IN(y)I.
Dabei beachte man, dafl [N(r)| = 0 gleichbedeutend mit r = 0 ist.

Unter Ausnutzung der Multiplikativitdt der Norm und des Betrages gilt

oo (o)) o o -0

=IN(y)l- [N ((a—¢) + (b—d) - vm)]|

=IN()I- [(@—c)* —=m- (b —d)?|




106

Ist m € {—1,—2}, so erhalten wir

NI = N (@ =) +Iml- (o —a7) < N> < Nl

und fiir m € {2, 3} erhalten wir

NI < NG| max (@ — ), m- (b -’} 'S N> < NGl

Also ist Z[w,,] euklidisch mit dem Normbetrag als euklidischer Funktion. O

Man kann den Beweis des obigen Satzes so anpassen, daf er auf einige weitere Félle

anwendbar wird.

Aufgabe 8.33 (Euklidische Ringe ganzer Zahlen)
Fiir m € {—3,—7,—11} ist der Ring Z[w,,] euklidisch mit dem Normbetrag

IN| : Zlw]) — N x — [N(x)]
als euklidischer Funktion. Insbesondere ist Z[w,,] dann auch faktoriell.

Aufgabe 8.34
Es sei 1 # m € Z eine quadratfreie Zahl.

a. 2 ist in Z[/m] kein Primelement.
b. Falls m < —3 oder m = 1 (mod 4), dann ist 2 irreduzibel in Z[y/m].
c. Fiir m < 0 ist Z[/m] genau dann faktoriell, wenn m = —1 oder m = —2.

d. Fiir m =1 (mod 4) ist Z[/m] nie faktoriell.

Bemerkung 8.35
Der Beweis von Satz 8.32 funktioniert in der gegebenen Form nicht mehr fiir betragsgréfiere m, und wir
wissen aus der Vorlesung algebraische Strukturen auch schon, dafl er sicher nicht fiir alle m durch ein

besseres Argument ersetzt werden kann. Denn wir haben in den algebraischen Strukturen gezeigt, daf3
Z[\/ —5] = Z[w_s]

nicht faktoriell ist und mithin kein euklidischer Ring sein kann, weder mit dem Normbetrag als euklidischer

Funktion noch mit einer anderen.

Ist einer der Ringe Z[wm] ein euklidischer Ring mit dem Normbetrag als euklidischer Funktion, sagt man
auch, Z[wm] sei N-euklidisch. a

Wir werden in dieser Vorlesung fiir keine weiteren Ringe ganzer Zahlen Z[wm] zeigen, ob sie euklidisch
sind bzw. auch nur faktoriell sind. In den beiden folgenden Bemerkungen wollen wir aber die wesentlichen
Ergebnisse festhalten, die zu dieser Frage bekannt sind. Dabei werden wir sehen, dafl durchaus in etli-
chen der Ringe Z[wm] eine Primfaktorzerlegung existiert, so dal es sinnvoll ist, im weiteren Verlauf des
Abschnitts die Struktur der faktoriellen Z[wm] weiter zu untersuchen, indem wir uns ihren elementaren

Bausteinen, den Primelementen zuwenden.

Was die angesprochenen Ergebnisse betrifft, so unterscheiden sie sich fiir m < 0 und m > 0 wesentlich,
so dafl wir diese getrennt auflisten wollen. Zudem ist der imaginir-quadratische Fall wieder leichter und

vollsténdig verstanden.
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Bemerkung 8.36 (Euklidische / Faktorielle Ringe ganzer Zahlen, m < 0)
Es sei m < 0 eine quadratfreie negative ganze Zahl. Dann gilt:
Z|wm] ist euklidisch &= Z[wwm] ist N-euklidisch
& me{-1,-2,-3,-7,—11}L
Fiir den Fall m # 1 (mod 4) gilt zudem, daf es keine weiteren faktoriellen Z[wm] gibt, d.h. fiir diese ist

euklidisch dquivalent zu faktoriell. Fiir m = 1 (mod 4) gibt es aber noch einige faktorielle Ringe, die nicht

euklidisch sind. Fiir den Beweis wiirde man ausnutzen, daf fiir m < 0 gilt:
Z|wm] ist faktoriell <= Z[wm] ist ein Hauptidealring.
Nach einer mithsamen Kleinarbeit kann man dann fiir m < 0 zeigen:
Z[wm] ist faktoriell <— me{-1,-2,-3,—7,—11,—19,—43,—67,—163}.

DaB fiir diese Werte von m der Ring Z[wm] faktoriell ist, wuite schon Gaul und er vermutete auch, dafl
dies fiir keine anderen Werte m < 0 der Fall ist. Der Beweis gelang aber erst Stark in den 1960er Jahren
(siehe [Sta67]). O

Bemerkung 8.37 (Euklidische / Faktorielle Ringe ganzer Zahlen, m > 0)

Es sei m > 1 eine quadratfreie positive ganze Zahl. Dann gilt:
Z[wm] ist N-euklidisch & m € {2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73}.

Dieses Ergebnis wurde von Chatland und Davenport 1950 gezeigt, wobei es Davenport gelang zu zeigen,
daB Z[wy] fiir m > 2" nicht N-euklidisch ist, und Chatland dann die wenigen tausend Ringe fiir m < 2'
im gleichen Jahr iiberpriifte.

Es ist nicht bekannt, ob es ein euklidisches Z[w] gibt, das nicht N-euklidisch ist. Bruns (siehe [Bru00])
gibt Z[w14] als das kleinste denkbare Beispiel an. Der Ring ist nicht N-euklidisch, aber faktoriell. Er kénnte

euklidisch sein, Ihr miifit nur eine euklidische Funktion finden — oder alternativ zeigen, daf} es keine gibt.

Anders als im imagindr-quadratischen Fall vermutete Gauf}; dal unendlich viele der Z[w] fiir m > 0
faktoriell seien. Auch diese Vermutung konnte bislang weder bewiesen noch widerlegt werden. Fiir m < 100
sind 38 der Ringe Z[wm] faktoriell. O

Bemerkung 8.38

An dieser Stelle sollte man vielleicht erwéhnen, daB die Ringe Z[/m] fir m = 1 (mod 4) nie faktoriell
sind, ganz egal, ob m positiv oder negativ ist. Das ist einer der Griinde dafiir, dal man sich mehr fiir die
Ringe Z[wm] interessiert als fiir Z [ﬁ] Ein zweiter Grund ist, dal die Charakterisierung von Z[w] als
ganzer Abschlufl von Z in Q [\/ﬁ] intrinsisch und basisunabhéngig ist.

Fiir m < 0 ist Z[\/ﬁ] iibrigens genau dann N-euklidisch, wenn m € {—1,—2}, wie man durch eine etwas

genauere Betrachtung des Beweises von Satz 8.32 sieht. |

In einigen der Ringe Z[w,,] gibt es eine eindeutige Primfaktorzerlegung, in anderen
gibt es sie nicht. Die folgende Aufgabe zeigt, dafl man in letzteren aber zumindest
immer eine Zerlegung in ein Produkt von irreduziblen Elementen erreichen kann.

Nur ist diese im allgemeinen nicht eindeutig.

Aufgabe 8.39
Es sei 1 2 m € Z eine quadratfreie ganze Zahl und x € Z[w,].

a. Ist x eine Einheit in Z[w], so ist K(x) eine Einheit in Z[w.,].
b. Ist x irreduzibel in Z[w,,], so ist K(x) irreduzibel in Z[w,,].

c. Ist N(x) in Z eine Primzahl, so ist x irreduzibel in Z[w.,].
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d. Jedes Element 0 # x € Z[wy] \ Z[w,]* 148t sich als Produkt von endlich

vielen irreduziblen Elementen schreiben.

Betrachten wir eine Ringerweiterung R C S und ein Element p € R, so kann p als
Element von R prim sein, ohne dafl es deshalb auch als Element von S prim ist. Ist
etwa R =7 und S = Q, so ist die Primzahl p = 2 prim in Z, aber eine Einheit in
Q. Der erste Teil der obigen Aufgabe hilft uns bei der Frage, welche Eigenschaften
Primzahlen p € P als Elemente eines Rings Z[w,,] besitzen.

Proposition 8.40
Fs sei 1 #m € Z quadratfrei und p € P eine Primzahl.

Entweder ist p auch irreduzibel in Zlwy] oder es gibt ein irreduzibles T € Z[wy]
mit p € {m - K(m), —m - K(7)}.

Beweis: Man beachte, dafl p nicht null ist und auch keine Einheit, da die Norm
nicht 41 ist. Ist p nicht irreduzibel in Z[w,], so ist
P=x-y
das Produkt von Nichteinheiten x,y € Z[wy] \ Z[w,]*. Berechnen wir die Norm
von p, so gilt
p? = N(p) = N(x) - N(y)
mit N(x),N(y) € Z. Da x und y keine Einheiten sind, ist ihre Norm ungleich +1

und aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z erhalten wir
N(x) = N(y) € {p,—p}
Fiir T = x gilt also
p=N(n) =n-K(m) oder p=-—N(m)=—m-K(m).

Wegen Aufgabe 8.39 ist 7t irreduzibel in Z[w,], da N(x) = p eine Primzahl ist. [J

Wegen Proposition 8.40 erfiillt jede Primzahl p € P als Element eines Ringes ganzer
Zahlen Z[w,] genau eine der Bedingungen in der folgenden Definition. Wir sprechen
dabei vom Zerlegungsverhalten von p in Z[w,].

Definition 8.41
Ist 1 # m € Z quadratfrei und p € P eine Primzahl, so sagen wir:
a. p ist trdage in Z[wy], falls p irreduzibel in Z[w.,] ist.

b. p ist verzweigt in Z[w,], falls es ein 7 € Z[w,,] gibt, so dafl p = £N(m) =
471 - K(71) und ﬁ € Zlwnl*.

c. p ist unverzweigt in Z[wy,], falls es ein 7w € Z[w,] gibt, so dafl p = £N(n) =
471 - K(71) und ﬁ ¢ Zlwnl*.
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Bemerkung 8.42

Wegen Proposition 8.40 erfiillt p eine der drei Bedingungen, und falls p eine der Be-
dingungen b. oder c. erfiillt, so ist die dort angegebene Zahl 7t irreduzibel in Z[w,].
Wenn Z[w.,,] faktoriell ist, dann ist 7t sogar prim und aus der Eindeutigkeit der
Primfaktorzerlegung folgt dann, daff sich die Bedingungen b. und c. gegenseitig aus-
schlielen, d. h., es kann p kann nicht zugleich eine Zerlegung wie in b. und mit einem
anderen 7t eine Zerlegung wie in c. haben. Mit etwas mehr Theorie 148t sich zeigen,
daB die Voraussetzung Z[w,,] faktoriell iiberfliissig ist, um dies sicherzustellen (siehe
Bemerkung 8.49).

Man beachte dazu, dafl die Bedingung

,rt *
m € Zlwy]

gleichbedeutend dazu ist, dafl es eine Einheit u € Z[w,]* gibt mit
m=1u-K(m).

Aus der Vorlesung algebraische Strukturen wissen wir aber, dafl letzteres dquivalent
dazu ist, daB die von 7t bzw. von K(7t) erzeugten Ideale iibereinstimmen, d.h.

Man nennt 7t und K(7t) dann auch assoziiert.

Beispiel 8.43
Fir m =3 ist R = Z[lwy,] = Z[\/ﬂ ein faktorieller Ring.

5 ist trage in R: Wire 5 nicht trage, dann wire
+5=m-K(m) =x*—-3-y*

fiir ein 71 = x +y - v/3 mit ganzen Zahlen x,y € Z. Damit hiitte die diophanti-
schen Gleichung x* —3y? = £5 eine Losung und nach Aufgabe 7.30 mufl dann
das Legendre-Symbol (%) Eins sein. Es gilt aber

§-6--

2 ist verzweigt in R: Setzen wir m = —1 4+ /3, so gilt

also mufl 5 trége sein.

2=—m-K(n)

und

L T ™o 4- 2.3 Z[\/gr

(
ist eine Einheit in Z[\/ﬂ da N(u) =1.



110
11 ist unverzweigt in R: Wir betrachten 7w =1+ 2-+/3, so daf
11 = —m- K(m)

und

T~ _ ™ _ 13+4\/_§ZZ[\/_}
O

In Teil a. unseres Beispiels haben wir gesehen, daff es einen Zusammenhang zwischen
dem Legendre-Symbol und der Trégheit einer Primzahl gibt. Diesen Zusammenhang

wollen wir genauer untersuchen.

Satz 8.44 (Zerlegungssatz)
Es sei 1 £ m € 7Z quadratfrei, so dafi Zlw] faktoriell ist, und p € P sei eine
ungerade Primzahl. Dann tritt genau einer der folgenden drei Fille auf:

m

a. p ist genau dann verzweigt, wenn (5) =0.

b. p ist genau dann unverzweigt, wenn (%) =1.

c. p ist genau dann trdge, wenn (%) =—1.

Im Beweis dieses Satzes verwenden wir das folgende Zerlegungslemma.
Lemma 8.45 (Zerlegungslemma)

Sei 1 #m € Z quadratfrei, T € Zlwy] prim und p € P ungerade mit p = +m-K(7).

Genau dann ist o7 7€ Zlwn]*, wenn p ein Teiler von m ist.

Beweis: Seien a,b € Z so, dafl
a+b-ym, falls m=2,3(mod4),
1=
(2_1+%.\/n_1) falls m =1 (mod 4).

“&=": Nach Voraussetzung gibt es eine ganze Zahl ¢ € Z mit p-c = m, so dafl
7t ein Teiler von

+m-K(m)-c=p-c=m=+m-ym

in Z[wy] ist. Da 7 nach Voraussetzung ein Primelement ist, ist 7t auch ein
Teiler von y/m in Z[w,]. Aber dann teilt 7t auch jedes Vielfache von /m und
damit

2-b-y/m, falls m=2,3 (mod4),
m—K(m) =
b-/m, falls m = 1 (mod 4).

Da 7t zudem ein Teiler von 7t ist, ist 7t also auch ein Teiler von K(7t). Nach
Aufgabe 8.39 ist K(7t) aber irreduzibel, und aus der Vorlesung algebraische
Strukturen wissen wir, dafl sich 7t und K(7t) dann nur um eine Einheit unter-
scheiden, d.h. 1st eine Einheit in Z[wn,]*.
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“—": Nach Voraussetzung gilt
- K(7t) = +p, falls m = 2,3 (mod 4),
a’?—m-b*=

(56)
4.7 K(m) = t4p, falls m = 1 (mod 4).

Damit ist p ein Teiler von a? —m - b2.
Wiire p auch ein Teiler von b, so wire p als Teiler von

aZ:(az—m«bz)—l—nvb2

ein Teiler von a und damit wire p? ein Teiler von a? —m-b? im Widerspruch
zur Primfaktorzerlegung von a? —m - b? in (56) — hierbei beachten wir, daf p
eine ungerade Primzahl ist. Also ist p kein Teiler von b.
Nach Voraussetzung gilt zudem
Zioon]" 9j:L:7T_2:{ %—Fz%’-ﬁ, falls m = 2,3 (mod 4),
K(m)  p % + %)’b -y/m, falls m=1 (mod 4).
Aus der Beschreibung der Elemente von Z[w,,] und aus der Tatsache, dal p
eine ungerade Primzahl ist, erhalten wir, dafl p die ganze Zahl 2 - a - b teilen
muf, und da p kein Teiler von 2 und kein Teiler von b ist, mufl p ein Teiler
von a sein. Aber dann gilt

pla®—(a?—m-b*) =m- b’
und da p kein Teiler von b ist, mufl p ein Teiler von m sein.

O

Beweis von Satz 8.44: Da die Bedingungen an das Zerlegungsverhalten von p sich
genauso gegenseitig ausschlieffen, wie die Bedingungen an den Wert des Legendre-
Symbols, und da damit jeweils alle moglichen Fille abgedeckt sind, reicht es, jeweils
aus dem Wert des Legendre-Symbols das angegebene Verzweigungsverhalten von p

herzuleiten.

Bevor wir uns dieser Aufgabe zuwenden, wollen wir die folgende Aussage zeigen:
Ix€Z :p|x¥*—m = p ist nicht trige.

Nehmen wir an, dafl p dennoch trége ist, so ist p irreduzibel in Z[w,,] und damit
ein Primelement von Z[w.,,], da Z[w,] nach Voraussetzung faktoriell ist. Wegen

plx*—m=(x—ym) - (x++vm)
muf p mithin ein Teiler von x — y/m oder von x + /m in Z[w,,] sein, so dafl
X —
P
Elemente dieser Gestalt gibt es in Z[w.,] aber nicht — hierbei beachten wir, dafl p

:—)-\/n_meZ[wm] oder %+%-\/n_1€ Zlw...

eine ungerade Primzahl ist.

Wir kénnen uns nun der Betrachtung der verschiedenen Fiélle widmen.
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1. Fall: (%) = —1: Wegen Aufgabe 7.30 und da p ungerade ist, besitzen die
Gleichungen
X —m-y?=+p
und
x*—m-yt=+44.p
keine Losung x,y € Z. Daraus folgt aber, dafl es in Z[w,] kein Element
T=x+y-vVm=x+y-w, (falsp=23 (mod4))

bzw.

ﬁ:§+‘§.\/n—1:";9+y.wm (falls p =1 (mod 4))

mit Norm +p gibt. Aus Proposition 8.40 folgt dann, dafl p irreduzibel in

Z[w,,] und damit trage ist.

2. Fall: (%) = 1: Nach Voraussetzung ist m ein quadratischer Rest modulo p,
d.h. es gibt ein x € Z mit p | x> — m. Nach obiger Voriiberlegung ist p dann
nicht trage. Nach Proposition 8.40 gibt es ein irreduzibles Element 7t € Z[w,,]
mit p = +7- K(71). Da Z[w,,] faktoriell ist, ist dieses ein Primelement, und da
(%) =1, ist p kein Teiler von m. Die Voraussetzungen des Zerlegungslemmas
8.45 sind erfiillt, so dal wir aus p ¥ m schliefen, dafl Ko keine Einheit in
Zlwy,] ist. Also ist p unverzweigt.

3. Fall: (%) = 0: Nach Voraussetzung ist p ein Teiler von m und somit gilt
p | 0> — m. Nach obiger Voriiberlegung ist p dann nicht triige. Nach Proposi-
tion 8.40 gibt es ein irreduzibles Element 7t € Z[w.,] mit p = +7- K(71). Da
Z[w,,] faktoriell ist, ist dieses ein Primelement. Die Voraussetzungen des Zer-
legungslemmas 8.45 sind wieder erfiillt, so dafl wir aus p | m diesmal schlielen,

daf ﬁ eine Einheit in Z[w,,] ist. Also ist p verzweigt.

O

Wir sind nun in der Lage, die Primelemente in Z[w,,] genau zu beschreiben, wenn
Z[w] faktoriell ist. Die Primelemente sind in diesem Fall die Elementarbausteine,
aus denen alle anderen Zahlen in Z[w,,] aufgebaut sind. Uberraschenderweise tau-
chen alle Primelemente von Z[w,,] aber bereits als Teiler der Primzahlen p € P auf.

Das ist ein Ergebnis, das in dieser Form nicht zu erwarten war.

Korollar 8.46 (Primelemente in faktoriellen Ringen ganzer Zahlen)
Es sei 1 #£m € 7 quadratfrei, so daff Z[wy,] faktoriell ist.

a. Ist € Zlwy] prim, so teilt @ genau eine Primzahl p € P und es gilt
N(T() S {p> _p»p2> _pZ}'
b. Die Menge der Primelemente in Z[wy] ist genau die Menge
{p-Clp €l trige, ¢ Einheit} {71 ‘ It - K(71)| € P verzweigt oder unverzwez’gt}

der Primfaktoren von Primzahlen p € P.
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Beweis: a. Da 7 prim ist, ist 71 weder Null noch eine Einheit, und nach Satz
8.20 ist mithin

N(nr) € Z\{0,1,~1)

eine ganze Zahl, die sich nach dem Fundamentalsatz der Elementaren Zahlen-
theorie als Produkt von Primzahlen schreiben laft, d.h. es gibt Primzahlen
Piy---,Px € P mit

- K(mr) = N(7t) = £p;y...Px.

Da 7t dieses Produkt in Z[w,] teilt, mul 7t auch eines der p; teilen, d.h. es
gibt ein x € Z[w,] mit
Pi=T-X.

Durch Anwenden der Norm erhalten wir

N(7) - N(x) = N(pi) = p?
und damit

N (71) € {ph _pi’pi2> _p%} )
da N(7t) # +1. Dies zeigt, dafl 7t eine Primzahl teilt, und dafl die Norm von
7t fiir diese die angegebene Bedingung erfiillt.
Es bleibt zu zeigen, dafl 7t keine zwei verschiedenen Primzahlen p, q € P teilen
kann. Die Bézout Identitéat liefert die Existenz zweier ganzer Zahlen a,b € Z
mit

a-p+ b- q= 1»

und wire 7t ein Teiler sowohl von p, als auch von q, so wiirde diese Gleichung

7t als Teiler der Eins erweisen, d.h. 7w wére eine Einheit im Widerspruch zur
Wahl von 7t als Primelement. Also teilt 7t keine zwei verschiedenen Primzahlen.

b. Unter Beriicksichtigung von Proposition 8.40 sind die Elemente der beiden
angegebenen Mengen Primelemente und die Mengen sind disjunkt. Es bleibt
zu zeigen, daf} jedes Primelement 71 € Z[w,,] in eine dieser beiden Mengen
gehort, und dazu reicht es zu zeigen, dafl 7t Teiler einer Primzahl p € P ist.
Dies folgt aber aus Teil a. dieses Satzes — dabei beachten wir, daf§ fiir eine
Primzahl der Form +7t - K(7t) € P diese Zerlegung ihre Primfaktorzerlegung
ist.

U

Ausgangspunkt des Kapitels war die Betrachtung von diophantischen Gleichungen

der Form

X —m-y’=n

mit beliebigem n. Ist n eine Primzahl, so konnen wir den Zerlegungssatz anwen-
den, um die Losbarkeit der Gleichung auf die Berechnung von Legendre-Symbolen
zuriickzufithren (vgl. auch Aufgabe 8.39).
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Aufgabe 8.47
Es sei p € P eine ungerade Primzahl.

a. Die diophantische Gleichung x*+2-y* = p hat genau dann eine Losung, wenn
(_?2) =1, d.h. wenn

p=1(mod 8) oder p=3(mod38).

b. Die diophantische Gleichung x> —2-y? = p hat genau dann eine Losung, wenn
(%) =1, d.h. wenn

p=1(mod 8) oder p=-—1(mod38).

Im Zerlegungssatz haben wir das Zerlegungsverhalten von ungeraden Primzahlen
beschrieben. Analog kann man auch das Zerlegungverhalten der Primzahl 2 in
Abhéngigkeit beschreiben.

Aufgabe 8.48 (Zerlegungsverhalten von 2)
Es sei T #2 m € Z eine quadratfreie Zahl, so dafl Z[w.,] faktoriell ist. Dann tritt
genau einer der folgenden drei Félle ein:

a. 2 ist genau dann verzweigt, wenn m = 2, 3(mod 4).
b. 2 ist genau dann unverzweigt, wenn m = 1 (mod 8).
c. 2 ist genau dann trage, wenn m =5 (mod 8).

Bemerkung 8.49

Nicht alle Ringe Z[w.,] ganzer Zahlen von quadratischen Zahlkoérpern sind faktori-
ell, d.h. nicht in jedem dieser Ringe hat man eine eindeutige Primfaktorzerlegung
der Elemente. Fithrt man aber den Begriff des Primideals ein, so kann man zeigen,
daB sich jedes Ideal in eindeutiger Weise als Produkt von Primidealen schreiben 148t.
Ringe mit dieser Eigenschaft nennt man Dedekindbereiche und sie verallgemeinern
den Begriff des faktoriellen Ringes in natiirlicher Weise. Die in diesem Kapitel un-
tersuchten Ringe Z[w,] sind die grundlegendsten Beispiele von Dedekindbereichen,
und man kann das Verzweigungsverhalten einer Primzahl p € P dann in &hnli-
cher Weise wie im Zerlegungssatz beschreiben, indem man die Zerlegung des Ideals
(P)Ziwn) 0 Z[wy,] betrachtet. Dazu sei auf die Vorlesungen kommutative Algebra
sowie Zahlentheorie aus dem Kanon der Arbeitsgruppe Algebra, Geometrie und

Computeralgebra verwiesen.
D) Pythagoreische Zahlentripel

In der Einleitung, Kapitel 1, haben wir in der Antwort zu Frage I alle ganzzahligen
pythagoreischen Zahlentripel klassifiziert. Wir wollen hier einen alternativen Beweis
der zentralen Aussage von Satz 1.27 geben, der die Primfaktorzerlegung in Z[i]
ausnutzt. Der Beweis wird dadurch zwar nicht kiirzer, es wird aber vielleicht klarer,
wieso man auf die Gestalt von x = u? —v? und y = 2uv kommt. Es gilt néimlich

22 =x*+1y* = (x +1iy) - K(x + iy),
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und wir brauchen, dafl
X +1iy = (U2 —v*) + 2iuv = (u + iv)?

eine Quadratzahl in Z[i] ist. Dazu miissen wir im wesentlichen zeigen, dafl jeder
Primteiler von x + iy in der Primfaktorzerlegung mit einem geraden Exponenten

vorkommt!

Satz 8.50 (Klassifikation pythagoreischer Zahlentripel)
Ist (x,Y,2) € (Z=o)® ein teilerfremdes pythagoreisches Zahlentripel mit ungeradem
X, so gibt es positive ganze Zahlen W, v € Zi~o mit

u>v, get(u,v)=1 wund uwu—v=1(mod 2),

so daf
x=uw—-Vv, y=2-u-v und z=u’+V.

Beweis: Wir haben bereits in Teil b. von Satz 1.27 gesehen, dafl y gerade und z

ungerade sein miissen.

Nach Voraussetzung gilt
£-K(E)=N() =x"+y* =72

fir & = x + 1y € Z[i], und wir wollen zunéchst zeigen, dafl jeder Primteiler von &
im faktoriellen Ring Z[i] mit gerader Vielfachheit vorkommt. Dazu betrachten wir
einen beliebigen Primteiler 7t von €.

Angenommen, 7t wire auch ein Teiler von K(&). Dann ist 7t ein Teiler von &+K(§) =
2x und ein Teiler von £—K(&) = 2iy. Da i eine Einheit in Z[i] ist, teilt 7t also auch 2y,
und mithin jeden grofiten gemeinsamen Teiler von 2x und 2y. Nach Voraussetzung
sind x und y teilerfremd in Z, und mithin sind sie nach Aufgabe 8.51 auch teilerfremd
in Z[i], so dafl 2 ein grofiter gemeinsamer Teiler von 2x und 2y in Z[i] ist. Also teilt
7t die Zahl 2 = (1 +1) - (1 — 1) in Z[i], und ist deshalb assoziiert zu einem der
Primelemente 1 + 1 oder 1 — i. Damit ist N(7t) = 2. Nach Voraussetzung ist 7
ein Teiler von z? in Z[i], so dal N(mt) = 2 ein Teiler von N(z?) = z* in Z ist, im
Widerspruch dazu, dal z eine ungerade Zahl ist.

Also haben wir gezeigt, dafl 7t kein Teiler von K(§) ist. In der Primfaktorzerlegung

von zZ = & - K(&) in Z[i] kommt jeder Primfaktor mit geradem Exponenten vor, da

Z? eine Quadratzahl ist, und 7t ist einer dieser Primfaktoren. Da er nicht in K(&)
vorkommt, muB er in & mit geradem Exponenten vorkommen.

Die Primfaktorzerlegung von & hat also die Form
EZE'T[%(X] "’Tf]i(xk

fiir eine Einheit ¢ € Z[i]* = {1,—1,1,—1} und Primelemente m,...,m € ZI[i]. Da

wir & auch durch —& ersetzen konnen, konnen wir annehmen, dafl

e #—1. (57)
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Setzen wir
C:/]-[;’” Tt]iék =u-+1iv
mit u,v € Z, so gilt
x+iy=E=c-C=c¢- ((W—v?) +2iw). (58)

Da x und y beide nicht Null sind, miissen auch u und v beide nicht Null sein.
AuBlerdem, falls u < 0 gilt, ersetzen wir ¢ durch —(, so dafl wir ohne Einschrinkung
u > 0 annehmen konnen. Da nach Voraussetzung x > 0 ungerade ist und y > 0
gerade, folgt aus (58) notwendigerweise € = 1 und v > 0 oder ¢ = —1 und v < 0,
wobei wir letzteren Fall in (57) bereits ausgeschlossen haben. Aus (58) folgt also

x=u?—-v und y=2uv
mit w,v € Z-y. Zudem gilt
22 =x*+y? = (u +v)7,

so daBl z = u? +Vv?* folgt. Wegen x > 0 folgt zudem u > v, und da x ungerade ist,
muB u—v =1 (mod 2) gelten. d

Aufgabe 8.51
Sind x,y € Z zwei teilerfremde ganze Zahlen und ist 1 # m € Z quadratfrei, so
sind x und y auch teilerfremd in Z[w,,].

E) Summen zweier Quadrate

In Kapitel 1 haben wir in Frage H wissen wollen, welche Zahlen sich als Summe
zweier Quadrate schreiben lassen, und in Kapitel 4 haben wir eine erste Antwort
mit dem Satz von Fermat 4.13 gegeben, der zeigt, daf eine Primzahl p € P genau
dann Summe zweier Quadrate ist, wenn sie kongruent zu eins modulo vier ist. In
Korollar 8.19 haben wir daraus eine Aussage iiber die Norm von Elementen im Ring
der ganzen GauBschen Zahlen abgeleitet. Diesen Ansatz wollen wir im vorliegenden
Abschnitt auf alle positiven Zahlen n erweitern und einen konzeptionellen Beweis

von Satz 4.15 geben, der zeigt, wann n Summe zweier Quadratzahlen sind.

Satz 8.52 (Fermat)

Es sein € Zi~y eine positive ganze Zahl.

Genau dann st n Summe zweier Quadratzahlen, wenn jeder Primteiler q von m
mit ¢ = 3 (mod 4) in der Primfaktorzerlegung von n mit geradem Ezponenten

vorkommdt, d.h. wenn die Primfaktorzerlegung von n die Form
n:zo‘piﬂpgkq%m q%fsl (59>

besitzt mit

Pi 1 (mod 4)
und

gi = 3 (mod 4).
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Beweis: Fiir den Beweis beachten wir zunéchst, dafl die Primzahl 2 verzweigt ist,

da
2=(14+1)-(1—i)=—1-(1+1)?
und )
1+? =1ie Z[]".
1—1

n ist genau dann Summe zweier Quadrate, wenn es ganze Zahlen x,y € Z gibt mit

n=x*+y? = N(x +1iy).

Gibt es solche Zahlen x und y, so kénnen wir die Primfaktorzerlegung von z =
X + 1y € Z[i] in den ganzen Gaufischen Zahlen betrachten und erhalten
x+iy=n-(1+1)*% ny ---ngk-qf1 ...qf’l
mit ungeraden Primzahlen qi,...,q, die in Z[i] trdge sind, und Primelementen
T,y ..., T, fir die p; = |m; - K(m)| € P eine in Z[i] verzweigte oder unverzweigte
ungerade Primzahl ist. Wenden wir die Norm an, so erhalten wir
n=N(x+iy) =Nm) - N(1 + 1% N(r;)™ -+ N(m)* - N(q1)P" - - N(q)™

::l:z‘x.p;x‘ ...pgk.qu ...q%ﬁl.

Das Vorzeichen mufl dabei positiv sein, da n positiv ist. Wir wenden nun den Zer-
legungssatz 8.44 an. Da die q; trége sind in Z[i] gilt (;—3) =—1,d.h.

q; = 3 (mod 4).

Die p; sind unverzweigt, da p; kein Teiler von —1 ist, und mithin ist (;—1) =1, d.h.
)

p; = 1 (mod 4).
Besitzt umgekehrt n eine Zerlegung der Form (59) mit den gegebenen Kongruenz-
bedingungen, so besitzen die p; nach dem Zerlegungssatz eine Primfaktorzerlegung
der Form

pj = 1 - K(mm)

und die qgj sind trége in Z[i] - man beachte dabei, da8 p; = —m;- K(71;) nicht moglich
ist, da dann die linke Seite positiv und die rechte negativ wére. Betrachten wir nun

z=(14+1)%- 1 ... g ... gP e 7z,
so gibt es ganze Zahlen x,y € Z mit z = x + 1y und es gilt
n=N(z) =x*+y%

Beispiel 8.53
Die Zahl n = 2 -5 - 32 = 90 148t sich schreiben als

n=90=9+81 =3+9%
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Aus Satz 8.52 folgt unmittelbar, dafl bei Frage H in der Tabelle auf Seite 20 die
vierte, siebte und achte Spalte leer bleiben mufite, wie das folgende Korollar zeigt.

Korollar 8.54 (Summen von Quadratzahlen)
Ist z € Z~y Summe zweier Quadratzahlen und z = v (mod 8) mit 0 <r <7, so ist

re{0,1,2,4,5}.

Beweis: Ist q =3+4 -k =3 (mod 4), so ist
Q> =9+24-k+16-k* = 1 (mod 8).

Eine Summe z zweier Quadratzahlen hat eine Primfaktorzerlegung der Form

2 2
=20 pi e pE gl

wobei p; = 1 (mod 4) und q; = 3 (mod 4). Da die q; alle mit geraden Exponenten

vorkommen erhalten wir modulo 8 also
z = 2%-p{" - pp* (mod 8).
Fiir die p; gilt

Pi 1 (mod 8) oder p; = 5 (mod 8),

so dafl auch

p** = 1 (mod 8) oder p* = 5 (mod 8),
da 52 =25 =1 (mod 8). Also gilt

z = 2% (mod 8) oder z = 2%-5 (mod 8),

so daf3
re{0,1,2,4,5}.
O

Bemerkung 8.55 (Anmerkung von Markus Kurtz)

Man kann die Aussage in Korollar 8.54 auch ohne die Charakterisierung der Summen
zweier Quadratzahlen in Satz 8.52 auf elementarem Weg sehen. Fiir eine ganze Zahl
X € Z mit x = a (mod 8) fiir a € {0, 1,...,7} gilt offenbar

2

x* = a? =u (mod 8)

fiir ein
u e {0,1,4}.
Analog gibt es fiir y € Z ein v € {0, 1,4} mit
y? =v (mod 8).
Damit gilt dann
x*+y*=u+v=r(mod8)
fiir ein

re{0,1,2,4,5}.
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Bemerkung 8.56 (Klassifikation der Lésungen von x* +y? = n)
Man kann in Satz 8.52 auch die Anzahl der Lésungen von

x*+yt=n
bestimmen, wobei man nur die substantiell verschiedenen Losungen zédhlen mdochte,
d.h. eine Losung (r,s) wird man nicht von den Losungen
(T> _S)> (_T) _S)) (_Ta S)) (S)T)) (_S)T)) (Sa _T)) (_S) _T)
unterscheiden. Dies fithrt zu einer Aquivalenzrelation und die Anzahl der Aqui-
valenzklassen ist die Anzahl der substantiell verschiedenen Losungen. Hat n die
Primfaktorzerlegung in (59), so gibt es genau

{(oq+1)~~(ock—l—1)—l—1J
2

solcher Aquivalenzklassen, wie man durch eine genau Betrachtung der mdglichen
Primfaktorzerlegungen in Z[w.,], die zu diesem n fithren, sehen kann.

Will man nun etwa wissen, was die kleinste natiirliche Zahl ist, die auf mindestens
drei Arten als Summe zweier Quadrate zu schreiben ist, so sucht man Zahlen o mit

g+ 1)l +D+T _

<
= 2

4

Dabei kommen dann nur
k=2 und (oq,a2) €{(1,2),(2,1)}

oder

k=1 und o €{4,5}
in Frage. Die kleinstmoglichen Primzahlen p mit p = 1 (mod 4) sind 5 und 13, so
daB die kleinstmdoglichen n, die obiger Bedingung geniigen die Zahlen

52.13 bzw. 5* bzw. 5°
sind. Die kleinste unter diesen ist
n =>5%.13 =325,

und es gilt
325 =1 +18 = 6>+ 172 = 10> + 15%.



INDEX

29 — 1, siehe Mersennesche Zahl
22" 4+ 1, siehe Fermatsche Zahl

Fn, siehe Fermatsche Zahl, 17

K, siehe Konjugation

My, siehe Mersennesche Zahl, 15
N, sieche Norm

N-euklidisch, siehe Ring

P, 34

Rlw], 87

S, siehe Spur

Sap, 79

A, 39

MR, siche Minimalreste modulo p
QNR,,, siehe Menge der Nichtquadrate
QR,,, siehe Menge der Quadrate
Q[vm], 87

7, 1

Zlww], 88, 94

Z1il, 89

Zy, 4, 61-68

Z[ym], 87

Xx, Stehe charakteristisches Polynom
geT, 2,2, 25

get, 3,4, 5, 25, 26, 58, 70

kgV, 3

kegv, 3, 5

Z,29, 31

A, 39

(a)z, 1

(9), 41

(z1y.--y2Zn)z, 25

lr), 79

mod , 3

W, 35, siehe Mobiussche p-Funktion, 35, 36
(%), siehe Legendre-Symbol

Va,p, 17

W, 88

a4

an, 4

m, 11

o, siche Teilersummenfunktion, 11, 29, 33
sign, 2

vm, 87

T, siehe Teileranzahlfunktion, 34
120

€amn, 17

@, siehe Eulersche @-Funktion, 37
a=Db (modn), 3
e, 29, 39

On, 7

i, 29, 39

np(z), 6, 35

Np (z), 2

0, 29, 39

o(g), 5, 41

Tamn, 17

Un, 7

Abrundung, 79
Adleman, Leonard, 54
Algebra, 89
algebraisch, 93
Algebrenautomorphismus, 89
Algebrenhomomorphismus, 89
arithmetische Funktion, siehe
zahlentheoretische Funktion

arithmetische Progression

= —1 (mod 8), 79, 85, 114

= —3 (mod 8), 79

=0 (mod 8), 118

=1 (mod 4), 10, 45, 47, 50, 77, 88, 106,
116
1 (mod 8), 79, 85, 113, 114, 118
2 (mod 4), 88, 114
2 (mod 8), 118
= 3 (mod 4), 10, 47, 77, 81, 88, 114, 116
3 (mod 8), 79, 113
4 (mod 8), 118
5 (mod 8), 114, 118

Carmichael-Zahl, 43
charakteristisches Polynom, 91, 92, 93

Chinesischer Restsatz, 4

Diffie, Whitfield, 52
diophantische Gleichungen, 9
x?2+2-y? =p, 113
x? +y? = n, siehe Satz von Fermat
x?—2-y?=p, 114
x? —m-y? =1, siche Pellsche Gleichung
x? —m-y?2 =n, 86, 87, 96

x" +y™ =z", siehe Fermats letzter Satz



lineare, 25-28
Dirichlet-Faltung, 31
Diskriminante, 69
Division mit Rest, 1, 104

Einheitswurzel, 57
primitive, 57
Einsetzhomomorphismus, 87
Euklid, 1, 10, 12, 13
euklidische Funktion, 104
Euklidischer Algorithmus, 3
euklidischer Ring, 1
Euler, Leonard, 17, 19, 23
Eulersche @-Funktion, siehe

zahlentheoretische Funktion

Fermat, Pierre de, 17, 23
Fermatsche Zahl, 7, 16-18, 85
Fragen
Frage A, 5, 9-11, 44, 48, 49
Frage B, 6, 10
Frage C, 6, 11-14, 33, 34
Frage D, 7, 14, 40
Frage E, 7, 14-17
Frage F, 7, 17-19, 43
Frage G, 8, 19
Frage H, 8, 1920, 46, 116, 117
Frage 1, 8, 2023, 114
Frage J, 9, 23-24
Frage K, 9, 24, 97, 102, 103

Fundamentaleinheit, 103

ganz, 93

ganz iiber Z, siehe ganz
ganz algebraisch, sieche ganz
ganzer Abschluf}, siehe Ring
ganzer Anteil, 79

Gauf}, Carl Friedrich, 17, 81
Goldbach, Christian, 19

Goldbachsche Vermutung, siehe Vermutung

grofiter gemeinsamer Teiler, 2, 25
Gruppe
zyklische, 5, 57-68, 103
Struktur von Zj, 61-68

Struktur zyklischer Gruppen, 59

Halbgruppe, 31
Haselgrove, Colin, 14
Hauptidealring, 1
Hellman, Martin, 52

Integritatsbereich, 1
irreduzibel, 1, 93, 107-109

Kettenbruchentwicklung, 102

kleinstes gemeinsames Vielfaches, 3

kongruent, 3

Kongruenzgleichung
lineare, 28, 41, 69
quadratische, 83

Konjugation, 90, 107, 109

Lamé, Gabriel, 23
Legendre, Adrien-Marie, 23

121

Legendre-Symbol, 74, 75, 77-79, 81, 85, 86,

96, 110

Lejeune-Dirichlet, Peter Gustav, 10, 23

lineare Kongruenzgleichung, siehe

Kongruenzgleichung

Mobiussche p-Funktion, siehe

zahlentheoretische Funktion
Menge der Nichtquadrate, 71, 73
Menge der Quadrate, 71, 72, 73
Mersenne, Marin, 16

Mersennesche Zahl, 7, 13, 15-16, 18, 43

Minimalpolynom, 93
Minimalreste modulo p, 77, 78

multiplikativ, siehe zahlentheoretische

Funktion

Norm, 90, 91-93, 96-98, 105, 112

Nullstellen von Polynomen, 45, 49, 58, 77

Ordnung, 5, 41, 62, 63

Pélya, Georg, 14

Pellsche Gleichung, 9, 24, 97, 98, 102

Polynomring, 9

prim, 1

Primfaktorzerlegung, 2, 30, 47, 69, 76, 83,

104, 114
Primitivwurzel, 58, 57-68, 71
Primteileranzahl, 6
Primzahl, 1, 2, 107

chinesischer Primzahltest, 18, 43

Fermatsche Primzahl, sieche Fermatsche

Zahl
Mersennesche Primzahl, siehe
Mersennesche Zahl, 16

Primzahlanzahl, 5, 9-10, 49, 50, 85



122

Primzahlerzeugende Funktionen, 7, 14-17

Primzahltest, 7, 17-19, 43

Primzahlzwillinge, 6, 10-11

trage, 108

unverzweigt, 108

verzweigt, 108

Zerlegungsverhalten, 108, 110, 116
Primzahlverteilungsfunktion, 11
Pseudoprimzahl, 18, 18, 43
Pythagoras, 8
pythagoreische Zahlentripel, 8, 20, 20-23,

114-116
teilerfremd, 20

quadratfrei, 35, 88, 94
quadratische Kongruenzgleichung, siehe
Kongruenzgleichung

quadratische Reste, 110

quadratische Zahlkorper, 87-119
imaginér-quadratische Zahlkorper, 88
reell-quadratische Zahlkorper, 88

Quadratischer Nichtrest, 71

quadratischer Rest, 70, 69-86

Quadratwurzel, 87

Quadratzahlen, siehe Satz von Fermat

Ring
N-euklidisch, 106
Dedekindbereich, 114
euklidischer Ring, 1, 104, 105
faktorieller Ring, 2, 104, 105
ganzer Abschluf}, 94
Hauptidealring, 1
Integritatsbereich, 1, 104
Ring der ganzen Gaufischen Zahlen, 89
Ring der ganzen Zahlen, 94, 96-98, 105
Rivest, Ronald, 54
RSA-Verfahren, 55, 51-56

Satz

Charakterisierung zyklischer Gruppen, 59

Chinesischer Restsatz, 4, 37, 54, 69, 84
Dirichlets Schubfachprinzip, 44
Einheiten in Z[w], 97, 98, 98

Erster Ergénzungsatz zum Quadratischen

Reziprozititsgesetz, 77

Euklidische / Faktorielle Ringe ganzer
Zahlen, 107

Euklidische Ringe ganzer Zahlen, 105

Euler-Kriterium, 75, 76

Fermats letzter Satz, 9, 23-24

Fundamentalsatz der elementaren
Zahlentheorie, 2, 104

Grofler Primzahlsatz, 11

Klassifikation der Losungen von
x? +y?=n, 119

Klassifikation pythagoreischer
Zahlentripel, 20, 115

Kleiner Satz von Fermat, 18, 42

Konjugation-Spur-Norm, 92

Lemma von Gauf}, 78, 80, 93

Lineare diophantische Gleichungen, 26

Mobiusscher Umkehrsatz, 36

Pellsche Gleichung, 102

Primelemente in faktoriellen Ringen
ganzer Zahlen, 112

Primitivwurzelkriterium, 71, 85

Primitivwurzeln modulo p¥, 65

Primzahlsatz von Dirichlet fiir
arithmetische Progressionen, 10

Produkte zyklischer Gruppen, 61

Quadratische Reste modulo 2, 71

Quadratisches Reziprozitéitsgesetz, 81, 85

Rekursionsformel der Eulerschen
@-Funktion, 38

Ring der ganzen Zahlen, 94

Satz von Euler, 41, 54, 58, 75

Satz von Fermat, 8, 19-20, 45, 46, 47, 96,
116, 116-119

Satz von Gauf} zu Primitivwurzeln, 67

Satz von Jacobi, 64

Satz von Lagrange, 41

Satz von Lambert-Euler-Gauf}, 61

Satz von Thue, 44

Satz von Wilson, 8, 19, 43

Struktur von 73\, 66

Summen von Quadratzahlen, 118

Zerlegungslemma, 110

Zerlegungssatz, 110

Zerlegungsverhalten von 2, 114

Zweiter Ergénzungsatz zum

Quadratischen Reziprozititsgesetz, 79

Shamir, Adi, 54
Signum, 85

Simon, Lars, 47
Spur, 90, 91-93



Summatorfunktion, siehe zahlentheoretische
Funktion
Summen zweier Quadratzahlen, siehe Satz

von Fermat

Teileranzahlfunktion, siehe
zahlentheoretische Funktion
teilerfremd, 3, 25
Teilerproduktfunktion, siehe
zahlentheoretische Funktion
Teilersummenfunktion, siche

zahlentheoretische Funktion
Untergruppe, 5, 41, 57

Vektorraum, 89
Vermutung
Goldbachsche Vermutung, 8, 19
Riemannsche Vermutung, 14
Vermutung von Pdlya, 7, 14, 40
Vermutung von Pdlya, siehe Vermutung
vollkommene Zahl, 6, 11-14, 16, 33

zahlentheoretische Funktion, 29
multiplikative, 29, 29-40
A, 39
e, 29
i, 29
0, 29
Eulersche @-Funktion, 37, 37-39, 41, 58
Liouvillesche A-Funktion, 39
Mobiussche p-Funktion, 35, 35, 36
Summatorfunktion, 36, 38, 39
Teileranzahlfunktion, 34, 39
Teilersummenfunktion, 11, 29, 33, 39
Teilerproduktfunktion, 34
zyklisch, 5
Struktur zyklischer Gruppen, 61

123



124

[Bru00]

[Bur07)
[DH76]

[GPYO05]
[Has58]

[Mal06]
[Pol19)]

[RSATS]
[RU95]
[Sta67]

[Sta9s]
[Tan&0]

LITERATUR

Winfried Bruns, Zahlentheorie, OSM, Reihe V, no. 146, FB Mathematik/Informatik,
Universitdt Osnabriick, 2000.

David Burton, Elementary number theory, 6 ed., Mc Graw Hill, 2007.

Whitfield Diffie and Martin E. Hellman, New directions in cryptography, IEEE Trans. on
Info. Theory IT-22 (1976), 644-654.

Dan A. Goldston, Janos Pintz, and Cem Y. Yildirim, Primes in tupels I, ar-
Xiv:math/0508185, 2005.

Colin Brian Haselgrove, A disproof of a conjecture of Pdlya, Mathematika 5 (1958),
no. 141-145.

Gunter Malle, Elementare Zahlentheorie, Vorlesungsmitschrift, 2006.

George Polya, Verschiedene Bemerkungen zur Zahlentheorie, Jahresbericht der deutschen
Math.-Vereinigung 28 (1919), 31-40.

Ronald L. Rivest, Adi Shamir, and Leonard M. Adleman, A method for obtaining digital
signatures and public-key cryptosystems, Communications of the ACM 21 (1978), no. 2,
120-126.

Reinhold Remmert and Peter Ullrich, Elementare Zahlentheorie, 2 ed., Springer, 1995.
Harold Mead Stark, A complete determination of the complex qudratic fields of class-
number one, Mich. Math. J. 14 (1967), 1-27.

, An introduction to number theory, 10 ed., MIT Press, 1998.

Minoru Tanaka, A numerical investigation on cumulative sum of the Liouville function,
Tokyo Journal of Mathematics 3 (1980), 187-189.




